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Referat

Im heutigen Zeitalter ist das Reisen unverzichtbar. Dabei kommt es nicht mehr
darauf an, von einem Ort zum anderen zu gelangen, sondern diesen Weg zu
optimieren.

Immer wieder trifft man auf das Problem des Handlungsreisenden, der sich am
Ort 1 befindet und die Absicht hat, n-1 Orte zu besuchen. Dabei will er jede
Ortschaft genau einmal durchreisen und zum Schluss wieder in den Ort 1
zurlickkehren. Daraus ergibt sich, dass Ort 1 gleichzeitig der Start- und Zielort ist
und die Orte 2,...,n-1 Durchgangsorte sind. Seinen Weg will er dabei nach den
Gesichtspunkten Zeit, Entfernung oder Kosten optimieren.

Nun soll ein Programm erstellt werden, welches die giinstigste Reihenfolge der

Orte, die durchreist werden sollen, ermittelt.

Abstract

Travelling is indispensable in modern society. Nowadays the question is not
to get from one place to another but how to optimize the way.

The problem is that of a commercial traveller who is at place 1 and intends
to visit n-1 places. He wants to travel through each of these places exactly
once and to go back to place 1 in the end. So place 1 is starting point as
well as destination while places 2, ... , n-1 are transit places. The
traveller wants to optimize the way according to time, distance or costs.

Now a programme is to be designed which determines the most effective

sequence of all places through which the traveller passes.
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1. Verzeichnis der verwendeten Abkiirzungen

Abkiirzung Bezeichnung
O leere Menge
C Kombination
C, n-Zyklus
E(G) Kantenmenge von G
e Kanten
Graph
P Permutation
TSP Travelling-Salesman-Problem
u; v Knoten
V(G) Knotenmenge von G

\Y% Kantenfolge



2. Einfithrung und Zielstellung

In der vorliegenden Arbeit wird folgendes Problem behandelt:
Ein Handlungsreisender, der sich am Ort 1 befindet, hat die Absicht, n-1 Orte
2,...,n zu besuchen. Dabei will er jede Ortschaft genau einmal durchreisen und
zum Schluss wieder in den Ort 1 zuriickkehren. Daraus ergibt sich, dass Ort 1
gleichzeitig der Start- und Zielort also Ort n ist und die Orte 2,...n
Durchgangsorte sind. Seinen Weg will er dabei nach den Gesichtspunkten Zeit,
Entfernung oder Kosten optimieren.
Dazu muss er sich moderner Computertechnik bedienen, da der Rechenaufwand
mit steigender Anzahl der Orte enorm hoch wird. Fiir die Losung seines Problems
findet er verschiedene Typen numerischer Verfahren. Ein Teil ist so konzipiert,
dass die Aufgabe exakt gelost wird. Allerdings scheitern diese in der Regel bei
einer groBBeren Anzahl von Orten wegen des mit der Problemgrofie stark
progressiv steigenden Rechenaufwandes. Ein anderer Teil benutzt heuristische
Ansdtze und sucht nach guten Niherungslosungen, die auch bei wesentlich
groBeren Problemen den Handlungsreisenden zufrieden stellen.
Ziel dieser Arbeit ist es nun,

die Aufgabe als Problem der Graphentheorie zu diskutieren und

einen exakten Algorithmus mit einer dynamischen Struktur vorzustellen.
Dazu werden entsprechende Begriffe eingefiihrt und Beispiele vorgestellt, an

denen dann auch der Algorithmus erprobt wird.



3. Grundbegriffe aus der Graphentheorie'

3.1 Graph
Ein Graph G = (V(G), E(G)) besteht aus zwei endlichen Mengen:

V(G), der Knotenmenge des Graphen, oft nur mit V bezeichnet, die eine
nichtleere endliche Menge von Elementen ist, die Knoten genannt werden, und
E(G), der Kantenmenge des Graphen, hdufig nur mit E bezeichnet, die eine
Menge von Knotenpaaren ist, die Kanten genannt werden,

sodass jede Kante elJE(G) einem untergeordneten Paar von Knoten (u, v)

zugeordnet ist, die als Endknoten von e bezeichnet werden.

3.2 Knoten und Kanten

Knoten werden manchmal auch als Punkte, Knotenpunkte oder Ecken
bezeichnet.

Wenn e eine Kante mit den Endknoten u und v ist, dann sagt man, dass sie u und v
verbindet. Man bezeichnet dann e auch durch e = (u,v)

Beispiel:

nl—8v

Man beachte, dass die Definition eines Graphen die Moglichkeit zuldsst, dass eine
Kante identische Endknoten hat, d.h., es ist moglich, einen Knoten u mit sich
selbst durch eine Kante zu verbinden — eine derartige Kante wird als Schlinge

bezeichnet.
Beispiel:

-

! betreffend die Punkte 3.1 bis 3.6: Clark/Holton 1994, S. 2-33



3.3 Der parallele Graph

Es sei G ein Graph. Wenn zwei (oder mehrere) Kanten von G dieselben

Endknoten haben, dann werden diese Kanten parallel genannt.

« >

3.4 Der schlichte Graph

Beispiel:

Ein Graph heif3t schlicht, wenn er keine Schlingen und keine parallelen Kanten

enthalt.

3.5 Der vollstindige Graph

Ein Graph heif3t vollstiindig, wenn jeder Knoten mit jedem anderen verbunden ist.

Beispiel:

3.6 Wege und Zyklen

3.6.1 Eine Kantenfolge in einem Graphen ist eine endliche Folge der Gestalt

W = vpe1vieavs... Vi.1€kVk,
deren Terme abwechselnd Knoten und Kanten sind, sodass, fir 1 <1 < k, die
Kante e; die Endknoten v;.; und v; hat.
Somit befindet sich jede Kante e; unmittelbar zwischen zwei Knoten, mit denen
sie inzident ist.
Wir nennen die obige Kantenfolge W eine vyp-vi-Kantenfolge oder eine
Kantenfolge von vy, nach vy. Der Knoten v, heilit Anfangsknoten der
Kantenfolge W, wihrend vy als Endknoten von W bezeichnet wird. Man
beachte, dass die Knoten v;, i=0,..., k, nicht unterschiedlich sein miissen.
Die Knoten vi,...,vk.; der obigen Kantenfolge W werden als innere Knoten
bezeichnet. Die ganze Zahl k, die durch die Anzahl der Kanten in der Kantenfolge
gegeben ist, heiB3t die Linge der Kantenfolge W.



3.6.2 Eine triviale Kantenfolge beinhaltet keine Kanten.
3.6.3 Wenn die Kanten e, e,,..., ex der Kantenfolge W = voe;viepvs...exvi alle
unterschiedlich sind, dann heif3t W ein Kantenzug.

Mit e; = (Vo,Vi)ye., € = (Vk1, Vi) ergibt sich fir W auch eine kiirzere

Beschreibung: W = vyv;...vg.

3.6.4 Wenn die Knoten vy,vy,...,vx der Kantenfolge W = wvoevierva...exvi,
unterschiedlich sind, dann heif3t W ein Weg.

Ein Weg mit vy = vi heiflt geschlossen.

3.6.5 Der Knoten u wird als zusammenhéngend mit einem Knoten v in einem

Graphen G bezeichnet, wenn es einen Weg von u nach v gibt.

3.6.6 Ein Graph G heiflt zusammenhiingend, wenn je zwei seiner Knoten

zusammenhéngend sind.

3.6.7 Ein nichttrivialer geschlossener Kantenzug in einem Graphen G heifit ein
Zyklus (geschlossener Weg in G), wenn sein Anfangs- bzw. Endknoten ungleich
den Durchgangsknoten ist und wenn die Durchgangsknoten untereinander
unterschiedlich sind. Anders gesagt ist der geschlossene Kantenzug C =
Vi€1V2...Vpenv] dann ein Zyklus, wenn

a) C mindestens eine Kante hat und

b) vi, va,...,vy alles unterschiedliche Knoten sind.
Ein Zyklus der Lange k, d.h. mit k Kanten, heil3t ein k-Zyklus. Ein k-Zyklus heif3t
gerade, wenn k gerade ist, oder ungerade, wenn k ungerade ist.

Ein 3-Zyklus wird oft als Dreikreis bezeichnet.
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Beispiel:
w1 2
wd w3
In der Abbildung ist

C = vivavavav ein 4-Zyklus,
T = vivavsvivavsvy ein nichttrivialer geschlossener Kantenzug, der keinen Zyklus
darstellt (da vs zweimal als innerer Knoten vorkommt) und

C’ = v1vpvsvy ein Dreikreis.

3.7 Der gerichtete Graph2

Bei einem gerichteten Graph wird den Kanten mit Hilfe eines Pfeils eine
bestimmte Richtung zugewiesen.

Ein gerichteter Graph hei3t Pfad oder Schlange, wenn er durch einen offenen
gleichgerichteten Kantenzug darstellbar ist (d.h. in den Knoten treffen die Spitze
des einen Pfeils und der Schaft des anderen Pfeils zusammen).

Beispiel:

Ein gerichteter Graph heif3t Masche, wenn sich in zwei gleichgerichtete Pfade mit
gemeinsamen Anfangs- und Endpunkt zerlegen lisst.

Beispiel:

2 Athen/Bruhn 1994, Bd. 2, S. 356
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Ein gerichteter Graph heiflt Schleife, wenn er durch einen geschlossenen

gleichgerichteten Kantenzug darstellbar ist.

Beispiel:

Ein gerichteter Graph hei3t Baum, wenn er keine Maschen und Schleifen enthilt.

Beispiel:

3.8 Der bewertete Graph

Ein Graph heift dann bewertet, wenn die Kanten eine entsprechende Bewertung

(Zeit, Entfernung oder Kosten) erhalten.
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4. Kombinatorik®

4.1 Einfihrung

Kombinatorik ist die Theorie der endlichen Mengen, insbesondere die
Untersuchung gewisser zahlentheoretischer Auswahlfunktionen, z.B. die Anzahl
der Primzahlen. Kombinatorische Schlussweisen beherrschen viele Gebiete der
Mathematik: Zahlentheorie, endliche Gruppentheorie, Wahrscheinlichkeits-
rechnung und Statistik. In der elementaren Kombinatorik geht es insbesondere
um Anzahlprobleme von Anordnungen und Auswahlen aus endlichen Mengen
(Permutation, Variation, Kombination). Dabei werden laufend die folgenden
Abzéhlungsregeln verwandt:
a) Summenregel: Hat man fiir einen Entscheidungsvorgang die Wahl
zwischen k Arten, die sich gegenseitig ausschlieBen und fiir die my, my, ...,
mi Moglichkeiten bestehen, so gibt es insgesamt my + m; + ... +mg
Entscheidungsmdglichkeiten.
b) Produktregel: Sind nacheinander r Entscheidungen zu treffen, wobei die
k-te  Entscheidung — unabhidngig von den vorhergegangenen
Entscheidungen — nx Moglichkeiten zuldsst, so gibt es insgesamt ny ® ny ®

n;* ... * n v Entscheidungsmoglichkeiten.

4.2 Die Permutation®

Ist eine endliche Anzahl von n Elementen gegeben, so bezeichnet man die

mogliche Anordnung dieser Elemente als Permutation der gegebenen Elemente.

P, — Anzahl der Permutationen, wenn alle Elemente verschieden sind
Beispiel: a, b, c,d
Py=4!=1¢2¢3¢4=24

= P,=n!

3 Athen/Bruhn 1994, Bd. 2, S. 497
* Grimm 1994, S. 30
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4.3 Die Kombination

Ist eine endliche Anzahl von n Elementen gegeben, so bezeichnet man jede
Auswahl von k Elementen ohne Beriicksichtigung ihrer Reihenfolge als

Kombination.

Kombination ohne Wiederholung

C - Anzahl der Kombination, wenn jedes Element in einer Kombination nur
n

einmal vorkommt.

Beispiel: 4 Elemente, 2. Klasse

3 Grimm 1994, S. 31
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S. Ein dynamisches L.osungsverfahren

5.1 Einfuhrung

Das dynamische Verfahren zur Losung des TSP, welches nun vorgestellt werden
soll, wird von Uwe Schoning im Buch ,,Algorithmen — kurz gefasst* beschrieben.
Die Grundlage fiir den resultierenden Algorithmus bildet die Bestimmung
kiirzester Wege in einem Graphen zwischen einem Knoten A und einem
Knoten E.

Eine Rundreise ist dadurch charakterisiert, dass im vollstindigen Graphen mit
den Knoten vi,...,v,.; und nichtnegativen Kantenbewertungen ein kiirzester
Weg von v; bis v, = v liber die Knoten vy,...,vy; gesucht wird. Dieser Weg ist
dann ein n-Zyklus in G kiirzester Gesamtlinge. Die Knoten entsprechen den
Orten.

Hierfiir wird nun ein dynamisches Verfahren vorgeschlagen. Dieses beruht
darauf, dass ein kiirzester Weg von einem Zwischenknoten v;, jLI{2,...n-1}
iiber einen Nachfolger vy, k[1{2,....n-1}, k#j, bis zum Zielort v, = v; zerlegt
werden kann in den Schritt iiber die Kante von v; nach vy und in den Kkiirzesten
Weg von vy nach v, Dabei darf dann aber der Knoten v; nicht wieder
durchlaufen werden. Durch diese Herangehensweise versucht man, von

vornherein ungiinstige Zwischenwege zu vermeiden.

5.2 Das Prinzip des dynamischen Verfahrens

Im folgenden benutzen wir fiir die Orte nur die Bezeichnung durch ihre
Nummern 1,...,n .

Wenn eine optimale Rundreise (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) bei Stadt
1 beginnt und dann die Stadt k besucht, so muss der Weg von k aus durch die
Stadte {2,...,n}-{k} zuriick zu 1 ebenfalls optimal sein (unter allen solchen
Wegen). Hier deutet sich ein Optimalititsprinzip an, das man wie folgt
umsetzen kann.

Sei g(1,S) die Lange des kiirzesten Wegs, der bei Stadt 1 beginnt, dann durch jede
Stadt der Menge S mit ST {1,...,n} — {i} genau einmal geht, um bei Stadt 1 zu

enden.
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Man beachte, dass die Losung des TSP darin besteht, g(1,{2,...,n}) zu berechnen.
Die Funktion kann wie folgt rekursiv geschrieben werden:

g(i,S) = myy, fur S=0

g(1,S) = minjps (m;; + g(j,S — {j})), fiir S0

5.3 Ein Beispiel fiir dieses dynamische Verfahren®

Gegeben sei folgende Entfernungsmatrix zum Graphen G mit 4 Knoten:

Ort 1 2 3 4

1 0 10 15 20

M = 2 5 0 9 10
3 6 13 0 12

4 8 8 9 0

Der Algorithmus berechnet die folgenden Werte:
g(2’D)2m21:57 g(35|]):m31:6> g(4,D):m41:8

2(2,{3}) = mys +g@3,0) = 15
g(2,{4}) = mys+g4,0) = 18
g(3,{2}) = myn +g2,0) = 18
g(3,{4}) = mzs +g(4,00) = 20
g(4,{2}) = myp+g(2,0) = 13
g(4,{3}) = my3+g(3,0) = 15

g(2,{3,4}) = min (mg; + g(3,{4}), mas + g(4,{3}) = 25

g(3,{2,4}) = min (m3; +g(2,{4}), mss + g(4,{2}) = 25
g(4,{2,3}) = min (mqy +g(2,{3}), ma3 + g(3,{2}) = 23

® Schoning 1997, S. 98 f.



- 16 -

g(1,{2,3,4})

= min (my2 + g(2,{3,4}), mi3 + g(3,{2,4}), mis + g(4,{2,3}))
min (35, 40, 43)
=35

Indem man nachvollzieht, {iber welche Minimumsbildung der gesuchte Wert
zustande kommt, erhélt man auch die zugehdrige Losung. Gegeben durch den 4-

ZyKlus ist die optimale Rundreise 1-2-4-3-1.
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6. Bedienungsanleitung fiir das Programm anhand eines

Beispiels

Der Umgang mit dem Programm erfordert grundsitzlich keine besonderen
Computerkenntnisse, wenn man es beherrscht, Werte einzugeben und diese auch
mit ,,Enter zu bestédtigen. Beim Programmieren stand die Funktionalitit und
nicht die Optik im Vordergrund. D.h., dass sowohl auf die Eingabe-, als auf auch
die Verarbeitungs- und die Ausgabegaberoutine sehr viel Wert gelegt wurde.
Hiermit riickte allerdings die Optik in den Hintergrund, sodass es keine
Animationen der optimalen Wege geben wird.

Ich mochte nun anhand eines Beispiels die Bedienung und die Funktionen des
Programms erldutern. Die fiir das Beispiel entsprechende Matrix (Siehe Anlage

I) und Deutschlandkarte (Siche Anlage II) finden Sie in den Anlagen.

6.1 Starten des Programms und Eingabe einer Matrix

Zu Beginn startet man das Programm mit einem Doppelklick auf die
Anwendungsdatei ,, TRAVSAL3.EXE®“. Sie werden eine kurze BegriiBung lesen
konnen. Des weiteren haben Sie die Moglichkeit eine bereits abgespeicherte
Matrix zu laden, doch dazu spiter mehr.

Sie wollen nun eine komplett neue Rundreise berechnen lassen und driicken
deshalb einmal die ,,Enter“-Taste. Jetzt haben Sie die Wahl zwischen zwei bis
zehn Orten, die Sie besuchen mochten. Da das Beispiel zehn Orten beinhaltet,
geben Sie ,,10° ein und bestdtigen dies mit ,,Enter.

Sie werden noch darauf hingewiesen, dass Ort 1 Thr Startort sein wird und dass
man das Programm jederzeit durch die Eingabe von ,,exit* abbrechen kann — 6.2
Verlassen des Programms mit dem Befehl ,, exit*.

Jetzt werden Sie aufgefordert, die Entfernung von Ort 1, Leipzig, zu Ort 2,
Berlin, einzugeben. Also geben Sie nun entsprechend der Matrix im Anhang
,146.25 ein. Beachten Sie bitte, dass Sie statt des gewohnlichen Kommas einen
Punkt setzten. Diese Eingabe bestitigen Sie nun mit ,,Enter®. Jetzt werden die
restlichen Entfernungen von Ort 1 zu den Orten 3 bis 10 abgefragt. Danach
folgen die Entfernungen von Ort 2 zu den Orten 1 und 3 bis 10. Die Entfernung zu
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Ort 2 wird hier logischerweise nicht abgefragt, da diese zwingend ,,0* betriagt. Auf
diese Weise geben Sie nun die komplette Matrix ein.

Wenn Sie sich die langwierige Eingabe ersparen wollen, laden Sie einfach die
dem Programm beiliegende fertige Matrix ,, DEUTLAND.MTX* (Sieche Anlage 3)
— 0.7 Laden der Matrix.

6.2 Verlassen des Programms mit dem Befehl ,.exit*

Wihrend der Eingabe der Matrix konnen Sie das Programm jederzeit
abbrechen, indem Sie als Wert einfach ,,exit* eingeben und dies mit ,,Enter*

bestétigen.

6.3 Korrekturen in der Matrix

Wenn Sie die letzte Entfernung von Ort 10, Dresden, zu Ort 9, Miinchen,
eingegeben und bestitigt haben, gibt es noch die Moglichkeit Wertdnderungen in
der Matrix vorzunehmen, falls Sie einmal eine falsche Eingabe getdtigt haben.
Hierzu geben Sie ,,c¢“ ein und bestitigen dies. Sie werden nun nach dem
Ausgangsort, dem Zielort und der Entfernung abgefragt, die Sie édndern
mochten. Danach wird die korrigierte Matrix erneut angezeigt und Sie kdnnen

13

durch die Eingabe von ,c“ weitere Korrekturen vornehmen. Wenn Sie der
Meinung sind, dass Sie alle Werte korrekt in die Matrix eingegeben haben,

driicken Sie ,,Enter*.

6.4 Speichern der Matrix
Nach der Korrekturabfrage, haben Sie die Moglichkeit Thre Matrix

abzuspeichern, um einem nochmaligen langwierigen Eingeben zu entgehen.
Dazu geben Sie ,,s“ ein und bestitigen dies. Jetzt miissen Sie einen Dateinamen,
welcher nicht linger als neun Zeichen sein darf, eingeben, z.B. , matrix1*, und
mit ,,Enter* bestitigen. Die Datei wird im gleichen Verzeichnis abgespeichert, in
dem sich auch das Programm befindet.

Falls Sie ihre Matrix nicht abspeichern wollen, driicken Sie einfach ,,Enter.
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6.5 Die Ausgabe

Nach dem Speichern gibt Thnen nun das Programm die optimale (minimale)
Wegliange und die optimale Rundreise aus. Bei unserem Beispiel betrdgt die
optimale Weglédnge ,,1847.25° Einheiten (in diesem Fall Kilometer). Die optimale
Rundreise ist: 1 -7-9-8-6-4-5-3-2-10-1 (Leipzig - Erfurt - Miinchen -
Stuttgart - Frankfurt - Kbln - Kassel - Hamburg - Berlin - Dresden — Leipzig).

Die Deutschlandkarte mit der eingezeichneten Route finden Sie in den Anlagen

(Siehe Anlagen II).

6.6 Beenden und Neustarten des Programms

Nach der Ausgabe konnen Sie das Programm durch Driicken der ,,Enter-Taste
beenden. Falls Sie das Programm jedoch noch einmal nutzen mdchten geben Sie

I ein und bestitigen dies mit ,,Enter*.

6.7 Laden der Matrix

Nach dem Programmstart oder Programmneustart konnen Sie eine fertige
Matrix laden. Geben Sie ,JI* ein und bestitigen Sie dies mit ,,Enter®. Jetzt
werden Sie aufgefordert einen Dateinamen einzugeben, der nicht linger als
neun Zeichen sein darf, z.B. ,matrix1“. Wenn Sie das mit ,,Enter* bestitigt
haben und diese Datei existiert, sind Sie sofort an der Programmstelle, wo Sie

Korrekturen in der Matrix vornehmen konnen — 6.3 Korrekturen in der Matrix.
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10. Thesen

1.

Die Arbeit beschéftigt sich mit dem Problem des Handlungsreisenden

(Travelling-Salesman-Problem).

. Das Anliegen ist es, ein Programm zu erstellen, welches dieses Problem in

einem vertretbaren Rechenaufwand exakt 10st.

. Dafiir war es nétig, sich die Grundlagen der Graphentheorie und Kombinatorik

anzueignen.

. Auflerdem musste man sich mit mehreren dynamischen Losungsverfahren

beschéftigen, um am Ende das Beste auswéhlen zu konnen.

. Mit diesem Wissen war es nun moglich, ein entsprechendes Programm zu

erstellen.

. Dieses Programm kann in Form eines Routenplaners vollig unabhéngig

von den Orten genutzt werden, insofern man die Moglichkeit hat, sich eine dem

Problem geméfBe Matrix zu erstellen.
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