2. Hauptteil: Das graziése Nummerieren von

Baumen

Bis heute ist noch unklar, ob es méglich ist, jeden beliebigen Baum grazids zu nummerieren.
Das bedeutet, man konnte weder beweisen, dass man fur jeden Baum eine solche
Nummerierung finden kann, noch wurde ein Beispielbaum gefunden, den man nicht grazids
nummerieren kann. Allerdings gibt es bestimmte Gruppen von B&dumen fur die man einen
Algorithmus fur die grazidse Nummerierung gefunden hat. Solche Gruppen von Bdumen und

die Algorithmen werde ich im folgendem vorstellen.

2.1. Raupen

Raupen sind eine Untergruppe von Baumen. Fir diese kleine Gruppe kann man einen

Algorithmus fur das graziose Nummerieren angeben. Aber was sind eigentlich Raupen? Auch

vor diesen Begriff muss ich einige andere Definitionen Stellen.

Blatt: Als Blatt bezeichnet man einen Knoten vom Grad 1 und die eine in diesem
Knoten endende Kante.

Pfad: Ein Pfad ist ein unverzweigter Weg.

Raupe: Eine Raupe ist ein Baum bei dem nach dem Ldéschen aller Blatter nur noch ein

Pfad tbrig bleibt. (diesen Pfad bezeichnet man als Korper der Raupe)
Auch der Begriff des Abstandes zwischen 2 Knoten ist sehr wichtig:
Def.: Als Abstand zwischen 2 Knoten bezeichnet man die Lange des Weges zwischen

ihnen.



Diese Definition ist nur bei B&umen anzuwenden, da es bei allen anderen Graphen die
Maglichkeit gibt, dass 2 Wege verschiedener Lange zwischen den beiden Knoten existieren.
Bei einem Baum ist dies nicht mdglich, da man sonst die beiden Wege einfach
aneinandersetzen kann und dabei ein Kreis entsteht (wird eine Kante zweimal hintereinander
durchlaufen, so wére das ganze kein Weg und somit kein Kreis, aber man kann diese Kante
einfach aus dem Weg entfernen, dieser Weg wird dadurch nicht unterbrochen und es entsteht
ein Kreis), was der Definition eines Baumes wiederspricht.

Bsp.:

2wei Beizpiele fur Baupen

—<

=it diezer Farbe zind die F.anten des K.arpers der Raupe gekennzeichnet

— Mit dieser Farbe sind die K.anten der Blatter gekennzeichnet

Satz 2: Man kann jede Raupe graziés nummerieren.

Beweis:

Hierzu existiert ein Algorithmus, nach dem man jede Raupe grazids farben kann. Dieser
Algorithmus ist folgender: Man beginnt an einem Knoten am Ende des Korpers der Raupe
(d.h. an einem Knoten mit dem Grad 1). Diesem Knoten ordnet man die Zahl 0 zu. Mit den
néchstgrolReren Zahlen (1,2,3...) werden die Knoten mit geradem Abstand zum Knoten mit der
Nummer 0 nummeriert. Die Nummer 1 bekommt der Knoten mit dem niedrigstem ungeraden
Abstand zum Knoten mit der Nummer 0, die 2 der mit dem zweitniedrigsten Abstand usw.
Haben zwei Knoten denselben Abstand zum Knoten 0, so werden immer die zuerst
nummeriert, die kein Teil des Kdrpers sind (bei ihnen ist die Reihenfolge dann egal). Bei den
Knoten mit geradem Abstand zum Knoten mit der Nummer 0 tut man dasselbe mit dem
gleichen Algorithmus, nur dass man mit der hochsten Zahl, also der Kantenanzahl, beginnt

und immer kleiner wird.



Bsp.:

£ G

O Dieze Faorm kennzeichnet Enoten mit geradem Abstad zum Knoten mit der Murmer 0

I:I Dieze Form kennzeichnet Knoten mit ungeradem Abstand zum Knaten mit der Nummer 0

Beweis, dass man auf diese Weise immer eine graziése Nummerierung erhélt:

Zuné&chst zeige ich, dass die Nummern, die den Kanten zugeordnet werden mit zunehmendem
Abstand ( Abstand einer Kante zum Knoten mit der Nummer 0 sei der des Knotens der Kante,
der nédher am Knoten 0 liegt) vom Knoten mit der Nummer O immer kleiner werden. Eine
Kante verbindet immer einen Knoten mit geradem Abstand zum Knoten mit der Nummer 0
mit einem Knoten mit ungeradem Abstand zu diesem Knoten. Entfernt man sich weiter vom
Knoten mit der Nummer 0 so wird die Zahl im Knoten mit ungeradem Abstand kleiner, und
die bei dem mit geradem Abstand groRer (oder wenigstens eins von beidem), aulRerdem ist die
Zahl des Knotens mit ungeradem Abstand immer groRer als die andere (ergibt sich aus der
Konstruktionsvorschrift). Somit ziehe ich von einer kleineren Zahl als zuvor einen gréf3eren
Betrag als vorher ab (eventuell gilt auch nur eines von beidem, die Konsequenz ist aber
dieselbe), ich erhalte also flr die Kante eine kleinere Zahl als zuvor. Auch kdénnen zwei
Kanten, die im gleichen Abstand zum Knoten mit der Nummer 0 liegen nicht die gleiche
Nummer haben. Dies ist so, da diese Kanten immer einen Knoten gemeinsam haben missen
(der mit dem kleineren Abstand zum Knoten mit der Nummer 0 muss immer auf dem Korper
liegen und es gibt keine zwei verschiedenen Knoten mit dem gleichen Abstand zum Knoten 0,
die auf dem Korper liegen (laut Definition des Kdrpers)). Und da der Knoten auch nicht mit 2
Knoten mit derselben Nummer verbunden sein kann (nach dem Algorithmus). Somit werden

die Nummern der Kanten in einer Richtung immer kleiner. Da keine Kantennummern
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zweimal auftreten muss von der groBtmoglichen bis zur 1 alles vorhanden sein. Somit erfullt

die Nummerierung alle 2 Kriterien der graziosen Nummerierung von Baumen. W.z.b.w.
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2.2. Mogliche Anséatze, um zu beweisen, dass alle Baume graziés nummerierbar

sind

Da es eine Vielzahl von Baumen gibt, ist es schwer diesen Beweis zu fuihren (weswegen er
wohl auch noch nicht gefunden wurde). Die Methode, die aber noch am
erfolgversprechensten aussieht, ist die eines konstruktiven Beweises. Hierbei versucht man
aus der Nummerierung eines oder mehrerer bestimmten Graphen die eines anderen mit mehr
Knoten zu finden. Die daraus entstehende Konstruktionsvorschrift soll aus einem (oder
mehreren) Ausgangsgraphen mit ihren grazidsen Nummerierungen die grazidsen

Nummerierungen aller anderen Baume finden.

2.2.1. Ein erster VVersuch der Konstruktion

Als erstes hat man bei einer solchen Konstruktion nattrlich die Idee an einen beliebigen
Knoten eine Kante und am Ende einen neuen Knoten anzuftigen und den neuen Graphen dann
aus der alten Nummerierung heraus graziés zu nummerieren. Ware dies moglich, so kénnte
man nach folgender Induktion alle Baume grazids nummerieren.

IA: Fur einen Baum, der nur aus einer Kante und 2 Knoten besteht, gibt es eine grazidse
Nummerierung (Knotennummern: 0 und 1, Kantennummer:1-0=1)

IV: Fiur jeden Baum mit n Knoten gibt es eine graziose Nummerierung.

IBeh.: Fir jeden Baum mit n+1 Knoten gibt es eine graziése Nummerierung.

IBew.:Man wahlt sich zuerst einen beliebigen Baum mit n+1 Knoten. Nach Hilfssatz 1
(Einleitung) hat dieser Baum mindestens einen Knoten, an dem nur eine Kante anliegt. Diesen
Knoten und die eine Kante entfernt man und man erhalt einen Graphen mit n Knoten, den
man nach IV graziés nummerieren kann. Nun sind wir davon ausgegangen, dass ich an diesen
Baum an einen beliebigen Knoten eine Kante und einen neuen Knoten anfuigen kann und den
neuen Graphen dann nach einem bestimmten Algorithmus graziés nummerieren kann. Man
fligt also die zuvor entfernte Kante und den Knoten wieder an und kann nach dem
Algorithmus den Baum mit n+1 Knoten (also jeden Baum mit n+1 Knoten) grazios

nummerieren. w.z.b.w.

Nun stellt sich nur noch die Frage, wie eine solche Konstruktionsvorschrift aussehen soll.

Fakt ist, dass bis heute noch niemand eine solche gefunden hat. Aber Ideen gab es schon
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einige. So zum Beispiel, dass man den urspringlichen Baum so umnummeriert, dass an dem
Knoten, an dem die neue Kante angefiigt wird, eine Null steht, die Nummerierung aber
dennoch grazids ist. Nehmen wir an, der urspriingliche Graph hatte n Knoten. Den Kanten
waren also alle Werte zwischen 1 und n-1 (Kantenanzahl) (genau einmal) und den Knoten alle
zwischen 0 und n-1 (genau einmal) zugeordnet. Man gibt dem neuen Knoten die Nummer n.
Der neue Graph hat nun n+1 Knoten und diesen sind danach alle natiirlichen Zahlen zwischen
0 und n (genau einmal) zugeordnet (von 0 bis n-1 schon von der urspriinglichen
Nummerierung, n kommt hinzu). Die neue Kante hat also den Wert n-0=n, d.h. den Kanten
sind alle Werte zwischen 1 und n (genau einmal) zugeordnet (Es existieren n+1-1=n
Kanten)(von 1 bis n-1 schon vorher und n kam hinzu). Dies zusammen wirde bedeuten, dass
der Baum mit n+1 Knoten graziés nummeriert ist. Eine Konstruktionsvorschrift ware
gefunden. Aber der Haken ist, dass man die Null in einer graziésen Nummerierung nicht bei
jedem Graph an jede Stelle bekommen kann.

Eine &hnliche Methode wére, einen Baum mit n Knoten zu nehmen, ihn so grazi6s
umzunummerieren, dass dem Knoten, an dem die neue Kante angefligt werden soll, die Zahl n
zugeordnet ist. Dem neuen Knoten weist man die Nummer 0 zu, allen anderen eine Nummer
hoher, als sie in der urspringlichen Nummerierung hatten. Auf diese Weise wirde eine
graziése Nummerierung entstehen.

Beweis: Urspriinglich waren den Knoten alle Werte zwischen 0 und n-1 (Kantenanzahl)
genau einmal zugewiesen (da die Nummerierung grazits war). Nach dem Algorithmus
werden aus diesen Nummern die Werte von 1 bis n (immer eins addiert) und hinzu kommt die
0 des neuen Knotens. Bei der neuen Nummerierung werden den Kanten also alle Werte
zwischen 0 und n (=Kantenanzahl) (genau einmal) zugeordnet.

In der urspriinglichen Nummerierung hatten die Kanten alle Werte zwischen 1 und n-1 (genau
einmal). Wenn zu allen Knotenwerten 1 addiert wird, so bleiben die Differenzen zweier
solcher Werte gleich [x-y=x+1-(y+1) =x-y+1-1], d.h. die Kantenwerte bleiben gleich und nur
der Wert der neuen Kante (n (hdchste Zahl der Knoten)-0=n) kommt hinzu. Die Kanten
nehmen also alle Werte zwischen 1 und n (Kantenanzahl) genau einmal an. Somit sind alle
Eigenschaften einer graziosen Nummerierung erfullt und eine Konstruktionsvorschrift wére
gefunden.

Aber auch hier geht das nicht so einfach. Es ist ndmlich nicht méglich in jedem Baum die
Nummerierung so zu &ndern, dass sie grazios bleibt und in jedem beliebigen Punkt die
hdchste Zahl hat.
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2.2.2. Ein zweiter Versuch der Konstruktion

Im folgenden werde ich eine Methode vorstellen, bei der man ebenfalls versucht aus grazios
nummerierten Baumen eine Nummerierung fur Baume mit mehr Knoten zu finden. Im
Gegensatz zum obigen Versuch, funktioniert hier die Konstruktion, aber es werden von dieser
nicht alle B&ume erfasst. Diese Methode werde ich der Anschaulichkeit wegen gleich an

einem Beispiel demonstrieren.

Als Ausgangspunkt wahlt man sich 2 Baume (S mit s Knoten und T mit t Knoten), die schon

grazios nummeriert sind, wie z.B.:

Trutt =38
. 1
7 4
2 1
0 z +» + 4
& 35 3
g 2

Nun erzeugt man eine Replikation von S (diese sei Sp), indem man den Graphen beibehalt und
jede Knotennummer mit t (in meinem Beispiel also mit 8 multipliziert). Es entsteht ein nicht

mehr graziés nummerierter Baum:

Eeplkation won 3
IHE=14

0*&=0

F¥E=14

Weiterhin erzeugt man s Replikationen von T (To,T1,..., Ts.1) (Auch hier wird der Graph an
sich beibehalten). Hierzu wéhlt man zunéchst einen beliebigen Knoten von T aus (dieser heif3t
die Wurzel). In der i-ten Replikation T; nummeriert man nun die Knoten folgendermalen: Hat
ein Knoten z von der Wurzel einen geraden Abstand so wird zu der Nummer, die z in T hatte,
genau iEt addiert. Hat ein Knoten z einen ungeraden Abstand zur Wurzel, so wird zu der
Nummer, die z in T hatte genau (s-1-i)Et addiert. In meinem Beispiel wirden auf diese Weise

folgende nicht graziose Nummerierungen entstehen:
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Hietbet definiere ich den Enoten mut der

Mummer 0 als Wurzel
o []-Diese Knoten haben geraden Abstand zar Wurzel

O-Die se Knoten haben ungeraden Abstand zur Wharzel

F+(4-1-0)*8=31

Sabgey  H(4-1-07%3=28
D E=0 * .

S+(4-1-0)*3=29

T+(4-1-17*8=23

0+1*8=8

Baum T1

1+1*8=2%

J+1*g=11  4+(4-1-17*g=20

. &
Hd-1-17+8=21

A+(4-1-0)*2=30 D*E=2 a+(4-1-1*+5=22 2+1#%3=10
Eaum T2 Baum T,
Pe(4-1-2y+8=15 1+2#8=17 TH{d-1-3pra=T 1435225
F+2eE=19  4404-1-2pkE=11 S+3E=17 d4(4-1-3pk3=4
O+2*3=18 . . O+3*E=24 . 4 L

SH(4-1-2)%8=13

S+(4-1-3)%8=5

A+ 4-1-2*8=14 2+2%3=18 2+3*g=26

B+{4-1-37%8=5

Als letzen Schritt fligt man alle entstandenen Baume mit ihren Nummerierungen zusammen,
d.h. man verbindet die Knoten in den Replikationen von T, deren Nummern auch bei Knoten
von Sy auftreten, so mit Kanten, wie die zugehdrigen Knoten in Sp mit Kanten verbunden
sind. In meinem Beispiel wirde also folgender Baum mit seiner grazidsen Nummerierung
entstehen:
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In diesem Beispiel sieht man, dass der Algorithmus einen graziés nummerierten Baum

entstehen lasst, dass dies aber immer so ist, muss noch gezeigt werden.

Die Anzahl der Knoten entspricht der Anzahl aller Knoten in allen Replikationen von T (da

beim Zusammensetzen von Sy und diesen Replikationen nur Kanten von Sy zu den Knoten der

Ti hinzugefiigt wurden). Die Knotenanzahl von T; ist gleich der von T (da nur die Nummern

verandert wurden), also t und es existieren laut Algorithmus s Replikationen T;. D.h. der

entstehende Graph hat insgesamt sEt Knoten. Um zu zeigen, dass er grazios ist, muss also

gezeigt werden , dass:

1. Ein Baum entsteht,

2. Alle Nummern von 0 bis sEt-1 (Knotenanzahl-1=Kantenanzahl) den Knoten genau einmal
zugeordnet sind und

3. Alle Nummern von 1 bis sEt-1 den Kanten genau einmal zugeordnet sind.

Zu 1.: Die Knoten, die am Ende durch die Kanten von S, verbunden werden haben laut
Algorithmus die Nummern yEt, wobei OPyPs-1 (1. Schritt der Konstruktion). In den
Replikationen von T sind diese Nummern genau den Knoten zugeordnet, die Replikationen
des Knotens mit der Nummer 0 sind (denn diese haben nach dem oben beschriebenen
Algorithmus die Form 0+yEt=yEt). Da sie alle Replikationen eines Punktes sind, mussen sie
auf verschiedenen Replikationen T; liegen. Das bedeutet in einer Replikation werden am Ende
nur an einem Knoten Kanten angefiigt. T war ein Baum und hatte keine Kreise, d.h. in keiner
der Replikationen von T treten Kreise auf, und da die Replikationen nur an einem Knoten (pro
Ti) verbunden sind, kénnten Kreise nur innerhalb der am Ende hinzugefiigten Verbindungen
(letzter Schritt der Konstruktion) entstehen (Denn andere Kreise mussten von dem
Verbindungsknoten in die jeweilige Kopie und wieder zuriicklaufen (da die Replikationen nur
an diesem einen Knoten verbunden sind), was mangels eines Kreises nicht geht). Die am
Ende hinzugekommenen Kanten stammen aber von einer Replikation von S, einem Baum, in
ihnen gibt es also auch keine Kreise. Das bedeutet im gesamten Graph kénnen keine Kreise

existieren, er ist also ein Baum. W.z.b.w.

Zu?2..
Man muss hier nur die Knoten von T und ihre Replikationen betrachten, da auch nach der
Konstruktion nur diese Knoten und die beim letzten Konstruktionsschritt angefugten Kanten

da sind (siehe oben). Zu jeder Nummer eines Knotens mit geradem Abstand zur Wurzel wird
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ja tEi addiert, wobei OPiPs-1, zu jeder Nummer eines Knotens mit ungeradem Abstand zur
Wurzel wird laut Algorithmus (s-1-i)Et addiert, wobei OPiPs-1. Ist eine solche Bedingung
gegeben kann der Term s-1-t nur Werte zwischen 0 und s-1 annehmen, es gilt also auch OPs-
1-iPs-1 (ich denke dies ist ersichtlich). Dies bedeutet, man addiert zu allen Nummern
dieselben Zahlen (tEy, wobei OPyPs-1, jede genau einmal), nur in verschiedener Reihenfolge.
Zu Beginn ist T graziés nummeriert, d.h. jede Nummer zwischen 0 und t-1 (Anzahl der
Kanten) tritt genau einmal auf. Das heif3t, sie lassen auch bei der Division durch t
verschiedene Reste. Addiert man nun zu zwei verschiedenen Zahlen beliebige tEy, so bleiben
die Restklassen erhalten (da tEy .-. 0 (t)), was bedeutet, dass die beiden entstehenden Zahlen
verschiedene Restklassen haben und somit auch verschieden sind. D.h. Replikationen
verschiedener Knoten kdnnen nicht dieselbe Nummer haben. Zu jeder Zahl addiert man ja
jedes tEy nur einmal, was bedeutet, auch die Replikationen eines Punktes konnen nie dieselbe
Nummer haben. Aus den letzten beiden Aussagen ergibt sich, dass jeder Knoten im
entstehenden Graphen eine andere Nummer hat. Der kleinste Wert ist hierbei 0+0Et=0 (an
beiden variablen Stellen der kleinste Wert) und der grote (t-1)+tE(s-1)=t-1+tEs-t=tEs-1 (an
beiden variablen Stellen der gréi3te Wert). Da zwischen diesen Zahlen (eingeschlossen 0 und
tEs-1) genau tEs Werte liegen, es genau so viele Knoten gibt, und jeder Wert maximal einmal
auftreten kann, sind alle Werte zwischen 0 und tEs-1 den Knoten genau einmal zugeordnet.
W.z.b.w.

Zu 3.:

Durch Kanten ist immer ein Knoten mit geradem Abstand zur Wurzel und einer mit
ungeradem Abstand zur Wurzel miteinander verbunden. Dies ist anschaulich klar, wenn man
sich Uberlegt, dass es immer nur einen Weg von der Wurzel zu einem Punkt gibt (sonst wiirde
ein Kreis entstehen, wenn man auf dem einen Weg hin und auf dem anderen zuriick geht). Hat
also ein Punkt geraden Abstand zur Wurzel, so hat der im Weg davor liegende (mit dem der
Punkt verbunden ist) eine Kante weniger im Weg, also ungeraden Abstand und der nachste
Knoten (wenn man den Weg um eine Kante verlangert), eine Kante mehr im Weg, also
ebenfalls ungeraden Abstand (analoger Schluss fiir Knoten mit ungeradem Abstand).
Betrachten wir nun zwei durch eine Kante verbundene Knoten, die in der
Ausgangsnummerierung die Nummern a und b hatten. O.b.d.A. sei a>b, womit a-b der
Nummer der Kante in der Ausgansnummerierung entspricht. Diese Kante hat also in T; die

Nummer: |a+t(s-1-i)-b-tEi| oder |a+tEi-b-t(s-1-i)|, also die Nummer: |a-bI't(s-1-i)HtEi|=|a-
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bI't(s-1-2i)|. a-b nimmt in der Ausgangsnummerierung alle Werte zwischen 1 und t-1 genau
einmal an (da T grazids nummeriert war). 2 Kopien derselben Kante konnen nicht dieselben
Nummern zugeordnet werden. Bleibt die Zahl in den Betrdgen groRer als 0, so ist dies klar, da
jedes i nur einmal verwendet wird, und somit nie 2 gleiche Zahlen herauskommen kénnen. 2
Werte (zwischen den Betragen) unterscheiden sich nach der Formel nur durch ein Vielfaches
von t, werden diese Werte negativ, so andert sich bei den Betrdgen die Restklasse bei der
Division durch t. Dies wére nur nicht der Fall, wenn der Wert irgendwann 0 wiirde, was aber
nicht eintreten kann, da dann a-b ein vielfaches von t sein misste, was aber unmdglich ist, da
a-b zwischen 1 und t-1 liegt (durch die grazidse Farbung). Da die Werte von a-b von Anfang
an verschiedenen Restklassen angehorten, sind Kopien von verschiedenen Kante auch nach
der Rechnung noch in verschiedenen Restklassen (die werden nicht verandert). So sind weder
die Kopien verschiedener Kanten, noch die einer Kante gleich, 2 verschiedene Kanten haben
also am Ende verschiedene Werte. Da die Kantenzahlen nicht groRer als die héchste
Knotenzahl werden kdnnen sind sie alle zwischen 1 und sEt-1, dass sind sEt-1 Ziffern und
genauso viele Kanten sind in dem entstehendem Baum. D.h. alle Ziffern zwischen 1 und sEt-1

sind den Kanten genau einmal zugeordnet. w.z.b.w.

Auf diese Weise kann man zwar beliebig groRe Bdume mit beliebig vielen Knoten und ihre
graziose Nummerierung konstruieren, aber nicht alle Baume sind so aufgebaut, dass man sie
auf diese Weise zusammensetzen kann. Also kann auch diese Konstruktion nicht beweisen,

dass das grazidse Farben jedes Baumes moglich ist.
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2.2.3. Ein dritter Versuch des Konstruierens einer graziésen Nummerierung aller Bdume

Auch hier kann man aus kleinen Baumen grolRere erzeugen, aber nicht alle Baume durch die

Konstruktion abdecken.

Als Ausgangspunkt wahlt man sich beliebig viele Baume (die Anzahl dieser sei n).
Mindestens n-1 von diesen Baumen seien dabei Raupen, d.h. hochstens ein Baum ist keine
Raupe und dieser eine Baum muss bereits graziés nummeriert sein (ist auch dieser Baum eine
Raupe, so kann man die Nummerierung wie unter 2.1. gezeigt erzeugen). Die gesamte Anzahl

der Knoten soll k betragen. Beispielsweise kdnnte man also folgende Baume wéhlen:

Faupe 1: Faupe 2: Baum 3

Hierbet 15t n=3 und le=24

7 g
Nun beginnt man mit der Nummerierung der ersten Raupe, man wabhlt sich einen Knoten am

Ende des Korpers oder am Ende eines vom Kdrperende ausgehenden Blattes als Wurzel.
Dann nummeriert man alle Knoten mit geradem Abstand zur Wurzel aufsteigend mit den
kleinsten Werten (0,1,2...), wobei néherliegende ( Knoten mit geringerem Abstand zur
Wurzel) zuerst nummeriert werden und bei gleichem Anstand die auf dem Kdorper liegenden
die grofliten Zahlen zugeordnet bekommen. Die Knoten mit ungeradem Abstand zur Wurzel
werden in derselben Reihenfolge jedoch beginnend mit der grofiten Zahl und dann fallend (k-
1,k-2,k-3,...) nummeriert. Bei den weiteren Raupen wird genauso verfahren, nur dass man bei
den Konten mit geradem Abstand zur Wurzel mit der kleinsten noch nicht in anderen Raupen
verwendeten Nummer, und bei denen mit ungeradem Abstand mit der groten noch nicht
verwendeten Nummer beginnt. Auf diese Weise entstehen in meinem Beispiel folgende

Raupen:
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Eaupe 2:
12 .45 11
18 15 wl7

19
15

3 4
Hierbet 15t t=6 und
1 0 % m=17

o= 3o sind die beiden Wiarzeln marldert

Nun hat man die Werte von 0 bis t (Werte mit geradem Abstand zur Wurzel) und von m bis k-
1 (Werte mit ungeradem Abstand zur Wurzel) genau einmal verwendet (ergibt sich aus der
Konstruktion). Man addiert zu jeder der Nummern in dem verbleibenden Baum t+1. Waren
zuvor in dem Baum alle Nummern von 0 bis j (j=Anzahl der Kanten in Baum 3) (einmal)
vorhanden (was der Fall ist, da er graziés nummeriert ist), so sind dort jetzt alle von t+1 bis
j+t+1. Man hat also alle Zahlen von 0 bis j+t+1 und von m bis k-1 (jeweils einmal)
verwendet. Insgesamt sind das so viele Zahlen wie Knoten, also k. Die beiden Reihen (Zahlen
von 0 bis j+t+1 und Zahlen von m bis k-1) sind immer durchgéangig. Wirden sich beide
Reihen Uberlagern, wéren das aber mehr als k Ziffern (da die kleinste Zahl 0 und die grofite k-
1 ist und dies genau k Zahlen sind), was bedeutet, dass jede Nummer zwischen 0 und k-1
genau einmal auftritt (da es nattrliche Zahlen sind und keine Zahl doppelt vorkommt, kann
auch keine Zahl fehlen). In meinem Beispiel wiirde sich jetzt folgende Nummerierung fiir den

Baum 3 ergeben:

TI=14 gar=13

Bis jetzt wurde keine Zahl mehr als einer Kante zugeordnet.

Beweis: Der Algorithmus zum Nummerieren der Knoten in den Raupen entspricht prinzipiell
dem beim graziésen Nummerieren von einzelnen Raupen. Bei diesen habe ich schon gezeigt,
dass die Nummern der Kanten mit zunehmenden Abstand von der Wurzel abnehmen und bei
gleichem Abstand nie gleich sind. Das gilt auch hier, also kommt in einer Raupe nie eine

Nummer (an den Kanten) zweimal vor.
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Ich betrachte die m-te Raupe. Sie soll i, Knoten haben, wobei a, geraden Abstand zur Wurzel
und by, ungeraden Abstand zur Wurzel haben (d.h. am+bm=in).

Die grofite Zahl der Kanten in der ersten Raupe ist zwischen der Wurzel (Nummer 0) und der
hochsten Zahl (k-1), also k-1. Die kleinste Zahl befindet sich zwischen der am weitesten
entfernten und gleichzeitig kleinsten Zahl, ungeraden Abstands zur Wurzel, und derselben
geraden Abstands (die dann allerdings die grof3te solcher Zahlen ist) (Das sind jeweils die
Zahlen die beim Algorithmus als letztes nummeriert wurden).Diese beiden Knoten heben die
Zahlen 0+a;-1=a;-1 (der erste verteilte Wert ist 0, der zweite 1 usw. und der letzte (also der
a;-te) den Wert a;-1) und k-1-(b;-1)=k-bs(der erste verteilte Wert ist k-1, der zweite k-2 usw.
und der letzte (also der b;-te) den Wert k-b;). Die Kante hat also die Nummer k-b;-a;+1=k-
i1+1. Zwischen diesen beiden Werten (die Werte eingeschlossen) liegen genau i;-1 Werte.
Genau so viele Kanten hat auch die erste Raupe, da kein Wert doppelt auftritt, muss jeder
Wert zwischen k-1 und k-i;+1 genau einmal auftreten.

Beim zweiten Baum bekommt nun die Wurzel den Wert des letzten Knotens mit ungeradem
Abstand zur ersten Wurzel plus eins, also a; und der erste Knoten mit ungeradem Abstand zu
dieser Wurzel k-b;-1 (die letzte Zahl mit ungeradem Abstand zur ersten Wurzel minus 1). Die
Kante mit groRtem Wert ist also k-b;-a;-1=k-i;-1. Zwischen den Kantenwerten der ersten
Raupe und diesem Wert fehlt die Kante mit der Nummer k-i;. Diese fligt man spéter an.
Beispielsweise ware das moglich zwischen der ersten Raupe (Knoten k-b;) und der zweiten
Raupe (Wurzel a;). Die kleinste Kante ware zwischen a;+a,-1 (grofiter Knoten mit geradem
Abstand zur Wurzel) (der erste verteilte Wert ist a;, der zweite a;+1 usw. und der letzte (also
der a,-te) den Wert a;+ a,-1) und k-b;-1-(b,-1)=k-b;-b, (groRter Knoten mit ungeradem
Abstand zur Wurzel) (der erste verteilte Wert ist k-b;-1; der zweite k-b;-2 usw. und der letzte
(also der b,-te) den Wert k-bi+b,-1). Diese hat also den Wert k-b;-a;-by-ap+1=Kk-i-i,+1.
Zwischen den beiden Werten liegen genau i-1 Zahlen. Genau so viele Kanten hat auch die
zweite Raupe (Knotenanzahl-1), und da kein Wert doppelt auftritt muss jeder Wert zwischen
k-i1-1 und k-i;-i;+1 genau einmal auftreten. Dies hat keine Werte mit vorhergehenden Raupen
gemeinsam.

Das was ich jetzt flr die ersten beiden Raupen gemacht habe, kann man verallgemeinern
(Beweis ware per Induktion moglich, ich denke aber es ist so ersichtlich):

Beim m-ten Baum bekommt nun die Wurzel den Wert des letzten Knotens mit ungeradem
Abstand zur m-1-ten Wurzel plus eins, also a;+a,+...+an.1 und der erste Knoten mit
ungeradem Abstand zu dieser Wurzel k-b;-b,-...-bn.1-1 (die letzte Zahl mit ungeradem
Abstand zur m-1-ten Wurzel minus 1). Die Kante mit grotem Wert hier ist also k-b;-b,-...-
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bm-1-a1-ao-...-am-1-1=K-i1-i»-...-im-1-1. Zwischen dieser Kante und der kleinsten Kante der m-1-
ten Raupe fehlt die Kante mit der Nummer K-ij-ip-...-im1. Diese fugt man spéter an.
Beispielsweise ware das moglich zwischen der m-1-ten Raupe (Knoten k-b;-by-...-bm-2) und
der n-ten Raupe (Wurzel a;+a,+...+am-1). Die kleinste Kante ware zwischen a;+ay+...+am-1
(grofter Knoten mit geradem Abstand zur Wurzel) und k-bi-b-...-bm-1-1-(bm-1)=k-bs-b,-...-
bm. Diese hat also den Wert k-b;-b,-...-bm-a1-a2-...-am+1=K-i1-ip-...-in+1. Zwischen den beiden
Werten (dem groRten und dem kleinsten Kantenwert) liegen genau i,-1 Zahlen. Genau soviele
Kanten hat auch die m-te Raupe (Knotenanzahl-1), da kein Wert doppelt auftritt, muss jeder
Wert zwischen Nummer K-is-ip-...-im1 und k-is-io-...-im+1 genau einmal auftreten. Dies hat
keine Werte mit vorhergehenden Raupen gemeinsam. All diese Aussagen zusammen

bedeuten, dass in den Raupen keine Kantenzahlen mehrmals auftreten. w.z.b.w.

Die zundchst fehlenden Werte ergédnzt man nun durch das Ergédnzen von Kanten mit diesen
Werten. Man achte dabei darauf, dass keine Kreise entstehen. Eine Moglichkeit ist die oben
erwahnte. Hierbei wird eine Kante vom ersten zur zweiten, eine vom zweiten zum dritten
usw., und eine vom n-2-ten zum n-1-ten Baum erzeugt. Dabei entstehen keine neuen Kreise
(da zuvor keine da waren und solche Verbindungen zwischen den Raupen nicht existierten).
Nun sind alle Kantennummern von k-1 bis k-is-i,-...-in.1+1 genau einmal vorhanden. i, sei die
Anzahl der Knoten in dem einen Baum, der keine Raupe sein muss. Da k=i;+i,+..+i, gehen
die Kantennummern also von k-1 bis i,+1. Der letzte Baum war vor der Umnummerierung
graziés nummeriert, was bedeutet an den Kanten standen alle Ziffern zwischen 1 und i,-1.
Diese Ziffern veranderten sich auch nicht durch die Addition einer Konstanten zu jedem
Knoten. Nun fehlt nur noch die Nummer i, an den Kanten. Diese erganze ich nun auf
beliebige Weise von dem Baum, der keine Raupe ist zu einer der Raupen (anschaulich ist Klar,
dass dies immer moglich ist). Da weder in dem letzten Baum selbst, noch in den Raupen ein
Kreis existierte und kein Weg zwischen beiden Teilen bestand, entsteht auch durch das
Anfligen dieser Kante kein neuer Kreis. Es ist also ein Baum entstanden, dessen Knoten mit
allen Ziffern zwischen 0 und k-1 (k ist die Knotenanzahl) genau einmal und dessen Kanten
mit allen Ziffern zwischen 1 und k-1 genau einmal nummeriert sind. D.h. es ist eine grazigse

Nummerierung entstanden, die in meinem Beispiel folgendermafen aussieht:

22



23



2.3. Eine weitere Idee auf Grundlage des Nummerierens grad-requléarer Graphen

Es gibt eine weitere Gruppe von Baumen, fur die bewiesen ist, dass sie immer grazios

nummerierbar sind. Diese heil3en grad-regulér.

Def.: Ein Baum ist dann grad-regular, wenn es einen Knoten gibt (dieser sei die
Wourzel), so dass gilt: Haben 2 Knoten denselben Abstand zur Wurzel, so haben sie auch

denselben Grad.

Einige Beispiele hierfur sind:

Syevevel

Man erkennt, dass die Form immer in etwa dieselbe ist.

Um zu zeigen, dass diese Gruppe immer graziés nummerierbar ist bendtige ich zuerst

folgenden

Satz: Sei T ein Baum, fur den eine grazidse Farbung bekannt ist. Diese Farbung soll dem
Knoten k die Nummer 0 zuordnen. Dann ist der Baum, der aus k Kopien von T und einem
Knoten w besteht (wobei w mit allen Kopien vom Knoten x durch eine Kante verbunden ist)

auch grazios farbbar. Diesen neuen Baum bezeichne ich mit w +kE_xT.

Beweis: Es sei i die Anzahl der Knoten in dem zu kopierenden Baum T.

Eine grazidse Farbung kann man dann immer mithilfe von folgendem Algorithmus herstellen:
Die dem Knoten z in der Originalfarbung zugeordnete natirliche Zahl sei z;.

Ist der Abstand zwischen einem Knoten z und dem Knoten x in T gerade, so wird z; der ersten
Kopie von z zugeordnet. Der n-ten Kopie von z wird die Zahl z;+ (n-1)Ei zugeordnet.

Ist der Abstand zwischen einem Knoten z und dem Knoten x in T ungerade, so wird z; der k-
ten Kopie von z zugeordnet. Der n-ten Kopie von z wird die Zahl z;+ (k-n)Ei zugeordnet.
Dem Knoten w wird die Zahl KEi zugeordnet.
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Ein Beispiel fur das Anwenden dieses Algorithmuses ist:

nach Algorithmus
entstehender Baam:
3*4=132

Baum T mit seiter
grazifisen Farbung:

n
2
2 1

9

*= |:|+[:4_1:|*3=9
0+H(1-13*3=0 : D"f-l] 3=3 ¢
»
10 » )
o g DS DS THAT*I=S  1HEA T4

Beweis, dass auf diese Art immer eine grazidse Farbung entsteht:

1. Teil: Beweis, dass bei der obigen Farbung alle Zahlen zwischen 0 und KEi genau einmal
verwendet wurden:
Zunéchst gibt es genau kEi+1 Knoten, da der zu farbende Graph aus k Kopien von T (der i
Knoten hat) (das macht zusammen KEi Knoten) und dem einzelnen Knoten w besteht, sodass
die obige Aussage von der Anzahl der Knoten her wahr sein konnte.
n-1 und k-n nehmen beide fur 1PnPk alle Werte zwischen 0 und k-1 genau einmal an. Das
bedeutet, dass den k Kopien eines beliebigen Knotens z die Zahlen z;+ yEi zugeordnet
werden, wobei OPyPk-1. Der Wert y ist hierbei flr jede Kopie anders, was bedeutet, dass zwei
Kopien desselben Knotens nicht gleich sein kdnnen. Die Originalfarbung von T war auch
grazios, d.h. z; nimmt alle Werte zwischen 0 und i-1 an, was alles verschiedene Restklassen
bei der Division durch i sind. Jede Kopie von z (mit der Nummer z;+ yEi) lasst bei dieser
Division den Rest z;, was wiederum heif3t, dass die Nummern von Kopien von 2
verschiedenen Knoten zu verschiedenen Restklassen gehéren, und somit auch verschieden
sind. Daraus, dass die Originalfarbung von T auch graziés war, ergibt sich, dass z; nur Werte
zwischen 0 und i-1 annehmen kann. Im Maximalfall wére also z;=i-1 und y=k-1, der Wert des
dazu gehdrigen Knotens ist also der grofte unter den k Kopien und betréagt i-1+ (k-1)Ei = iEk-
1. Dazu kommt im ganzen Graphen nur noch der Wert von w mit KEi, der vorher wegen
seiner GroRe noch nie aufgetaucht sein kann. Es wurde also keine Zahl zwei Knoten und
keinem Knoten eine Zahl groler als KEi zugeordnet. Zusammen mit der Aussage, dass der
Graph genau KEi+1 Koten besitzt, bedeutet das, dass jede Zahl zwischen 0 und kEi genau

einmal verwendet wurde.
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2. Teil: Beweis, dass auf diese Weise den Kanten alle Zahlen zwischen 1 und KEi genau
einmal zugeordnet werden :
Als erste Aussage bendtige ich, dass es zwischen 1 und kEi genau k Zahlen gibt, die bei der
Teilung durch i denselben Rest lassen. Dies ist leicht zu sehen, da es fur jeden Rest dieselbe
Anzahl von zugehérigen Zahlen gibt (da mit der Restklasse 1 begonnen wird (bei 1) und mit
der Restklasse 0 geendet wird (bei KEi)) und es fir die Restklasse 0 k Zahlen gibt, und zwar
iEy, wobei y Werte zwischen 1 und k annimmt, also genau k Werte.
Zunachst einmal gibt es k Kanten, die w mit Kopien des Knoten x verbinden. Den Kopien von
x wurden die Zahlen 0+ (n-1)Ei (1PnPk) zugeordnet (da x zu sich selber einen geraden
Abstand, und zwar 0 hat). Da w die Zahl KEi zugeordnet wurde, werden den k Kanten die
Zahlen KEi-(n-1)Ei = iE(k-n+1) 1PnPk (jede einmal) zugeordnet. In diesem Intervall nimmt k-
n+1 also alle Zahlen zw. 1 und k einmal an. Das sind k verschiedene Zahlen, die bei der
Teilung durch i den Rest 0 lassen, also alle solche Zahlen zwischen 1 und KEi.
Ansonsten gibt es nur noch Kanten, die als Kopien einer Kante in T aufgefasst werden
kdnnen. Ich nehme an, in der Orginalfarbung wurden den Knoten, die die Kante verbindet, die
Zahlen v; und v, zugeordnet. Da v; und v, direkt verbunden sind und der Graph ein Baum ist,
ist der Abstand zw. einem Punkt und x genau um eins groRRer als der Abstand zwischen dem
anderen Punkt und X, d.h. ein Abstand ist gerade und der andere ungerade. O.b.d.A. sei der
Abstand zwischen v; und x gerade und der zwischen v, und x ungerade. Dann wurde der n-ten
Kopie von v, die Zahl vi+(n-1)Ei (1PnPK) und der n-ten Kopie von v, die Zahl v,+(k-n)Ei
zugeordnet. Der n-ten Kopie der beschriebenen Kante wurde also die Zahl |vi+(n-1)Ei — v,-
(k-n)Ei| = [v1 —=Vvo| +|(2n-k-1)|Ei (1PnPk). Da n genau k verschiedene Werte annehmen kann,
haben die Kopien einer Kante auch k verschiedene Werte, die bei der Teilung durch i alle
denselben Rest |vi-v5| lassen. Das sind alle k Moglichkeiten fur diesen einen Rest. |v1-V,| ist
aber flr 2 verschiedene Punkte auch verschieden und nimmt Werte zwischen 1 und i-1 an (da
die Orginalfarbung von T auch grazits war). D.h. den Kanten wurden alle Werte zwischen 1
und KEi zugeordnet, da in jeder Restklasse k verschiedene Werte in diesem Bereich existieren,
und soviele Werte pro Restklasse oben nachgewiesen wurden. Da es bei Bdumen eine Kante
weniger gibt als Knoten und der Graph kEi+1 Knoten hat, besitzt er nur KEi Kanten, sodass

keine Zahl doppelt verwendet wurde.
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Aus den 2 Teilen ergibt sich, dass den Knoten alle Zahlen zwischen 0 und der Knotenanzahl
minus 1 und den Kanten alle Zahlen zwischen der 1 und der Kantenanzahl genau einmal

zugeordnet wurden, was eine grazidse Farbung ausmacht.

— der Graph wurde grazios geférbt.
W.z.b.w.

Schaut man sich nun grad-reguldre Baume an, so wird klar, dass man sie immer durch die
obige Konstruktion aus kleineren grad-reguléren Graphen zusammensetzen kann (T ist immer
einer der Bdume die entstehen, wenn man die Wurzel und alle zu ihr fiihrenden Knoten
entfernt). Man kann also bei einem Baum mit einer Kante beginnen, die Konstruktion beliebig
oft durchfiihren und kann so eine graziése Nummerierung fur jeden grad-reguléaren Baum
konstruieren. Beim nacheinander Ausfiihren der Konstruktion, muss der Baum allerdings so
umgefarbt werden, dass der Knoten, der die Wurzel (spéter x) von T ist eine 0 steht. Dass ist
relativ einfach. Nach der zuvor durchgefuhrten Konstruktion hat dieser Knoten die Nummer
KEi. Hat ein Knoten die Nummer z, so wird diese Nummer durch KEi-z ersetzt. Also hat x die
Nummer KEi-KEi=0, was ich ja erreichen wollte. Die Nummern der Kanten bleiben aber
gleich. Hat eine Kante zuvor den Wert y= |v1-V,|, wobei v; und v, die Werte der Knoten sind,
die von der Kante verbunden werden, dann hat die Kante danach den Wert y,=|KEi-v1-
KEi+Vv,|=|vi-v2|=y. Der Wert der Kante hat sich also nicht verandert, was bedeutet die Farbung
ist grazios (Der Bereich der Knotenwerte bleibt gleich, ich denke das ist ersichtlich).

Aus all diesen Aussagen lasst sich folgern, dass man jeden grad-reguldren Graphen grazios
farben kann.

Davon ausgehend kann man auf die Idee kommen, eine Farbung aller B&ume zu konstruieren,
indem man versucht aus gegebenen graziésen Farbungen durch Entfernen einer Kante und
eines Knotens oder auch kleinerer Graphen eine Féarbung flr kleinere Baume zu konstruieren.
Man wurde dann ausgehend von den grad-reguldren Graphen eine grazidse Farbung fur alle
Baume finden. Aber auch diese Konstruktion konnte bis heute noch nicht in die Praxis

umgesetzt werden.
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