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1 Einführung in die Problemstellung
1.1 Waclaw Sierpinski

Waclaw Sierpinski wurde am 14.3.1882 in Warschau geboren, wo er ebenfalls am 21.10.1969 starb. Nach seinem Studium arbeitete Sierpinski im Schuldienst, wurde jedoch 1905 entlassen. Nachdem er promoviert hatte, lehrte er als Gymnasiallehrer und hielt einige Vorlesungen. Als er sich 1908 in Lwow habilitierte, begann seine mathematische Karriere. Sein Hauptarbeitsgebiet war die Mengenlehre, nebenbei beschäftigte er sich auch mit der Funktionalanalysis  und Topologie. Aus diesen topologischen Arbeiten entstanden der Sierpinski(Teppich und das Sierpinski(Dreieck. 1916/17 veröffentlichte Sierpinski diese beiden Arbeiten mitten im Ersten Weltkrieg. Nach dem Krieg wurde er Professor für Mathematik an der Universität Warschau. Ab 1939 (Hitler(Stalin(Pakt) zerschlugen die Sowjets die mathematischen Zentren, auch Sierpinski konnte seine Lehrtätigkeit nur noch illegal fortsetzen. Im letzten Abschnitt seines mathematischen Lebens beschäftigte sich Sierpinski mit der elementaren Zahlentheorie (siehe auch [1]).

1.2 Das spezielle Fraktal Sierpinski(Dreieck

In diesem Abschnitt sollen grundlegende Begriffe eingeführt werden. In [4] wurde definiert:

 „Eine Struktur heißt selbstähnlich, wenn Teile von ihr kleine Kopien des Ganzen enthalten.“

„Eine Struktur heißt exakt selbstähnlich, wenn sie sich in einzelne genaue Kopien des Ganzen zerlegen läßt. Jeder Teil einer exakt selbstähnlichen Struktur enthält eine genaue Kopie des Ganzen.“

Mittels Abbildung 1 sollen diese beiden Grundeigenschaften erklärt werden:

Auf der linken Seite der Abbildung ist ein Sierpinski ( Dreieck dargestellt, auf der rechten Seite eine Struktur, die hier Baum genannt werden soll.

Zunächst soll der Baum betrachtet werden: In der 0. Stufe besteht der Baum nur aus einem Stamm, in der 1. Stufe aus dem Stamm und zwei Ästen und in der 2. Stufe aus dem Stamm, den 2 Ästen und 4 Blättern. Betrachtet man zum Beispiel den rechten Ast der 2. Stufe mit seinen Blättern, so ist dieser einer verkleinerte Kopie des Baumes der 1. Stufe. Damit ist die Bedingung für die Selbstähnlichkeit erfüllt. Soll der Baum jedoch exakt selbstähnlich sein, müßte sich eine Stufe aus Kopien der vorherigen Stufe zusammensetzen lassen, dies ist beim Baum nicht möglich, somit ist er selbstähnlich.

Das Sierpinski ( Dreieck hingegen läßt sich aus 3 Kopien der vorherigen Stufe zusammensetzen. Gleichzeitig sind Teile einer Stufe (z.B. eines der Dreiecke der 1. Stufe) eine Kopie der vorherigen Stufe. Das Sierpinski ( Dreieck ist also exakt selbstähnlich.
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Abbildung 1

Ein Fraktal ist eine selbstähnliche Grenzfigur, die durch Rekursion mit unendlich vielen Schritten aus einer Ausgangsstruktur (Initiator) mittels eines Bauplans (Generator) entsteht.

Das Sierpinski(Dreieck ist ein spezielles Fraktal, das wie folgt konstruiert wird: Als Ausgangsstruktur ist ein gleichseitiges Dreieck gegeben, weiterhin ist ein Bauplan gegeben. In der Ausgangsstruktur ist das gleichseitiges Dreieck gesetzt (schwarz). Im Bauplan befinden sich drei weitere gesetzte (schwarze) Dreiecke und ein nicht(gesetztes (weißes) Dreieck. In den Rekursionsschritten werden alle gesetzten Dreiecke durch den um den Verkleinerungsfaktor ½ verkleinerten Bauplan ersetzt, alle nicht(gesetzten Dreiecke bleiben unverändert bestehen. Somit bleibt ein einmal nicht(gesetzten Dreieck immer nicht(gesetzt. Dieser Vorgang ist eine Ähnlichkeitstransformation. Da bei jedem Rekursionsschritt die Ähnlichkeitstransformation erneut angewandt wird, halbiert sich auch der Verkleinerungsfaktor bei jedem Rekursionsschritt.

Die oben erklärte Operation wird später Identität (I) genannt. (siehe Abbildung 2)


Ausgangsstruktur (Initiator)
Bauplan (Generator)
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Abbildung 2

Das Sierpinski(Dreieck ist eine exakt selbstähnliche Struktur, d.h. wie oben bereits erklärt, daß sich jeder Rekursionsschritt aus Kopien des Vorhergehenden zusammensetzen läßt.

Eine andere Darstellungsart des Sierpinski(Dreiecks ist die folgende: Man stellt sich ein Quadrat vor, das in vier kleinere Quadrate unterteilt wird. Drei dieser Quadrate werden gesetzt (Bauplan). Im nächsten Rekursionsschritt werden die vier kleinen Quadrate wieder in vier kleinere Quadrate unterteilt und man setzt die Quadrate nach dem selben Prinzip wie im ersten Rekursionsschritt. Grafisch gedeutet kann man auch sagen, daß die Struktur eines Rekursionsschrittes verkleinert in den nächsten Rekursionsschritt eingesetzt wird, und zwar genau dort, wo man das Setzen des Quadrates vereinbart hat. Auch diese Rekursion muß unendlich oft ausgeführt werden, damit das Fraktal entsteht. (Abbildung 3)

Betrachtet man diese Rekursion in der Praxis, so kann die Struktur nur auf Auflösungsebene des Rechners dargestellt werden, d.h. es kann nur eine endliche Zahl von Rekursionsschritten ausgeführt werden, die Struktur stellt somit kein Fraktal mehr dar. Man spricht von Pixeln, die gesetzt werden oder nicht. Diese Pixel sind die kleinsten ansteuerbaren Quadrate der Struktur. Diese Rekursion führt bei einer endlichen Auflösung von 256 x 256 Pixel (entspricht 8 Rekursionsschritten) zu folgendem Bild (Abbildung 4):
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0(ter Rekursionsschritt (Initiator)
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Abbildung 3
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Abbildung 4

1.3 Die Varianten des Sierpinski(Dreiecks

Als Varianten oder auch Verwandten des Sierpinski(Dreiecks versteht man alle Fraktale, die entstehen wenn man die einfache Operation Identität in mindestens einem Quadrat verändert. Es gibt insgesamt acht Operationen, die alle aus Symmetrietransformationen hervorgehen. Hatten wir bis jetzt bei jedem Rekursionsschritt die Identität betrachtet, so gibt es noch weitere lineare Transformationen, die Drehungen und Spiegelungen enthalten:

Identität (I)

Drehung um 90° in mathematisch positiver Richtung (R90)

Drehung um 180° in mathematisch positiver Richtung (R180)

Drehung um 270° in mathematisch positiver Richtung (R270)

Spiegelung an der Horizontale (H)

Spiegelung an der Vertikale (V)

Spiegelung an der positiven Diagonalen (D+)

Spiegelung an der negativen Diagonalen (D()

War man bei der Identität davon ausgegangen, daß der Bauplan eines Fraktals ohne Veränderung (außer der Verkleinerung), also „identisch“ in den folgenden Rekursionsschritt übernommen wird, so wird dieser Bauplan bei den Varianten entsprechend einer Bildungsvorschrift präzesiert. Dies gibt an, wie der Bauplan bei den einzelnen Rekursionsschritten zu transformieren ist. Die Transformationen des uns bereits bekannten Bauplans würden also wie folgt aussehen (Abbildung 5):
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Abbildung 5

Beispiele (Abbildung 6):

1. Bild: Bildungsvorschrift

2. Bild: 0. Rekursionsschritt ( Initiator

3. Bild: 1. RS ( Generator

4. Bild: 2. RS

5. Bild: 3. RS
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6. Bild: Ergebnis eines Computer(Programms mit 7 Rekursionsschritten

Abbildung 6
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2 Theoretische Grundlagen
2.1 Stellenwertsysteme

Einige wichtige Grundlagen zum Verständnis des hier entwickelten Verfahrens bilden die verschiedenen Stellenwertsysteme, insbesondere das Dezimalsystem (Zehnersystem) und das Dualsystem (Zweiersystem). Um die Stellenwertsysteme allgemein darzustellen, müssen zuerst einige Variablen vereinbart werden:

Vereinbarung:

z: Zahl

Z: endliche nichtleere Menge

zi: Ziffer (zi(Z; 0 ( i ( n)

b: Anzahl der Ziffern (b = card(Z))

(b(z): Zahlendarstellung der Zahl z zur Basis b

w(z): Zahlenwert der Zahl z

Hat man diese Variablen vereinbart, so gibt es zu jeder Zahl z und jeder Basis b genau eine Zahlendarstellung. Der Zahlenwert w(z) läßt sich aus dieser wie folgt berechnen:

Definition:

Zahlendarstellung:

(b(z) = (zn zn-1 ... z2 z1 z0)b
(zn(0)

Zahlenwert:

w(z) = 
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(zi·bi) = (...((zn·b) + zn-1)·b + ... + z1)·b + z0

Für das Verständnis des Programms relevant sind das Dezimalsystem und das Dualsystem.

Das Dezimalsystem besteht aus zehn Ziffern von 0 bis 9, somit ist die Basis 10. Möchte man eine Zahl z darstellen, ist so vorzugehen:

Dezimalsystem:
Z = {0;1;2;3;4;5;6;7;8;9}

b = card(Z) = 10

Zahlendarstellung:

(10(z) = (zn zn-1 ... z2 z1 z0)10
Bsp: (1 3 7)10
Zahlenwert:

w(z) = 
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(zi·10i) = (...((zn·10) + zn-1)·10 + ... + z1)·10+z0
Bsp: (137)10 = 1·102 + 3·101 + 7·100 = ((1·10) + 3)·10 + 7

Wenn im Folgenden Zahlen in ihrer Zahlendarstellung ohne ihre Basis angegeben werden, so wird vereinbart, daß dies Zahlen der Basis b = 10 sind.

Bsp: 137 statt (137)10

Das Dualsystem besteht aus zwei Ziffern, 0 und 1, die Basis ist 2. Hier ist so vorzugehen:

Dualsystem:

Z = {0;1}

b = card(Z) = 2

Zahlendarstellung:

(2(z) = (zn zn-1 ... z2 z1 z0)2
Bsp: (1 0 0 1)2
Zahlenwert:

w(z) = 
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(zi·2i) = (...((zn·2) + zn-1)·2 + ... + z1)·2 + z0
Bsp: (1001)2 = 1·23 + 0·22 + 0·21 + 1·20 = (((1·2) + 0)·2 + 0)·2 + 1 = 9

Es gibt zwei Verfahren einen Zahlenwert in unterschiedliche Zahlendarstellungen umzurechnen. Für uns ist nur die Umwandlung vom Dezimal- ins Dualsystem bzw. vom Dual- ins Dezimalsystem interessant.

1. Vom Dezimalsystem ins Dualsystem:

Bsp:

geg: (10(z) = 137

ges: (2(z)

1. Verfahren:

Das erste Verfahren läßt sich aus dem 1. Teil der Zahlenwertsberechnung ableiten. Oben wurde vereinbart:

w(z) =  
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(zi·bi)
Wie folgt ist vorzugehen. An der Zahl z muß überprüft werden, welche größtmögliche Potenz von 2 von z subtrahiert werden kann, so daß die Differenz größer oder gleich 0 ist. Am Beispiel wäre diese Potenz 27 bzw. 128. Die Differenz wäre dann 9. Nun sucht man weiter nach einer Potenz von 4, die oben genannte Bedingungen für die Differenz erfüllt. Diese Zahl wäre 23 bzw. 8. Das Ergebnis wäre in diesem Fall 1. Sucht man nun weiterhin nach einer Potenz von 2, so bleibt nur noch 20 bzw. 1 und die Differenz ist gleich 0, was gleichzeitig die Bedingung ist, bei der das Verfahren beendet wird. Die Zahl 137 läßt sich also auch darstellen als:

137 = 1·27 + 1·23 + 1·20

Da die Dualzahlen definiert sind als die Summe von Zweierpotenzen, die mit den Zahlen 0 bzw. 1 multipliziert werden, kann man z jetzt also auch darstellen als:

137 = (10001001)2
2. Verfahren:

Dieses Verfahren basiert auf dem 2. Teil der Zahlenwertsberechnung:

w(z) = (...((zn·b) + zn-1)·b + ... + z1)·b + z0

Man geht wie folgt vor. Betrachtet man die Zahl z und dividiert man sie durch die Basis des Stellenwertsystemes, erhält man eine ganze Zahl und einen Rest. Mit der Zahl verfährt man ebenso, solange sie verschieden von 0 ist.

137(2 = 68 R 1

68(2 =   34 R 
0

34(2 =   17 R 
0

17(2 =
8 R 1

8(2 =
4 R 0

4(2 =
2 R 0

2(2 = 
1 R 0

1(2 =
0 R 1

Die Dualzahl ergibt sich aus den Resten der Divisionen und ist von unten nach oben zu lesen.

137 = (10001001)2
2. Vom Dualsystem ins Dezimalsystem:

Bsp:

geg: (2(z) = (10001001)2
ges: (10(z)

1. Verfahren:

Dieses Verfahren zur Umrechnung einer Zahl vom Dual- ins Dezimalsystem ist die Umkehrung des unter 1. beschriebenen Systems a). Es basiert wieder auf dem Definitionsteil, der besagt, daß sich eine Zahl als Summe von Zweierpotenzen darstellen läßt. Am Beispiel hieße das:

(10001001)2 = 1·27 + 1·23 + 1·20
Nun gilt es diese Summe nur auszurechnen und man erhält:

(10001001)2 = 137

2. Verfahren:

Kehrt man das Verfahren, das unter 1. b) beschrieben wurde, um, so erhält man eine Möglichkeit, eine Dualzahl in eine Dezimalzahl umzurechnen. Die Formel für diese Umrechnung läßt sich direkt  aus der Definition ableiten. Sie besagt:

w(z) = (...((zn·b) + zn-1)·b + ... + z1)·b + z0

Am Beispiel heißt das:

w(z) = (((((((1·2) + 0)·2 + 0)·2 + 0)·2 + 1)·2 + 0)·2 + 0)·2 +1

Daraus ergibt sich:

(10001001)2 = 137
2.2 Bitweise Operatoren

Bitweise Operatoren verknüpfen ähnlich den Operatoren +,(,·,( etc. Zahlen miteinander. Dabei gilt es zu unterscheiden, ob die Verknüpfung auf Zahlen der Menge {0;1} (auch Wahrheitswerte wahr/falsch) oder auf natürliche Zahlen angewendet werden sollen. Da die Verknüpfungen von natürlichen Zahlen auf die Verknüpfungen von Wahrheitswerten aufbauen, sollten vorerst die zuerst genannten erklärt werden, die jedoch im weiteren Verlauf keine große Rolle spielen werden.

Im Programm verwendete Operatoren sind die beiden binären Operatoren AND (() und OR (() sowie der unäre Operator NOT ((). Andere Operatoren sind in diesem Sachverhalt irrelevant und werden deshalb hier nicht näher erläutert.

Es gilt, daß die Verknüpfung zweier Zahlen der Menge B (B={0;1}) mit einem der binären Operatoren ein Ergebnis der selben Menge B liefert. Die Gesetze der Operatoren lauten wie folgt:

Die Verknüpfung zweier Operanden mit dem Operator AND liefert genau dann das Ergebnis 1, wenn beide Operanden gleich 1 sind. In allen anderen Fällen ist das Ergebnis 0.

Die Verknüpfung zweier Operanden mit dem Operator OR liefert genau dann das Ergebnis 1, wenn mindestens einer der Operanden gleich 1 ist. Nur wenn beide Operanden gleich 0 sind ist das Ergebnis der Verknüpfung auch 0.

NOT ist keine Verknüpfung zweier Operanden, sondern wird nur auf einen Operand angewandt.

Hierbei gilt:

Die Verknüpfung eines Operanden mit NOT liefert genau dann das Ergebnis 1, wenn der Operand gleich 0 ist. Die Verknüpfung liefert das Ergebnis 0 genau dann, wenn der Operand gleich 1 ist. Man sagt: Der Operand wird negiert.

p
q
p AND q
p OR q
NOT p

1
1
1
1
0

1
0
0
1
0

0
1
0
1
1

0
0
0
0
1

Aufbauend auf diese Gedanken kann man nun auch die Verknüpfung zweier natürlicher Operanden mit einem der Operatoren betrachten. Das Prinzip der Verknüpfung ist jedoch dasselbe. Seien also zwei natürliche Operanden a und b und ein binärer Operator gegeben. Um das Ergebnis der Verknüpfung zu bestimmen, ist es notwendig die natürliche Zahl im Dualsystem darzustellen (siehe 3.1). Die Ziffern der Dualzahlen werden wieder der Menge B = {0;1} angehören, so daß sich also auf die einzelnen Ziffern die Verknüpfungen anwenden lassen. Es wird jede Stelle der beiden Operanden einzeln betrachtet und auf diese beiden Stellen die Verknüpfung, die gegeben ist, ausgeführt. Das Ergebnis dieser Verknüpfung bildet dann die Ziffer des Ergebnisses an dieser Stelle. Rein mathematisch lassen sich diese Verknüpfungen nur auf Dualzahlen der gleichen Länge anwenden, in 3.3 soll allerdings eine Möglichkeit genannt werden, wie Operatoren beliebige natürliche Operanden a und b verknüpfen können. Bei der Verknüpfung eines natürlichen Operanden mit dem unären Operator NOT wird jede Stelle des Operanden in der dualen Zahlendarstellung negiert. Diese Stellen bilden die negierte Zahl. Diesen Überlegungen lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Allgemein
a,b ( N

(({AND;OR}

a ( b = (an an(1 ... a1 a0)2 ( (bn bn(1 ... b1 b0)2
= (cn cn(1 ... c1 c0)2 mit ci = ai ( bi  ( 0 ( i ( n

a ( N

NOT a = NOT (an an(1 ... a1 a0)2
= (cn cn(1 ... c1 c0)2 mit ci = NOT ai  ( 0 ( i ( n

Bsp:

geg:

a = 13 ; b = 11

ges: 

a AND b; a OR b; NOT a; NOT b

a = (1101)2
b = (1011)2

a AND b =

(1101)2



AND
(1011)2




=
(1001)2
d.h.: 13 AND 11 = 9

a OR b =


(1101)2




OR
(1011)2




=
(1111)2
d.h.: 13 OR 11 = 15

NOT a = NOT (1101)2 = ((00)10)2
d.h.: NOT 13 = 2

NOT b = NOT (1011)2 = ((0)100)2
d.h.: NOT 11 = 4
2.3 Dualzahlen als binäre Adressen und deren Verknüpfungen

Betrachtet man zwei Dezimalzahlen a und b mit a;b(N, so lassen sich diese Zahlen als Dualzahlen darstellen (siehe 3.1). Betrachtet man die Punkte einer Ebene mit dezimalen Koordinaten P(a;b)10 mit maximaler Adresse MAX und will man einen dieser Punkte P10 dual darstellen, so berechnet man die Dualdarstellung der Koordinaten und erhält den Punkt P(a;b)2, dieser Punkt ist der selbe Punkt wie P10 in anderer Darstellungsweise.

Bsp:

P(12;5)10 ( P(1100;101)2
Die beiden binären Koordinaten des Punktes P2 bilden die binäre Adresse eines Punktes in der Ebene.

Später werden wir auf die Notwendigkeit der Verknüpfung solcher binärer Adressen mit bitweisen Operatoren stoßen. In 3.2. hatten wir jedoch festgestellt, daß sich bitweise Verknüpfungen nur auf Dualzahlen gleicher Länge anwenden lassen. Im Beispiel wäre allerdings (1101)2 eine Zahl der Länge vier und (101)2 eine Zahl der Länge drei. Um die Operation ausführen zu können, muß man also die Länge der Zahlen anpassen. Die einzige Variante dies zu erreichen wäre, der Zahl der Länge drei eine Stelle hinzuzufügen. Würde man der Zahl einfach eine 0 voranstellen, würde dies den Zahlenwert nicht verändern, denn:

1·22 + 0·21 + 1·20 = 0·23 + 1·22 + 0·21 + 1·20
Jedoch hieße dies auch:

(101)2 = (0101)2
Eine Zahl ist jedoch so definiert, daß ihre erste Ziffer niemals 0 sein darf, da es sonst zu einer Zahl und einer Basis unendlich viele Zahlendarstellungen gäbe.

(0101)2 ist also keine Zahlendarstellung.
Es ist folglich ein kleiner Umweg nötig: Man betrachtet die Ausgangszahlen einfach als Wörter. Für diese Wörter aw und bw muß gelten:

aw, bw ( {0;1}n
Die Menge {0;1} ist hierbei das Alphabet, n die Länge eines Wortes aus dem Alphabet. Stimmt die Längen der Wörter nicht überein, so setzt man dem Wort der kleineren Länge so viele Buchstaben 0 voran, wie die Differenz der Wortlängen groß ist. Am Beispiel wären die Ausgangswörter also:

aw = (1 1 0 0)

bw = (1 0 1)

Dem Wort bw würde also eine 0 vorangestellt werden, so daß sich hieraus ergibt:

aw = (1 1 0 0)

bw = (0 1 0 1)

Die einzelnen Buchstaben der Wörter müßte man nun wieder als Zahlen betrachten, die man bitweise verknüpft. Am Beispiel aw AND bw würde also ein neues Wort cw entstehen, das sich wie folgt zusammensetzt:

cw = aw AND bw =






1100





AND
0101




=
0100

cw = (0100)

Um mit diesem Wort weiterzurechnen, d.h. es in eine Zahl umwandeln, müssen nun die Ziffern, die gleich null sind und vor der ersten eins (führende Nullen) stehen weggelassen werden. Dies ist auch legitim, zumal nach Definition der Dualzahlen alle Ziffern, die gleich null sind, nichts am Zahlenwert ändern. Für unser Beispiel würde sich also ergeben:

(1100)2 AND (101)2 = (100)2 oder 12 AND 5 = 4
3 Algorithmen
3.1 Chaos ( Verfahren

Das Chaos ( Verfahren ist ein Verfahren, welches das Sierpinski ( Dreieck und seine Verwandten mit Hilfe von Zufallsentscheidungen entstehen läßt:

Vereinbart ist ein Quadrat mit der Seitenlänge l mit den Eckpunkten A, B, C und D in den das Sierpinski ( Dreieck einbeschrieben werden soll (siehe 2.2), sowie ein Punkt P, der Element des Sierpinski ( Dreiecks ist. Im Verfahren wird eine Zahl zwischen 1 und 3 gewürfelt. Jeder Zufallszahl ist ein Eckpunkt zugeordnet, ein Eckpunkt kann nie gewürfelt werden. Nun wird ein neuer Punkt gesetzt, welcher der Mittelpunkt der Strecke zwischen dem Punkt P und dem Eckpunkt darstellt. Beim nächsten Würfeln geht man von diesem neuen Punkt aus. Als Ergebnis dieses Zufallsverfahrens erhält man das Sierpinski ( Dreieck, jedoch erst nach vielen Wiederholungen der oben erklärten Vorgehensweise (siehe auch [4]). Dadurch ist das Verfahren langsam und bei wenigen Durchläufen ungenau (siehe Abbildung 7).
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Abbildung 7

3.2 Adressierungsverfahren

Um das Adressierungsverfahren zu verstehen, muß man die Grundlagen der binären Logik (3.2./3.3.) und der Stellenwertsysteme (3.1.) kennen. Ziel des Adressierungsverfahrens ist es, anhand der Adressen der einzelnen Pixel zu entscheiden ob diese gesetzt oder nicht gesetzt werden (siehe auch [1] und [3]).
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Ausgehend von einem Quadrat mit der Seitenlänge l, die eine Potenz von 2 ist, kann man jedem Pixel in diesem Quadrat eine x( und eine y(Koordinate in dualer Schreibweise zuordnen. Diese Koordinaten bilden die Adresse des Pixels (Abbildung 8).

Abbildung 8

Beispiel:

x=5; y=3

x=(101)2; y=(011)2
Das heißt, der Punkt P(5;3) wurde im 1. Rekursionsschritt durch den Quadranten (1;0) gesetzt, im 2. Schritt durch (0;1) gesetzt und im 3. Schritt durch (1;1) nicht gesetzt.

P(5;3) wird nicht gesetzt.

Es gilt:

Sei P(x;y) eine Adresse des Sierpinski ( Dreiecks mit:

x=(xn xn(1 ... x1 x0)2  und  y=(y​n yn(1 ... y1 y0)2
Gibt es ein i (0(i(n) für das gilt: xi = yi = 1, so wird der Pixel P(x;y) nicht gesetzt.

Das Adressierungsverfahren basiert auf dem Grundgedanken, daß Pixel, die in mindestens einem Rekursionsschritt nicht gesetzt wurden, niemals gesetzt werden. Mit Hilfe der logischen Verknüpfung AND kann geprüft werden, ob sich in einer Adresse zwei Einsen gegenüber stehen. Ist dies der Fall, so entsteht auch als Ergebnis an dieser Stelle eine 1.

Beispiel (siehe oben):

x=(101)​2
y=(011)2

x AND y =

(101)2



AND
(011)2





=
(001)2
Der Punkt wird nicht gesetzt, da x0 = y0 = 1.

Das Adressierungsverfahren ist ein sehr schnelles und genaues Verfahren. Jedoch kann bisher hiermit nur das Sierpinski ( Dreieck, nicht aber seine Varianten dargestellt werden.

3.3 Vergleich der beiden Verfahren

Um die beiden unter 4.1. und 4.2 erklärten Verfahren vergleichen zu können müssen erst einige Kriterien vereinbart werden:

Die Treffhäufigkeit eines Verfahrens t(Pi) gibt an, wie häufig ein betrachteter Sierpinski ( Pixel Pi getroffen wurde. Die mittlere Treffhäufigkeit eines Verfahrens t​m gibt die mittlere Treffhäufigkeit eines Sierpinski ( Pixels an.  

Die Genauigkeit eines Verfahrens gibt an, wie viele Pixel vom Verfahren gesetzt wurden bis alle Pixel des Sierpinski ( Dreiecks bei einer gegebenen Auflösung n gesetzt sind. Hierbei ist x(n) die Anzahl der Sierpinski ( Pixel bei dieser Auflösung n. Sie ist ein Maß für den Wert eines Treffers  und berechnet sich aus dem Reziproken der mittleren Treffhäufigkeit.

Der Aufwand pro Pixel gibt an, wie viele Operationen ausgeführt werden müssen bis ein Pixel gesetzt wird. Operationen sind im Bsp. Entscheidungen (If...Then...[Else...]), Verknüpfungen von Variablen (+, (, ..., AND, =) und das Pixel ( Setzen. Der Gesamtaufwand ist das Produkt von Aufwand pro Pixel und Anzahl der zu setzenden Pixel.

Die Effizienz eines Verfahrens ist ein Maß dafür, wie viele Operationen ausgeführt werden müssen bis das Sierpinski ( Dreieck vollständig dargestellt wurde. Sie berechnet sich aus dem Quotienten aus der Genauigkeit und dem Gesamtaufwand.

a) Mittlere Treffhäufigkeit:

Im Bsp. wurde ein Sierpinski ( Dreieck von 256 x 256 Pixeln untersucht. Es gibt also insgesamt 65536 Pixel von denen 6561 gesetzt werden.

Beim Adressierungsverfahren wird jede Adresse eines Pixels nur einmal untersucht, damit wird jeder der 6561 zu setzenden Pixel nur einmal gesetzt. Somit ist die mittlere Treffhäufigkeit 1.

Beim Chaos ( Verfahren wurde in einem Programm nachgewiesen, daß jeder Pixel durchschnittlich 17 mal gesetzt wird bevor alle 6561 Pixel gesetzt wurden. Damit ergibt sich die mittlere Treffhäufigkeit 17.

b) Genauigkeit des Verfahrens:
Zumal sich die Genauigkeit eines Verfahrens aus dem Reziproke der mittleren Treffhäufigkeit ergibt, ist sie beim Adressierungsverfahren 1, beim Chaos ( Verfahren 1/17.

c) Aufwand pro Pixel:

Beim Adressierungsverfahren wird pro Untersuchung einer Adresse eine Entscheidung und eine Verknüpfung ausgeführt. Bei 65536 dieser Entscheidungen werden 6561 Pixel gesetzt, d.h. bei etwa jeder zehnten Entscheidung wird ein Pixel gesetzt. Damit beträgt der Aufwand pro Pixel etwa 21 Operationen (10 Entscheidungen + 10 Verknüpfungen + 1 Setzen), der Gesamtaufwand ist folglich 21·6561 = 137781.

Beim Chaos ( Verfahren wird immer ein Pixel gesetzt. Dafür sind drei Entscheidungen, fünf Verknüpfungen sowie ein Pixel ( Setzen notwendig. Damit beträgt der Aufwand 9 Operationen pro Pixel, der Gesamtaufwand beträgt 59049.

d) Effizienz:

Die Effizienz des Adressierungsverfahrens beträgt etwa 1(137781 ( 7,2579·10(6.

Die Effizienz des Chaos ( Verfahrens beträgt etwa  1/17 ( 59049 ( 9,9618·10(7.
Im Idealfall wäre die Effizienz = 1, d.h. jeder Pixel würde nur einmal gesetzt werden und zwar nur mit einer Operation, dem Setzen selbst. Dies ist zwar nicht möglich, aber dennoch ist es sinnvoll das Verfahren mit der größten Effizienz zu wählen. Dies ist hier eindeutig das Adressierungsverfahren, es ist mehr als 7 mal so effizient wie das Chaos ( Verfahren.

Anmerkung:

Es wurden sowohl die Vergleichswerte selbst bestimmt als auch die Methode des Vergleichs selbst entwickelt wurde. Somit kann es hierbei zu Abweichungen von anderen Quellen kommen (siehe auch Abbildung 9).

[image: image16.png]


[image: image17.png]



Abbildung 9

3.4 [image: image18.png]


Das Modifizierte Adressierungsverfahren

Da das Chaos (Verfahren eine zu geringe Effektivität aufweist und das Adressierungsverfahren nur das Sierpinski ( Dreieck errechnen kann, war das Ziel einen schnellen und genauen Algorithmus auf der Grundlage des Adressierungsverfahrens zum Erstellen des Sierpinski ( Dreiecks und seinen Verwandten zu entwickeln. Grundlegender Gedanke war hierbei, daß die Frage, ob ein Punkt gesetzt werden sollte oder nicht analog zum Adressierungsverfahren anhand seiner Adresse eindeutig beantwortet werden sollte. Ein zweiter Gedanke war, daß hierfür die Operationen (wie Drehung etc.), die an einer Adresse ausgeführt worden waren, bestimmt werden mußten und diese wieder rückgängig gemacht werden mußten, so daß man die Transformationen auf das ursprüngliche Sierpinski ( Dreieck zurückführte. Dann könnte wieder der Grundalgorithmus des Adressierungsverfahrens greifen.

Der Algorithmus soll nun an einem Beispiel erklärt werden:

Hat man einen Verwandten des Sierpinski ( Dreiecks mit folgender Bildungsvorschrift gegeben (Abbildung 10):

Somit würde für die vier Quadranten gelten:

Adresse
Aktion

(0;0)
Identität

(0;1)
Identität

(1;0)
Spiegelung an der Vertikalen
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(1;1)
Pixel wird nicht gesetzt

Abbildung 10
Wie man anhand einer Adresse eines Pixels bestimmen kann, ob dieser Pixel gesetzt wird oder nicht, sei an der Abbildung 11 erklärt:
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Abbildung 11

Betrachtet werden die farbig hervorgehobenen Pixel A(D:

A:

x = (011)2
y = (100)2
Liest man die Adresse von links nach rechts, so liest man zuerst das Paar (0;1). Diese Adresse wurde als Identität vereinbart (s.o.), d.h. es ändert sich nichts. Das zweite Paar ist (1;0). Für diese Adresse hatte man die Spiegelung an der Vertikalen vereinbart. Das heißt also, daß alle Koordinaten der Adresse nach dieser Stelle einer Spiegelung unterzogen waren. Somit muß man die Adresse hinter der Stelle (1;0) „zurückspiegeln“, hier nur ein Paar. Aus (1;0) wird (0;0). Auch dieses Paar bezeichnet die Identität.

Die resultierende Adresse lautet also:

xr = (010)2
yr = (100)2
Diese Adresse wird dann mit Hilfe der AND ( Verknüpfung überprüft, wobei das Ergebnis 0 ist. Somit wird der Pixel (3;4) gesetzt.

Die weiteren Punkte werden in Kurzform durchgerechnet:

B:

x = (100)2
y = (010)2
(1;0) ( Spiegelung

(0;1) ( (1;1)

(0;0) ( (1;0)

(1;1) ( Paar, bei dem Pixel nicht gesetzt wird ( sofortiges Ende des Verfahrens

der Pixel (4;2) wird nicht gesetzt.

C:

x = (110)2

y = (101)2

(1;1) ( sofortiges Ende ( Pixel nicht gesetzt

D:

x = (111)2

y = (010)2
(1;0) ( Spiegelung

(1;1) ( (0;1)

(1;0) ( (0;0)

(0;1) ( Identität

(0;0) ( Identität

xr = (100)2
yr = (010)2
Pixel wird gesetzt

Das modifizierte Adressierungsverfahren ist ein genaues und schnelles Verfahren, das jede Variante des Sierpinski ( Dreiecks darstellen kann.
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