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Einfiihrung

Grundlegende Begriffe

Begriffe
@ Baumreihe: Abbildung Baum — Gewicht

@ t; — 1,t; — 1, - — 0 reprasentiert Menge {t;, t2}

@ t; = o(x, &) und t; = y(B) (o zweistellig, vy einstellig, «, B nullstellig)
@ Gewichte: {0, 1} (0: kein Element; 1: Element)




Einfiihrung

Grundlegende Begriffe

Begriffe
@ Baumreihe: Abbildung Baum — Gewicht

@ t; — 2,t; — 1, - — 0 reprasentiert Multi-Menge {t;, t1, t2}

@ t; = o(x, &) und t; = y(B) (o zweistellig, v einstellig, «, f nullstellig)
@ Gewichte: N (Anzahl der Vorkommen)




Einfiihrung

Grundlegende Begriffe

Begriffe
@ Baumreihe: Abbildung Baum — Gewicht

@ti—aty—b,...

@ t; = o(x, &) und t; = y(B) (o zweistellig, vy einstellig, «, B nullstellig)
@ Gewichte: A




Einfiihrung

Grundlegende Begriffe

Begriffe

@ Baumreihen-Transformation: Abbildung Baumreihe — Baumreihe

O (nt) > (n+1)y(t)

@ t beliebiger Baum (y einstellig)
@ Gewichte: N (Anzahl der Vorkommen)




Einfiihrung

Grundlegende Begriffe

Begriffe

@ Baumreihen-Transformation: Abbildung Baumreihe — Baumreihe

Beispiel

O (nt) > (n+1)y(t)

Baumreihen-Ubersetzer

Endliche Spezifikation von Baumreihen-Transformationen




Einfiihrung

Motivation

Baumreihen-Ubersetzer sind Verallgemeinerung von:

Baum-Ubersetzern

Anwendungen:
@ Syntax-gesteuerte Semantik
@ Funktionale Programmierung
@ XML-Abfragen




Einfiihrung

Motivation

Baumreihen-Ubersetzer sind Verallgemeinerung von:

Baum-Ubersetzern

Anwendungen:
@ Syntax-gesteuerte Semantik
@ Funktionale Programmierung
@ XML-Abfragen

gewichteten Automaten

Anwendungen:
@ (Baum-) Mustererkennung
@ Bildkomprimierung
@ “Sprache-zu-Text-Ubersetzung




Einflihrung

Uberblick tiber verwandte Modelle

Tree Series
Transducer

T: Tx — A{(TA)

Weighted .
Tree Automaton E\Nelghted Transduce? Tree Trans
L e A(Ts)) T: X" — A(AT) T: Ty = T

Weighted Automaton [ﬁee Automaton} Squ;%{clgﬁﬁ
LeA(Z) Le B(Ty) e

Automaton



Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

¥ Rangalphabet; £y C X Symbole mit Rang k; X ={x; [i € Ny }

@ Ts(X) Menge der X-indizierten X-Bdume; Ty = Tx(0)

V.

L ={0@,y1),al® 3O}und Y = {x1,x,}

7y !
oc/ B X1 X1/ éiz
(oo, B),y(x1)) Y(o(x1,%2))




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

¥ Rangalphabet; £y C X Symbole mit Rang k; X ={x; [i € Ny }

@ Ts(X) Menge der X-indizierten X-Bdume; Ty = Tx(0)

@ t € Ty (X) ist linear (bzw. nicht-léschend) in Y C X, wenn jedes y € Y héchstens
(bzw. mindestens) einmal in t vorkommt

L ={0@,y1),al® 3O}und Y = {x1,x,}

0)
/N i
.

/ | /N
x B X1 X1 X2
o(olo, B),v(x1)) Y(o(x1,%2))




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

¥ Rangalphabet; £y C X Symbole mit Rang k; X ={x; [i € Ny }

@ Ts(X) Menge der X-indizierten X-Bdume; Ty = Tx(0)

@ t € Ty (X) ist linear (bzw. nicht-léschend) in Y C X, wenn jedes y € Y héchstens
(bzw. mindestens) einmal in t vorkommt

@ t[ty,...,tx] Baum-Substitution der t; fiir x; in t

L ={0@,y1),al® gO}und Y = {x1,x,}

0)
/N i
.

/ | /N
x B X1 X1 X2
o(olo, B),v(x1)) Y(o(x1,%2))




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Halbringe

Definition

Ein Halbring ist eine algebraische Struktur A = (A, &, ®) wobei:
@ (A, ®) ein kommutativer Monoid mit neutralem Element 0;
@ (A, ®) ein Monoid mit neutralem Element 1;

@ 0 absorbierend bzgl. ®; und
@ (© distributiv ber & (beidseitig).




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Halbringe

Ein Halbring ist eine algebraische Struktur A = (A, &, ®) wobei:
@ (A, ®) ein kommutativer Monoid mit neutralem Element 0;
@ (A, ®) ein Monoid mit neutralem Element 1;

@ 0 absorbierend bzgl. ®; und
@ (© distributiv ber & (beidseitig).

@ Halbring der natirlichen Zahlen No, = (N U {c0}, +, -)
@ boolesche Halbring B = ({0, 1}, V, A\)

@ tropische Halbring T = (N U {co}, min, +)

@ jeder Ring, Korper, etc.




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Eigenschaften von Halbringen

Halbring A ist
@ kommutativ, wenn ® kommutativ ist;

Halbring Kommutativ M. idempotent Vollstandig
Noo ja nein ja
B ja ja ja

T ja nein ja




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Eigenschaften von Halbringen

Halbring A ist
@ kommutativ, wenn ® kommutativ ist;
@ multiplikativ idempotent, falls a ® a = a,

Halbring Kommutativ M. idempotent Vollstandig
Neo ja nein ja
B ja ja ja

T ja nein ja




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Eigenschaften von Halbringen

Halbring A ist
@ kommutativ, wenn ® kommutativ ist;
@ multiplikativ idempotent, falls a ® a = a,

o vollstandig, falls eine Abbildung €; : Al — A existiert, so dass
Q Bicimny @i = am @ an;
Q@ Dic,ai = 6956](@1611 ai) mit I = ;¢ Ij Partition von I; und
Q (Bicia)0 (@jej bj) = Dici,je;(ai ©bj).

Halbring Kommutativ M. idempotent Vollstandig
Neo ja nein ja
B ja ja ja

T ja nein ja




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Baumreihe

A = (A, @, ®) Halbring, £ Rangalphabet

Abbildung ¢ : Ts(X) — A hei3t Baumreihe
@ Klasse aller Baumreihen A (Tx (X))




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Baumreihe

A = (A, @, ®) Halbring, £ Rangalphabet

Abbildung ¢ : Ts(X) — A hei3t Baumreihe
@ Klasse aller Baumreihen A (Tx (X))
@ Koeffizient von t € Tx(X) in @ (also ¢(t)) bezeichnet durch (¢, t)




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Baumreihe

A = (A, @, ®) Halbring, £ Rangalphabet

Abbildung ¢ : Ts(X) — A hei3t Baumreihe
@ Klasse aller Baumreihen A (Tx (X))
@ Koeffizient von t € Tx(X) in @ (also ¢(t)) bezeichnet durch (¢, t)
@ punkiweise Summe (@1 @ @2,t) = (@1,t) D (@2,1)




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Baumreihe

A = (A, @, ®) Halbring, £ Rangalphabet

Abbildung ¢ : Ts(X) — A hei3t Baumreihe
@ Klasse aller Baumreihen A (Tx (X))
@ Koeffizient von t € Tx(X) in @ (also ¢(t)) bezeichnet durch (¢, t)
@ punkiweise Summe (@1 @ @2,t) = (@1,t) D (@2,1)
@ Trager von @ ist supp(¢@) ={t € T=(X) | (p,t) #0}




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Baumreihe

A = (A, @, ®) Halbring, £ Rangalphabet

Abbildung ¢ : Ts(X) — A hei3t Baumreihe
@ Klasse aller Baumreihen A (Tx (X))
@ Koeffizient von t € Tx(X) in @ (also ¢(t)) bezeichnet durch (¢, t)
@ punkiweise Summe (@1 @ @2,t) = (@1,t) D (@2,1)
@ Trager von @ ist supp(¢@) ={t € T=(X) | (p,t) #0}

@ ¢ istlinear (bzw. nicht-l6schend) in Y C X, falls supp(¢) eine Menge von linearen
(bzw. nicht-l6schenden) Baumen ist




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Baumreihe

A = (A, @, ®) Halbring, £ Rangalphabet

Abbildung ¢ : Ts(X) — A hei3t Baumreihe

@ Klasse aller Baumreihen A (Tx (X))

@ Koeffizient von t € Tx(X) in @ (also ¢(t)) bezeichnet durch (¢, t)
@ punkiweise Summe (@1 @ @2,t) = (@1,t) D (@2,1)

@ Trager von o ist supp(@) ={t € Te(X) | (@,t) #0}

@ ¢ istlinear (bzw. nicht-l6schend) in Y C X, falls supp(¢) eine Menge von linearen
(bzw. nicht-l6schenden) Baumen ist

@ ¢ mit supp(p) = B bezeichnet durch 0




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Baumreihe

A = (A, @, ®) Halbring, £ Rangalphabet

Abbildung ¢ : Ts(X) — A hei3t Baumreihe

@ Klasse aller Baumreihen A (Tx (X))

@ Koeffizient von t € Tx(X) in @ (also ¢(t)) bezeichnet durch (¢, t)
@ punkiweise Summe (@1 @ @2,t) = (@1,t) D (@2,1)

@ Trager von o ist supp(@) ={t € Te(X) | (@,t) #0}

@ ¢ istlinear (bzw. nicht-l6schend) in Y C X, falls supp(¢) eine Menge von linearen
(bzw. nicht-l6schenden) Baumen ist

@ ¢ mit supp(p) = B bezeichnet durch 0

o=Ta+1B+30(x,&) +...+30(p,B)+50(x,0(ex,0t)) + ...




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Baumreihe

A = (A, @, ®) Halbring, £ Rangalphabet

Abbildung ¢ : Ts(X) — A hei3t Baumreihe

@ Klasse aller Baumreihen A (Tx (X))

@ Koeffizient von t € Tx(X) in @ (also ¢(t)) bezeichnet durch (¢, t)
@ punkiweise Summe (@1 @ @2,t) = (@1,t) D (@2,1)

@ Trager von o ist supp(@) ={t € Te(X) | (@,t) #0}

@ ¢ istlinear (bzw. nicht-l6schend) in Y C X, falls supp(¢) eine Menge von linearen
(bzw. nicht-l6schenden) Baumen ist

@ ¢ mit supp(p) = B bezeichnet durch 0

o=Ta+1B+30(x,&) +...+30(p,B)+50(x,0(ex,0t)) + ...
:ZteT; size(t) t




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Baumreihen-Substitution

A = (A, @, ®) vollstandiger Halbring, @, 1,..., b € A{(Tx (X))

Definition

Reine Substitution von ({1, ..., W) in @:

@ — (b1, i) = b (@) © ($1,11) @+ -+ © (e, tic) i, ., tal]

tEsupp(@),
(Vielk]): ti Esupp(by)




Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution

Baumreihen-Substitution

A = (A, @, ®) vollstandiger Halbring, @, 1,..., b € A{(Tx (X))

Definition

Reine Substitution von ({1, ..., W) in @:

@ — (b1, i) = b (@) © ($1,11) @+ -+ © (e, tic) i, ., tal]

tEsupp(@),
(Vielk]): ti Esupp(by)

Beispiel
50(x1,x1) = 2a®3p)=(502) o, ) & (5 3) a(B, B)




Baumreihen-Ubersetzer

Baumreihen-Ubersetzer

Baumreihen-Ubersetzer ist M = (Q, I, A, A, F, 1) mit:
@ Q: nicht-leere, endliche Menge von Zustanden;

@ X und A: Eingabe- und Ausgabealphabet;

o A= (A,&,®): vollstandiger Halbring;

@ F e A(Ta(X7))R: Vektor von linearen, nicht-ldschenden Baumreihen
(Endausgabe); und

@ Baumreprasentation i = (e ey Mit g 1 I — A((TA(Xk)))QXQk.




Baumreihen-Ubersetzer

Baumreihen-Ubersetzer

Definition:

Baumreihen-Ubersetzer ist M = (Q, I, A, A, F, 1) mit:
@ Q: nicht-leere, endliche Menge von Zustanden;
@ X und A: Eingabe- und Ausgabealphabet;
o A= (A,&,®): vollstandiger Halbring;
@ Fe A(Ta(X, )))Q: Vektor von linearen, nicht-ld6schenden Baumreihen
(Endausgabe); und

@ Baumreprasentation i = (e ey Mit g 1 I — A((TA(Xk)))QXQk.

Beispiel

Y1/2v1(x1) 1x1 v2/la

o/1 B/3B




Baumreihen-Ubersetzer

Beispiel-Ubersetzer

o/...stehtfir o/1 o(x7,x7)

o/18(x1,x1)

o/18(x1,x1)



Baumreihen-Ubersetzer

Semantik eines Baumreihen-Ubersetzers

Definitionen

@ Abbildung r: pos(t) — Q Lauf von M auf Eingabebaum t € Tx




Baumreihen-Ubersetzer

Semantik eines Baumreihen-Ubersetzers

Definitionen

@ Abbildung r: pos(t) — Q Lauf von M auf Eingabebaum t € Tx
@ Run(t) Menge aller Laufe auf t




Baumreihen-Ubersetzer

Semantik eines Baumreihen-Ubersetzers

@ Abbildung r: pos(t) — Q Lauf von M auf Eingabebaum t € Tx
@ Run(t) Menge aller Laufe auf t

Auswertung eines Laufes

evaly : pos(t) — A{(Ta)) definiert durch

evaly (p) = i (1abt (P))r(p),r(p-1)...r(p-k) ¢— (evalr(p-1),...,eval(p-k))

mit k € N und labt(‘p) € Xy.




Baumreihen-Ubersetzer

Semantik eines Baumreihen-Ubersetzers

@ Abbildung r: pos(t) — Q Lauf von M auf Eingabebaum t € Tx
@ Run(t) Menge aller Laufe auf t

A\

Auswertung eines Laufes

evaly : pos(t) — A{(Ta)) definiert durch

evaly (p) = i (1abt (P))r(p),r(p-1)...r(p-k) ¢— (evalr(p-1),...,eval(p-k))

mit k € N und labt(‘p) € Xy.

Baumreihen-Transformation berechnet von Miist [[M|| : A{(Tx)) — A{Ta)) mit

Mil@) = D @ e( @ Frio — (evali(e))

teTy TE€Run(t)




Baumreihen-Ubersetzer

Semantik — Beispiel

M = (Q, X, A,Noo, F, ) mit
0 Q={L,*}
o X ={c@ a®}und A ={yM) «l0);
@F, =0undFy =1x1;
@ und Baum-Repréasentation

Mo(a) L =T polo)s =1 &
(o), 11 =l 12(0)u vt = 1v(x1) 12(0)s, 1x = 1v(x2)




Baumreihen-Ubersetzer

Semantik — Beispiel

Beispiel
M= (Q» Y, A, Noo, Fy IJ-) mit
o ...

@ und Baum-Repréasentation

Ho(o) =T polo)s =T
pa(o)r, 11 =1a 12(0)x L = 1v(x1) 12(0)x, 1 = 1v(x2)
Input tree t Runront

0)
/N /N
0) 9)

/ 7\ /\ /N
X X O GJ_J_* A1



Baumreihen-Ubersetzer

Semantik — Beispiel (Forts.)

Beispiel
o ...
@ und Baum-Repréasentation

Mol =T po(o)s =T o
pa(o)r, 11 =l 12(0)uxr = 1v(x1) 12(0)s, 1x = 1v(x2)
eval, on t Output tree

i

(o) Y
AN |
Y



Semantik — Beispiel (Forts.)

eval, on t Output tree

Y
|

(o) Y
N\ |
Y

|

(0.6

IM[(T1) =2v2(x) + 473 ()




Kompositionen

Komposition

Anwendung

@ Modulare Spezifikation mehrerer Phasen der Ubersetzung
@ Verstandliche Einzelspezifikationen

© Einfache Validation der Einzelspezifikation

© Automatische Komposition (zur Effizienzsteigerung)




Kompositionen

Komposition

Anwendung

@ Modulare Spezifikation mehrerer Phasen der Ubersetzung
@ Verstandliche Einzelspezifikationen

© Einfache Validation der Einzelspezifikation

© Automatische Komposition (zur Effizienzsteigerung)

/ On subtree: A :>M, A :>M” A \

Deletion: Q :> M A b:N> M L>




Kompositionen

Komposition (Forts.)

a ., )
On subtree: A 2 A

. Tl bl bl
Deletion: Y=

- S—




Kompositionen

Komposition (Forts.)

a ., )
On subtree: A 2 A

. Tl bl bl
Deletion: Y=

/

- S—

Problem
Léschung durch M,




Kompositionen

Haupttheorem

A kommutativer und vollstandiger Halbring

Kompositionen flr Baumubersetzer

@ 1-BOT(B) ; BOT(B) = BOT(B)
Q BOT(B) ; d-BOT(B) = BOT(B)




Kompositionen

Haupttheorem

A kommutativer und vollstandiger Halbring

Kompositionen flr Baumubersetzer

@ 1-BOT(B) ; BOT(B) = BOT(B)
Q BOT(B) ; d-BOT(B) = BOT(B)

Haupttheorem

@ -BOT(A) ; BOT(A) = BOT(A)




Kompositionen

Haupttheorem

A kommutativer und vollstandiger Halbring

Kompositionen flr Baumubersetzer

@ 1-BOT(B) ; BOT(B) = BOT(B)
Q BOT(B) ; d-BOT(B) = BOT(B)

Haupttheorem

@ -BOT(A) ; BOT(A) = BOT(A)
@ BOT(A) ; db-BOT(A) = BOT(A)




Kompositionen

Haupttheorem

A kommutativer und vollstandiger Halbring

Kompositionen flr Baumubersetzer

@ 1-BOT(B) ; BOT(B) = BOT(B)
Q BOT(B) ; d-BOT(B) = BOT(B)

Haupttheorem

@ -BOT(A) ; BOT(A) = BOT(A)
@ BOT(A) ; db-BOT(A) = BOT(A)

A)
© BOT(A) ; d-BOT(A) = BOT(A), falls A multiplikativ idempotent ist




Kompositionen

Haupttheorem

A kommutativer und vollstandiger Halbring

Kompositionen flr Baumubersetzer

@ 1-BOT(B) ; BOT(B) = BOT(B)
Q BOT(B) ; d-BOT(B) = BOT(B)

Haupttheorem

@ -BOT(A) ; BOT(A) = BOT(A)
@ BOT(A) ; db-BOT(A) = BOT(A)

A)
© BOT(A) ; d-BOT(A) = BOT(A), falls A multiplikativ idempotent ist

Ergebnisse auch fir “Wurzel-zu-Blatt’-Ubersetzer méglich




Kompositionen
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