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Motivation / Wiederholung: natiirliche Suchbaume

im Worst Case: lineare Zugriffskosten (d.h. fiir Suchen, Einfiigen,
Loschen)

Z.B. in ausgeglichenem Baum; statisch ok, aber einen Baum bei
Einfiige/L6sch-Operationen ausgeglichen zu halten, ist sehr teuer!

,Was wire z.B. nétig, nachdem 4 eingefiigt wird?
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Wiederholung: /-balancierter Bindrbaum

Seien Bj(x) und B,(x) die linken und rechten Tochterbdume eines Knotens
x. Weiterhin sei h(B) die Hohe eines Baumes B.

Definition: Ein Bindrbaum heisst ¢-balanciert, genau dann wenn fiir jeden
seiner Knoten x gilt:
[h(Bi(x)) = h(Br(x))| < £.

(Anmerkung: Nach dieser Definition ist der leere Baum auch ¢-balanciert.)

d.h. der maximale Hohenunterschied von Tochterbdumen eines Knotens ist
durch ¢ beschrankt
¢ |asst sich als MaB fiir die Abweichung von einer ausgeglichenen

Baumstruktur auffassen.

Offenbar ist jeder ausgeglichene Baum auch 1-balanciert. Aber
ist jeder 1-balancierte Baum ausgeglichen?
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AVL-Baum

@ nach russischen Mathematikern Adelson-Velski und Landis (1962)

@ Definition:
Ein 1-balancierter binirer Suchbaum heiBt AVL-Baum.

@ also: AVL-Kriterium
[h(Bi(x)) = h(B,(x)| < 1.

@ Konstruktionsprinzip:

h+1 h+1
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Balancefaktor

Definiere Balancefaktor BF(x) fiir Knoten x als
BF(x) = h(Bi(x)) — h(B,(x)

Markieren der Knoten mit dieser Hohendifferenz der Tochterbaume, z.B.

6(+1) 6(+2)
3(0) 3 4 \7
4 4

\?

macht AVL-Kriterium deutlich (| BF(x)| < 1).
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Rebalancierung / Wartungsoperationen nach Einfligen

Wann und wo kann das AVL-Kriterium beim Einfiigen verletzt werden?

@ Durch Einfiigen kann sich nur der Balancefaktor von Knoten auf dem
Pfad von der Wurzel des Baumes zum neuen Blatt verandern.
Hochstens h Knoten sind betroffen.
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@ Reorganisation l3sst sich lokal begrenzen.

o Geeignete Operationen: “Rotationen”.
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Rechtsrotation
—

—
Linksrotation
A
B C

Hier: x und y sind Knoten; A,B und C stehen fiir Teilbdume.

Warum erhilt Rotation die Suchbaumeigenschaft?
Wie verandert Rotation die Balancierung?
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Beispiel: Einfiigen und Einfachrotation

AVL-Baum Einfiigen von 1 Rechtsrotation

6(+1) 6(+2) 3(0)

jo) - 3(41) - 2(41) ?0)
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Beispiel: Einfiigen und Doppelrotation

AVL-Baum Einfiigen von 5 Linksrotation Rechtsrotation
374 46

6(+1) 6(+2) 6(+2) 4(0
?0) jl{ \7 4(+1) 3(+1) ?0)
A 4(-1) 3(+1)\5 J
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Rebalancierung nach Einfligen eines Knotens /

Test BF(y) fiir alle Knoten y auf Pfad von i bis zur Wurzel (in dieser
Reihenfolge).

e Falls BF(y) > +2: Betrachte linken Tochterknoten
x von y. Falls BF(x) > 0 (d.h h(A) > h(B)), rotie-
re rechts um y. Sonst Doppelrotation notig: rotiere
zuerst links um x, dann rechts um y.

e Falls BF(y) < —2: Betrachte rechten Tochterknoten x von y. Falls
BF(x) <0, rotiere links um y. Sonst (BF(x) > 0), rotiere zuerst
rechts um x, dann links um y.

Nach Einfiigen eines Knotens ist maximal eine Einfach- oder
Doppelrotation nétig. Der reorganisierte Teilbaum hat danach dieselbe
Hohe wie vorher, so dass das AVL-Kriterium fiir alle Knoten oberhalb
wieder erfiillt ist.
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Loschen in AVL-Baumen |

Einfacher Fall: Loschen eines Blattes bzw. eines Randknotens
(also Léschen von Knoten mit max. 1 Tochter)

@ kann Balancierungsfaktoren von Vorgangern dndern - Rebalancierung
an Vorgangerknoten mit BF = +/- 2 wie bei Einfiigen

e gegebenenfalls wiederholte Rebalancierung (nur auf dem Pfad zur
Waurzel). Dies ist ein Unterschied zu Einfiigen, denn Rebalancierung
nach Léschen kann Hohe eines Teilbaums erniedrigen.

AVL-Baum Ldschen von 1 Linksrotation

3(-1) 3(-2) 6(0)
A V) Y A
i s Wi
\ \
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Loschen in AVL-Baumen I

Loschen eines Knotens x mit 2 Tochtern wird auf Loschen fiir
Blatt/Randknoten zuriickgefiihrt:

@ ersetze x durch kleinsten Schliissel y im rechten Tochterbaum von x
(oder wahlweise groBten Schliissel im linken);
Beachte: die Suche nach y benétigt O(log n) Schritte.

,Warum hat der Knoten mit Schliissel y hdchstens eine Tochter?

@ Losche urspriinglichen Knoten von y und rebalanciere wie zuvor
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Hohe von AVL-Baumen |

Zur Erinnerung: Fibonacci-Zahlen Fo =0; [, =1; F=F_1+ Fi»
(i>1)

Behauptung: Fiir jeden AVL-Baum T der Hohe h gilt, T hat mindestens
Frn Knoten (|T| > Fp).

Beweis durch vollstandige Induktion (iiber Baumhohe)

o Induktionsstart: h = 0 (leerer Baum), h =1 (nur Wurzel) ok.

o Induktionsschritt (h > 2). Sei T ein AVL-Baum der Hohe h; sei
ausserdem | T| minimal.

o Einer der Tochterbdume von T muss die Hohe h — 1 haben.

o Wegen Minimalitdt von T hat der andere Tochterbaum die
kleinstmogliche Hohe; wegen AVL-Eigenschaft, also h — 2.

e Nach Induktionshypothese gilt, dass die Tochterbdume mindestens
Fn_1 und Fp_5 Knoten enthalten, daher gilt
|T| > Fho14+ Fha+ 12> Fp. 0
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Hohe von AVL-Baumen Il

Um die minimale Knotenzahl eines AVL-Baums der Hohe h abzuschatzen,
schatzen wir also Fp weiter ab.

Nach Binetscher Formel (vgl. 1. Vorlesung) gilt
Fo = (A"~ B")/V5

wobei A = (1 ++/5)/2 und B = (1 — v5)/2.

Da |B| < 1, ist B" < 1. Wir konnen deshalb weiter abschitzen
Frn> (A"—1)/V5.

Sei T ein AVL-Baum der Héhe h mit n Knoten. Nun gilt

n> F, > (A" —1)/4/5, also (nach h aufgelost)

h< log,(v/5n + 1).
- log, A
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Hohe von AVL-Baumen ll|

Aus
log,(v/5n + 1) 1
h < R
- log, A log, A

- (logy V/5 + logy n)
ergibt sich

h < 1.44log, n (+kleine Konstante)
Vergleich mit vollstandigen Baumen:

h = log,(n+1)

Resultat: Selbst im ungiinstigsten Fall sind AVL-Biaume nur um
Faktor 1.44 héher als vollstindige Baume mit derselben Knotenzahl!

Was haben wir also erreicht?
(Wie sieht der worst-case aus?)
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Fibonacci-Baume

“Maximal unbalancierte” AVL-Baume.
@ Zu jedem h > 0 gibt es genau einen Fibonacci-Baum Bj mit Hohe h.
@ By ist der leere Baum, Bj ist ein einzelner Knoten
o fiir h > 2 ist der Fibonacci-Baum der Hohe h mit Wurzel x.

Bh = BUILD(Bh_l,X, Bh_g) .
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Gewichtsbalancierte Suchbaume |

Gewichtsbalancierte oder BB-Bdume (bounded balance)

Zuldssige Abweichung der Struktur vom ausgeglichenen Bindrbaum wird
tiber den Quotient zwischen der Anzahl der Knoten im linken
Tochterbaum und dem gesamten Teilbaum beschrankt.

Definition: Sei B ein binarer Suchbaum mit n > 0 Knoten, von denen sich
n; Knoten im linkem Tochterbaum B; befinden.

e p(B) = ’::TJrll heiBt die Wurzelbalance von B.

e Ein Baum B heiBt gewichtsbalanciert, BB(«), oder von beschrankter
Balance «, wenn fiir jeden Tochterbaum B’ von B gilt:

a<pB)<l-a

Nievergelt and Reingold (1972), http://portal.acm.org/citation.cfm?id=804906
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Gewichtsbalancierte Suchbaume |l

Wahl des Parameters «:

e a = 1/2: Balancierungskriterium akzeptiert nur vollsténdige
Bindrbaume

@ a < 1/2: Strukturbeschrankung wird zunehmend gelockert
@ a = 0: keine Beschrankung der Baumstruktur

Wartung
@ Einsatz derselben Rotationstypen wie beim AVL-Baum

@ Rebalancierung ist gewahrleistet durch eine Wahl von

1
<1-4/=
@= 2

Kosten fiir Suche und Aktualisierung: O(log n)
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Positionssuche mit balancierten Baumen |

Balancierte Suchbaume
@ sind linearen Listen in fast allen Grundoperationen iiberlegen

o Losung des Auswahlproblems bzw. Positionssuche (Suche nach k-tem
Element der Sortierreihenfolge) kann jedoch noch verbessert werden

Definition: Der Rang eines Knotens ist die um 1 erhéhte Anzahl der
Knoten seines linken Tochterbaums. (Blattknoten haben Rang 1)
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Positionssuche mit balancierten Baumen ||

Rangzahlen erlauben Bestimmung eines direkten Suchpfads im Baum fiir
Positionssuche nach dem k-ten Element.

@ Position p := k; beginne Suche am Wurzelknoten
@ Wenn Rang r eines Knotens = p, gilt: Element gefunden
o falls r > p: Suche im linken Tochterbaum des Knotens weiter

o falls r < p: Ersetze p := p - r und setze Suche im rechten
Tochterbaum fort.

Die Wartungsoperationen erfordern etwas mehr Aufwand: Nach Einfiigen /
Loschen eines Knotens miissen die Rangwerte auf dem kompletten
Suchpfad angepasst werden.
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