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qusiert sich dar Fechanadteanrn bebrachtild

Franen, d1e sich ant gie Svryalend@rechninmg reaovzieren laae

e tea Tdealdurchaschnit tghberacimaigean , Frthal tenselnetes
Ifealguntisntenberechnung , Berechrung o8 H lbherrtunktion o048,
otz hoan i ‘1 ogen HBersich peaktiach  vonéana! toher Vertatirern.
Enteprechends M ouranee sind n vieler Coapuieralgebrazystenen
iplemeant Levl |

At der  enusren Swate 184 dae ldes ., diee Lwitmenoms  dor

Fleperntes aines Tdeale zu betrachien (die LHrondidee dpr Gr ok
nertasen), tn  Zussmaenhang mit Varsuchen,  kosbinatorische
Lotermany 2UF Hobernuchung von Fregestel Tungen der Formaas va b LVEen
aloabhra poduesssien wanlgeteng ni»'zu F.B.Matau]lay DUk e

vierfolgen. Stark entwickelt warda diede !les nshasondere 1m
Zusadsenharg  mit  der Unlerguchung von  Deterainanvenideslen
durer. W.0.Hodage wn des viersiger Jabren. Finen newen  ouf-
s hwun #elebhten are i don elebrigec Jabren o Gen arteiten
[12Y bis (161, die in dow Elnfdlwrang des Bogriffs gdec  Modge-
algebren ihew thedretivvhe verallaepmeinerung tandern.

(A dar voriiecenden drteit wird gine weitere Vera2llawmeins-
ving, der Begrifft des ﬁtr@c&unusrznqem ftorautliere, aer sowoh)
tie Brbbnernaaen‘axs aurh dis Hodaeslgebren unfapt. FEs reigt
aich, dal sich die ldaen helder Bebiete, durch eine  soleba
Veral lgepeinerung vEreinlgt, Qogenseliig erganzen.,

.Imz den Rizherigen Wntacsuchungen ru Grioneecbasen und  auch
Hodgealgebren Dlieben die anslogien wund Paralielen, somahl  Hes
Mathodon als auch der Ergennisse dieser Fichtung 2u denen Gber
apsnziierte gredulerte Rinoe weitgabend unberscksichtint. Orob
gesagt ist dies die Erwartung, dag der Riag getbet  nicht
bepenlechter® als gein assovyierter gradulerter Ring bHruw,  sSeLn
Hiskretar Ofrectunnsring ist. Dlese Idee wird ia Tell 2 der
vorlisgends=n Arbelt genauecr entwickelt, ALsgetsng ven  edner
meeigneten Modifizisrung der Gnektralseguenztechnik, die sich
im Felle des assoaiiarten gradulecton Ringe als sebhr nUtzlich
erwissen hat, lazsen sdek Tast alle  Kiansischen Frgebhnisee
{iher aseorilerte graduierte Kinge fur Strackimgsringe entapre-
chend apdifizieran, '

Per bilerper an intsznsivsten wntersuchte Fragenbompled ist
dar Zusamnsnhang zeiechen Grobnerbassns and freien Acildsangen

(raty, (731 u.ar. 1m Teil 5 zeigen wir, da@ auch fur Btrek-
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Ly Ve Mereinharungen

w@s ein kogmutativer nogtiherschar Pang mit 1, Mo owine
enidl taeng Mange und Si=kix v € HY der Felvnomring in x,, VEMNM,
S “ IS o a,,,ﬂ <3 “1ie T . Y atl
tlher k. a=(a,} € P baw., (FislixlOv mwolleg wir (fynonvm) als
3 v w@reicohne 53 3= L “{vte A 1% devzan Trager
Aonome « € Wi, S(a)=ai{x ) Lveia,, A7 &ls fdeszsen Jrader.

Fine  D-Graduisrung auf dern Monomen st sine additive aAnbil-
dung d&g:b@”*~-=D i Mbnome L r g2 110 el D.
yngggnggve+4}£ pH heift dann Gradvsk o rd-Gradulsrungen

t

a2l ien  {einfache) Oradaierungen, 885 Sradudiersunogsn Multigra-
quigrungsan belfien. in diesen Fiallen wollon wir stets, wenn
nicht anders vereinbart, desg » 8 7dr vE&H voraussetzen. Dies

nedeatet, dai ﬁaGrqszeg #& fleierty eipe an

dliche Menge ist.

Falls uUberdiss k ein D-graduisrtay Ring ist, kann man die
Gradfunktion von RIS ganz & faréastren {inshesaondera2 also,
wenn alle Elemente sus &k homogen vom Grad @ sind) .

Sei fiir perd b ound For €in Monem m  deo m Sflag. ... ag) Dann
bezeichnen wir (mli=ag+...+a, als den Intalgesd von o vwnd dis
rugeahorige N-Gradulerung die mu deg gehdrende ginfs.De Dradu-

LErung.
1.1, Halbordnungen

Im waiteren benutrzen wir die Terainolougis v

hinaus heifie eine Halpardoung < auc M

»
ponoten 1€=> a4 < b =2 a+4c < bl
homoaen (<=> a < b nur wenn den a @

gegebang Gradfunl tion
lokal snclilich g<=> 1{ ara<d )i isr snd
mit  Ketienbedinaunn psm

sihlogsiensn

{noetharach}

end) ich.
Jede homogeng Ordnung ist nach Def lnition
iokal endiich,

bedingung. Pile dmishrunaen gelten im alloemel

jede loke)l emdliche Urgnung er

L
on {11. DRariiber

deg b fUr eine

iich (hu» iq‘vvnllm'd‘]

Y im Jedem  ahgea-

Intervall ist jaede absteigends Nette

der Gradfunktion
fullt die Ketbien-
nen nicht,
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0 e=nthil im auch 2ine stationdre 1Toilfoloe, In diesamn Fall

a2t2en B By die Ausqanustolas (&, durch die enteprechende
feilfolage dernfalls i3t (&,4) #ine unbaschrinkt wachssnde
Folge, Varfaheren wir analog Mt idg iy .ea (& y)y erhalten wir
i Erpebnis eine Teilfolge dar fuscanastolge, deren Fompaonen-
ten  esntpeder penstante eder unbeschranky vachsende  Folgen

bilden, Ois Auawahl voan 1 und § 13t nun ohre Scohwierigkeltan
mBglich, $#

Foloerung 1: Ist <

adb =) pu existierv eio

-

eine monntone Didrung mit Ketrtenbedin-
-4

Qung, 0 auth mit atcibhee .,

Bemerkunag Im Gogensatz dazoa mup sich die iakale Epdlichkeit

nicht Obertranenr, wig ein Belepisl weiter unten zeigen wird,
Far t('-’ mH arfuallt -e"t dig Fettenbadingung aenag
H

L]

Ealgeruna €3
dann, waenn t 6 (CE;W)

Betrachten wir vorerst ein Beispiesl, Zdas den lnterschied
rwischen lokaler Fndlichkeit wund Wettenbedinagung demonstrisrt:
Bejieniel: (a,M e, g) 1<=> bdd oder b=d unid ac,
Dies ist genav die lexikographiscre hdoung. Incbezondere gilt
(n,@<(O,1) *ir atlen, d.h, die Oradnung ist nicht Iokal
andlitich, erfillit aber die Kettenbedingung.

Satz 2: Jede monctone Qrdnung mit Kettenbedingung kann  in

@ine eberm=niche lingare Oronung cingebettet werden,
Rovwe Lo Wir wonstruteren @ine entspractends Erweiterung der
Ordnung  in mehreren Schritten., Die jewells alte Urdnung sei
dabei mit <, dis jeweilige neue Ordnung mit @ bezxeichnet,
1. Erweiterung: Nach Setz |1 kédnnan wir alls noch fehlenden
Relationen a9 a+rb hinmunehmen und davon ie transitive Hille
bildens
a2 a' ey g suistieren Zwischenglisder a;,...,a,,51,...4b,
mit agay, Al*njfa:,&2+h?§aﬁ,u...ahoon(a-
Disee Ordnung ist affensichtliich transitiv und moncton. Sie
genlgt der Fattenbedingung, d2nn ware a=a’ +b, dann wire
."'“31"'. o stbho) < a'+(bhy+,.. «4b. ) im Widerspruch zu Satz 1. Nach
Satz 1 erfiilt damit jede weitere monotone Erweilterung der
Ordnung sutomatizch die Kettenbedingung.
2. Frwsiterung: Die Erweiterung =ai
agdb (=) a8 ax. ¢ 0Oit a+uibic

Die neueg Urdnunosreiation ist offensichtlich monoton und tran-

Sitiv und erfilit die Kirzungsregel.

14



1 errung smien ¢ unag O ooy FAEN '/rQlielciibar Oarn

h avrc und a+d nicht vergleichbar, da die Kirruangsreos!

:
giit. Flioer, wir deshalb alle Relationen dor Art a+c 4 a+d far
finierte ¢ und d binzu und bilden davon die transitive Hi! le:
S oa g < o & F-"SE‘ ey Lw s 1 E ) : ;,‘;
"Pil_ -.:'}‘!4. ¥ ;q‘;."‘:\”-’.l.- B l _‘l \‘

Monotonie und Transitivitét sind cffensichilich,

w

Fonrt man nun wieder die zweilte Zrwelterung aus and s fore,

80 liefert ein Induktionsschluf (@twa durch eine geeighets
Nomerierune der flonompaare, die zu btetrachtenr aind) den Beweis
unseres Satzes. #

Dahei kann man es bel Vorliegen einer lokalen endlichen
Raihordnung im allgemeinen nicht vermeiden, dapB die entetshen-
de tntale Ordnung nicht mehr lokal endlich ist, eondern  hur
Noch der Kettenbedingung genug.

Beispiels Betrachten wir die Qrdnung (a,big(e,d) <=> bgd
urd &g‘ﬁd t NDiase ist eine monotone, lokal endliche Drdanung
aut M2, in der (Z2n,M(n,1} gilt, [ einsy Erwelterunn zu
einer totalen Ordnung ¢ 9ilt die Karzungsregel a/lso
(n,@4(B,1) far alle n.

Tat die QOrdnung, vonh der wir ausgehen, dagegen homogen, =so
kann man stets eine homogena, tatale, montone Erwelterung
angeben, im Sinne, daB dea a < deg b =F ad b gi’t,

Eine QOrdnung heifle pormal, wenn gilt

mie > B = a > 9 iy ;& N,
Jede monotone Ordnung mit Kirzungsregel € aod ZH wird dur eh
ihren Positivkegel

FM?;:*(&GZ*&&HQ:

@indeutig bestimmty 2 b (=) a~b> ©.
st & dherdies normal, =0 wird © sogar durch die konvexe

! oo ) o .
ille F.F«.! o) von ¥(f ) In t~f{ bestiomt, denn dann gil!
~&!

Kix ) » Keplo ) 2H,
Kpo (G ) dst ein Kegel "mit Spitze’, d.h enthilt keinen
Alehttrivialen linearen Unterraum von ¥=H (obwohl der Abschiub

e € ) im Fall einer linwaren Urdnung sogar eine Hypoer-

ebens enthile, vgl. [4%1).

ven Kk

Satz 33y Jede monotone, normale Ordnung mit Kirzungscegel st
der Durchschnitt der ate enthaltenden linesre: monatonsn

Ordnungen,

11






Lgmpa ((59.1.7.1): Ist r~ elne (m,ni-Factition, dann «tmllan
die Zahlen rj'*'n-.! g dml,0n. iy, und n-lvi-ryt oy kK DY P

@irie Fompatation der Zahlen @, ....;m+0n-1 dar.

m bBewoiz: MNMumarisrt man die Segmnente
[ﬁ goer Trennlinie in nebenstehendem Dra-—
5 | . Qramm veon unten heginnend mit
:1 Dycoeasibn-3, o stehen an den verti-
kalen Soomenten die Zahlen ri+n—i und

an dan horizontaien n"1+j~zj'. #

-
() Bijd 2:

(m,m)~Partition ¥ im (myn)~-Rechteck

Die =zur (m,n)-Partition e ={r(2>.,.3r. ) kopoplementire Parti-
I Ferrersalisaramm

gureh

tign ist diae Partition (m-r,%...2m-ry).
enistent aus dem Komplement von . im (m,n)~Rechteck

Bpiagein an der Nebandiagonalen,

zetapolynom (170
Fir eine Halbordnung P bezeichne L(F,.,n) dis Zahl der Mul i~

ketten der LA&nges n, d.h. die Zahl der Ketten

Ky&eorERy it xif'P.

2{P,n)= EL,(ﬁ~j)ck ist ein Polynom fir alle n>@. wobeyr o
153"

gerade dle 2abl der schten Ketten der LEnge k 10 Fooangibt

ey, =0 iy EOr(P)).

Fir die entsprechende erzsogende Funktion erhalten wir

F(P,tham D Z(Py)t" = 2 oy (5K
N D

vgl.auch [29%.

Gei Pe=J(Q) der DOrdnungsicsalverband einer Halbordpung O
(derartige Verbinde sind gerade d¢ie distributiven Verbindegy Q
besteht dahei aus den vereinigungsirreduziblen Elementen von
Py. Die Multiketten pyg...5p, gtehen in aineindeutiger Korres-
pondenz zu den antimonotonen Abbildungen 7:0 ~=% {n+l) via

flg) = #{i!pls ar+l wiz{q:f(q)?n«ivl}

' B 4
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Funkten T

Featk)asseakarper &k liefern, aber 1d ™M = supiid M :m
usw. aiit, Viele der folgenden Ergebnisse sind auch far
alaebraisch abgeschipaseng GrundkOrper qultiqg, well A
unitsr Kieperwachsel .
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Die folgenden Resultate ergeben sich aus [(27].

Fir die Rasszahlen gilt [27,1.2.7%.]

s | - P 1 T LR o e p ¥ e )
Hy(p™ M) = W ip pyMY, spErziell alaso 1JRthwgmh 1dmp*”p‘
Gl L e '
L UMy = 7 i<d = htipsp¥)
uiwd(n*,ﬂ) i

Fir cdie Dimensiorn erhalten wir [27,1.2.10.42.]

He-Supp M < Supp Moy
p € Supp M => p*E€ H-Bupp M und

-

. - & s )
dim “ﬂv* = (dim r&f”hwi;Vfl ) - MH-dim rg;,)

-

{st (R.m) ein H-lokalsr Ring {d.h. @& einziges homogenes

maximales ldeal), so folgt weiter wegen m=in

]

H-depth M depthg. My, (=B(R/m, M)},
f4~ctim M = dim Mg,

H-ici M ia M

#

w*
und M ist H-CHM {=>» M, ist Cohen-Macaulay,
M ist H-Sorenstein d=> Mg ist Borenstein,
£ oist Hereguldr <=» R, ist regulér.

fus der Charskterisierung der Basszahlen folgt ferner

depth Mok = depth M - ht(p/p*) = H-depth M,

Lyl Mp ist CHM {=> Hpt imt OM <=> Mo, st H-CM,
Mp izt Gorenstein <=3 Mp* ist Gorenstein <= Mip) it H-
Gorenstein,

F::.' isnt ?'ca_qul.;if‘ =y Rp* iat r"‘?-f_‘.".'-)f‘.\?' (=23 R‘:FI‘ it }"'”i"QQU‘“
lar.

Damit dbertragen sich auch die Serrebedingungen

M erfillt (3,.) (=% M erfdllt H-(8.},

P oerfillt (R,.) baw. (T,) <=> R erfullt H-(R.) bzw, H-(T,).
" Des welteren s=i beaerkt, daR aan fur H-lovale Ringe @it
Restilagssenkérper k den Begriff einer minimalen Auflésung von

TeeM)  sind  denn

M & R-Mag analog [581 @infihren kann. Tor
homogene R-Moduln und bestimmen Anzahl und Grade der fasisele-
meEnte der freien Moduln in einer solchen Auflisung. Insbeann-
dere gilt daz flir homogene k-Algebren R. Auch kann man allge-
meiner k als einen H-oKdrper annebmen, d.h.  &als @inen  H-Ring
mit pur trivialen H-Tdealen. Flr H-NModuin dber k-Algebren R
bzgl. eines solchen H-Kbrpara k hat man dann ebenfalls Hil-
bertreihen rur Verfigung, da jeder homagene k-Modul frei iat,

Yoo P27s Y 4.4, 1,

19



Mumderd tahrt in (46, Lektion 147 den Degriftf ders s-Regulari-

b8 ein. Ein homogeners Modsl M S-NMog alt Skl Moy g or e pNpd
2 0 .
(deg x,=1) heift b, WET
i, (MiT =B le i,3rivive
%

reg (M) = infim€ Z M ist m-reguisr)

harsichnet man cann als die L}

Gatzs: Sei ™MCE S-iod wie otyen wndd
@ e P G~ ) T ees TTTS Jﬁﬁ(«e@j) R L SRt |
le freie Aufldsung von M. Dans gilt

eine minima
1. min(emi)<mjn(33i}’uq”{minfrrj)
3 3 3
ung Fir einen perfexien Modul M auch

max(emj)<maxieij)i..,{mau;rrj)_

2. reg(M} = MJQX(Qij"i) (*=m93;(e,,.i~*.*') fiir perfekte Moduln)
1,13

3. ist M Cohen-Macaulay, S0 glilt

reg(Ml = dim M+ maxi{ntHM, n)FERM,n) 2

= dim M+ rat.deg F(M, t).

7 gibt dabei die Grads der Erzeugenden des Moduls M an.
Tat insbesondere M ein (M-ldeal, dessen Erreugends alle den
Brag d haben, so0 oennt tehenzel in (8931 etn solches  Tdeal

Oh, W reg(l)=d gilt. Diese Eigenscratt jist dSquiva-

ient dazu, dap alle abhildungen in einer minimaien linparen
Bufideung linear sind. It I sogar Gorenastein, dann suld nach
der Serredualitidt allerdings die Syzyqie hoachseter Stufte von
Grad d sein. Deshald heift ein solches Ideal in [3Q] extremal
Borenstein, wenn in  @iner minimalen freien Auflidsung alle
auBer diesaer Abbildung linear sind, d.hr, wenn reqg(liwmld-i
gilt. #Hat 1 eine dieser Figenschatten, kann man deassn
Hilbertreihe explizit angebed, vgl, (3Q].
RBeweizy 1. ist klar nach der Definition einer minimalen freien
Auflasung., Der zweite Teil der Behauptung foigt daraus, dad
obige Aufidsung nach Anwenaung von Homg (#,5) eine minimale
freje Audldsung von Hmms(M,S) liefert. Fur 2. wvgl. [191. 2.
tfolgt aus der lokalen Dualitdt (1.4.4.+46.). #

Im Cohen-Macaulay-Fall erhalten wir also auf diese Welse
@ine Jeicht zugdngliche gSchranke fur die Erzeugandengrade wund

die Brade der Syzygien in einer Auflosung.

2
o
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Nichtnullteller € % tub aurh oin Michtrnatl 1teiler

t Fin
in R,
Bevipig: 2, BSed v dawm von den geusbanen Dlementen eerougts

Tcdesl . Gl K€%, 8e kann man enhw Darstel bang 5‘;_..2",,.“&1 Piir
A -

gewisas Rasieslensnis a1€Zi unt my € N finden. Dann gilt auch

. ¥

w#e et ta, MM (mod 17,
Ly ) -
St( a4 ) peataht cus Sammanden w7 mit b Mg Ausmul tiplisiaren

Yiefert Sunmenden x° mit cca.  Isrlegt can die  entztahendsn
ok <

Niehletandardaonone hach doveelben Mathaode wuelter, 85 hekoownt
man cach endlich viglen Sohrithen (nou 17) mine Terlegung  veon
4% in mine Lingarkombination von Stargardnomnomen . Wegan [ & I
ke Gips ahsr nur stla) eein. Aleo gilt i antiat imad Y'Y o
3lle a€ S und damit T'=1. DaR dile Basin nicht whbedingt
minima) sein mull, weeden wir 0 oeines praterern Beispiel wetwn .
3, folgt sotort aus des Hewais von 2., 4, gllt wagen ). B
st E' @ir son quadratfrviun Momamsn whor M srreuntes Mo
rnaid, es kann man mit diesesn @ined simplirziaian hoampliex
Q:*(‘s?ﬂm”423
verhingen, o dafl L [onily aus allen “Nichtseitenmananon” von
L beurakt;
T oaFiprmtntémtTiniarg A .
Bolr-he Btreckunascings nannen wir guagrasirgi. Der zugenorige

Btrwe kugaring  iet dann @in Stanipy-fieiener-Ring im Sinn® von

(29).
2.2, Litaraturemrglylich

Veralewch mit (41

Dart  idub k ein Karper tnd B eines telleniee geordnets Henge
sowie T ep(H). W hel eine Rangronktion -, Jie #ine Gradfunk-
tion auf den tMonomen, dis Farbaraduifrunt. induziarts

fimall cews % (B (MDD
via wp Y @pin)ess
Bui Maciswski iat L) durch die Pedingung
B') in % ist etne *vartragliche" (4.0, sonctone upn  Ioka)

sndiliche) Oranung <3 degeben
erastzt, Aus diesor kzan aat  eine Halboardnung  awy M

konetrglarsas
addp (=2 f(‘\(lf(b)




monoton and 1okal endlich wie <. Dar Vorteil diemses

Rioam (st

Iugangs  benteht darin, AaB wan e ciskreten  Streeckungariog

immer aip farbhomogenss Parasgteriysten zur Verfigung hat.

Vargleleh il (181
datz £ Seanuisrte  Hodoealgebren i Sinne vorr [14]1 sind

Bt rachungerings.

N

Pei dipagn wird o) und @) durch folgends todingung arsetst;

il welohe gilt

agehan

At H iet edns Malbordnung OO #Ladwi v

4y izt aé ¥ eln Fagieelepent von & und

stia)> % rap P die Strectungsioroel, o olilt
V ober,, #9 Vife(a: 3 i€sfb): i

Wiz Sperialfell fir 2o sM(H) erhalien wic die gewiim)ishen
tadesa lgebran .

imt  gut K mins linware Degnung gegeben  (fdr die melisten
Iweckes kanp man < durch mine Fortaateuny 2y #iter linzares
Ordoung ersetzen), dapn vesagt d 1 eintach

minfel(a)y > @minfs{pdy tor alle &€ Moda).

Fopoiay Man nehoe die Inveres graduiert lexikagraphiasche

Urdmung 4 aut ;.u;‘f” dia durch die ru (H,<) foverse Ovdrung indu-

2iort wird. @) lietert garer o) T dim Baslsaeleaente, was

Nech Satz 1 ausreicht. #

Bammrkunge Annlich kann man affin graduierte Hodgeslae:

bran {d.h, aulche mii elaer 8 -Aranuierung , L) A EE
deg ::bSSciw w® fir alie D& Mola), a ein Fasionlement) nit Milte
desy vorsllnengs nerten  gradulert lexibographischen  Ordnung

vertamren. Folgendes PBeispie) von EISENSUD it die Grenzen

des Yonzupts det Hodgea lgebra im allgemuinen Fall, vgl. a»such
tl“wr'f'fJDf :k-l-,‘):
tmispniels Y

M om™

g S minY, ¥ msi AN Kerper,
pie Pazruntreckuenagosralatlion sod

h
vy = wiy“ex”)

Qi @cfiilit o' ), Pey dem Ver-

L ATTA Rine Blreckungsralation
bekownsn wir nacheinander die Sumaanden
untg damit eine unendliche kKette, Eing
enteprachende Ordmungsrolation auf den Mononen wirds nicht car
Kot tonbad ingung omnioen allerdings ist dies avch keine Hodge-
Algabwn, da man Y:?;, pitht dureh  Stansscdeonone  ausdrUeken

; .y e
flr va 2u ernaiten,

2 > 2
y¥2,  wyz=, w¥ylz,ese
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Fiit: die Ordnung auf desn Monomen wird tlert aefordsreg

1. < 35t eine lineare Ordnung,
" .8 . W s
2¢ 0®YCux® ir alle c€E M7,

, a+C . 0re
X, x®ixbP cmy yf ";-;:‘f
- :

Dies dritte Figenschatt iet 0r liomare Ordaungen Adquivalsnt

rar Monotonie vin 4, die zweilte hauivelent tur kKettonbedin

Qung, (1,2, Hatr 1). Tat bk ein Wirper und { elne  lineare

Ordrieng  (bew. 4im nomogenen Fall wenlgetons linear aut der

Menge dar Meonnme gleichen Grades), dann Yann man aing Gr-Anmoere
bagig aue mirear Minimsibasis auch in enolich vislen Sohritten
heretellen, val. (91, Sei dazu {fi W xRy - ;tngy{ Pine
Minimallbasis von I und bta =cta > hgvia a4} efine Syzvpie dow

Momidaals, das van den x®i eczeugt wird.
*bflmx“f,-x“sf(ai)vnbattoi)E Iy das mugehdrige S-Polynom. ist

eing Sumes von Monomen o < 2,40 7 a;ec . Tst x9 1m  korsteu-

lerter Monomideal ermthalten, so kann msn diese Differenz wei-~

ter repduzisren, bis schiieblich gin Srandardavsdruck stohen-

hieibt. Jst dieser nickt trivial, so atelle man das grafgte

vorkosmende Fotansprodulkt ¥®k als Linsearkombination klelnerer

Qar  und tige f, = 28k ~ mt(a,) der ldeslbesie Rinsu. Das ven

den Raniglieitmonanen erzaughte Jgeal Lesr U 389 DBagiselienant

™ 2uv vergrépern. Dabel sntsuteht mine wachsende kette von

Ieaien, die sich nack endlich vislen Sehritten stabilisisron

MUB . Dann redgurigren alle SH-Polynoee 20 Frivialen Standardaus-
aAariicken .

Gstz 4 (19
Papis 1st eine Grobrnerbaziz und R oin  Btreckunaoe~

Nis so baul. einer linmaren rdnumg < konmtru-

lerte
ring Gner Z-’.ag ialle kr, N ungd dem Korper k

Bowamiar Wir zeigon, dag fur atin Deiishagas FE€ X M{*t) 1n >

limgt, Dunn gtit T =M(t)st £Y) und R 182 ®in Streckungaring.,
3 *""frijx f, (r,é k) sowie x® odas maximale unter allen

by ¢, vorvommendan Monome. Hebt sich

in f nicht weg, 9ilt M(T) @« a = bi*aIG z - Mebt sioce x9

dageqen weg. d.h, ist E rg = ®, €0 1408t =sich E :r‘,xht-,\-

‘i"'h;“ 'B;.l")lnq

In girem der Summanden X

814 Linearkombination von Basiseyryaisn von I aaretnllen. Ges
¥y pay L By A5 » 2 eine Boiche Syzvaie. Dann  14Rt  mich
x®y Vg = nbj ‘ 'f, = xPj stie,;) =~ Kby ntu‘) dureh dre

Basinrelationen nach Voraussatzung rom ftvrivislen Standardagsg~

»
¥

»
F




in der Fora & ryx%k f, @it byea, ia

druck redurieren, dah.

darateilen. Ersetzen wivr In

¢ = } v ‘Nb £, } v1,<“1 f,
g -~ - b
‘.}i';'bl"”:a di'*b"’ e
b . g iy
4 -
YT epbiestian ¢ 3 road
S5
‘--’fi'b"”a @y H0y

Sen eprsten Summanden durch dLe%RE fupdriockae, #rhalton wir eine

v T gureh die ¥y mit maximalaon Monomen  kleiner

Davate] dlung 3

8. Ein Induktionsargument beandel den Boweis, #

Avs ohigen oherlsgunoen foligt, dai man genazrell die Byzyglen

des Movmmamideals Z: i enlohen YOnR I 1afcen dann ([7,0.2.131.1).

Wir gehern oarau? ndner Lln Teil O min.

Dé man iede smonotone Ordnung alt Kerttenbedinquno v einer

ebengnichen linearen Drdnung Tortaetzen kanr, srhalten  wir

damit Yolgende

Folgerungs Ober einem Korper F
Drdnung @ik Fertenpedinoune ewf den Monomen

hat bzgl. elnsr vorgegebenesn

menotonesn

Sedos ldeal I ping Grivpnerbasie und damit dar entspro-

shende Faktorring such @ina
gint in [(8%5,(21)] =inen angaren Hewsis diesss Rewul-~

Streckungsrings trak tur,

Stanley

tats (bzgl,

dazy wukzegeiv eine k-Basis B von
¢ vonr (Dges.sahy} linear unabhdngige Mooom

Apr lexivonraphl ne neo Gremmog <3, Er konatrelert
R owie folat: byai, Diey WEL

daée kleinste ozxgl.

in R, piose Basis stellt bzel. Asr
sonmit #in Monomideal , das Jden

Teilberkaeit van Monomen

®ioen Ordnungafilter dar und ist

Badingungen fdr eine Streckungsringstruktur auf | genuigt.
2 2 p¥.g2?)

Petepielr R = K{x. ¥y 2} {0y %2, xy%,
Wir wollon auf disse nulldimensionale k-fHigebra Stanleys Algo-
rithmis rur Berechnung der fersckungsringstrultur dber

Mo (xdyiz) anwenden.

B = (1v”-Yo‘v“Y¢V?~'2'V:2}'
Damit Nlrﬁiz:ﬂﬁqs‘ﬂ @erzeual von

S = (H2 L YE P
Pim migehériaen Relationen =ind

ue @ Xy & xy v
Leine Modgealgebrs im Sinne von (143, da x<x=xy der

Dies ist

chgnquna @'y nicht nenudt - Geht man umgekehrt von Hefxiyd>x)

Me, ac arhdlt nan
- S)
b= (’n“-Yo’OV"Y’lf 21T S

)




2. wird erzeggt von
- = . - - q
Y - 7 ip & WA 2 < o & o v »
2. n WV GY T g HET Y g e .

‘e 2ugehdrigen Relationen sind

@
~”y » *
.
@ Y ® KT vyt = @ vzt m 2>
-~y ” > S
> ? - 4 r - W atry p o wp i\
“ {(=xyz=xy™) = @ k4 fwyp™apcg=) = @

WOVGN  die heiden jetzten (n 2inee Minitmalbas:s dberfliszsig
w0
4

keine Hodgeaigzebra wegen yromzS. Dloses

hahid ., Dieag i3t auch
Beispiol reint, 4afl die in (2.1..8%at2 1) sngeqebers2 Ramys

kwine MinimalDasls des Tdeals 1 sein sob. Mehr roch kann  die

lahl dipmer Gasigelemente von der bonkreten Feslisierung ale

PErarkungering abhangern .

wAibi famet in (X431, um in abigem Belspls~l doch noch eine

Hodgesigabrastruktor il erhalten, alne welterw Yariabie sin,

llwses Bejepiel, zusamaen  mit obigem Satzr hrlden 21ac ein

iowir bt lges  Argumsnt datie,  daf sieb bDede Kaonzept des Steske

Funagerinoss cogeniper  dem  der Hodeeeigatre einige dart

beotharhtmte Tsamyven Ao Falarer una olnfacher darste!l len

Lasesen sHllton. Dies wardsn wivr anch 10 den foldaenden Punkten

WL aehen.,

2.0, Meug Streclungeringe eyug altan

Gel B ein Otreckunasring riber b3 v B une k.

etz 1: 2y Ist k° 2 k ein Oberring, SO it Fﬁbrh' ein Btrek-

e

kungering wher X, Hung k' mit denasiben Streckungs-

farmedor.

2. lgt € % keipnme Exnneat, 60 38t R/UR eip Strechungs-
¥y ing tbher T, Hund r/t-k. Die Strockongstoraslin sind
daru (mod t) Tu reduzisren,

Dicse Tetsaschen folaen unelitislber dacaus, dal R ein freisr k-
Modal it
Gaty 2¢ Tut K ein Etreckungering dbsr e . Hound k und & ein
Strockungaring | wbher £ F ound 7, 50 ist R ein
Breckungsring ubes
3‘2 " le\l" 4 NH:«{. € F'J"v"

MY E une kK7,

Fawgig: Eine Standardbasis von R aber k' heateht genau aus
Alien Monomen x8yP, 28X, vdl . wonn R ein Fakterring von

H--\,ivt:M) el W ean Faktorring von K[y w€F) jut, Dip
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strecrungsformel von x®, a€s , aber k' bekommt man auvs der

von <P Jber k .
xa' bl rab)‘b‘
bé Moia)

inden man die Elesente r'M.,GV. durch ihre Streackungsformeln

darstellt, Bzgl. der Ordnung
fa.a'y < (hyb) 1<e> & < b in ™Y oder
a = b und a’° < b’ in raF
auf rat el erfilien dann die Strackungstormseln die an wie
goatellten Bedingungen, Di@ Monntonie und Kettenbadingung
folgen fur die naue Ordnung aus den erntsprechendan Eigenzchat~
ten fir die alten Dronungen.
gatz 3: Ist R ein 8treckungsring Obe S und H sowle E ' ain
Monomideal wn N“. s0 iat
B o= R/(x%a6 & )

ein Streckungsring dber M und TV Z‘ bzql. daerselben

Ordnung auf den Monomen genan  dann, wenn 10 den

Streckungsformeln von Nichtstandardmononesn x4, a€Z 4,
nur Standardmonome aus J.7 varkomesan, o.h, |
a€ &' = mMoar s I°
gilt. Insbesondere ist diens Red ingung evrfullt, wenn £
ein Monomordnungsideal ist, d.h. noch
aé ', ncam b & I gilt.
Beweit: Wagen r® E r'bzcn in R iot nur zu prafen, cap
b € Mo(a) die Standardmoromn in R’ aine
b ¢ ! k~Basig bilden. Da diese

oftonsichtiich R erzeugen, auid nur deran linsare Unabhangig-

weit in R’ gesichert werden. Were L r x® = 8 in R’ tor a€Z v’
eine lineare Abhlngigkeitsreiation, bedoutete diea

Srgd = Tapx? an &k mit vE 2.
Zoriegen wir dies rechte Seite nach oen Strsckungeforaein  in
Standardmonome in R, o erbalten wir wegen Molb) s b 4

2 rax® = Zt.x® in R mit c€C&8! ung c 4% .
Damit sind beide Seityn die triviale Lingarkombination, ¢a aut
der rechten Seite Stundardmonome c 3 Z,'. auf dar linken
dageoen Standardmonome ad &' stehen.
Gibt es umgexehrt ein a€ £' mit Motarqd ¥/, so liefart

& = Zrbxb = at(a) in K
gim linegre Abhdngigkeltsrelation

Jd




Vo E rbxt‘ in KL O@

b& Mofa)

b ¢
Folgerung le R™ = R/(xv:v¢ MY fur H S H jst ein Strackungs-
ring dber ZnNH und H° brgl. der induzierten Ordnung

auf den Monomen genau dann, weann
sta)dH = ¥oEMa(ar: stnd H
gilt. Die Streckungsforeeln sind dabei mod(x,aveE@ H ) zu
reduzieren. Insbegondere induriert die Frojek¥ion |
'({K,.,:\"SH‘ ) kin,svEH']
in diesem Fall eine Prolektion R-~—-=2R'. |
Tum PBoweis nahme man }'_‘ = <e-hshéH-~H'>. Analog gilt
Fplgersna <2t Sei R wis oben und
Feom k[uyaveEMH I/ fkn ivEH]
Aer Faktorring nach einem Eliminationsideal. R dst ein
Streckungering aber 3 (i rat! und W' genau dann, wenn
a €Tt = Mo(er € ntt
ailt. Dann gilt
lnervaEH’] = (x2-mt(a): aCZﬂNH' )
Insbasondere induriert die Inklusion
kIx, svEH'] ~~=> kix, svE& H]
in diesem Fall eine Inklusion R'=--3f.
Senlieflich wollen wir noch #2in Rinreichendes Mriterium der
Obertragung der Streckungsringstruk btur beim Ausfaktarisieren
der Differenz zweler Variablen angeben.

Satz 4t Ist R=8/1 @in Strackungaring ubwr S . Hungd einem
K&rper k sowie fOr v,wEH e, <8, , dann jst BT = R/ (%, ~K)
ein Gtreckungaring dber z+(QN) WA

Ky %2 = x, x® (mod 1)
fir alle Basiselemente von X der Form e, +a gilt.
pevais: Man setze die Ocdnung auf den Monomen Zu einer
1inearen monotonen noetherschen Oronung fort. Dann besrthrelban
die BRazigelements von 2. eine Grabnerbasie von 1 und wir
zeiaen, daB die neuve Relation x ~x, keine rueatrlichen
Gravnarbasiselanente in !"I*(N“"'XV) erzeugt. Dazu mussen wir
nur zRigen, dap sich alle Syzygien dos ldeales
1g =(x®1a€ L +<e >) zu solchen von 1' liften lassen. Nichthab-
pare Syzygien sind aber hochatens soalrhe rywischen x, und x&,
c L. Fir u¢ ele) ist dies eine Haupteyzygie und damsit sicher
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Filtergrad 0. Einen solchen Komplex nennen wir aveh kurz qQetil-—
terben  MompleX. FaL. ——y L. 1Bt dann ein= Einbettung von
Kenplexen. Die zugehdrige Abhildung der Homologien i1nduriert
eine Filtrisrung von HiL.) via

FaH.(L.) 12 AmfH. (F L )~==>H. (L.)]
Dabei giit

FogH. oy o= dmIH. (Fyl. yommmdHL L)}
Sei nun ahntlich wie t4r klasaische Spektralssquenzen

gra(l.) = FaL./Fegl.

E2(t.) e= H (Fgl./F gl

Z3 (L) 1= AmIH (F L) = PH (F L. /Pl ]

BA(L.) ve imlH g (Lo /Fal - 3R (F gl /F el ) ]
Dann gilt

BRL.IE I3 LS EQ(L.
wnel 73¢L /82 L) e ar® (oL

( &AM (F L) === H (L /F gl )T )

7um Beweis modifixiere men (11, FKap. 18] entsprachend. Dies
jisfert ‘

Satz 13 QritHg(L.)) izt ein Subfaktor von Hotar® (.01, Dabed
tat K, diskret und ausschtpfend filtriert, wenn dies Fal.
tmt. Dann @ilt

Hator(lo)) = B => M (L.) = @

Tm folaenden wollen wir einige Ergebnisse von {927 uber Z-~
getilterte Ringe auf unsere Situation (ihertragen. Auf die ent-
sprechenden  Baweise wollen wir grofteils verzichten, da dins
aur minimale Modifikationen der friginalbeveise erfordert.

i Morphizsys fﬁzhomR(H.N) heifgt strikt, wenn flr alie a€D
tiF M) = FiN{\!m f gilt, L &filtp—-mod heift tiltertfrel, wenn L
ein froier R-Modul ist mit einer Baels T tieq und p(i1€ D, so
dap Fab =™ @ FpRoeuy gilt. ¥

pep(ri=a
M heift frliterandlich errveugt, wenn  eine endliche Menge
(x5-P(3)) mit xg €M, pli) €D existiort, so dad
FM = Z: v, FpR  fidr a€ b
heg+ep( i)
gilt, ™M ist filterendlich arzeuqt genau dann,  wenn &%  eLneEn
gtritten Epimorphissus eines endlich evzeugten filtarfreien
Moduls L auf M gibt, Wenn FgM smpariert uond ausschipfend ist,
ga  ist M genan dann filterendlich erzeuqt, wenn gri{M) andlich
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vorauasetzan, In jedem Falle ist gril.) ~—=> ari{X.) ein

Guasiisomorpiesnds, d.he erzsugt einen {somorphiemas desr

Homologien.

Weg=n  der  zentralesn Folle, die Satz % wnd 37 i welteran
apimier, sci si1ne wurze Bewelcsklisrze von Satz 3 gegebent
Gaten ., B., C. ungd H, entsprachend die Iyvklen, Rinder,

Fordnder  wnd Hosologien vary Y. mit ahren natdrltichen (sus-

echopfendsn Flitrierungan

Zpy 3= FoaXpnfl)Zp,

Fa’n

FaBn ¢= d(F xn”» = FaXn 1By (da d strikt Jet),
Faln 3= F X, +B, /B,

Faln 8= FaZ +B,/B, = F L 1 H

Betrachten wir nun wie (a (2721 a1e Diagramne

@ e > vy ~~Ta-> ny ~~Cpe-

ri
= "m l

Smies B coailiommcen D T s e
* P Hm oy > Qm n » Hm"’l

~dped Py mmmd B

§ —m= F‘m"‘l bt . Lm n
Fm o By
!
—-———a [PRpE—— ..._...b e b
L] 2> Bm ? xm (1 L ] Cm > &

in Jdenen die untaren Zellen joweiles strikt exakt sind. Auw

inen slod Ko, Dp, Lo rekursiv mit wechsendem m 2u konstraie-

rewis Ko = @8 fir @< und Dy ™ {(x.y)E:Cmd)Kmx pivt=r{y)? ale

die Fasarsummad obigen Diagramme mit der von der Summe {ndy

zrmvten Filtrierung F N, 1@ (FacmiﬁFsmef\Om. fa i85t dann dis

9] 2, und

eindentig bestimmte Ergénzung Tplx) 1= {cn () ,8). oy 4

T B8ind strikt, Jetzteros wegen
(Cuin),BIE FaD o> c tx)EF,Cf\in o, = Cu(F .M,
Pan nehme nun L, e Dy ===> @ als stritte filterfroie

Auflosung von Do undg 4, alae Lifiung von h, in  filtg-Mod, die

Striktheit von by, ausnutzend. DQer ao konstruierte Komplexmor-

IRPR T NS &1 ke =~ X, 1%t ®in Duasiisonrphismus in  dor
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qefiiterten FKateqorie, well die Diagramme nach aneandung von
P, exakt und kommutativ bleiben, da die Zoilen strikt  exakt
gin .,

fie Aucasge Gher diskrete Fllteisrungen ergibt sic h odarana,

i in einer kurzen steibt erakten Seguen: die haiden Auferasn

0
.".

Mol genau dann diskret tiltriert alngd, wenn dies der maby--
lere  Modul ist, Demit kann o0.8.¢.A Mg, Fao Ly wnd Lo als
gisiret filteiert anganoomen werden, Die Endlichkeltosussaoe
argrnt =ich, wenn man beachtet, dag Tiltersndlich erzsugte
Moduln in unserem Feil diskret filtriert sind, man rakuraiv
neben  qrit,) auch  griky) untt  gr{ly,) &ls endlich erzaugh
varavsestzen kann and damit Lg fijterendlich erzaugen Fann. &
Pemmrkung 1 Der konatruisete Homplexmorphismus m o1 allge-
meinmy  rdicht  strikt sein, Diese Jusatreigenschatt kann  man
Aoty Erhohen aer Evzsugendanzanl von b erreichen. Allerdincs
tst mann L, selbst bei filterendiich erzeugten  Homolooien
ntrht unbhedingt sndilich arzeunt, da 1n der Katagorie Lltg-Mud

mit  strikten Marphismen nicht jeder freie Modul  prajektiv

ist.
Far M N € filtg-mod  kann  man deren Tensorprodukt it der
nter-Z ~Modul 1st,

n€ F N, broda

Filtrierung versehen, Yur die F (MP2ph) der U
aer von den Elemonten der Form m@n mit @€ Fgfl,
sufgespannt wird, Dies definiert einen Funiktor
®: tiltgp-wod x filtp-mod - rileg-nod
Gensy wie in [9%2] erhalten wir den naturlichen Epimorphidmnas
MM MY qr(N)Q’m (R)qruv) o qr\’MDF,N)

(wel, Lemma 5), der fir filtertreios N ooder N oetn Isamarphis-
mes fet ([%23, Lem»a 190). Yensoriert man e1ne perikte filter-
femie AufiGsung ven M mit N und wendetr aut dieseq Komplex
Grtz 1 an, eorhalt man

Satz 4ival. (852, Lemna 117): griTartim,N)) i=t ein Subfaktor

Ve Torgréﬁ;xgr(n),qr(N)). Bind F,M und FyN diskret und
ausschopfend, dann auch FgTor, (M,MN).
fAnmlog karn man Homg (M N) mit der Filtrieruna
F HOMp (MUN) = (1€ Hom (M M) s t(F Mi & FaupN TUr alle bl
Jovaphen. Oenau  wie im Fall des Tensarproduktse hat aman  dann
inen Mononorphismuis
P M,NYz ar Homg(M,N) e Homqr(H)furiﬁ).qr(N))‘
dor fier filterfreies M vin Jsomarphismoe st ([92, Lemna 1&1).




Lenmna (92, Lemaa 13 und 183): ESeil M filterendlich erzeugt
wnd ausschopfend filtriarc.
(1) Ist FgN diskret, dann auch F,Hom(M,N).
(2) Ist FyN ausschopiend, dann auch FyHom{MN) .
Bewelisen wir .. {(1). Es sel {xi} ein Erzasugendensystem von M
wnd  prord{:x;) flr alle i. Dann gult riEEFpM fiir alle i. 8ei
Fanm Tir alle qfyg. Dann gilt fur t&€ FpHom(M,N) mit  riqge-p
Flrg )€ Fo, NS Fogh=8, also 1=0. #

Damit kann man auch fiir den Hom-Funktor ein  Ergebnis wie
Satz 4 Densissn 2

Satz 53 Seien M und N ausschipfend Tiltriert. Dann Iist

riExtRiMN))  ein Subfaktor von  Extg Ug,(grif),griN)).
Sind Obardies M und N diskret Filtriert, M filterendlich
erzeugt saowie g (R} noethersch, dann izt ExtR(MN) eben-
falls ausschépfend und diskret ftiltriert.
Bewsis t Man nehme sine striicte filterfrei Auflosung von M und
wande Homg (#,N} an. Dann folgt das Ergebnis aus Satz 1. Flr
die Zusatzinformation nehme man eine strikte Aufldsung  aus
endlich erzeugtan filterfreien Moduln. #

Ex sei besasrkt, dai fir einen filtarfreien Modul L=@®Rla;]
Hom(L ,N}~~->ITN[~a; ] ein Yvomorphismus in filtg-mod ist, tar
filterendlich earzeugte freie Moduln . also insbesondera
Hom(L ,R) wieder filtaerfreil ist.

Sei ISR ein Jdeal. Mps=Homg (1,R/1) bersichnet man dann als
den Normalenpodyl von I. Sei I mit der von R induz ierten
Filtrierung versehen, Dann hat auch NI eine natiurliche Fil-
trierung, die diskret und auvsschépftend ist wie die von 1.

kKorallar: Unter obigen Voraussetzungen ist gri(Ny) ein Sub-

taktor von qu(l)'

Ist Uberdies R ein graduierter Ring und WHE fllég-mod ein
homogener R-Modul, so heift dessen Filtrierung vertr@glich mit
cder Sraduierunn, wenn FoM =@ F M, gilt, wobel FdﬂieﬂFaN[?ni
die auf der i-ten graduierten Komponents van M induzierte
Filtrierung wei. Diese Graduierung induxiert dann eine solche

auft gr(M). S=i insbesondere R vertriglich filtriert.







linearen Ordnung die Karzungsregel glit,
el Faﬁ der von allen x", hia, anfgespannta k-lntervaum von
. Dies definisert sine Filtrjerung wie in Kap.3, o da wir
die vavreqorig filtp-mod der D-gefilterten R-Muduln petrachten
raanen . Mach Konatruktion ist griR) qerade der 24 R asso-
siterta diskrete Streckungsring. Im Geugsngat ru Filtrierungenr
durch ldpalsequenzen gibt ew allerdings Tur ainen R-Modul
keine kanpnisache Filtriarung.
Die Ernebnisae oee vorigen Xapitels, angewandt aufl verschie-
dene honolegische Gréflen, ergeben falgendes Resultat:
Satr 1 Seion M,NE€filtg-mod diskret und aussc htptend
filtriert. Daon gilt
1) tdgh ¢ tdg, (r)9r (M), Z) fofiM ¢ faf, pyarun,
3) 1ofM § 0. (r)ar (MY, 4) depthgM j depthy.ryar (.
(st auBerdem M filterendlich srzeuat (d.h. ar(M) endlich
erzeugt), gilt
%) GeiM.MN) 3 qu(R,(quN).nr(N)),
&) arndoﬁﬂ > gradeqr(a’qr(ﬁj.
Insbesondere
7) 1st ar(M) parfekt, o such 1 (dorselben projektiven
Dimension) .
wWeiter glLlt
&) gldim R £ gildim gr(R),
7) Prit) § Pgr(n)tt)<(koeff1:1rntanueise)
let tberdies R ein gradulerter Streckungsring und M awn
endlich erzeugter homogeng: vertréolich tiltrierter R-

Mouul, gilt fir die Hilbartreihen

1@) F(M.t) = FigriMm, t),
alsn insbasondere
11) dim gr(f=dim M,

e(griM;: = aiM)
uod somit
12) ar(M) ist Cohen-Macauley => i iat Coten-Macaulay.
1) ergibt sich dacaus, dafl 1(My)<oe . also Fa"i/F<aM1 nur fUr
endlich viele a nieht verschwindet. Folglieh ist F My = FpMy
fir ain geeignates b und damit LM )=ligriM;)), daa M diskret
und ausschdpfend frltriert ist.
Das Ergebnis Uber Folincarersihen werden wir welter unten

dahingehend konkretisteren, d2ff aman elne minimale Auflozuny




voan k Ober gr(R) etets zu einer Aufidsung van k vbeer R i fren

kenn, vgl. (3.%.).
Bexiglich derselben Ordnuna kann aan auch filtg-mod bt r-ash-

Cer . Inspesonderae ist Ré"lltgmmad digkret und ausschopfend

fatltr tert,. Beachtet man noch S=qri3), erhitt man

Gatz 2 Torg{R,&) ist ein Subfuktor von Tor&(qr(k’,k)‘ a.h.

fur die Bettizanlen gilt bm'ﬁighm(grtﬁs) (vgl. [6,Ch.43).
Wi ter unten werden wir seben, daf asn sogac eline minimale

(ihar 5 20 einer solchen von R iiften kann,

-

Nt losung von griik)
veal, aucth T4i].

koroaligr:  Sed B el homogener Strachungscing. Ist o ar(i)

Cohen~Macauiay, dann avch R und es gilt

typtR) £ typl{grikr)).

12t ansbesonderse 9rk) Gorenstain, dann auch K.

Versehen wir | mit der induzderten Frlirierung, so let

B ) L weed B o) Poeend D

mrae strikt exakte Sequeny, ajlso
@ 7> Ori{l) r~=d' 8 ~==> griR) =——> @
Do gr(®)=Ry giit, btedeutet dies, da@ gr(l}

ebt=infalls exakt,
ist.

tsomsrph zum Ideal I, der Leltmonome (er Elemente avs 1

Forcllar L zu (3.1.. 3atz 95) liefert dann

Slatz 33 gring) izt ein Subfaktor dex Nocmelsnmoduis von 1y-

et R @in gradulerter Streckungsring, o gilt dies auch

tir die entaprechenden homoaenen Komponenten,

Kgroilar ({32,4.8,1) ¢« Ist R=5,1 ein nomcgener SHtreckunags-

¥ing wnd hat RauSllm nur tangentizlflache peforaationan,

dann hat R=8/1 whentailz nur tangantislflache Datformatio-

Vier v
Dios folat aus dem Kriteriom (2.5%.) in (327 dber ole tanaen=

tir2le Flachheit, wahin wir den Leser auch fOr eine Definition
Danach hat fUur ein homogenss ldeal
wernr

dinaes Beagriffe verweisen.
T B=5/Y pur tangential flache Defarmaticonen genau dann,
der Normalenmodul N; keina Bestandteils vom GBrad kleiper -

heuaitzl.
Bel own M ein filterendlich erzeuater § Mocul, Lann @ilt
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Satz 1¢ L) Imt @ ~==3> My == Mg =y My weesd @ @xakt und

gehren 2wed der Moduln M, Zu W, dann aunh der dritta,

fAedila M < o0 = MEW,,

3) B EWe ®> Brdim M = sup { i Extdil,R)+@ } = s(M).

tolgt unmittelidar aus dem Vergleich daer entspre-

Dewe st 1)
int G-dgim M = @, dann

cnpaden langen HomoloOglsssquenzen.

dim zu PHeam{bdcam (M,R),&) gahdrends Gpektral~
Mun folat 21 eus 1), Betrachten

o tartst

raquanz und e9 folgt ME We.
S{M)=@, wu entartet die Gpektreloequent wieder und
man  eine

~ten

P ) FFt 4
OF! 3) {ay

@odim M = @, Fir s(Mizrn nehne

AN bakonmt daraus
vom M ound sthneide sie  an  der

mrojekvive  Audldsung
s=n entaprechendan Syzyyienmodul K Qllt dann

Stelie ah. Fur
= @, alse insgesamt

wil P und wiz eban geeesigb B-dim K
G-gim M § n. B-dim M 3 (M) glll dagegen generell., In der Tat,

mine minimale G-Aufliaung
rv 4 "'""“) E’n ""'"'-) P i ct’ 4 Ga
Yann man wenen &(G)=@Q ur Barechnungy van ExtdiM,R)

e I B "
neranzie-

M, W
Tatz 2t Seir fur einen Streckungsring R ME 1l Lp-Mod fliter-

andlich eraeugl und diskret und ausschipfend filtriert,

Dann gilt S-dim gr(f) ; 6-die M.
Boweis:  Gei a.P.d.B, G-dim griMi<e . Dann gilt griMmE Wy, ()~
E@i L. ~==3 M —~=> @ eing ftilterendlicha strikte filterfreie
ufitsung von M, " bezeichne die Anwendung von Howe { Hom (#,R) R
haw.  Hom(Hom(®,gr(RY1,ar(R)). Nach Datinition von Wo.(g) 1%t
dann gr L.* & (gr L.)}" ebenfalls @ine Autlisung von griMi. Da
L. Obherdiss diskret und susschépfend filtriert 1st (3.1,
Satx D), et nach (3.1., Satz I) L." eine strike sgxakte Aafld-
s von Ns-H'(L.') une  es gilt ar(M)=gr{MN) . - MNach
'5.1,, Batr 7) badeutel dies aber auch MYN  eowie T € Wy

wiMigaigriM)) toalgt sus (3.1., Satz %), #

s
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hy e(k, L) fur (K,L)1€ E wird beim durch (1,]) bestimmten Femeiubke~
tiomegechritt nur dann wirklich gedndert, wenn M(1)=M{d ) =M{K)=
M) gile.

Mite PRedubktionsstrategien reduzieren simultan pine Qanxt
Aganl von Xanten, wvgl. [41) oder f447. Inabsacondare versin-
facht s1on die Peduktion damm, wenn keine Subst i totionsn auf-
treten. In diesem Fall ist die reduzierte Auflosung Aine
Subresntivente der Taylorschen. Ia folgenden werden rwel Matho-
den heschrieben, solche Auflésungen ru konstruivren.

Lenma__ 1t Sei ME Ingd eine brgl., Inklusion abgeschlossene

Menge, d.h. I€J3, Jem => 1€ M, M=n{lind, und
@ v Mg ~==d Lo ~=> GO = 8 ~=e) B/aR ~—-> O
eine Subresclvente der Tayloraufldsung. Wihle A€M, § ¢n
mit M) =M(AL)(i}), so deP dig Bedinaung
i1y 1€mM, 141248 => TUIIEM
@rfdilt isnt, Denn definiert
Nore (1€ a1 Em
ebohfalle pine Sutrpsolvente der Taylorauflosuna.
Pawein: Fir alle 1€M, die der Bedingung (1) gandgen, gilt
(1,10 (1)) € €. Fabren wir die snteprechendsn Foduit 10nen nachs
elpandsyr aus, beglonend mit Indexiupein der ariften Kacdinsli-
tAt. o(I.Y)#@ gilt nur fir Y> 12 A, Solthe Indextuptl singd
sehon entfernt wordsa, Folglich braucht nicht substituiert ru
wapr e, W

Als unmittelbare Konsequenz gee Lemman erhalten wir die
Subresolventen M, N und L sus (44]. Wir wollen diesas Ergebnis
tiir  ¢ie Resalvente N, die aul eine Bamerkung von Lyuneznil
surtickgent, wxplizit tormulieren:

Korallac. A8 WARIe (A5, 1), ..., (R, 1) @it Ay & Ind,

(2y MiA A Y (13 and L& U Ay
1<k
Nenn definiaert
N o= (1€ Ind: ‘?Ak fir alle k)
eine Subresalvents der Taylarsufiosuna.
Nun woll®n wir noch eine Subresclvents beschreibon, die eine
ltearation nach den Lrzeugenden des Monomideals ausnutrt, Pal
dazu o9(l. der gréfite in 1€ Ind auttretente Index.



Lanma 2 Wahle fdr jedes €=1,....m eine (moglicherwalse
Itere) Menge (A (E) i (E)) s (Aqey (B i) (t)) mit
alh, (L)Y i=t, i.(E)<t fir alle ¥, die der Bedinguno ()
gendnt. Dann definiert
Nosm (1€ Indr IR ALty fir alle k3

wire Subresolvente der Taylorauflésung, sofern N hzgl.

Inkluzionn abgeschlossen ist.
Der Bewain fubren wir wie in Lemma 1 mit  Induktion, Smien
deshalb alle I 24;(u) mit gil)=u, udt, 1 beliebig wnd ust, 1ok
hereits entfernt und dabei die e(X,V) nur fdr anlche Paare
gedndert worden, TOr die Y2 Aglaly)) mit geeignetem m qalr.
pDann  mylstiert eine aineindeutige Korresponden: swischen den
Indetupeln 126/, (), g@(l)=t, die noch nicht entfernt wurden
urd tidr welcha i, (t)4 ¥ Qilt und den Tupeln 1 ta,tt)3. Ent-
ternen  wir diese wieder, beginnend amtt den Tupeln qrojter
pardinalitdat, Substitution tritt dann hochstens fir solche
Caare  (X.Y) auf, fOr die e(J,Y)+d gilt, Daz ist aher My
wialich, wenn Y=I1{/ {(w} oder Y?ﬁm(q(\”) filr gesignetes m gilt.
fw eraten Fall gilt Y2I12a,(t). Da N als abgeschlossen bzgl.
Inklusion vorausgesstzt wurde, folgt VN, also sbenfalls
Y 2A,(g(Y)) Hir ein geeignetes .
Hat man schiileRlich alle Tupel (€ N entfernt, warden such alle
Paare (X,Y), wo eoglicharwaeise Gubstitutionen aufgetreten s@in
vinnten, wiedor elininiert, #

Wenn N nicht abgeschlossen brzgl. Inklusionan igt, kamnn man
poch  einlges retten, wann man die Reduktionen verfolgt, wie
wir im Bejepisl 1 unten sehen werden. Eine minimale Auflosung
pines Poteniproduktideals kann man nun wie folqt konastruieren:
1} Konstruktion eine Subresvlvente der Tayloraufldsung, die
der minimslen nahekommt. Dabel kann man ottt spezielle Elgen-
echaften der Erzeugenden des Tdeals anwendean, otwa Lemma <.
wenn die Erzeugenden rekursiv gegeben sind,

2) Weitere Reduktion dieser Subresclventen unter Benutrzung
geeigneter Reduktionsstrategien oder waltere schrittueise
Fecduk Lion durch elementare Reguktionsschritte,

Peispiel 1: a-(x,v,z)d{; KfR,Y,2)

Btullen wir dis Erzeugendean uB B =20 Ly Punikte  (x,v) € z°
dar wund betrachten zuerst die Erzeuqenden x 2y (avbed)  una

wernen Lemma 2 an., 2u firiertes a bLraucht man wegen



Mi{a,d-a), (t,d-b))=M{{a,d-a),(b,d-b),(a~L,d~a+rl)) fir hta-1
nur ey mit I=({a,d-a),(a+l,d~a-1)} 2828, . 0aed—1, 2zu berdck-
gichtigen. Weirter verfabhren wir rekursiv end figen 21in Naues
Erzeugendes A=ia,b) zu den hisher gewihlten Erzeugenden hinzu,
s dafl die entstehende Fliche in 77 min schiefes Ferrersdia-
gramm wird. Nach Lemma 2 sind alie ey mit g{O=(a,b)=:16 2zu

ent feraen aufer (P,A)=((a+l,b),(a,b)),

B Dl (C,A)=({a,b+1),(a,b)) ud Ja(B,CA)=

A C' ({a*i.b),(a,b+1),(a,b)}), wobei B, C und D
it o 3 die Nachbarn von & in fichtung wachsendar
Biid 3 Koordinaten wis :n Bild 3 sind. Diese

Menge i=t nlcht apgeechiosaen brgle Inklu~
sion  wnd wir missen pnach dem Bild von ey Tragen. Wenn etwa C
anher als B zum Diagramm hinrugetlot wurde. wurde @ poy unter
Verwandumng von M({BC)=M(BCD) substituiert, Aleo beschreibt
di®ianc)? = @ap) * ®B0) T *(CD) T R(AC)
und (B igny) = ®(p) T Ba)
die minimale AUflésung von & vollistindia.
Belapigl T mam = (ml,mz.m3,m4) mit
My EWE, mznwzy, msuuzz. mqwxzz.

Ver Repduktionsgraphs

(23) (24)
/ /
€123) (124) (2348)
/ .
{(1234)

Redulktion nach Lemma 1:
L BN
1 { (23) T 1
4 {24) i
Die Aufldsungs
B el ) ) ¥ ey G s 8-> B/ > @

? Wy %I x2 a

X -z 0 & Q

S 0 -w B x

“ 8 9 -w -2

@; mit 1= 134 12 13 14 34,
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Beilupisl 3: aa = (m,,mz,ms,m4,m3) mit
)
- ¥4 ’ .
M BHT, Masy2Z, Me™W™, Mg@wXx, mﬂwv,?h

Reduktion nach Lemma 13

b Ay L i
1 (2%) |
Z {33 <4
3 (243 1

Dann @et noch die Reguktion mit M{13)=M(134) notwendiq. Dies
lietart inesgesamt die euflisung

O ~——> 2'3 e d GO e ity ek e ok s 5-5 e G G S N D @
w? @ Yy w x @& B 9
—wy X v @ 0 wie o
a w D W @ -yz x @
® @ 2~z @ 0 ~w ¥
yrx @ e & -z 9 0 -w
a 2
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Ring und  beeitzt als solcher eine wininale t~homogense
Aufldsung (iber 8,

{11):

B>, mm> Byyq ~Ta=> By =-->., . ==2> Fpz8y =e=> R(E) ==->0
Da © Nichtnuliteiler auf R(t) ist (2.1., Satz 1), bekcmmen wir
daraus nach Ausfaktorisleven von ¢ aine minimale Aufléeung dos
diaskreten Streckungaringe Rg=R(®)

@erd . ommm> Bipq ~Th=> Bf ~==>...-=> Fgz8y -=-> By ~->0 (2)
Analog erh¥lt wman nach Auafaktorigieren von t-) elae Audldsung
von B

Fommd . owm=> Bigy ',fi‘-, Fj ===>...v==> Fp=fy ~~-> By wee?@ (3),
die aber nicht unbedingt minissal eein moud. Die Ubervgangswatyrl -
gen f{ und f] erhilt man dabel aus £;., indem wman t=@ baw. L=l
subetituiert,

Da die minimale Aufllisung oines B-lokalen Ringes eipdeutiy
biz auf msglichen Besiewechsel in den frejen Moduln bestimmt
ist, folgt umgekehrt, daBf nan eins winimale fraie AuflAaung
(2) d}a diskreten Streckungsringa steis zu einer solohen (1
des Deformationaringes R(t) liften kann. Dabel genfigt es au
erreichen, daP (1) ein Kosplex wivd. In der Tat, (2)@yklt]
iat die sy (1) amsosiierte graduierte fequenz. Nach (3.1.,
Satz 8) folgt aus der Exaktheit von (Z) damit, dap (1) eine
otirikte filterfreie Aufldeung von R(t) iet, voraungesetst (1)
iet ain Komplex, Dias bewsist folgenden

Batz: Sel R(t) der Deformationsring eines @dtreckungerings R

Ubesr einen Kérper k bggl. einer streng affin Romogensn
positiven t-Graduierung. Dann kann man jede minizale H-
Aufissung des diskreten Streckungsringe (2) au  olner
golahen (1) von R(%) Liften. Daze z2ipd dis Ubsrgangs-
patriven der BSequena (2) an geelgneten Stellen durch
Elemente aus ()8, (des richtigen t-Orades) 2u erginzen,
20 daf} ein XKomplex entztehv.

Jede Aufidsung (1) vos R(t) kann man durch Substitution
t=1 in eine Aufitsung (3) von R verwandels, die jedooh
nicht minimal zu sein braucht.

¥olworung® Jede mninimsle H-Aufldazung des diskreten Stvek-

kungsarings Ry (Uber einem Rdrper k) kann man Iu einer
{nicht potwendig minimalen) Aufldsung won R liften.



5.3. DReformation einer freien Auflésung von k Qber R

Sefan R(t) bzw. Sy wie in (6.2.) die Deformsticnaringe von R
baw. S bzgl. elner streng affinen M  -t-Gradulerung. Dann kann
man genau wie in (65.%2.) eine minimale frele Aufl¥sung von k[t]
{iber R{t)

commed Gggq —m=> Gy ===d...-==> GoeR(E) -~-> K(t] ---> @
hetrachten. Wieder liefert Auafaktorisieren des Nichtnulltei-
Jere © € R(t) eine minimale freie AuflBsung von k (iber Ry,
Buafaktorisieren von t-1 dagegen eine nicht notwendig minimale
freie Auflésung von k Uber R, Genau wie in (5.2.) erhalten wir
also folgenden

Satz: Sei R(t) der Deformationaring eines Streckungsrings R

flber einem Kérper k bzgl. einer streng affin homogenen
pogitiven t-Grsduierung. Danvn kann man jede minimale H-
Aufldsung won k (ber Ry zu elner solchen vom kit] Aber
R(t) liften. Dasu eind in den Uhergangsmatrizen die Ele~
mente aus Ry durch geelgnete Urbilder der durch t-->@
induzierten Abbildung R(t)--->Rg zu ersetzen, 80 daP ein
Kowplex entateht (dieger it dann automatisch etrikt
exakt).

Jede fufltsung ven k[t] tiber R(t) kaun wan durch Sub~
stitution von t=1 in eins AuflBsung von k Uber R verwan-
deln, die jedooh nicht undedingt minimal zu sein braucht..

Diesag Ergebnis iet fUr die praktische Barechnung von wminima-~
len AuflBsungen des Restklaseenkdrpers k itber R allerdings nur
von beschrinktem Interegse, da man im allgemeiuen selbst fOr
Potenaproduktideale keine Verfahren kennt, diese {unendliche)
AuflSsung explizit ansugeben. Re beweist aber das nach (3.2,,
datn 1) angektndigte Ergebnis, daB man eine minimale Auflisung
von & Uber Hy=R(@) atetd im eine Aufidsung von K dber R=R(1)
datormieren kann. HMehr noch gibt e2 einen Hinwels davant, dap
diskrete Streckungaringe in gewissem Sinne “mnxtremale”
Poinocarersihen haben, d.h. Golodringe sein sollten, wie in [5]
beniceen wird,
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5.4. peformation des kanonilschen Moduls

3ef %:-8/1 eoin Streckungsring Gber 2 , H und k und R(t) der
Deformstiongring bagl. einer streag affin homogenen N, -t~
Graduisrung. Seai weiter R0=R(0)=S/I(0) der zugehlirige dlaskrete
Strackungering.

gntz: Set die K(@)=d und KQ}&,:&. Daon kann man Kpeg) 1o

Kp Uber Al dotonl/eren.
Beweis: 8ei » ein Nichtnullteiler im R(%). Wendet nan
%{cana{ﬁ.st)auf dis Sequeng
@ ---> R(t) -¥-> R(t) -—=> R(L)/XR(t) ---> @

an, ao ergibt die entsprechende lange exakie Homolog ienaquens

@--=> Kgey)y ~*-> Rpegy ~==> ERee)/am(e) ~777 B (+)

o Ky - My aret)

Setzen wir zueret xzt. Nach Vorsuseetsung gilv !g?6)=0. also
lg(t' B txﬂ‘t,. Nsch dem homogenen Nakayamalewna ist mithin
Kﬂ(t):B uwnd in unserem Fall gilt generell
Kpet)/xRee) = Kree)/*ecey
alwo Inebesondere
Kr(o:
KR

L1

Kpet)/%ER(t)»
Kpee)/(t=-1Kpey,)- #

p.b. Liften von Syaysien

Gbwohl in Komputeralgebrasystemen die Berechnung der Aufld-
mung von Idealen meist nicht Uber (5.2.. Sats) erfolgt, wmon-
Jarrn direkt durch mehrfaches Anwenden des Grébnerbasisslgo-
rithmus, selen nun einige Techniken mum Liften von Syzyvgien,
wie nach (5.2.) baw. (5.3.) stets miglich, angegaben. Labe!
worden woir une auf die Situation aus (5.2.) beschrinken, dis
Ideen eind aber auch bel anderen Auflisungen anwendbar.

Zum Liften der Syaygien einer minimslen Aufldsung von Ry 3u
golohen von R wihle man im Fall eines inhomogenen Streckungs-
ringe eine positive etreng affine t-Graduierung. Diese defi-
niert den t-Gradvektor der Syavgie von Ry und damit auch von
Rit). Da diese Syzygle mit Blementen aus (%)8y des euntsprechen-
den t-Gradee su einer Syzygie von R(t) aufsufillen ist und
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danach t=1 gubstituiert wird, ist die dleser Syzygle entspre-
chende Syzygie von R mit 8lementen aue S echt klelneren t-
Grades aufgefiillt. Da ee fiir eine positive t~-Gradujierung nur
endlich viele Honome beschrénkten t-Gradee gibt, fohrt das
ihiften einper Sysygle von Rg zu einer solchen vonn R auf die
L¥sung eines linearen Gleichunissystemz.

Kine weitsre Vereinfachung erhllt man, wenn man beachtet,
dap die Syavgie von Ry bzgl. aller solrcher t-Graduierungsen
1ifthar ist, sleo obige t-Gradbeschriénkung bagl. aller t-
Gradvierongen gilt,

Meht noch, man braucht sich nicht aui atrepg affin homogene
t-Craduierungen zu beschriinken, da nach (5.2., Folgerung) eine
riniwale H-Aufldsung von Ry zu einer (nicht rotwendig winima-
len) Aufl¥sung von R(t) fiir eine balighiga affin homogene -
Gradulerung geliftet werden kann, diese lhrerseite nach Sub-
gtitution t=1 aber eine Aufldsung von R liefert:

§atz__1: Ergdnst man eine Syazvgie in einer minimalen H-
Aufidsung von Rg au einer solchen vou R, s&o kann diese
pur durch Linesrkombinationen von Honomen anfgefilllt
werden, die bzgl. aller (streng) affin homogenen positi-
van t-Graduisrungen von (acht) kleinerem Grad als die

Auggangseysygie gind.

fat R ein gradulerter Streckungaring, =so llefert Jessen
Ringgraduisrung, Aim folgenden x-Graduierung genannt, weitetre
Einechri¥nkungen. Dann ist die AuflSsung von R(t) x-homogen und
die beim Liften 2u erglnzenden Ausdriicke mlisasn auch den
richtigen x-Grad haben, WMehr noch, nach (5.1., Bemerkung)
bravchen wir uns nicht auf dle positiven t-Gradulerungen 2u
beschrinken:

Satz 2: Iet R #in graduierter Strechungering, aoc kann eine
Syzygie von Rg au einer 8yzygie von R nur durch Linsar-
xombinationen von eolochen Monomen aufgefillt werden, die
b2gl. aller x-Graduierungen denselben Grad und begl.
aller (streng) #ttin homogenen nicht notwendig poeitiven
t-Graduierungen (echt) kleineren Grad ale die Ausgangasy-
aygie haben.

Schlieflich bemerken wir noch, daf ein Wonom, das in einer

Syaygie von Ry vorkomst, an dieser Stelle nicht in der ergin-
zenden Linearkombination auftreten kamn,
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Betrachter wir zur Illustration dieser Bemerkungen das Macau-
lavbelgpiel (bzgl. der graduiert lexikographischen Ordnung):
o (m],mg,mg.m,ﬂ mit

My =WE-XY, hz:“zy‘xa: m3=x32*y3, m4:x23—'y2'

Die Aufl¥sung von Rg. vgl. (4.1., Beleplel 2):

G —m> § —m=> 8 e -3 8% —=> 8 -=> S/®m -~>
@ wy xz x2 @
b'e -z @ @ 2
-% B ~-w @ x
ol 2 B -w »zL

Die Gradmatrizen der x-Graduierung
2) bzgl. deg(w,x,y,2) = (1,1,1,1)

1 2 2 2 2 (2 3 3 3)
1 - S S R |
1 1 1 1 1
i 1 1 1 1

b) bzgl. deg{w,x,y,s) = (£,1,3,4)

3 3 & 2 6 (4 8 9 8)
1 4 6§ 3 1
4 -2 @-3 1
@2 1 3 @2 4

Der Vergleich der belden x-Graduierungen zeigt, daP mav an d:
anter b) unterstrichenen Pl¥tzen keine Monowe einfiigen kan
Auch fily die restlichen Plitze bleibt jeweilns genau ein Mon
zur Verfilgung. Die Auflldsung von R lautet

@ ey 8 —mmd 88 e > 8% <> 8 - 8/ --?
y WY X2 X4 -y
X -z © -y @
-3 @ -w © ¥
W -x vV W =2
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Teil 6 : Beispiele

- e -
T e g - - — ——— " - —— -~

5.1, Der Rocrdigatesring der Grafsmannmannigfaltigkedt i(d.n)

Sei n2xd und X:(xij), i=1...d, 3=1...n, eine Matrix von Unbe-
stimmten. Der Koordinatenring Gid.n) der GraPfmannmannigfaltig-
¥Yeit der d-dimensionalen Unterriume eines n-diwensionalen Vek-
torraums it dann gerade der von allen d-Minoren von X srieugte
Unterring von KfXJ.

Winlt man H:ELd&nlz{{a1<;.‘lad]:lcaisn} mit der Ordoung
fagd...Saglglbyc. .. ¢bg) ¢=> as¢by for alle 1

und ordnet [89¢...¢aq] dem d-Minor von X wit den Spalten
2y,...,84 #u, 80 let R eine gewdhnliche Hodgealzabra und damit
eln Streckungsring ber H und 2 =M(H, ), wie in [14] und [16]
bewisgen warde. Die Baslestreckungsformeln, in [13] hergelel-
tet, ergehen sich sus der Jdentitlit
(1) Zoe-1=8n(P)ra. . play)..plag)ip(by)..p(by). .bgl = @,
wobei Ober slle Permutationen p von {ay,....84,by.....Dg) 3V
summieren 1at, fUr dle p(ay)<...<p(ag) und p(by)<...<plx) g11L.
Debel ist [ay...aq], wenn a;¢...<ag nicht gilt. entsprechend
den  Reohenregeln ffir Determinsnten hinguzudefinieren. Sind
insbesonders {aj<...<ag] und [by<...<by) zwel nicht vaergleich-
bure Blemente in H, alo etwa a;¢by far i<k, aber ap>by. erhai-
ten wiw
?n5<...<od]-[b1<...<bd]

= ST (-1)280(P) [a) . .p(ay) . . D(8q) IP(Dy) .. D(by) . Dyl

ptid

mit arplay), 12k, . ;8% und by ¢p(by), i=1...k, wegen
By, .. <by<ag<...<ay, also

{a{...a4]1> [al...p(ak)...p(ad)] und

{bg...bgl < [pPlby)...plby)... byl
Mehrfaches Anwenden dieser Formel liefert schlieplich dis
Streckungsformel
(8y¢...<aqllbyc. .. bg) = T ryiaf®)c .. <alk)rp{®)c. .. d§¥)]
a1t (ag...aq) > [af¥)...a{®)1,

{by...bgl < (b§¥) ... bE¥)] und

Ctafk) L afE?3 < (pfR). . pf¥)) gor alle k.

Geht man umgekehrt von [by...bg){ay...agq] aue, 80 liefert
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jeveeibe Progesa (auf anderem Wege) elne Strechungsformel, die
wegan der linearen Unabhlingigkelt der Svandardmonome ({14, Thm.
2. 1.7) mit obiger (bereinstimmen nuf.

Garvz. 1z In der Streckungeformel einea Nichtstandardpro-
dukte (oo Spimm. ASL Jm Sfece von Bpoms ?7)
{s1<...cad}[b1<...4bd]=‘2:rk{a{k)c...<a5k)][bsk)<...<bgk)]
gilt fir alle k

raf® ... a8{¥)1 < gay...a47 < (6{¥) . . bE¥)3 und
[af®)...af®)) < 1by...0q1 < (b{¥).. b{¥))
bzw. allgemeliner: In der Streckungsformel eines Nichtastan-
dardnonoms x‘-"r-Zrabxb gilt fur alle i€ a(a) und b€ Ho(a)
min{i€ a(b)} ¢ J ¢ max{i< a(b)} in (H, <),
{Man Lesachte dabei, dapP &(b) in H eine Kette ist)
Die Halbordnung B(d,n) iat ein distributiver Verband, denn es

B{d,n) ¥ J([dlx{o-d])
via [ag<...<aq) <--> <{(d+l-i,a4~1): ay>ip>
Auf der rechten Selte steht dabeil gerade das Farrersdiagramm
Elzm ) der Partition & = (ay~1¢...¢84-4d).
Damit erhflt man flr die Hilbertfunktion von R
Satzx 2 B(m,R) = 2(m,B) = w{{dlx(n-d],m+1)
dim R = r(B)# = di(n-d)+1.
In (6.2) geben wir noch eine explizite Formel fur die Hilbert-
funktion und den Crad von G{(d,n) an,.

Schijeflich sei bewerkt, dap [dlx[n-d] eine Rangfunktion
beaitst, aomit alee F(R,t) numeriasch Gorenstein lat und damit B
als Integritétsbereich selbhst auch, vgl. (1.4.7.).

Pa Proj R glatt igt, hat Spec R nach dem Rationalit¥takrite-
rium (3.2., Satz 5) in der Kegelspitze eine rationale Singula-
rit#t, denn R iet CM als Hodgealgebra Uber einem distributiven
Verband und dis zugehbrige Hilbertfunktion ist wegen (2.4.4)
#in Polynow fiir alle m)©.

G.2. Der Roordivatenring einer Schubertvarietit

Selen & > E B(d,n) und P=8p¢...¢A,=V sowie @=Bge...<By=V
zwel Fahnen des n-dimensionalen Vektorraums V in  allgemeiner
Lage (d.h. dim Ay = dim By = 4 und Ay/|Byy = (). O(a, )
bhezeichne dann die Untervarietldit von (F(d,n) aller d-dimensio-
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Ineshesondere arhalten wir eine axplizite Formel fur die Hil-
pevtfunktion von Gid,n):
Rercllaz ([57,4.32)): 4
b it I rw~‘L!I$4min(l,n~i,d.n-6)
i=1 (Brwchobe va feloth)
Bevais: Hs gilt 3¢d,n)}=0({In-d+1,..n],[1.,.41) und damit
Bim,G(d,m) = 10,2790t 4= 1858ty =®
nach entaprechenden Zeilenumformungen. Zieht wan aus Jeder
Zeiin das erate Glisd als Faktor heraus, danach spaltenwelse
Ao  gemsinsamen Nenner, &0 erhilt mnan ecine verallgemeinerte
van dar-Mondesche Matrix, deren Wert pach dem bekannten Baty 2u
berechnen lst. Dies llefert die Behauptung, *
Filr den Grad erhaltan wir folgende Formel:
Sats_2: e(0(&, 1)) = [ Z(ag-by)1! deti(ay-by) ! iy, 3.
wohel fOir ay<by das entsprechends Element der Determinante
durah @ 2u srametzen iet. Fir gewBhpliche Gohubertvarietd-
ten erhalten wir daraus ((36,14.71) -
e(C(=)) = (1:(a1~1)]s/(a1—1):...(ad-l)!I:§<a;~aJ)
sowie e(G{d,n}) = (d(n-d)]!,
Pawein: Nur die Unforsung der ersten Pormel zur zwelten bedart
siner Erifuterung, Man setze by=j und Klammere in jeder Zeile
der Daterminante das erete Glied sus. Dis verbleibende Dotermi-
nante atellt ein antisymmetriaches Polynom in ag....,8g dav,
enth#lt alg Faktor also fT(o,*aJ). Qesdvergleich liefert dann
die Behsuptung. &

6.5, Letter-Place-Algabra upd Detervinastenideala

a4 x=(x13), {21...d, J=1...m, nra+d, elne Matrix von Dnba-
ecimmtan.

Dann  hat 8=k[x,y1 neben der offensichtiichen Struktur siner
dimkveten Hodgeslgebrs noch eine sweite Hodgealgebrastrukiur.

Seai dazu

BLA.BYL = {{age. .. capibyc. .. <y ):lcaygd, 1edgem, K}
eine endliche Mange mit der partiellien Ordnung
(8g¢. .. <agibye.. . <by) ¢ (2i<...cagtbjc. .. <bg)
pec> Kzl und ajgaj, byghy flr alle 1=1,....1

Ordnet man (Ag¢...<agibg¢...<by) den Kk-Hinor von X =it den

58



J.
Dareste) lung auf R die Struktur elner gewidhnllichen Hodgealgebra

fther P. Wis in [18).gezeigt wird, héngt dlese Struktur auf
natiiritohe Weise mit der in (8.1.) angegsbenen zusawsen: Sie
identifiziert R mit dem Roordinatenriag der affinen Karte von

Zeil=n ay,...,8y und den Spalten bl,..,bk zu, oo lisfert diese

G (d,n) bzgl, x[m+1<...<n):1' d.h der leomorphismus
G(d.n)/(x[,+1<,,'<n7~1) elert A

jdentifiziert die aus (8.1.) bekannie Strockungsringetruktur

1er linken Seite mit der oben konstrulertsa Streckungsring-

gtruksur der rechten fSelte via
;bfc"'<bk‘°k+l""‘°d] ) (alc...<ak:b1c...<bk} {1)
wobei kich k sus der Bedingung Lpim<op,q ergibt  una

(mg«<...<8y) das Komplement 32u (nel-gpyqd...omtl=cq)  in

(i,....d} 1ist. Inabesondere induziert diese Abbildung einen

gomorphismus der Halbordnungen

Bid.m>I\{[w+2<, . . <nl} ~~=> P(d,m).
Die Ergebnicse sue (8.1.) und (6.2,) liefern
P(d,e) £ J({dlx[n)\itd,.u)})
sowie r{(ay...agiby...bp)) = Tag+ Thy-k(drmel)sdnes.
Avalog (8.1.(2)) gilt auch hier
Gata _1: Ist Par eln Nichtatandardmonon x® = Zi tabxb Qe
e‘ Streackungaformel, @0 gilt for alle Zeilen J € s(a) in
P(d,m)
- min{i €a8(®)} ¢ J ¢ max{i€a(b)}.
RBeseichnet 1(sg...8gibg...by):=k die Lénge alner Zelle in
P{d,m), o ist
Tp :% ¢ Xp @ PEP(dm), Lpiar Y
gerade das von der (vxr)-Minoren von X arzeugte Ideal. Satx |
und die Folgerungen aug (2.3., Satz 3) lisfern dann

Sata. 2: R/Y, izt ein Streckungering iber

Q(r):={pcPld,m): L(p)cr}.
Ansnlog Dekomms man fdr eine Pixierte Zaile g€ P(d,m), dab dle
Grreckungsringetruktur von R eine molche euf R/<xp:p€F, pad,
R/<xp:P€P, Pra>, R/<xy:p €P, pfm und RB/Cug:p €P, Ph’ indu-~
ziert, vgl. auch [8).

Die Streckungaringetruktur suf R/<xg:p EP, ppa> kowat bal
obigem Isomorphismuc gerade vom Koordinatenring siner affinen
Earte der schiefen Schubertvarietit O(s ) »it =& =
[wel<...<n) und ¥> als der q eatsprechenden Zeile. Sei deshald
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filyr (b)) = (a,...ak:b1...bk)

Rl o) = R/ZI(&a i) mit I(a:b):z(xp:p*(alb))
sbentalls ale Sechubariripg Ddeseichnet, Br ist also ein
gtrockungsring Uber Q(= i) :i={pEfP:p(ai>)}. Far dlsssn or-
halten wir sus der Kenntnig dar Rangfunktlon suf P(d,m)

Sata_d: ht(I(amiW)) = Za; + Zby - k(dinel) + dm
dim R(ait) = k(d+m+l) - S ay ~ Z by
For Determinantenideale gilt also ingbesondere, eauch in Uber-

i

einstimpung »it (173
folgerung 1: he(I,) = da - (r-1)fdem-r+l) = (d-r+l)(m-ril)
dim R/, {r~1)}(dém-r+1)
Mohy wnooch, =us uneevem hisherigen Stand dar Keontnis der
Nilbartr=the der Determinantensideals k¥nnen wir achiiefen
folscrung 2@ Speo R/, hat nur rationale Singularitéten.
(k s6i dabei ein algebraisch abgeschlosseneyr Kirper der
Chavakiterisitk @) '
Boweails:. 3eil T'zk[x133/1,(1) der 20 untersuchende FRaktorring
nach dem Ideal I,.(X) der x-Minore der HMatrix X=(xy3). Dann
glit Spee T \ {m} = {/ 8pec Txyy. wobel rechts die Lokaligie-
rungen nsch den Potenzen des entspreschenden Elements satehen.
Hun gilt aber I,.(X) Txqq = I y(Y), denn {ther R[x;l] kann man
X dureh Zellen~ und Spaltentransformationen unformen zu
hi @ ... 0

@ vo2 - an

¢ VYaz : Ymn
¥ liat dsbei dis verbleibende Matrix von Ober k(x11.x{}) alge-

vraisch tnabhlngigen mbegtinmer. Da

Tryy = RI¥I/Tp ) (V) @pkIxqq.x7])
aine Etalftberlagerung von Spec k[Y1/Y,._ 4(Y) ist und
Spec kfT11/1. 4(Y) nach Induktionsvoraussetaung rur rationsle
dingularitlten hat, hat Spec T \ {m)} ebenfalls nur rationale
Singularitiiten, T iet sls Hodgealgebra tther einem distributi-
ven Verband Cohen-Macaulay und Hilbertfunktion und Hilbertpo-
lynowm etimmen fOr n»@ Obereln, vgl. (2.4.). Die Behauptung
foilgt pun avs dem Rationzlit8takriterium i3.2., Bata 6). ¥

i

i
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6.4, Dis Hilbertfuoktlon der Determinantenideale

Wir wollen aunfchet den Isomorphiamue
B(d,m) ---> J([dix{mi\{(d,w)})
besaer heschreiben.

Lenma_1: (st (ait)z(ag...sgiby. .. D) Pld,m), 8o kann wan
dae ihm unter (6.1) entsprechende Ferverediagramm Fle !I>)
wie folgt gewinnen: Telle ein (m,d)-Rechteck in vier
Teile., sec daP rechts unten ein (k, k)-Quadrat entatsht .,
Trage im linken unteren Rechteck Fit>), im rechten Oberen
¥Fiem) an. Die kovstrulerte Tvennlinie im (m,d)-Rechteck
beachraibt (& !t>). (Bild 3)

n Bewais: Das korrespondis-
T 2 5 i rende Ferrevadiagramm er-
i Flaa)”® h#lt man dber dis Zwlischen-
i schritte
(al...ak:bl...bk) -y
{or ~os e e o ""'“"lf""" Lbl...bkck,,_l...cd] o=hob
f F(ta) 9 i | x F=(cg-d2. .. 2bg~k2...2p1"1)
T 7 |« wie oben Dbeschrieben. x
d {Nﬂ'm S S dabei aus der
R { xj aergibt sich da a

Bedingung by cmicg,q, 4.0 F
ist die Hummer der letsten
Bild 2: Dag Diagramm F(a D) Zeile von F (von unten gé-

28h1t), die kein Feld
(m-1,d4~1) enth&ilt. Hithin ist npur noch au seigen, daf rechts
obsn F(m)’ erscheint, d.h, Flen)=(eg-d-m+k>... 70y, -w-1) #ilt.
Dies folgt aus (1.3., Lemmal), angewandt auf das rechte obere
Reobteck, und der Definition der op,q,....04. ¥

. __d el CR(p) die su F(p) im
E‘—_v}-f‘:&)} . {m,d)-Rechtack komplenen -
*j“p : ; tire Partition. Die Elemen-
Jr',_: e te p€ QmiD) stehen in
oo, 1 einsindeutiger (antimonoto-
;‘('E““ : E ner) Korrespondenz au den
J_ : , Ferrersdiagrammen CPF(p)<

Y MO T CF(em 1), die (1,1) enthal-

ten. Dabei gilit L(p) =
Bild 4: Dag Diagraam CF(a (D) max{l:(i,1)E CP(P)) =
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= #i(1:1& CFip)y. Nach (1.3.) stehen slpo die HWultiketton
Py2023. . .30, 10 G(mlB) in elnaindentiger Korvespondenz au den
sntimonatonen Funktionan £:CF(m i )-~->0 pit €(1,1)n, wenn
wan jedam Elewent (1,3)€ CF(@ |t) die Bnzahl derjsnigen Dy
msordnet, filr welohe (1,5)& CR(p,) iast. ingbenondere gilt
Z, Upy) = &y £, 1)
und wiv evhalten folgendsn
Satz 1 (57, (5.2.))): FOz den Streckungering K(mik) er-
gibt sich deamen Hilbertfunktion H{(a {1>):N) als die Zahl
der antimonotonen Ahbildungen £:CF (e !t )-~->IN wmit Spur N
(d.h. & £(1,1)=).
Inntoesondere gill dise P£or die  Detevminantenringe
R*<8/1,.. Hisrbei 1at CF(r) ein Huken der Byeite r-1 mit
3ohenkeln der Linge » und d. (Bild 5)
f”j"“"r“‘ ot </ Beweie: Bel der esrachoung
dar Hilbertfunktion beschle
man, 4ap pioht slls Variab-
len xg, P& PF(d,m), von Grad
N . -y i  eiad, R(R",N) also
- gleich der  Zahl der
s Multikstten in (@ () nit

i) = N dsn. @

S !,\—b.- .

i
v

-5

SU G
R T

PBilad O: Dag Diagrame CF(r)

Boigerung 1: 5(S/1,8:8) = (N§dihNiesh
Filr sweivathige Determinantenideale erhalten wiy daraus nsoh
snwendung der Zerlegungsformel fir Binosialkoeffizienten (149,
5.201)

o lasrong. 2 -
F(8/1,8,t) = (1-y)~(md-1) j{f('3‘3(°31> 4

)0

o(8/1p8) = (MEd:2)
vog = sinfo-1,d~-1).
Lesteres Iolgt ans {1.%), da Determinantenldeale als Rocdgeal-
gebren Uber distyihautiven Varblinden CM sind.

Homsern wir nun 3ur aumerischen Austwertung der Formel filr die
fi1verttfunktion A{(@a i );H) im allgomeinen Foll.
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in (237 wird, §&. Abhyankar und T. Gesael Tfolgend, die
Hilbertfunktion Hi{ena 15 (N fiher dle  Zahl der RKetten
(za}?m}gp}g~.,gp” in P(d,m) berechnet. Jeds solohe Relte ent-
gpricht einrem Paar von Ketien Eh(f%ii...§£ir und ?)stalg...gt:r
mit (& iby]. Dabel sind For H{{z )11 gersde dis Rette
wit 2.1(Py)=8 zu berlicksichtigen, so dal

BOim Ve N ::ﬁi«:(s&;ul...uk)c(tm;ul...u
gilt, wobei  cl&juq.. -ug) die Retten =mga ¢...¢at it
uy = max [ j l(éaj) > 1 } z&hlt und fither alle Partitionen

b}
i

2 FT

>
Uq3Un3 ... pUp der Zshl N ozu summleren lst {k=i{=m )i,
8atz 2 ({23, Ch. 8}): t W-BgFugFi-d f
c{&aiuy.. .W) < dat‘ 4
uj+l~j “

wobel (§)=@ fr b<@ au setzen ist.

Reweia: Siehe [23).

Obiger Sstz von Stanley liefert dagegen
B (e o) R) = 2. d{m-muy. . Bg)d(d-osug .. oay)

i e iR e e Dt ~*~33 wobed S{m-mjuyq. . Uy} die
| Eo : Zahl aller antimonotonen
f & I i t Abbildungen f:G--->N neben-

‘ - b i gtehenden achiefen Ferrers-

x ; ; diagramme {(dey "H&1fte" von

R A = e CF{=,)) mit Zeilen der

Linge m~ai+1;m..3m«ak+l wnd

Disgonalenalementen {1, 1)=
=y  angibt und ebenfalls
Blld 6: Das Disgramm G ther alle Fartitionsn
(Uy2...2n,) der Zahl R &u
summiersn ist.  Ein Vargleich beider Ergeiniase legt folgendes
Lemina nahe:
Lewma. 20 (& uy. . ug) 5 dim-sing. . ug)
Bewelp: Fir ED:(PRC--~<P1\<d)) sei M"Lbi(M*?!}\.,>m~p1) und
Piir £:G-~->IN asel £{1,3)} der Funktionswert im Jj-ten K#stchen
von linka der i-ten Zeile von G (ji=@,...,m-ay). Dana wird
obige Gleichheit durch dle eineindeutige Horrsgpondenz vis
w-p§ = max{i:f(1,3)38) £Or eqxy
indugiert. ¥
Demit versllgemsinert Gallligoe Satz in natirlicher Weise die
frgebnisse £ir vollsthndige Abawmeigungen aus [1@]. Flr ayzm-k
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arhdlt man gerade das dort aﬁgeleitéte fesultat von Gelbart,
da man dann die entesprechenden Detesrwminante alg varsligemeld-
nasts van-dev~Mondagohe leicht berachnen kean.
Zuy Berechnung deyr Hilbertfunkrion der Determinant»nidealg
der (p+l)-Minors setzen wir -
w{ml,.‘.,nr;m) 2= dim-agug. . ) flir s=(le . ()
Hach Satz 2 wilt fm+uJ~J\

N{ul,.v‘.ur;m) *r det }
| \ B-1 / f 1¢d 3¢

Diese Determinante kann man als verallgemeinerte van-der-
Mondesche lelebt berechnen:

Lemma 30 N{agq,...,0p;m) =

P — o | (uriﬂn) H
T‘ .‘ ((ug-1)-{uy-41)- g 4

1g¢i<i¢r igigr (ng-ire)i(m~v)t. .. (8-1)!
Gatz  3: Die Hilbertfunktion des Determinantenideals der
(r+l1)}~-Minore oiner generischen (d,m)-Matrix berechnet

zich aue
H(S/Tpeq8,N) :E‘N(ul,.. ,ur;m_‘:ﬁ(ul,,...,ur;d)
wobel fiber alle Partitionen uy2...3uw,)@ der Zahl N zu
sumnieren ist,
Mit dieser Formel laasen sich Werte fir die Hilbertfunktion
iy vorgegebene kleine N rslativ einfach berechoen.
Ale Hilbertreihe von R™:=8/I,,¢5 erhflt Gallige in (23]
foliganden Auadruck:
Satz_4: F(R") = (1-t)"M det (Dyy(2))

m-.
nit Dy 4(t) :E:;(sfjéi)(d;j).tﬂ 1,3=1,...,®
B’

und M = dim R° = r(d+m-r).
Zum Beweils vgl. [23,Thm. 2].
Dayrsug berechnet sich der Grad zu
e(R") = det (Dyy(1)) = det YR M)
(i-1) r  (med-r-i)!
= AASILE ‘["]
(e-1)!...(@-r)! 1i=1 (d-1)!

3]

ale verailgsmeinarte van-der-Mondescha Determinante.
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Folserane:

ety =f Vg TY
¥

Walteve Zeilsnumforsungen der Hotrlx (Dij(z)) tlsfarn

Diyiey = ),'H_m —(e2333)
it dat  (Dyy(t)) = ded (0j3¢t)}. Darage kesuo man  Gen Grad
Ajeegsr rationalen Fuaktion berschnen.
dein b POr dis Cestelbpuovoreguiaritiy gilt
rag(8/ 1,980 > rat.deg det{Di (t)) = r{min{d,m)->1,
Hagele: Aus Syemetriegrinden sel o.B.4.A. mid. MWegen (1.8)
hrauchen wir nnr Adte awsite Gleiohung wn beweieen. Dabel Int
aur su meigen, dep Jor Noeffirlent vor ¢FT) gp dat(D{j(t}]
nicht verschwindet, Dieser 18t gleich dev(A;;) wit
Ag,ﬂ(,-.??jﬂ). Tina weiteve Bpallssustoruung ven (Agj) letery
die  verallgomsinerve van-der-Mondesche Mutrix i}(ﬁ:i M, deren
Daterpinante verschieden Null ist. ¥
Eorallar: B/X..q ist extremal Cohun-Macauiay genav danm,
ponn  repin{d,m)-1 gi1t und f» ¥all d=e extréwal Gorau-
gtein genau fMr w=4-2,

5 i:‘h’} ld"‘) 4%

LA Etaffisnidoale

Ged lzf,xu) i,3%1,...,n sine achlefsyametrinche Hatrix vod
Unbmstimmton, d.b. :Il" and 3“3*831.

Auf 8>ki%) kann nan eine Sodgeslgebrmatruitur einfthren, die
21p Standardmonowe gewisse Produkte von Untarpfaffienen von X
benutst, Bsseichne damu f[iy...33,] den Pfafian dey Hatrix,
dle ana den Isilen und 9palten iy¢... tig, von X beataht. 3ed

PEi{n) 1:{[11 3 .izrlz 1884...- igrﬂ\)

dusu elaa talbgeordnete Mange pit der Ordnung

[44...40pd ¢ (3. ..324] :4¢3> v}0 und i, ¢y fur slla k<22
und 3([4y...9pg1) 28, Neob [1E] lat # aina gewhhnlioche Hodge~
algebrs Gber Prin). Ala digtributiver Verhbamd 18Pt sloh Piin)
sis J(Q) darstelen, wobel 9 dus dun verainigmngeirrasuziblen
Elemanten ven PE(n) besteht. Dies miud gersds die Klemenis
{u 2SR '

(a,8):={1...a,(n~be1)... 1) wit a¢n’, atbm, avb gerade
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BOWLe
v, hiesl1.,.a,(a~b)...(n~1)] mit b3l, athen-1, a+b garade,

wie mar leaioht nachpridft. Dabel gilds 1({2.b)) = 1{)a,b() =
(a+hi/2. Q 1t zlso lesomorph 20 einem schiefen Farveradiagramm

F(n), vgl. Bila 7.

(6.1) (4,2) (3,3) (2,4) (1,5) (8,8)
(A,8) 33,1( )2,2( )1,3( &, 4(

(8,1) (2,2) (1,3) (@,4)

(2.0) 31,1¢ )?,2(

(1,1) (8,2)

Bild 7: PR(7)=3(Q) mit @ <> ¥(7T)

Arligemein bVeeteht Fin) aue (n-2) Zeilen der Ldnge (n~1),...,2
entaprechend.
et l(¢) das Tdeal in 8, das von allen (2c+2)-Pfaffisven von X
argeugt wird und R{e):28/1(c). Nach (2.3) iat R(e) wisder ein
fLrechkungsyring Odber

PE(2c,0):={g€ PLin):qall...2e)} = J(Q(2¢c))
wit Q(20,n) = {a v (1...2¢):9€Q} = ((a,0)%.)a,b(V:ac¢20}
ale der Menge dear vereinigungsirreduziblen FElemonte aue
Pf(2a,n). ¥ badeutet hier, daf die Vereiniguog mit [1...2¢] zu
nehmon  ist. JInabeaondere gilt alsc 1{(a,b)¥) = 10)a,mV) =
pin((a+b)/2.0). Das sugehdrige Ferrorvsdiagramm F(Zc,n) besteht
aug den letsten 20 Spalten von ¥(n). Piee llefert

Guta 1 dim R(e) = 1Q(2¢)| = c(2n-2¢-1)

ht{I{a)}y = 1/2(n-2¢~1)(n~2¢c)
in tUbereinetimpung mit [37]. Da Q(2¢) eine Rangfunktion be-
24t2t, mchlieBen wir ebenfallis, daB R(c) als Intemrititsbe-
reich Gorenstein sein muP, vgl. (1.4.(7)).

Zur Berschnung der Wilbertfunktion denutsen wir wieder die
Korrespondenz zwischen den Rultikettan pyg... (py AU Pf(2¢,n)
und den monotanen Abblldungen s:F(2¢,n) ---> {8,1,...,m}. Ist
¥ fdan py entaprechende Ordnungideal in P£{20,n), 80 gilt py=
{g € Fgl. almo M(py) = sinflla):e€ Pyl = win(e,[(kg+1)/21),
wobel ky die Nummer dor eraten Zeile (von unton ges¥hlv) 1st,
in der ein Q€ Py vorkowmt. Identilizlert man die Abbildung o
#it dem entaprechenden Tadblesu dee Formats ¥F(2c,n), so st
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dles gorade dle ergte Zeile, in der eine Zahl kleiner @ vor-
rommt. Da ¢ sonoton wachsendse Zelilen und Spalten hat, braucht
man A9y nur den linken Band des Tablesus zu beirachten. Sel
F(2o,nt  daz um 188° gedrehite Diagramm F(2¢,n) mit noch elpem

zusktziichen Kdgstchen, in dem wir die Zshl m» vaymerken

2
@ 1 1 1 8 9->9
1 2 3 4 7 8 7 8 2
2 2 3 4 5 5 2 6 8§ 2-32
2 5 B 4 3 2z 2 4 8 2 2
6 7 4 8 2 I 4 09 2 1
1 1 1 @ 11 1 @
Bild 8: Bild 9: Bild 19
g1 ¥(4,7)-->{R. .9} e F(8,7) -->{@..97 ®8:F(4,7)"-->{B..9)

Dann Ubarzeugt wan sich analog (6.4., Sats 1), dad

e~-1 \
2 1lpgi= 2 e(21+1,21+1)
i=@
gilt. Diesmal haben wir aleso nur die "Hilfie” der Diagonale
dee Txblesus vom Format F(2¢,n)” avfzusummieren, »

Sats _%2: Die Hilbertfunktion H{(2c,X) des ldeals der (Pe+2)~
Minore elner generischen achisfsysmetrischen n-yeihigen
Mutrix ist gleieh der Zahl der wmonotonen Abbildungen

c-1

£1F(2c,n) ~-->P pit > 8(2i+1,2141) = N,

i=@
Dasgselbe Resultat wird 1in [37) auf anderam Wege bewlesen.
gidgen iy wie in [37) z2u F(2e¢.n)  noch eine Diagonals hinezu,
in  dey wir in den Feldern (21+41,21) und (21+2,21+1) das Hle-
went  e(21+1,2i+1) vermerken. Das neue Tableau sel F(2¢c,n)"
(Blid 18). Bata 2 ergibt dann

Rorollaw: H{2e,N) = ZZ N{ug,Uy,.. .0, 800)
wobei fiber alle Partitionen uy)...3w.3@ der Zahl N su
summieren iat,
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Tw1l 7: Regohveibung dea Programwpakets "(A7
aur kommutativen dlgebra

e e e B e o o O SO S e e S A Y S S S A P WY PO W e WA dh T e B M U e O B PR O W o eR T e A T

o : T % 8
7 ! BT Y eroames it n
JONIPRE PP, 1. NN 5‘.,\..‘-1. "’fﬂ.,‘w.lig“.sA

’ Das FProgrammpakaet izt als Guelltexiprogranm in Tarbo-PASCAL

sugBuglich und  £hr eine Anwendung am PC 1715 o &, GerSten
geelgnet., Us trots des geringen Spaicherplatzangebots dee
genannten Gorlts einnvolle Rschnungen angfithren 2u  kénuen,
pulte dersuf versichiet werden, alle vertiigbaren Progzeduren in
ainem Rebmenprogranxy russmmenzufaseen. Statt dessen kann der
Lnwendey sue  einigen Grundmodvln  ein gigenes Pyrogy sinm
susenmpenstellon, up entsprechend eeinen konkreten Intaresssn
den vorhsndenen Spelcherplatz optimal auszunutzen. Dabel
basteht dis Miglichkeit, auvch gewisae Anwendersoduln in  den
Prograumanthan einzubaziehean, dis hiufig bendtigte FProgeduren
wie atwusa die Initisligierung oder Ein- und Anegaberoutinen fir
Folynomideals organisleren. Auperdem stehen vier fertige
Serviceprogranme zur Verfigung:

POLYNOM - zuw Reohnen »lt einzelnen Polynoaen,

AUSWERT - szuvr Auswertung von Protokollen, die im BEahmen
ainer Sitsung mit anderen Prograomen angafertigt
warden ,

IVEAL - f0r einfache Tdealoperationen (Additien, Haltipli-
kation),

SYZYGVE - zur Berechnung (auch hiherer) Syzygienmoduln.

Enteprechand konkreten Anwenderwlinachen kinnen vargchiedane
Zahlbereiche als Foeffizlentenkfrpsr Ilir das Rechnen it Poly-
nomen gelsden warden. Zur Zeilt stehen zur Vertfigung:

R¥ALIANL . INC - yealls Zahisn,

RATZAHL , INC - gine rationale Arithmetik mit naxival
40-stelligen 2Zahlen ( eine fdaption elnes
anheprechanden Hoduls won H. Gragsamann

(HU Berlin) ).
Dabei 1at zu beachten, daf reslle Koeffizienten zwar wenlger
Geeicherplats bendtigen, absr suf Grund der Rechenungenaulg~
keit Ergebnisse verflilscht werdea kinnen.
SchlieBiich sei noch bemerkt, dal sur effektivenm Speicher-
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platzsusoutsung alle Polynome, Ideale (=Polynomlisten) u.a.
ala dynemlioche Parameter realisiert sind. Dies erméglicht dem
Anvendar, den Spelcherplats selbet zu verwalten, also etwva
nicht penidtigte Polynome oder ldeale wieder gu ldschen und den
Spelcherplatz new an verwenden. Bs empfiehlt sich, dies sofort
dann  zu tun, wenn eine Grife im welteren nicht mehr bentitigt
wivd.

Nie EBin- baw., Ausgabe von Polynomen srfolgt ala Textzaeile
dber Tastatur oder von einem Textfile «Ober d4ie Prozedur
“ilegpol” in der Fore

r{Koeftf. Ix"ay"b + ...
wobel Koeffizienten gleich 1 allsin durch des Vorzeichen
eingegeben werden kdnnen und Exponenten gleich ! nicht einge-
gelon werden pligzsen, Bei Syntaxfehlorn wird die Textzelle »ab
new Cellierhaften Zeichen ausgegeben, die EBingabe geldacht and
aine BOOLEAN~GrdBs auf TRUE gesetzt.

1.4, EBoschraibung der Grungmaduln

XOPF . INC © Diessr Modul enthllt einige grundlegende Vereinba-
rungen und Prozeduren. Inabssondere
slen = maximale Linge einer Blagabezeils,

texlean = maximale Linge elnar Ausgabéselils,
varmeY = maximale Anzahl von Variablen,
mathax = maximsie Zellenzsahl bei der Aunsgate einer

Matrix.

ARITHPOL YRC :' Dieser Modul enthilt Operaticnen #dr Polynome.
Rin Polynom (Typbezelchnung POLYNOM) iet intern ale <ine
dynemische Fointerliste von Monomen dergestellt. Diese be-
stenen aus dem Koeffimienten und dem Exponentenvektor. Dabel
werden dis Monome antaprechend der gra<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>