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1 Rechenarten und Rechengesetze

1.1 Primfaktoren
Beispiel: 228 =114-2=57-2-2=19-3 .22

Eine Zahl wird in ein Produkt von ausschlieflich Primzahlen zerlegt. Dies ist nicht nur fiir die Fak-
torisierung sinnvoll, sondern auch fiir die Bestimmung von kgV (kleinstem gemeinsamen Vielfachen)
und ggT (grofitem gemeinsamen Teiler).

Beispiel:
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1.2 Klammerausdricke

Seien a,b,c € N (oder beliebige Elemente eines Korpers K), dann gelten:

(K) Kommutativgesetze: a+b=b+a; a-b=0b-a
(A)  Assoziativgesetze: (a+b)+c=a+(b+c); (a-b)-c=a-(b-c)
(D) Distributivgesetze: (a+b)-c:a~c+b-c(£)c~a+c-b:c~(a+b)
binomische Formeln: (i) (a+b)? = a’+2ab+ V?
(ii) (a —b)? = a®— 2ab + b*
(iii) (a+b)(a—0b) = a’ —v?
Aufgaben
(a) (ba—T7b)-4a—5b- (3a —8b) — (7b — 2a) - 6a + 3b - (5a — b)
(b)  (Bz —4)* + (22 — 3)?

)

c) (4o +y)’— (22 +3y)?
) 2ax + ay — 2bxz — by (Faktorisieren Sie.)
)

kgV (65, 225) und ggT(87,99)

1.3 Bruchrechnung
Seien k,l,m,n € Z; l,n # 0. Dann gelten folgende Rechengesetze:
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bymoo L
(i) 7% = &
E_m _ kn-ml
(i) 7-% In (iv) %% = %% = % fiir m # 0.
Folgerung:
1
— =— (fuirm #0).

Beweis: Setze ¥ =1 in (iv). O

Aufgaben:

o (519

22ax?y*  66x%y
27bra? "~ 18r2s

(c) 83:7
35a?
(d) 302 14a
301
(e) (73_ 171>2 5
16 48
1 1
(f) +

m-+n m—n

322 —3xy  6y® + 6xy

r+y r—y
8a? 4 8b% + 16ab
(h) a+b
a—>

() a+1 a—1 1 4
a2—a a?+a a a®2—-1

Eine periodische Dezimalzahl in einen gemeinen Bruch umwandeln:

Beispiel: 0,237 =7
Idee: Periode eliminieren
Vorgehensweise: Sei 0,237 = a = 23,737 = 100a.

Nun ist es moglich, die Periode durch Subtraktion zu eliminieren:

100a — a = 23,737 — 0,237
= 09q = 23,5
= 198a = 47



Aufgaben:

(a)  Wandeln Sie 0,2 in einen gemeinen Bruch um.
1
(b)  Wandeln Sie 5 in eine Dezimalzahl um.

(¢)  Wandeln Sie 0,61 in einen gemeinen Bruch um.

(d)  Wandeln Sie 0,227 in einen gemeinen Bruch um.
31
(e)  Wandeln Sie 9 in eine Dezimalzahl um.

(f)  Wandeln Sie 0,3536 in einen gemeinen Bruch um.

1.4 Potenzen
Seien a,z,y € Q (oder € R); k,l€Z. SeioB.dA k>I

i) (@) 2 v* = 2. zy-y .-y @ (x-y) -
-mal k-mal
k-mal
(b) <xk> B T T B
y* Y-y Y
k-mal
(ii) 2kt = v =
k-mal l-mal
k-mal (k—1)-mal
(iii) = = _
x T-T T

Definition:

1
(a) a7%:= e
s 2B O ) B

Beispiel der Herleitung: 555555

(b) a%=1
NG,

Beispiel der Herleitung: 2% - 2% = 20 = 2% = 20 =1

Notation: z! =z

Aufgaben:



(a) a-1P4+b-sP—c-rP+d-sP

(b)  adm—l.gm+l

82 .52
(c)
82 . 62
(d) 5. ax-‘ry . b3u+v . 5. C4
7. c? T 28 . gy . pv—2u

(iff) (—u®)*  (iv) —(u?)’

1.5 Wurzeln & Potenzen mit rationalen Exponenten

Anregung: (53)% () 533 =5l = 5= 55 .= 5
Seien p,q € N\ {0} und u, v,z € R*, dann setzen wir x4 @) (:vp)% = /P,

Somit konnen die Potenzgesetze auf die Wurzeln folgendermaflen iibertragen werden:
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(iii") = = wurae = P/yrr
ua

FR
(iv) fvu = (w) Ewn = v
Bemerkung:

—u, u <0,

(a)  Seien v € RT und p € N. Dann ist ¥/u? = |u| ==
u, u > 0.

(b) Die Losung der Gleichung 22 = —1 ist i € C (Imaginére Einheit der Komplexen Zahlen).
Es gilt: i = —1, also v/—1 = =i; Zahlen in C bestehen aus einem Realteil @ und einem
Imaginérteil b und haben die Form z =a + 7 - b.
— Jede reelle Zahl hat Imaginérteil b = 0.

Aufgaben:
@ (V6)
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Rationalmachen des Nenners:

o . a _a . a Vb a-Vb

Es gilt fira € R, b € R™: %—%-1—%-%— o
1

(a) ﬁ
1+2-/3

0) S
5-v3-3-Vh

VR

1.6 Polynomdivision

Polynome haben die Form Z ap - z*  mit Koeffizienten a, € R, k=0,1, ..., n.

k=0

(22* +22° —42® +8x —48): (zv —2) = 22° + 62 + 8x + 24

—(22* —42®)
62> —4x®  +8x —48
—(62® —1227)
8z2 +8r —48
—(82% —167)
24x —48
— (242 —48)
0
Aufgaben:
(a) (2®+ 2%y =3y’ +9°) : (x—y)



(b)  (2*—6224+92—4): (z—1)
() (@ =¢):(z—y)

(d) (@ +y°): (v +y)

1.7 Logarithmen
Anregung: 2* = 8 — intuitiv ist die Losung x = 3, aber allgemein? — log, 8 =«
Logarithmus (logos = "Verhaltnis’, arithmds = "Zahl’) ist eine Verhéltniszahl.

~ 1614 John Napier: % = % < loga —logb =logc —logd

Seien a,b,d € R™; a,b,d # 1.

Definition:
(a) logga=ceR < =a
(b) log,1=0
(c) log,b=1

Logarithmengesetze: Seien a,b,d,z,y € RT, o € R und n € N.

(i) log, (z-y) = log,z +log,y
(ii) log, ; = log,x — log, y
(iii) (a) logya® = a-log,
(b) log, vz = ; -log, @
(iv) logya = log,d-log,a

Mithilfe der vierten Gleichung kann man einen beliebigen Logarithmus derart umschreiben, dass gilt:

log, a

log,a

- log, d

Héufig wird dies genutzt, um den allgemeinen Logarithmus mit einem der folgenden (bekannten)
Logarithmen darzustellen:

(a) logyya=1ga dekadischer (oder Briggscher) Logarithmus
(b) log,a=Ina logarithmus naturalis (oder Neperscher Logarithmus)

(¢) logya=1da bindrer Logarithmus

Aufgabe: Formen Sie folgenden Ausdruck mit Hilfe der Logarithmengesetze um:

2-vVa+b-a®-b?
e (a+c)?

log



1.8 Binomischer Lehrsatz und das Pascal’sche Dreieck
Satz: Seien a,b € R und k,n € N, dann gilt:

(a+b)" =3 ( ) ot =3 (2‘)@”—’%’“.

k=0 k=0

<n>_: " _nn-1)-.-(n-k+1) M/kr/?
Tk (n—k)! ke(k=1)- .. 1-(n—%) - (n=k=T1)- ...

n-n—=1)-...-(n—k+1)

k!
Pascal’sches Dreieck:
0
0 0 1 0
0 1 1 0
ii 0 1 2 1 0
il 0 1 3 3 1 0
iv 0 1 4 6 4 1 0

v 0 1 5 10 10 5 1 0

Die Eintridge im Pascal’schen Dreieck sind jeweils Binomialkoeffizienten. Daher ist es nittzlich fiir

beispielsweise:
(a+b)* = a* + 4a°b + 6ab* + 4ab® + b*

oder
(a+b)® = a® + 5a’b + 10a>b* + 10a6® 4 5ab* + b°.



2 Mengenlehre

2.1 Begriffe

"Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschiedenen
Objecten m unsrer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt werden)
zu einem Ganzen.

- Georg Cantor, 1869 -

a € M (a ist ein Element von M.)

a ¢ M (a ist kein Element von M.)
() - die leere Menge

Bemerkung: Eine Menge enthélt jedes Element nur ein Mal.
M={1,2,2,52} ={1,2,5}
Seien My, My Mengen.

M| = My & M und M, enthalten die selben Elemente.
(M, gleich M)

M; C My < alle Elemente von M sind auch in My enthalten.
(M ist Teilmenge von M)

M, C My < alle Elemente von M sind auch in M, enthalten
und es gibt Elemente in Ms, die nicht in M, sind.
(M, ist echte Teilmenge von M)

Es gilt stets: M C M und ) C M.
Mengen konnen auf zwei Arten angegeben werden:

1. Explizite Angabe aller Elemente: M; = {1,3,6,7}; My = {Q, %, 0}

2. Angabe der charakteristischen Eigenschaft:
Ms = {x | z ist Primzahl}; M, = {k | k ist Kiichengerat}

Aufgabe: Geben Sie alle Teilmengen der Menge M = {a,b,c} an.

P(M) = {0,{a},{b},{c}, {a, b}, {a,c},{b, c}, M}

Dies ist die Potenzmenge von M. Sie enthalt alle Teilmengen von M. Fiir die Kardinalitét von P (M)
(Anzahl der Elemente (wenn endlich) der Potenzmenge) gilt:

#P(M) = 2#M.

In unserem Beispiel ist die Anzahl der Elemente in M gleich 3 (#M = 3), somit ist #P(M) = 2% = 8.



2.2 Mengenoperationen

Seien A, B (nichtleere) Mengen.

ANB={z|x € Aund z € B} - Durchschnitt von A und B.

(0

Ist AN B =0, so heien A und B disjunkt.

AUB ={z|x € Aoder x € B} - Vereinigung von A und B.
(Das oder ist ein mathematisches - 'nicht ausschlieflendes oder’.)

O

A\ B={z |z € Aund x ¢ B} - Differenzmenge.
(Achtung: A/B ist die Faktormenge!)

qQ

Ax B={(x,y) |z € A,y € B} - kartesisches Produkt,
Menge aller geordneten Paare (z,v).
Beispiel: A= {17 37 5}7 B = {CL, d} — Ax B= {(L CL), (17 d)v (Sa CL), (37 d)v (5’ CL), (57 d)}

Aufgaben: Markieren Sie die gesuchten Mengen im Venn-Diagramm.

(a) (A\C)N B;

(CNB)NA;

(AUB)NC,

(B\C)UA

ey

(&

(&

(&

(b) (ANC)U(BNCY);

ey

(&

(D\E)U(BNA)
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2.3 Zahlbereiche

Zahlbereich

Algebraische Ansétze

N

N={1,2,3,.}

naturliche Zahlen

entsteht durch wiederholte Addition mit 1
besitzt neutrales Element der Multiplikation

No

No ={0,1,2,3,..} = NuU{0}

besitzt neutrales Element der Addition

Z
ganze Zahlen

Z=-NU{0}UN

abgeschlossene Addition durch inverse Elemente
(inverse Operation: Subtraktion)

@-‘r

positive

Q" ={;labeN)

rationale Zahlen

abgeschlossene Multiplikation durch inverse

Elemente (inverse Operation: Division)
aber: Addition nicht abgeschlossen

Q

Q={;laczZbez\{0})

rationale Zahlen

abgeschlossene Addition und Multiplikation

R
reelle Zahlen

R=QUI
I = {z | z ist irrational }

Eine Zahl heif3t irrational, wenn sie nach
dem Komma unendlich ist, aber nicht periodisch.

C

C={a+b-i|abeR}

komplexe Zahlen

Nullstellen samtlicher Polynome mit
reellen Koeffizienten

2.4 Intervallschreibweise fiir Mengen reeller Zahlen

Seien a,b € R.

[a,b] ={z €eR|a <z <b}

(a,b) ={x €eR|a <z <Db};

[a,b) ={zr €R |a <z <b};
[a,00) ={z €R | a < zx};

(—00,b] ={z e R |z < b};

alternativ |a, b|
a,bj={reR|a<xz<b}
o) ={reR|a<z}
00

(
(a,
(—00,b) ={zr e R |z < b}

(—o0,00) =R

Aufgaben: Seien I} = [1,3), [y = [3,7], I3 = (—2,10). Bilden Sie die folgenden Mengen:

Il N [2,

I N Is; I U Iy; I\ Iy

11
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3 Logik
griech. logos="das Wort’ — Logik (math.) befasst sich mit Aussagen.

3.1 Awussagen

Aussagen: sinnvolle sprachliche Gebilde mit der Eigenschaft, entweder wahr oder falsch zu sein
— jeder Aussage p kann man einen Wahrheitswert zuordnen.

1, falls p wahr ist
w(p) = .
0, falls p falsch ist

p: Eine Stunde hat 60 Minuten. w(p) =1
q: 8 ist eine Primzahl. w(q) =0

— man kann Aussagen miteinander verkniipfen, sodass neue Aussagen entstehen:

Symbol | Bezeichnung Lesart
-p
~Dp Negation "Nicht p’
P
pAq | Konjunktion 'pund ¢’
pVyq Disjunktion 'p oder ¢’

p = q | Implikation | ’wenn p, dann folgt ¢’

p<q | Aquivalenz | ’p genau dann, wenn ¢’

Bei einer Aquivalenz gilt immer: p = ¢ A ¢ = p.

Wahrheitstabelle:
w(p) | wlq) | w(=p) | wpAq) | wpVe) |wp=q) | wg=p) | wpeq)
1 1 0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 1 0
0 1 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 1 1

Fir die Negation gelten: =(p A q) = —pV—-qg und —(pVgq)=-pA—q.

Implikation und Aquivalenz sind in der Mathematik essentiell.
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p ist hinreichend fiir ¢
pP=q q ist notwendig fiir p
p impliziert ¢

p < q p ist hinreichend und notwendig fiir ¢

Beispiel: A: f/(zg) = 0; B: f"(z9) # 0; C: f besitzt in xg einen Extrempunkt

C=As-A=-C
ANB & C

Wenn in der Mathematik mehrere Aussagen aquivalent zueinander sind, nutzt man héufig einen sog.
"Ringschluss’, um dies zu zeigen. Das heifit:
Statt A < B < C < D < A zu zeigen, reicht es auch, A = B = C = D = A zu zeigen.

3.2 Aussageformen und Quantoren

In der Mathematik hangen Aussagen oft von Variablen ab, darum betrachten wir Aussageformen
p(z), die von einer Variable abhéngen.

Beispiel: p(z) : 22 — 22 +1 = 0 — man kann p(z) keinen Wahrheitswert w(p(x)) zuordnen.

1. Fir x konkrete Objekte einsetzen.

(p(1) wahr; p(2) falsch)

2. Variable  wird durch Quantoren gebunden.

wichtigste Quantoren:

V - Allquantor ("Fir alle’) Vz € R

3 - Existenzquantor ('Es existiert (mindestens) ein’) 3z € N
3l - ("Es existiert genau ein’)

3 - (Es existiert kein’)

Auf das gewéahlte Beispiel angewendet:
u: (Vz € R: p(x)) falsch

v:(3z € R:p(zr)) wahr

—w : (Jz € R : =p(x)) wahr

—w: (Vx € R: —p(z)) falsch

Beispiel aus der Analysis (Stetigkeit): Ve > 039> 0: |z —xo| <= |f(x) — f(zo)| <€

Negiere folgende Aussagen und priife den Wahrheitswert, wenn moglich:

17 < 23
8 ist gerade.
Alle Autos in Leipzig sind weif3.

Alle Studenten haben Logik nicht verstanden.
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4 Beweistechniken

4.1 Vollstandige Induktion

Wiederholung Summenzeichen: Schreibe als Summenzeichen.

(a) 2+8+18+32+50-+ 72+ 98+ 128

23 274 325 426 ' 57

vollstandige Induktion:

Eine Aussage ist fiir jede natiirliche Zahl k richtig, wenn sie:

1. fiir k = 1 richtig ist.  (manchmal auch k£ = 0 oder k = 2)

2. aus der Richtigkeit der Aussage fiir eine beliebige natiirliche Zahl n die Richtigkeit fir n + 1
schlieflen kann.

Beispiel:
Z": (n+1)
= 2

. 1-2
(IA):Da d k=1= 5 gilt die Behauptung fir n = 1.

k=1
(IV): Sei n € N derart, dass:

> k=
2
k=1
(IB):
o (1) Tfk_(n—i-l) (n+2)
2
k=1
(IS):
n+1 ~9 ~ ~ ~9 ~
+1) + 21 + 2 +3n+2 +1 +2
Zk—2k+n+1 )(”2)+(n+1)_”2”+ ”2 _n 2” _(n )2(n )

Aufgaben: Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion folgende Aussagen:
(2 )
> (2k—1)
k=1
(b)

(n+1)- (2n+1)

n kz:n‘
> 6

14



4.2 Indirekte Beweise
Beispiel: /2 ist irrational

Beweis: Annahme: /2 ist rational

=3pqgeZ: V2= b p, q sind teilerfremd
q
va=_ 07
q
2
p
2= po |- ¢
2¢*> = p* = p ist gerade, also p =2m, m € Z
2¢> = 4m?>

¢® = 2m? = ¢* ist gerade = ¢ ist gerade 4
= p und ¢ héatten den selben Teiler 2.

= /2 ist irrational. O

15



5 Zahlensysteme

Es gibt verschiedene Arten von Zahlensystemen.

Wichtig fiir uns sind:
- Additionssysteme (rémische Zahlen, z.B. MMXIX= 1000 + 1000 + 10 — 1 + 10 = 2019),
- polyadische Zahlensysteme/Stellenwertsysteme.

Bildungsgesetz fiir Stellenwertsysteme:

a= > z,-B" (m € N,n € Ny),

k=—m

z.B. ist dies fiir die Zahl 1034, 28507: g ;) | 2 7 | 21 82 ;’ 'Sl 75
gebrauchliche Zahlensysteme:
Zahlensystem Basis | zulédssige Ziffern Vorkommen
Dualsystem 2 0,1 Programmierung
Oktalsystem 8 0,1,2,3,4,5,6,7 Datenzugriffsrechte
Dezimalsystem 10 |0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 Mitteleuropaische Mathematik
Hexadezimalsystem | 16 | 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, Farb-Codierung, Datenverarbeitung
A.B,CD,EF
Vigesimalsystem 20 1|0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, Maya-Mathematik
AB,C,D,E,F.GH,]IJ

Umrechnung;:
Von einem beliebigen Zahlsystem in das Dezimalsystem durch ausmultiplizieren:

Beispiel: (74104); = 459+ 0-5' + 1- 52+ 4.5 4 7-5% = 4 + 25+ 500 4 4375 = (4914),,

Vom Dezimalsystem in ein beliebiges Zahlsystem durch Division mit Rest:
Beispiel: (2534),, in das Oktalsystem (Basis 8) umwandeln.

2534 8 = 316 RG6
316 8 = 39 R4
39 8§ = 4 RT
4 8§ = 0 R4

= (2534),, = (4746),
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6 Trigonometrie

Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck:

a ... Hypotenuse; b, c ... Katheten, h ... Hohe, p, q ... Hypotenusenabschnitte

Ein Winkel kann im Grad- und Bogenmafl angegeben werden. Die Umrechnung ist am Einheitskreis
sichtbar. (Erinnerung: Der Einheitskreis ist der Kreis mit Flacheninhalt A = 7 und Umfang u = 2-7.)

90° = - =

o

1
2 Umfang des (Einheits-)Kreises

1
180° = 7 = 5 Umfang des (Einheits-)Kreises

360° = 2.7 = voller Unfang des (Einheits-)Kreises

Damit ergibt sich fiir die Umrechnung eines beliebigen Winkels o aus dem Gradmafl in einen Winkel
[ des Bogenmafes und umgekehrt:

: 180° -
i = 1500 , was zu folgender Umrechnung fihrt: | = 71TSO(‘)’[ und |a = - P
Am rechtwinkligen Dreieck gelten aulerdem:

der bekannte Satz des Pythagoras: a? + b? = ¢?

der Kathetensatz: > =p-a,c> =q-a
der Hohensatz: h2 = p - g

die Innenwinkelsumme: o + 3 + v = 180°

b c c
die Seitenverhaltnisse: sin 8 = —, cosf = —, tan = —, cot § = -
a

c b
(Analog konnen Seitenverhaltnisse fiir den Winkel v aufgestellt werden.)

17



Weitere Verhéltnisse:

I6] _cosf 1

sin
tanf = ——, cot p = =
P cos b sinf  tanf

g °

b & b+ g a®

Aufgabe: geg.: a = 30°, b = 5cm ges.: B,c,a

Trigonometrische Formeln

sin52+00862:§+a2— 3 ;zl
b> A+ b pyn a? 1
l4+tanB2 =14 = = yen % _
B 2 c2 ¢z cosf3?
1+ cot 3% = L
 sin 32
B
c
a
Y
C b A

Ziel: Losungsformel fiir Winkelfunktionen mit 2 verschiedenen "Winkeln” im Argument. Herleitung

am allgemeinen Dreieck:

C b A
) ) _ h sina  a sina  sin b a
Wissen: sma:—,cosazg,smﬂ:—:> - = - & = ﬁbzw. - = —
b b a sinfg b a b sinff  sina
a b c .
= |— = — = — Sinussatz
sin v sin 8 sin 7y
Kosinussatz ‘a2 = b? + ¢® — 2bccos a | bzw. | b = a® 4 ¢ — 2accos B |oder

18
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Daraus lassen sich folgende Formeln finden:
(a) sin(a+p)=sina-cosftcosa-sinf
(b)  cos(a+ ) =cosa-cosf +sina-sinf

(c) sin2a=2-sina-cosa; cos2a = cosa’® — sina?

tan o & tan
d t +p5) =
(d) an (o + ) 1+ tana - tan S

-8
2

)
)

Q

() sina+sinf =2-sin <a—;—5> - COoS <

(f) sina—sinﬁzQ-cos(OH_ﬁ)-Sin<

e

2

(g) cosa+cosf=2-cos (W) - sin (Oé;ﬁ>
p

(h)  cosa —cosfB=—2-sin (0‘;‘5> - sin (a;

Aufgaben:

2

1. Beweisen Sie (b) fiir den Fall '+,

2. Vereinfachen Sie sin <a — Z) + sin (oz + Z)

Winkelfunktionen am Einheitskreis:

Die Winkelfunktionen leiten sich vom Einheitskreis ab. Dies wird am Sinus folgendermaflen deutlich:

0.98 2 ™ 3n/2 2m

10.86

-n/2 0 2.1 2 ™ 3n/2 2m

19



2 3.95 3n/2 om

0.73

2 538 T 32 i //2n
079

Die Sinusfunktion hat damit folgende Eigenschaften:

- 2r-periodisch < sin (o + 27) = sin«

m(org) =5 o)
- s | & B = Sin 9 «

-sin (a4 7) = —sina
(o 57) = =sn (5 o)

-sin(a+-7) =—sin(=—
S 5 sin | 5 —a

Weitere Funktionen sind die Kosinus-, Tangens- und Kotangensfunktion. Hier exemplarisch Sinus
und Kosinus:

SN
N
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7 Komplexe Zahlen

Erweiterung der reellen Zahlen um eine imaginére Einheit. Ursprung: Lésung der Gleichung 22+1 = 0
C={a+i-b|abeR}

Bezeichnung: Sei z € C, also z = a + i - b. Dann heifen:

Re (2) = a der Realteil von z,
Im (z) = b der Imaginérteil von 2z und
1 die imaginare Einheit.

Darstellung komplexer Zahlen:

(2,1)

$
=
)

Es gilt hierbei: i? = —1.
Man kann analoge Rechengesetze von den reellen Zahlen iibertragen. Seien also x = a+i-b,y = c+i-d
mit a, b, c,d € R. Dann gelten:

i) z4+y=(a+i-b)+(c+i-d)=(a+c)+i-(b+d)

(i) z-y=(a+i-b)-(c+i-d)=(ac—0bd)+i-(bc+ ad)

Beispiel:

(a) (3+4i)-i—2—-4i)=3i—4—-2+4i=—-6+T7i

(b) (1-9)24+)B—-i)=2+i—-2i+1)3—-1)=B83—-9)3—-i)=9—-6i—1=8—6i

Auf den komplexen Zahlen kann man eine weitere Operation, die sogenannte Konjugation, betrach-
ten:
Abbildung: :C—>C,a+i-b—a—i-balsoa+i-b=a—1i-b

Der Betrag einer komplexen Zahl ldsst sich mit dem Satz des Pythagoras im R? identifizieren (Erin-
nerung: der (bisher bekannte) Betrag von Vektoren). Es gilt:

la+17-b] =Va®+ b2
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Aufgaben:

(a) [344-i]

(b)  (V3=5-1)-(5+/3i)

(¢)  Beweisen Sie: z -7 = |2[2.
)

Beweisen Sie: z +w =z + w.

(d
. : 1 _
(e)  Beweisen Sie: Re(z) = 5(2 +Z).

Man kann ebenso den Quotienten aus 2 komplexen Zahlen bilden. Um diesen auf die Gestalt a4 -b
zu bringen, muss man mit dem Komplexkonjugierten des Nenners erweitern.
Es gilt:

a+i-b  (a+i-b)(c—i-d) _ac—i-ad—i—i-bc—i—bd_ac—l—bd_i_i be — ad
ct+i-d (c+i-d)(c—i-d) 2 + d? RCE A4+ d?

Aufgaben: Berechnen Sie:

(a) 1—1—.2-2'

?

V243
b))  —=——
V3 -2
Die komplexen Zahlen kénnen auch als Punkt auf einem Kreisbogen mit Radius » und Winkel ¢
dargestellt werden. Dies nennt man Polarkoordinatendarstellung.

Im

3Ak

z=a+i-b=r-(cosp+i-sinp)=r-e?¥ (Eulersche Identitit) mit r > 0,¢ € [0, 27).
Es gelten dabei: r = |z| und ¢ ist der Winkel zwischen positiver reeller Achse und komplexer Zahl,
Im (z)

Re(z)

also tan ¢ =
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Aufgaben: Wandeln Sie folgende komplexe Zahlen in Polarkoordinaten um:

(a) @

(b)  V2+V2-i

(c) Vi
)

(d) 3-3-i
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8 Gleichungen und Ungleichungen

Bei Gleichungen der Form az 4 b = ¢ sind erlaubte Umformungen:

1. Addition/Subtraktion mit o € R (zum Beispiel —b),
1
2. Multiplikation/Division mit § € R\ {0} (zum Beispiel —, a # 0).
a
Diese miissen auf beiden Seiten angewendet werden, damit Aquivalenz (Gleichwertigkeit) erhalten

bleibt.

Achtung: Beim Potenzieren kénnen Scheinlésungen auftauchen (Definition der Wurzel!, Potenzieren
ist im engen Sinne keine Aquivalenzumformung ) — PROBE.

Beispiel: z=-1 — 2?2=1 — Ti19 = E1

8.1 Wahrheitswerte fiir Gleichungen
2= wahr

§+l=i+% wahr

1= falsch

r+x =2 wahr fir alle z (allgemeingiiltig) L=R
r+2= wahr fir x = 1, sonst falsch L={1}

r? = wahr fir + = —2 und = = 2, sonst falsch £ = {-2,2}

8.2 Ungleichungen
... sind von der Form T} < Ty, T} < T3,Ty > T oder T} > Ty (T}, T> mathematische Terme).

Es gelten:
1. Wenn man die Seiten vertauscht, muss man das Relationszeichen umdrehen.
2. Wenn T < T3, Ty < T3 = T < T3 (Transitivitat).

Mindestens ein Term sollte eine Unbekannte enthalten.

Umformungsregeln:

T1<T2—)T1+T3<T2+T3

nenonen (SR B
(Analog fur andere Relationszeichen.)
Aufgaben: Geben Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen an:
(a) z+2>2x+3

(b) 2x—|—3§2m—1
2 -3

() 2x—3>2x—1
C
2 -3
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8.3 Quadratische Gleichungen

.. sind Gleichungen der Form ax? + bx + ¢ = 0.
Normalform: 2% + px + ¢ = 0 besitzt die bekannte Losungsformel

P P2
— T4 (E) —q.
12 = 75 (2) 1

Herleitung der Formel:

2 2 2 2
O:x2+px+q<:>0:(x—|—]2?) —i—q—(g) @(:{:—l—g) :(]29) —q

2
<:>]x+f]—\/ —q:>3712 1/ —q<:>$12——1292l:”<12)> —q

Elgenschaften

2
(g) — ¢ ist die Diskriminante der Losungsformel.

Die Anzahl der reellen Losungen hingt von dieser Diskriminante ab:
Ist sie > 0, so existieren zwei reelle Losungen. Ist sie = 0, so existiert eine reelle Losung (zwei
Losungen fallen zusammen — Doppelwurzel). Wenn sie < 0 ist, so existiert keine reelle Losung
(sondern ein Paar komplex konjugierter Losungen).

Aufgaben: Losen Sie folgende quadratische Gleichungen:
(a) 20— (x—2°=(@—-27—4(x+1)

2
2
(b) _ymAer
202 4+ 2x — 4

(c) a®+22°-321=0

(d) z*+52>—-36=0

Methode der Reduktion des Grades:

Wenn x, eine Losung von Zal -2t = 0 ist, dann kann man den Linearfaktor (r — xs) mittels

1=0
Polynomdivision abspalten. Der Grad des Polynoms wird so um 1 verringert.

Gleichungen mit ungeradem Grad haben immer mindestens eine reelle Losung!

Aufgabe: Bestimmen Sie die Losung der folgenden Gleichung:

2+ —dr+4=28

25



8.4 Quadratische Ungleichungen

Beispiel: 2% < 4+6x — 5
1. Schritt: Ungleichung umformen, bis auf einer Seite ein quadratisches Polynom in Normalform steht

— Parabel ist nach oben getffnet.
2? —6x+5<0

2. Schritt: Nullstellen bestimmen.
T2 = 3E£2

Fallunterscheidung nach Nullstellen:

1. P(z) hat zwei verschiedene reelle Nullstellen x1, x5 (wie im Beispiel).

Falls P(z) <0— L=[r1,22], P(z)<0— L= (z1,z2).
(innerhalb des Intervalls)

Falls P(z) >0— L=R\[z1,22] P(z)>0—L=R\ (z1,22).
(auBlerhalb des Intervalls)

2. P(x) hat eine doppelte Nullstelle x.

Falls P(z) <0 — L = {xo}.
Falls P(z) >0 — L =R.
Falls P(z) >0 — L =R\ {z0}.
Falls P(z) <0 — L = 0.
3. P(x) hat keine reelle Nullstelle.

— P(z) > 0 oder P(z) > 0 fur alle x € R
es gibt kein z € R, sodass P(z) < 0 oder P(x) < 0 gilt.

Aufgaben: Geben Sie die Losungsmengen an:
a) 2%+ 2r>3

(
(b

) *<—z+6
(c) 0<32?—6x+3
(d) —-2*-6<-—z
(e) 2?2 <3x—2
9

(g) 22—4dx<—4

(h) z+4<—-22> 11z -9

26



8.5 Bruchungleichungen

2
Beispiel: ——— <1 —1
Beispiel: - ~——= <1, T #

Beide Seiten mit dem Hauptnenner der auftretenden Briiche multiplizieren und anschliefende Fall-
unterscheidung bzgl. der Vorzeichen des Hauptnenners.

Falll:z+1>0s 2> —-1— 1 =(—1,00)

Nun die Ungleichung fiir diesen Fall 16sen.

2
T+
Das erste Losungsintervall ist £, =1 NIy = [1,00) = I5.

1§1(:)2§a:+1<:>1§x—>12:[1,oo)

Fall2: x+1 <02 < —1— I3 =(—00,—1)

<le2>z4+1le1>x— 1= (—o00,1]
r+1

Das zweite Losungsintervall ist Lo = I3N [, = (—o0, —1) = I5.

Damit ist die gesamte Losungsmenge £ = £1 U Ly =R\ [-1,1).

Aufgaben: Losen Sie die folgenden Ungleichungen:

3r —8 1
3xr+9 3

8.6 Betragsungleichungen

Betrage sind durch eine Fallunterscheidung definiert und miissen dementsprechend auch betrachtet
werden.
Beispiel: |3 —5z| > 5
3 3
Fall 1:3—5x<0(:>5<x—>11:(5,oo)

Dann wird die Betragsungleichung folgendermaflen aufgelost:

8 8
—(3—5x)>5(:>a:>g—>12:(7,oo)

5
:>£1:[10[2:[2.

lTa112:3—5x20(:)§2x—>13=(—00,§]
3—5$>54:)—§>$—>I4=(—007—2)

= L=KNL=1 £=LUL=R\[}]

Aufgaben: Geben Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen an:

(@) |20+ 7]>2
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(b) |22 —5|>2(z+1)

(c) |2z —5| < |2z +1]

8.7 Waurzelgleichungen

Gleichungen, in denen die Unbestimmte mindestens einmal im Radikant einer Wurzel vorkommt.
Beispiel: Vr+1=2&1r4+1=8&2="7

1. Schritt: Wurzel isolieren.

2. Schritt: Potenzieren — Scheinlésungen kénnen entstehen — PROBE.

Aufgabe: Geben Sie die Losungsmenge an:

Vr+5++v2xr—4=5

8.8 Exponentialgleichungen

Unbekannte tritt nur im Exponenten auf — héufig nicht 16sbar, auler bei der Form:
a1 @) = pha(@) a,b,c € R*, Pi(z), Py(r) sind Polynome.

Fall 1: @ = b, dann wende log, auf beiden Seiten an.
— Pl(LU) = PQ(JI)
Fall 2: a # b, beliebiger Logarithmus anwendbar.

log . b
— Pi(x) - log.a = Py(x) - log.b < Pi(x) = Py(x) - lc())gca < Pi(x) = Py(x) - log, b

c

Aufgabe: Geben Sie die Losungsmenge an:

53275 — 2522+1

8.9 Logarithmengleichungen

Unbekannte tritt im Argument einer logarithmischen Funktion auf.
Da die Losung nur fiir positive Argumente definiert ist, muss der Definitionsbereich bestimmt werden.
— Probe, ob der Logarithmus im Definitionsbereich liegt.

1. Schritt: Logarithmengesetze anwenden und Gleichung auf folgende Formen bringen:
log, Pi(z)=b a#1 oder log, Pi(z)=1log, Py(x).

2. Schritt: Potenzieren.
Pi(z) = a® Pi(z) = Py(x)

3. Schritt: PROBE

Bemerkung: Bei log, P (z) = log, Py(z) versuchen, Basen mit Logarithmengesetzen umzuwandeln.

Aufgaben: Geben Sie die Losungsmengen an:

(a) log,x —log,(x —2)=2
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(b)
(c)

logs x + logs (22 + 1) = logs (z + 4)

logg (222 + 1) = logs (x + 1)
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9 Matrizen und Gauflalgorithmus

Das lineare Gleichungssystem

ajiry + aprs + - 4+ apr, = bl
211 + Qo%y + -+ +  QAopTp, = bg
Am1T1 + G2y + 0 Gpp®y = bm

besteht aus m Gleichungen, n Unbekannten und Koeffizienten a;; (i =1,...,m;j =1,...,n).

Es heifit homogen, wenn b = 0. Wenn (mindestens) ein b; # 0 ist, so heiit das LGS inhomogen.

Ein geordnetes n-Tupel (yi, ..., yn) reeller Zahlen ist ein Element der Losungsmenge, wenn es gleich-
zeitig die m Gleichungen 106st.
Falle:

(a) Es existiert eine bestimmte Losung (eindeutig).
(b) Es gibt unendlich viele Losungen, d.h., wir erhalten eine (mehr)parametrige Losungsschar.
(c) Es gibt keine Losung.

Das obige LGS kann auch als erweiterte Koeffizientenmatrix dargestellt werden:

a1 @iz - Qi | b
Az Gog - Qo | by
Am1 Am2 Amn bm

GauBalgorithmus
Ziel: Ein zum Ausgangssystem dquivalentes ’gestrafftes’ System konstruieren.
Dreiecksgestalt (eindeutige Losung):

r +y + z =3
_l’_

Y z = 2
z =1
Trapezgestalt (unendlich viele Losungen):
r — vy + z =3
y + 2z = 2

andere Gestalt (keine Losung):

Wann bleibt die Losungsmenge erhalten?

— Man darf folgende elementare Umformungen durchfiithren:

1. Eine Gleichung mit einem reellen Faktor (auer 0) multiplizieren.
2. Zwei Gleichungen miteinander vertauschen.

3. Eine Gleichung zu einer anderen addieren.
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Beispiel:

x + vy + z = 3 11 1]3 1
2 + 4y + 4z = 10 — 2 4 410 — 0
r + 22 + 3y = 6 1 3 2]6 1
11 1]3 11 1] 3
— 0 2 2|4 — 02 2|4
02 1|3 00 —-1]-1
r + y + z = 3 —x =1
— 2y + 22 = 4 —y=1 - L=
-z = —1

Aufgaben: Bestimmen Sie die Losungsmenge folgender LGS:

xr + vy + z = 3
(a) r + 2y + 2z = 5
—2r — 2y — 2z = —6
2c — 3y — z = 5
(b) r 4+ oy — 2z = 12
—Az + 3z = =17
r — Yy + z = 93
(c) 20+ 3y — =z 10
—r — 4y + 2z = —4
r -y + z = 3
(d) 20 + 3y — z = 10
—r — 4y + 2z = -5
w 4+ 2x 4+ 3y + 4z = 5
(e) 2w + 3z + 4y + S5z = 6
Jw 4+ 4xr + dy + 6z =7
r + 2y + 3z = 4
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