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Uvod

Odredivanje nula polinoma jedan je od najstarijih problema sa kojim se matema-
ticari sre¢u. Prve publikacije iz ove oblasti stare su viSe od nekoliko vekova. Pored
teorijskog i prakti¢nog znacaja u matematici, ¢injenica da mnoge grane inzenjerskih
nauka u matematickim modelima svojih sistema sadrze i modul za odredivanje
nula polinoma povecava vaznost ovog problema. Impozantan broj radova i knjiga
koji obraduju ovu temu potvrduje da je oduvek veliki broj matematicara radio
na razvoju novih metoda za resavanje ovog nelinearnog problema. Koliko je ovaj
problem intrigantan, najbolje je sazeto u sentencama koje je poznati Svajcarski
matematicar Peter Henrici izrekao na konferenciji posvetenoj numerickom resavanju
nelinearnih problema odrzanoj 1968. godine u Filadelfiji: ,,Problem odredivanja
nula datog polinoma sa kompleksnim koeficijentima je pravi nelinearan problem. U
isto vreme problem je jednostavan. On je toliko jednostavan da, u stvari, postoji
nada da ¢éemo jednog dana biti u stanju da ga u potpunosti resimo.” Zbilja, ni
posle vise od tri decenije idealno resenje ovog problema nije pronadeno. Svaki od
razvijenih metoda za nalazenje nula polinoma pored specificnih prednosti ima i
odredene nedostatke, Sto predstavlja motiv za dalja istrazivanja u ovoj oblasti.

Kao sto je ve¢ napomenuto, algebarski polinomi susre¢u se u velikom broju
matematickih problema koji se javljaju u rac¢unarskoj tehnici i informatici, bankar-
stvu i finansijama, fizici, elektromagnetici, nanoinzenjerstvu, astronomiji itd. Osim
toga §to se u nekim problemima ovih nauka ukazuje potreba za odredivanjem
nula karakteristicnih polinoma regularnih matrica ili diferencnih i diferencijalnih
jednacina sa konstantnim koeficijentima, pojedini tehnicki procesi su predstavljeni
matematickim modelom koji se svodi na nalazenje nula algebarskih polinoma.

Francuski matematicar Evariste Galois dokazao je u prvoj polovini XIX veka
da je u opStem slucaju nemoguce izraziti nule algebarskog polinoma stepena veéeg
od cetiri eksplicitnom formulom pomoéu koeficijenata polinoma. Porvh toga, eks-
plicitne formule u opStem sluc¢aju za polinome treceg i ¢etvrtog stepena su slozene
i nisu pogodne za prakticnu primenu. Ove Cenjenice impliciraju koris¢enje nu-
merickog pristupa za reSavanje algebarskih jednacina. Uporedo sa pojavom prvih
racunarskih sistema pre pola veka, poceo je i nagli razvoj numericke matematike,
§to je rezultiralo velikim brojem praktic¢nih i efikasnih numerickih metoda.

Osnovni motiv i cilj ove teze je konstrukcija, analiza i testiranje novih iterativnih
metoda korenskog tipa za numericko reSavanje algebarskih jednacina. Razvijeni
iterativni postupci su simultanog tipa i odlikuju se visokim redom konvergencije.



2 Uvod

Osim analize konvergencije i numericke stabilnosti metoda realizovanih u kompleks-
noj aritmetici, posebna paznja posveéena je intervalnim metodima realizovanim u
kompleksnoj kruznoj aritmetici (videti [2] i [17]). Radi efikasne eksperimentalne
provere novih algoritama, zasnovane na numerickim primerima, implementiran je
sistem za interaktivno testiranje iterativnih algoritama.

Teza se sastoji od slede¢ih celina:

e Uvod;

e Poglavlje 1: Algoritmi za nalazenje nula polinoma;
e Poglavlje 2: Garantovana konvergencija;

e Poglavlje 3: Iterativni metodi korenskog tipa;

e Poglavlje 4: Familija simultanih iterativnih metoda;
e Poglavlje 5: Intervalni metodi Eulerovog tipa;

e Literatura;

e Dodatak.

Prvo poglavlje ima pregledni karakter i sastoji se od pet odeljaka. Sazetak
teorije iterativnih procesa za reSavanje jednacina kao i hronoloski pregled najzna-
cajnijih rezultata vezanih za ovaj problem dati su u odeljku 1.1, pri ¢emu su alge-
barske jednacine u centru paznje. Zbog problema pri koris¢enju principa deflacije
koji se odnose na numericku stabilnost postupka, znatno ¢esée su u upotrebi algo-
ritmi za simultano odredivanje nula polinoma. U ovoj tezi razmatrani su isklju¢ivo
iterativni postupci zasnovani na relacijama nepokretne tacke. Numericki algoritmi
dobijeni ovim putem odlikuju se veoma visokim redom konvergencije. Uz koriS¢enje
kompleksne kruzne aritmetike moguce je kontrolisati odstupanje dobijenih aproksi-
macija od ta¢nih vrednosti. Standardni nacin za konstrukciju simultanih iterativnih
metoda za nalazenje nula polinoma opisan je u odeljku 1.2. Osnovne definicije,
operacije i osobine kompleksne kruzne aritmetike ukratko su izlozene u odeljku
1.3. U odeljku 1.4 prikazani su principi konstrukcije simultanih intervalnih itera-
tivnih metoda. Ovi metodi koriste odgovarajuce relacije nepokretne tacke i osobinu
inkluzivne izotonosti, na osnovu ¢ega se ponekad zovu inkluzivni metodi. Kako su za
implementiranje inkluzivnih metoda neophodni pocetni kruzni intervali koji sadrze
trazene nule, u odeljku 1.5 dat je kratak pregled rezultata vezanih za lokalizaciju
nula polinoma i izbor pocetnih diskova.

Drugo poglavlje posveéeno je jednom od najvaznijih problema pri resavanju
jednacina oblika ¢(z) = 0 iterativnim putem - formulisanju pocetnih uslova koji
dovode do garantovane konvergencije primenjenog numerickog algoritma. Teorijske
osnove koje su koriS¢enje pri analizi konvergencije razmatranih metoda date su u
odeljku 2.1, sa posebnim osvrtom na definiciju i osobine R-reda konvergencije, uve-
denog od strane Ortege i Rheinboldta [30]. Smaleova teorija i definicija aproksima-
tivne nule predstavljali su neku vrstu prekretnice u analizi konvergencije iterativnih
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postupaka u Banachovim prostorima. Za razliku od svojih predhodnika koji su
koristili pretpostavke koje treba da budu ispunjene u svakoj tacki oblasti konver-
gencije, Smale je posmatrao uslove konvergencije samo u jednoj tacki. Osnovne
definicije i teoreme ovog fundamentalno novog prilaza navedene su u odeljku 2.2.
Dva principa koji se koriste za analizu konvergencije i utvrdivanje dovoljnih uslova
za konvergenciju simultanih metoda, princip korekcija i princip konvergentnih ni-
zova, dati su u odeljcima 2.3 i 2.4, respektivno.

U trecem poglavlju razmatrani su neki od iterativnih metoda korenskog tipa,
koji su posluzili kao osnova za konstrukciju novih metoda. Odeljak 3.1 obraduje
klasi¢ne metode korenskog tipa, gde centralno mesto zauzimaju metodi Eulerovog
tipa. Klasi¢ni Eulerov metod dat je formulom

3 2f(z)
F'(2) £V F(2)? = 2f(2) f"(2)
pri ¢emu z predstavlja tekuéu, a Z novu aproksimaciju trazene nule. Primenom

ovog metoda na pogodnu funkciju izveden je simultani metod cetvrtog reda za
odredivanje prostih nula (y,...,(;, polinoma P stepena n,

zZ2=z

B 2W;
14 G+ /(1 +G1,)? + AW,Ga

Zi — Zj

(i=1,...,n) (1)

i pokazano je da i ovaj iterativni postupak spada u grupu metoda Eulerovog tipa.
Pri konstrukciji iterativne formule (1) koriséena je Weierstrassova korekcija W; =
W(z;), gde je
P(z
W= 1

n
[IG-2)
j=1
z2j#z
dok je Gi,; skracenica data formulom

W
Gri= —2 — (k=1,2).
ki Z (Zi — Zj)k ( ’ )
Jj#i
Pored metoda Eulerovog tipa, jos dva postupka korenskog tipa koji se ¢esto prime-
njuju, Laguerreov metod i metod Ostrowskog, prikazani su na kraju ovog odeljka.
Hansen-Patrickova jednoparametarska familija simultanih iterativnih metoda,

~ (o +Df(2)
af'(2) £ VI = (e + D))

razmatrana je u odeljku 3.2.

Detaljna analiza konvergencije nove jednoparametarske familije simultanih ite-
rativnih procesa, koja je zasnovana na Hansen-Patrickovoj formuli, data je u cetvr-
tom poglavlju. Pod pretpostavkom da su aproksimacije z1,...,2, dovoljno bliske

a € C, (2)

z2=z
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nulama (y, .. .,¢, algebarskog polinoma P moze se izvesti aproksimacija

P”(Zi) ~ 5 n 1
P’(ZZ‘) 1
J#i

Zi—Zj,

¢ijom se smenom u formuli (2) dobija familija iterativnih metoda
a+ \/1 —2(a+ 1)N; 30,42 — 25) 7!

gde je N; Newtonova korekcija data sa N; = N(z;) = P(z;)/P’(z;). Za ovu familiju
simultanih metoda izvedeni su pocetni uslovi koji obezbeduju konvergenciju.

Peto poglavlje posveéeno je konstrukciji novih intervalnih metoda Eulerovog
tipa za simultano nalazenje nula polinoma zasnovanih na klasi¢nim metodima Eu-
lerovog tipa [14]. Pored prednosti koje metodi ove vrste nose sa sobom, vredno
je jos istaéi da inkluzivni metodi produkuju intervalne aproksimacije koje sadrze
ta¢ne nule. Na taj nacin je ne samo automatski ukljuc¢ena informacija o granicama
greske, ve¢ su takode uzete u obzir i greske zaokruzivanja bez ikakve promene os-
novne strukture intervalnih formula. Intervalni metod koji je izveden i analiziran u

odeljku 5.1,

Zi = 2 —

B 2W;
14+ Gri+ /(1 +G)?+ AW;S;’

Z; = {27} =2

W
Si: J 21: isTif, ':17"'7 )
;(Zi_zj)(zi_zj), {zi;ri}, i n

predstavlja prosirenje rezltata koji su Petkovié i Vrani¢ nedavno objavili u radu [44].
U odeljku 5.2 izvrsena je analiza konvergencije metoda, koji je takode predlozen u
[44], datog formulom

Z; i= 2z — 2W;INV, <1 +GLit | (14 Gr)2+4W; )

WjINVQ(ZrL' - Wz - Zj) )
J#i

Zi—Zj

gde se svaka od inverzija diskova, INV; i INVy, rac¢una po formuli (1.28) ili (1.29).
Numericki primeri ¢ine odeljak 5.3.

Iterativni postupci razmatrani u ovoj tezi testirani su na velikom broju nu-
merickih primera. Pri njihovoj realizaciji koriséen je originalni objektno orijenti-
sani programski kod napisan na jeziku C++, kojim je omoguéeno jednostavnije
predstavljanje novih iterativnih formula. Osim toga, obezbedeno je jednostavno
uklju¢ivanje programskih paketa za rad sa aritmetikom proizvoljne ta¢nosti. Imple-
mentiran je i prvi server za kompleksnu kruznu aritmetiku, koji sluzi za interaktivno
generisanje numerickih primera koriste¢i pri tom iterativne metode predlozene u
ovoj tezi. Deklaracije klju¢nih klasa, nekoliko primera za koriséenje novih operacija
i funkcija, kao i kratak opis servera dostupnog preko Interneta dati su u dodatku.
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Poglavlje 1

Algoritmi za nalazenje nula
polinoma

Ovo poglavlje ima pregledni karakter i sastoji se od pet odeljaka. U prvom
odeljku dat je kratak pregled numerickih procesa gde najznacajnije mesto zau-
zimaju postupci iterativne prirode. Pri reSavanju algebarskih jednacina cesto se
koriste metodi simultanog tipa, gde se sve nule polinoma odreduju istovremeno.
Nacin konstrukcije simultanih numerickih algoritama za nalazenje nula polinoma uz
kori§¢enje relacije fiksne tacke opisan je u drugom odeljku. Iterativni postupci dobi-
jeni ovim putem odlikuju se visokim redom konvergencije. KoriSéenjem kompleksne
intervalne aritmetike moguce je kontrolisati odstupanje dobijenih aproksimacija od
ta¢nih vrednosti. Osnovne definicije, operacije i osobine kompleksne kruzne aritme-
tike ukratko su prikazane u tre¢em odeljku, dok su u narednom odeljku izlozeni
principi konstrukcije simultanih intervalnih iterativnih metoda. Ovi metodi koriste
odgovarajuce relacije nepokretne tacke i osobinu inkluzivne izotonosti, na osnovu
Cega su i poznati pod nazivom inkluzivni metodi. Kako su za implementiranje
inkluzivnih metoda neophodni pocetni kruzni intervali koji sadrze trazene nule, u
poslednjem odeljku dati su neki od rezultata vezanih za lokalizaciju nula polinoma
i izbor pocetnih diskova. Postupci opisani u ovom poglavlju mogu se koristiti za
odredivanje korena algebarskih jednac¢ina, kod kojih su sve nule proste. Uz odredene
modifikacije, poput onih izlozenih u [50], svi algoritmi mogu biti prosireni na opstiji
slucaj visestrukih nula.

1.1 Opsta teorija iterativnih procesa za
reSavanje jednacina
Problem odredivanja nula polinoma jedan je od prvih nelinearnih problema
sa kojima se matematicari susrec¢u. Istorijat razvoja ove oblasti izuzetno je bo-

gat. Doprinos su dali mnogi ¢uveni matematicari od kojih izdvajamo Newtona,
Fouriera, Descartesa, Eulera, Cebiseva, Laguerrea, Halleya i Gaussa. Kroz vise

7



8 Algoritmi za nalazenje nula polinoma

vekova ulagani su napori da se nule polinoma izraze u funkciji koeficijenata, ko-
riste¢i pritom operacije sabiranja, oduzimanja, mnozenja, deljenja i korenovanja,
odnosno kraée receno - putem radikala. Samo u nekim specijalnim slu¢ajevima do-
bijeni su rezultati (na primer, Cardanove formule se koriste za resavanje jednacina
treceg stepena, a postoje i formule za resavanje jednacina cetvrtog stepena). Upravo
iz tog razloga, jedno od fundamentalnih istrazivanja na polju reSavanja polinomnih
jednacina proizvoljnog stepena vezano je za ispitivanje moguénosti dobijanja resenja
algebarskim putem. Najpre je norveski matematicar Abel u radu iz 1828. godine
dokazao da se nule opsSteg polinoma petog stepena ne mogu analiticki izraziti, dok
je samo par godina kasnije Galois dao uopstenje Abelovog rezultata dokazavsi da
je pomoc¢u radikala nemoguce resiti opsStu algebarsku jednacinu stepena veceg od
Cetiri.

Dokaz da se nule polinoma stepena veéeg od ¢etiri u opstem sluc¢aju ne mogu
izraziti u funkciji koeficijenata, kao i ¢injenica da su formule u slu¢aju polinoma
treteg i Cetvrtog stepena prilicno komplikovane, bili su podstrek za razvoj nu-
merickog pristupa pri resavanju algebarskih jedna¢ina. Numericki procesi iterativne
prirode najcesée su primenjivani u praksi. Neka je

() =0 (L.1)

data jednacina i neka je z = ( jedno njeno resenje. Opsti iterativni postupak za
reSavanje ove jednacine dat je formulom

(m+1) :Q(z(m))’ m=0,1,..., (1.2)

gde je z2(™) tekuéa, a z(™+1) nova aproksimacija, pri ¢emu je data pocetna aproksi-
macija 2(%). Pod odredenim uslovima, iterativni metod (1.2) konvergira ka nuli ¢
funkcije ¢, odnosno
lim 2™ = ¢.
m— 00

Cuveni engleski matematicar i fizicar Isaac Newton (1643-1727) konstruisao je
jedan od prvih iterativnih postupaka za reSavanje jednacina. Newtonov metod za
jednacinu tipa (1.1) glasi

S(mA1) _ (m) _ @(Z(m))
¢’ (2(m)

Prvu detaljnu analizu Newtonovog metoda izvrsio je Raphson 1690. godine i iz tog
razloga se ovaj iterativni postupak ¢esto naziva Newton-Raphsonovim metodom.
Newtonov metod je veoma aktuelan i u danasnje vreme i mnogi noviji metodi do-
bijeni su upravo na osnovu modifikacija Newtonovog metoda. Pored teorijskog
znacaja, Newtonov iterativni postupak je zbog svoje jednostavnosti i efikasnosti
nasao Siroku primenu u mnogim nauc¢nim disiplinama. Red konvergencije ovog
metoda je dva i to je najpre dokazao Fourier.

Hronologki gledano, sledeé¢i u nizu znacajnih rezultata iz oblasti teorije itera-
tivnih procesa za reSavanje jednacina predlozen je 1694. godine od strane Edmunda

m=20,1,... .
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Halleya (1656-1742), poznatog engleskog astronoma. Njegov iterativni postupak
oblika

(m)
Lm+1) _ (m) _ p(2™) m=0,1,...
"(zm)p(zm) o
/(Z(m)) _y e e )
v 2¢/(2(™)

ima red konvergencije tri.

Jedan vek posle Newtona veliki §vajcarski matemati¢ar Leonhard Euler (1707-
1783) konstruisao je kubno konvergentan metod korenskog tipa, kome je posveéeno
dosta paznje u ovoj tezi,

B 2p(z(™)
@ (20m) £ /' (20M)2 = 20(2(M) " (2(m))

Ukoliko je |¢(2(™))| dovoljno malo, tada aproksimacijom kvadratnog korena (uzi-
ma se znak ,+” ispred korena) Eulerovu formulu svodimo na Halleyevu. Pored
Eulerovog jos dva metoda korenskog tipa, koji takode imaju kubnu konvergenciju,
dobro su poznata u literaturi i ¢esto se koriste u praksi. Najpre navodimo metod koji
je izveo francuski matematicar Edmond Laguerre (1834-1886), a koji je objavljen
tek 1898. godine u knjizi Oeuvres de Laguerre autora H. Poincaréa,

m-+1) m)

m=0,1,... .

Ap(z(™)
) £ VI D EE A0~ D) ()

pri ¢emu vazi A ¢ {0,1}, A € Rim = 0,1,... . Drugi metod korenskog tipa je
metod Ostrowskog iz 1966. godine, koji ima oblik

Lm+1) _ L (m) _

Z(’rn—i—l) _ Z('m) _ (p(z(m)) ,
£V (2(M)2 — (M) (2(m)

Od znacajnih rezultata na polju iterativnih procesa pomenué¢emo i Schréderov
razvoj. Za nulu ¢ funkcije ¢ i njenu aproksimaciju a Schroderov razvoj ima oblik:

m=0,1,... .

(:a—y—%72V2+%(37§—73)V3+--~, (1.3)
gde je v = p(a)/¢’'(a) Newtonova korekcija i v, = o™ (a)/¢'(a), m = 2,3,... .
Uzimanjem 7 lanova ovog razvoja i zamenom nule ¢ novom aproksimacijom z(m+1)
dobija se iterativni postupak reda konvergencije r. Razvoj (1.3) ¢esto se naziva
osnovnim razvojem i primenjuje se ne samo pri konstrukciji iterativnih postupaka
visokog reda konvergencije, ve¢ i prilikom analitickog utvrdivanja reda konvergencije
iterativnih metoda. Tako za r = 2 dobijamo Newtonov metod. Za r = 3 dobija se
kubno konvergetni metod dat formulom

(m) (m)\, (5 (m)
Jma1) _ (m) _ P 1+‘/’(z )" (z) ., om=0,1,...,
@' (2(m) 20 (2(m))2
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koji se ¢esto naziva Euler—Cebisevljevim metodom.
Gotovo svi navedeni algoritmi mogu se dobiti kao specijalni slucajevi jednopara-
metarske familije iterativnih postupaka prikazane u radu Hansena i Patricka [19].
Napomenimo da su se Sezdesetih godina i ranije metodi za odredivanje nula
polinoma uglavnom realizovali na principu deflacije. Kod ovog pristupa neophodno
je odrediti jednu nulu ¢ polinoma P(z) stepena n. Tada su ostale nule polinoma
P(z) zapravo nule polinoma Q(z) stepena n — 1 datog sa

Zatim se odreduje jedna nula polinoma @Q(z) i postupak se dalje rekurzivno po-
navlja. Nepovoljnost pri realizaciji ovakvih postupaka na racunarima predstavlja
Cinjenica da do izrazaja dolazi uticaj greSaka zaokruzivanja u toku racunanja. Pored
toga, umesto tacne vrednosti nule polinoma moguée je dobiti samo njenu aproksi-
maciju. Ove greske mogu da prouzrokuju drasti¢na odstupanja pri izracunavanju
koeficijenata sledec¢eg polinoma u postupku deflacije, ¢ije nule, u tom sluc¢aju, ne
predstavljaju dobru aproksimaciju tacnih nula pocetnog polinoma. Dakle, postupak
deflacije moze biti numericki nestabilan. Koriséenjem programskih paketa za rad
sa aritmetikom koja koristi izuzetno veliki broj cifara (do 2.6 miliona cifaral!) ovi
problemi se mogu donekle ublaziti po cenu drasti¢nog usporavanja brzine izvrsenja
iterativnog koraka.

Zbog navedenih nedostataka postupka deflacije u novije vreme su sve vise u
upotrebi iterativni metodi kojima se nule polinoma odreduju istovremeno, po-
laze¢i od izvesnih pocetnih aproksimacija. Posebna paznja posvelena je razvoju
iterativnih metoda realizovanih u intervalnoj aritmetici, kao i implementaciji na
paralelnim rac¢unarskim arhitekturama. Upotreba intervalnog ra¢una ima za cilj
kontrolu greske prilikom svih izracunavanja, dok viSeprocesorski racunari sluze
za smanjenje vremena raCcunanja. Ocekujemo da aktuelna ekspanzija Interneta
donese inovacije u implementiranju simultanih numerickih algoritama, kako zbog
mogucénosti distribuirane realizacije paralelnih algoritama kojom bi bio omoguéen
brzi rad sa aritmetkom proizvoljne ta¢nosti, tako i dostupnosti tih sistema velikom
broju matematicara koji rade na ovoj problematici.

1.2 Simultani metodi za nalazenje
nula polinoma

Iterativni metodi o kojima ¢e nadalje biti re¢i omogucavaju jednovremeno odredi-
vanje svih nula algebarskog polinoma, pri ¢emu su date pocetne aproksimacije koje
zadovoljavaju odredene uslove. Generalno, ovi metodi mogu se zapisati u slede¢em
obliku

A @™ 2y e, m=0,1,... (1.4)

gde je I, := {1,...,n} indeksni skup, a m redni broj iteracije. Ponekad, ukoliko
redni broj iteracije nije od znacaja, za neku veli¢inu =™ koja se javlja u m-tom
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iterativnom koraku indeks iteracije ¢e biti izostavljen, tj. pisa¢emo z = 2(™, dok
¢ée velicine koje se javljaju u sukcesivnom koraku biti oznacavane simbolom ~ | tj.
& = 2™+t Na primer, (1.4) mozemo da zapisemo kao

éizsﬁ(zl,...,zn), ZE[n
Iterativni metodi ovakvog tipa zovu se simultani metodi ili total-step metods.

Neka je P monican polinom stepena n, tj.
n
P(z)=2"+a, 12" " +... a1z +ao= H(z —G) (a; €0,
i=1
koji ima proste kompleksne nule (3, . ..,(, i neka su z1, .. .,z, njihove aproksimacije.
Relacije fiksne (nepokretne) tacke su formule opsteg oblika

Ci:F(Zla"'vzn;clw"aCn)-

U ovoj tezi, bice reci o sledec¢a dva oblika relacije nepokretne tacke

G=Fi(z1,. ., 2i-1,Cis Zig1s - -5 Zn), 1€ I, (1.5)
Ci:F2(C1)"'aCi—laZ7<i+1a"'7<n)7 1€ I, (16)

i one predstavljaju osnovu za konstrukciju simultanih metoda za odredivanje nula
polinoma. Opsti iterativni postupci u kompleksnoj aritmetici oblika

2 =F(zl,...,zn), i € Iy, (17)

dobijaju se zamenom ta¢nih nula njihovim aproksimacijama i stavljanjem z = z;
na desnoj strani u (1.5) i (1.6). Ovakav nacin konstrukcije iterativnih procesa daje
algoritme koji se odlikuju vrlo brzom konvergencijom kako u kompleksnoj aritmetici,
tako i u kompleksnoj kruznoj aritmetici.

U nastavku ovog odeljka naveséemo nekoliko relacija fiksne tacke sa odgovaraju-
¢im iterativnim metodima koji su na osnovu njih konstruisani. Iterativni procesi
koji slede spadaju u red najcesce koriséenih metoda za simultano odredivanje nula
polinoma u kompleksnoj aritmetici. Vise detalja o ovim relacijama i metodima
moze se naé¢i u monografiji [31].

Weierstrassov metod

Polazeéi od faktorizovanog oblika polinoma P,

—.

e

P(z) =(z=G) ] (2= ¢)

(S
Wl

neposredno dobijamo relaciju nepokretne tacke Weierstrassovog tipa

Ci:Z*&, i € 1. (1.8)

1=

j#

[,
-
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Na osnovu (1.6) i (1.7) iz (1.8) formiramo Weierstrassov metod

P(z
Zi =z — o (Z ) , 1E 1,. (19)
H(Zi = zj)
j=1
i
Napomenimo da se veli¢ina
P(z
W(z) = — L) (1.10)
H(zi zj)
j=1
i

zove Weierstrassova korekcija.

Tterativni metod (1.9) jedan je od najkoriséenijih simultanih postupaka za nala-
zenje nula polinoma zbog niza dobrih karakteristika. Red konvergencije iterativnog
procesa (1.9) je dva. Interesantan je i istorijat koris¢enja ovog metoda. Naime, vise
puta su razli¢iti matematicari ,otkrivali” i izvodili ovu iterativnu formulu (npr.
Durand 1960. [12], Doc¢ev 1962. [11], Borsch-Supan 1963. [4], Kerner 1966. [23]).
Medutim, formula (1.9) se danas najcesée naziva Weierstrassovom po matemati¢aru
koji je prvi koristio u svom konstruktivnom dokazu osnovnog stava algebre jos 1891.
godine. U literaturi se jo§ mogu sresti nazivi metod Doceva i Durand-Kernerov
metod.

Jedna od najkorisnijih osobina metoda (1.9) je da on konvergira za skoro sve
pocetne aproksimacije 250), e zﬁ,,o), koje su medusobno razdvojene. Do ovog za-
kljucka dosli su mnogi matematicari kroz mnogobrojne numericke primere. Posebno
je interesantno da ovaj postupak konvergira i kada nule polinoma P nisu proste.
Globalna konvergencija je dokazana za n = 2 i za specijalni sluéaj P(z) = z%. Dokaz
ovog tvrdenja za opsti slucaj jos uvek ne postoji.

Ehrlich-Aberthov metod

Polazeéi od relacije

P'(2) & 1 1
= + (1.11
e otE o )
i
izvodimo relaciju nepokretne tacke Newtonovog tipa
1
G=z— - , 1€, (1.12)

P(z) “—Hz2-¢
JF#i
S obzirom na (1.6) i (1.7) iz (1.12) dobijamo Ehrlich-Aberthov iterativni postupak

, i€l (1.13)
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Postupak (1.13) je u literaturi poznat jos i kao Meahlyev metod jer je formulu (1.13)
prvi predlozio Maehly [27] 1954. godine. Borsch-Supan [4] je koristio isti metod
za nalaZenje aposteriorne ocene gresaka za nule polinoma, dok je Ehrlich [13] 1967.
godine dokazao da je red konvergencije metoda (1.13) jednak tri. Aberth [1] je 1973.
dao zapazen doprinos prakti¢noj realizaciji ovog postupka.

Borsch-Supanov metod
Polazeéi od identiteta koji se dobija primenom Lagrangeove interpolacije,

n

P(z) = ZM—!—I H(z—zj), (1.14)

i
pri ¢emu vazi ¢; ¢ {z1,...,2n}, @ € I, smenom z = (; i resavanjem dobijene
jednacine po (; — z; dolazimo do relacije fiksne tacke Borsch-Supanovog tipa
W (z; ,
Gi=2——f () , i€, (1.15)
1y W(z)
G
i

Imajuéi u vidu (1.5) i (1.7) na osnovu (1.15) neposredno se dobija Bérsch-Supanov
iterativni postupak

,éz:z,»—%, i€, (1.16)
2
1 —_\737
+ Jz:; Zi — Zj
J#i

Metod kvadratnog korena

Diferenciranjem identiteta (1.11) dobija se

P'(2)? = P()P"(2) _ zn: 1 (1.17)

P()? 2P
odakle sledi relacija nepokretne tacke sa kvadratnim korenom
1
G=2z— = , i€, (1.18)
P'(2)? — P(2)P"(2) B Z 1
P(z)? = (z2—G)?
i

Kao i u prethodnim sluc¢ajevima, koriséenjem (1.6) i (1.7) iz (1.18) dobija se
metod kvadratnog korena

Zi — Zi — 5 1€ In, (119)
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koji ima red konvergencije ¢etiri [31].

Metod Halleyevog tipa

Zamenjujudi sume iz (1.11) i (1.17) u identitetu

- (7)< (55)

formiramo relaciju fiksne tacke Halleyevog tipa [33]

1 ‘
G=2z2— 5 , i€l,,  (1.20)

P(2) "1 = 1
105 || 2575 ] "2 Eop

j=1 j=1
i i

P'(z) _ P'(»)
P(z) 2P'(z)

izvodi se metod Halleyevog tipa, ¢iji je red konvergencije Cetiri,

pri ¢emu je f(z) = . Najzad, pomoc¢u (1.6) i (1.7) na osnovu (1.20)

1
Zi =z — 5 , 1€l,. (121)
P(Zl) n 1 n 1
f(Zz) - 2Pl(21) ; % — 2 + ; (Zz — Zj)2
i i

U literaturi se iterativni postupak (1.21) jos sreée pod imenom Wang-Zhengov
metod. Oni su 1984. u svom radu [52] izveli opstu relaciju fiksne tacke iz koje
(1.20) sleduje kao specijalan slucaj.

Uslovi pod kojima iterativni procesi (1.9), (1.13), (1.16), (1.19) i (1.21) konver-
giraju razmatrani su u radu [32]. Znacaj dokazanog rezultata lezi u ¢injenici da
uslovi koji garantuju konvergenciju pomenutih metoda zavise samo od pocetnih
aproksimacija, $to uti¢e na poboljSanje njihove prakticne primene.

Neka su {z%m)}, ceey {zy(lm)}, m =0,1,... , nizovi aproksimacija dobijenih nekim
od iterativnih postupaka i neka je

(m) . o (m) __(m) (m) ._ (m)
™= min {57 -2 W= max [W(T)]
i#£] -

Teorema 1.1 Ukoliko je ispunjen uslov

min |2 =27 )
WO = max [W(z")| < i

—_— (1.22)
1<i<n 3n 3n

simultani iterativni metodi (1.9), (1.13), (1.16), (1.19) ¢ (1.21) konvergiraju.
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Napomenimo jo§ da je i kod ovih metoda moguée primeniti Gauss-Seidelov
pristup i koristiti ve¢ izracunate aproksimacije u istoj iteraciji. Na taj nacin se
dobija serijska verzija (single step) simultanih metoda

Zi:@(2’1,...,Zl'_l,Zi,...,Zn), i€ 1,.

Prednost ovog pristupa je, svakako, povetanje reda konvergencije, medutim, ne-
dostatak je nemoguénost efektivne realizacije ovih metoda na paralelnim ra¢unar-
skih arhitekturama.

1.3 Kompleksna kruzna aritmetika

U poglavlju 4 koristimo kompleksnu kruznu aritmetiku za dobijanje nekih ocena
i granica, dok je poglavlje 5 isklju¢ivo posveéeno intervalnim iterativnim metodima.
Iz tog razloga, u ovom odeljku navodimo osnovne osobine i operacije kompleksne
kruzne aritmetike.

Disk Z sa centrom ¢ = mid Z i polupreénikom r = rad Z oznacavadéemo sa
Z ={c;r} ={z: |z — | <r}. Skup svih zatvorenih diskova (tj. kruznih intervala)
u kompleksnoj ravni oznac¢avamo sa K(C). Diskovi u kompleksnoj ravni uvek ée
biti oznacavani velikim slovima.

Apsolutna vrednost diska Z = {¢;r} predstavlja rastojanje najudaljenije tacke
diska od koordinatnog pocetka, tj.

|Z| := |mid Z| +rad Z = |c| + . (1.23)
U ovoj tezi ¢esto su koriséene sledeée ocigledne ekvivalencije:

ze{grt< |z—¢c/ <, (
z¢{grt<= |z—c/ >, (1.25

{er;m} CH{easre} <= |en — o <o — (

{e;m}n{ecare} =0 < ey —co| > 711 + 1o, (

Ako je Zp = {cp;ri} (kK = 1,2), tada su operacije sabiranja i oduzimanja u
skupu K(C) definisane na slede¢i na¢in

1+ 7y = {Cl + co51ry -|—7’2} = {Zl +20:21 € Zl,ZQ € ZQ}

U opstem slucaju vazi

ZZk = {ch;Zrk}.
k=1 k=1

k=1

Ako 0 ¢ Z (tj, |c| > r), tada je tacna inverzija diska Z data sa

c r 1
z ! = : =< Z4. 1.28
{|c|2—r2’|c2—r2} { 2 € } (1.28)
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Dakle, sabiranje, oduzimanje i inverzija su tacne operacije u skupu K(C).
U nekim analizama, kao i kod nekih intervalnih metoda (videti poglavlje 5),
koristi se tzv. inverzija diska Z u centriranoj formi, odredena sa

71 :{i;m}g{i:zez}. (1.29)

Iz razloga $to je racunanje |c| = |a+ib| = Va? + b2, c € C, a,b € Ru (1.29) rela-
tivno skupa operacija (pri realizaciji na ra¢unaru), uvedena je modifikacija inverzije
u centriranoj formi na sledeéi nacin

’ 1 2r 1
I ._ . .

Medutim, sa poboljsanjem hardverskih performansi racunara, u novije vreme inver-
zija (1.30) gotovo da nema nikakvih prednosti nad (1.29), jer je ra¢unanje kvadra-
tnog korena u (1.29) prihvatljivije od poveéanja polupre¢nika rezultujuéeg kruznog
intervala u (1.30). Primetimo da se lako pokazuje da vazi z-lczi C 71" uz uslov
daje |e| >, tj. 0 ¢ Z.

Za proizvod Z; - Zs koristimo definiciju koju su uveli Gargantini i Henrici [17]:

Zl . ZQ = {6162; |Cl|7’2 + |CQ‘T1 + 7’11"2} :_) {2122 121 € Zl,Zz S ZQ} (131)
Tada je
Zl _ Zl
Z—szl Zyt il Z—szl-zg (0 ¢ Zy).

Kvadratni koren diska Z = {¢;7}, gde je ¢ = |cle??, -7 < 0 < 7wi || > 7,
definisan je kao unija dva diska (videti [15]):

{arp 2 ={Vide'ts o} U {=Vide'tsp}, p=Vid=Vid=r.  (132)

Neka je f kompleksna funkcija definisana na disku Z € K(C). U opstem sluc¢aju
skup {f(2) : z € Z} nije disk, tj. kruzni interval, $to znaé¢i da nije moguée primenji-
vati navedene operacije. Da bi se i dalje radilo u kompleksnoj kruznoj aritmetici,
uvodi se kruzno intervalno prosirenje F date zatvorene kompleksne funkcije f na
disku Z, tako da vaze sledeca svojstva

F(Z)2{f(z):z€ Z} (inkluzija),
(1.33)
F(z) = f(2) (restrikcija).
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Za ovako definisano kompleksno kruzno prosirenje imamo da je za svako z € Z
|mid F(Z)| —rad F(Z) < |f(2)] < |mid F(Z)| + rad F(Z) (1.34)
i implikacija
z€Z = f(2)=F(z2) € F(Z) (1.35)
vazi.
Jedna od najvaznijih osobina intervalne aritmetike je inkluzivna izotonost (ili
svojstvo inkluzije) koja omoguéava siroku primenu intervalnog ra¢una. Ova osobina
vazi za osnovne intervalne operacije i definisana je na slede¢i nacin

Z1QW1AZQQW2=>Z1*ZQQW1*W2, (136)

pri cemu je x € {+,—,,:} 1 Z1, Zo, W1, Wo € K(C).
Kruzno intervalno prosirenje F' je inkluzivno izotono ako za svaka dva diska
71,7y € D CK(C) vazi implikacija

2y CZy = F(Zh) C F(Z,). (1.37)

Osim toga, ako je f racionalna funkcija, F' njeno inkluzivno izotono kompleksno
kruzno prosirenje i Z, Wy, € K(C), k=1,...,q, imamo

Zy CWy (k=1,...,q9) = F(Z,...,Z;) CFWi,...,W,).
U specijalnom sluc¢aju ispunjeno je
wy € Wi (wy €C, k=1,...,9) = f(wi,...,wy) € F(W1,...,W,).

Treba naglasiti da i kompleksna pravougaona aritmetika moze biti uspesno pri-
menjena kod intervalnih iterativnih metoda. Stavise, tada prednosti ovog tipa
intervalne aritmetike (na primer, ukljuc¢ivanje gresaka zaokruzivanja i redukovanje
rezultujuceg intervala koriséenjem operacije preseka) postaju evidentne. Kao i u
mnogim radovima koji se bave ovom problematikom, opredelili smo se za kruznu
intervalnu aritmetiku jer je racunanje sa kruznim intervalima jednostavnije nego sa
pravougaonicima.

Vise detalja o kompleksnoj kruznoj, kao i o pravougaonoj i realnoj intervalnoj
aritmetici moze se naéi u monografijama [2] Alefelda i Herzbergera i [31] autora M.
Petkovica.

1.4 Intervalni iterativni metodi

Zacetak teorije intervalnih iterativnih procesa predstavlja rezultat koji je dobio
Moore [29] 1966. godine. Neka je f(x) = 0 (z € R) data jednacina koja ima bar
jednu prostu realnu nulu. Ako je F’(X) realno intervalno prosirenje funkcije f’(x)
nad intervalom X, koji sadrzi realnu prostu nulu ¢ funkcije f, tada je Newtonow
intervalni operator N(X) definisan sa

f(m(X))

N(X) = m(X) ~ “g?,

m(X) =mid X (1.38)
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i vazi implikacija
(e X = (e NX).

Na osnovu toga Moore je konstruisao intervalni metod Newtonovog tipa
X1 =NX,,)NX,, m=0,1,..., (1.39)

pri ¢emu je

¢ € Xo.
Pod odredenim uslovima ovaj metod konvergira kvadratno. Osnovni nedostatak
intervalnog postupka (1.38)-(1.39) lezi u ¢injenici da se on moze upotrebiti samo za
proste realne nule.

U nastavku je prikazan nac¢in za formiranje simultanih metoda u kompleks-
noj kruznoj aritmetici. Kao $to je pomenuto u prethodnom odeljku, konstrukcija
intervalnih metoda za nalazenje nula polinoma zasnovana je na osobini inkluzivne
izotonosti (1.36). Relacije fiksne tacke opisane u odeljku 1.2 koristimo i u ovom
slucaju. Podse¢amo da smo prilikom konstrukcije ,,tackastih” iterativnih metoda
zamenjivali ta¢ne nule polinoma njihovim aproksimacijama i stavljali z = z;.

Pretpostavimo sada da smo nasli diskove 71, ..., Z, koji sadrze nule datog poli-
noma P stepena n, tj. ¢; € Z; (i € I,; I, = {1,...,n}). Zamenom ta¢nih nula na
desnoj strani relacija (1.5) i (1.6) intervalima kojim pripadaju i koristeéi svojstvo
inkluzije, dobijamo

Ci6Fl(Zh...,Zifl,Zi,ZiJrl,...,Zn), ie]n, (140)
Ci 6FQ(Zh...,Zi_l,Z,ZH_l,...,Zn), 1€ 1,. (141)

Uzimanjem oblasti na desnoj strani relacija (1.40) i (1.41) za nove aproksimativne
intervale Z; nula ¢; (¢ € I,,) formiramo intervalne iterativne postupke

Zz’:Fl(Zl,-~-7Zi—1,Ziyzi+1,-~-7zn)7 iGIn, (142)
Zi:FQ(Zla"'7Zi—17Z7Zi+1a"'7Zn)7 ZGI’VH (143)
u kompleksnoj intervalnoj aritmetici, pod predpostavkom da su Zl, ..., Zy takode

kompleksni (kruzni ili pravougaoni) intervali, pri ¢emu je z; = mid Z;. Metodi
formirani na ovaj na¢in konvergiraju lokalno, drugim rec¢ima, konvergiraju pod
odredenim pocetnim uslovima koji uzimaju u obzir distribuciju pocetnih diskova
i njihovu veli¢inu. Iz tog razloga cesto se kombinuju sa nekim sporo konvergentnim
procesima, da bi se obezbedile dovoljno dobre pocetne aproksimacije.

U nastavku dajemo intervalne verzije metoda iz odeljka 1.2, koje su dobijene na
opisani nacin.

e Weierstrassov intervalni postupak:

Zi =z — . del,. (1.44)
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e Gargatini-Henricijev intervalni postupak (intervalna verzija Ehrlich-Aberth-
ovog metoda):
] 1 .
Zi = z; — — , 1€l,. (1.45)
P(Zz) i1 Zip — Zj
i
e Borsch-Supanov intervalni postupak:
- W 7 .
Zi=z; — — (;i( ) 1€ 1I,. (1.46)
z
1 J
* Z_: 2 — Zj
j=1
i
e Intervalni postupak kvadratnog korena:

N 1

Ly = z; — — , 1e€1l, (147)
P'(2)? — P(2)P" () Z 1
P(z)? — (2 — Z;)?
i
e Intervalni postupak Halleyevog tipa:
N 1
Zi = Zi— 2 ) (RS ITH
P(z) G| " 1
flz) — + —
( ) QP'(Zz‘) ; 2 — Zj ; (Zi - Zj)2
i i

(1.48)
Pl(z)  P'(2)
P(z) 2P'(z2)

gde je f(z) = :

Simultani tackasti metodi iz odeljka 1.2 zapravo su specijalni slucajevi odgo-
varajucih intervalnih postupaka, kada su poluprecnici diskova jednaki nuli. Pocetni
uslovi pod kojima iterativni postupci (1.44)-(1.48) konvergiraju utvrdeni su u slede-
¢oj teoremi, koja je dokazana u radu [32]:

Teorema 1.2 Ako je ispunjen uslov (1.22) teoreme 1.1, pri éemu je z; = mid Z;
(i € Ly; I, ={1,...,n}), i ako su pocetni diskovi definisani sa

70 = =" - W) WED e,
stmultani intervalni iterativni postupci (1.44)-(1.48) su konvergentni.

Napomena 1.1 Red konvergencije svakog od intervalnih metoda (1.44)-(1.48) isti
je kao i kod odgovarajuceg tackastog metoda iz odeljka 1.2, sto je i ocekivano imajuéi
u vidu pomenutu ¢injenicu da su tackasti metodi prakti¢no specijalni slucajevi inter-
valnih.
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Napomena 1.2 Moguca je, takode, konstrukcija simultanih iterativnih metoda
kombinovanjem tackastih postupaka tipa (1.7) sa intervalnim metodima (1.42) i
(1.43). Na ovaj nacin dobijaju se postupci koji objedinjuju brze ra¢unanje u obi¢noj
kompleksnoj aritmetici sa pogodnostima vezanim za kontrolu greske. Primer kon-
strukcije kombinovanih metoda moze se naéi u [50].

1.5 Lokalizacija nula polinoma

Prilikom primene nekog iterativnog metoda za inkluziju nula polinoma potrebno
je odrediti pocetne oblasti (kruzne ili pravougaone kompleksne intervale) koje sadrze
trazene nule. Postoji puno rezultata koji obraduju ovaj problem, pored klasi¢nih
poput onih objavljenih u knjigama [18] i [28], znacajan broj doprinosa je novijeg
datuma.

Izbor pocetnih oblasti koje sadrze nule polinoma povezan je sa uslovima koji
garantuju konvergenciju odgovarajuceg iterativnog procesa. Velina uslova razma-
tranih u literaturi zavisi od nedostupnih podataka (na primer, od trazenih nula
polinoma) i znacaj im je viSe teoretski. Sa prakti¢ne strane, znac¢ajno je da pocetne

inkluzivne oblasti budu funkcije pocetnih aproksimacija Zgo)’ ceey 27(10) prostih kom-
pleksnih nula (,...,(,. U ovom odeljku izlozen je jedan nacin izbora pocetnih

oblasti koji podrazumeva da je prethodni zahtev ispunjen. Istovremeno, takav
izbor omogucava i sigurnu konvergenciju najcesée koris¢enih iterativnih inkluzivnih
postupaka, koji su prikazani u ovoj tezi.

Najpre navodimo jedan rezultat globalnog karaktera. Neka je P monican poli-
nom stepena n sa prostim kompleksnim nulama (3, .. .,(,

P(2)=2"+an 12" "+ a1z +ag= H(Z - (i) ag,...,ap—1 € C. (1.49)
i=1

Pri resavanju algebarskih jednacina ¢esto je od interesa naéi inkluzivni polupreénik
R za dati polinom P, takav da za sve nule polinoma vazi

|<z|§R7 izl,...,n.
Sledeéu teoremu, koja ima veliki prakti¢ni znacaj, dokazao je Henrici u [18].

Teorema 1.3 Neka su \i,..., )\, pozitivni brojevi takvi da je A1 + ...+ Ay < 14
neka je
— —1/k 1/k
R: max. AL kT

Tada je R inkluzivni polupreénik za polinom P.

Ukoliko izaberemo Ay = 1/2% k= 1,...,n, na osnovu teoreme 1.3 dobijamo da
disk sa centrom u koordinatnom pocetku i polupreénikom

R =2 max |a, |'/* (1.50)
1<k<n
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sadrzi sve nule polinoma P. Ovaj rezultat moze se naéi i u Knuthovoj knjizi [25]. U
nekim primenama pogodno je uzeti za poc¢etnu oblast najmanji kvadrat koji sadrzi
krug {z : |z| < R}, pri ¢emu je R dato sa (1.50).

Prethodni rezultat moguce je poboljsati ukoliko se za centar diska umesto
koordinatnog pocetka odabere tacka ¢ = (¢1 + ...+ (n)/n = —an—1/n. Tacka ¢
je tzv. ,centar gravitacije” ili ,teziste” nula polinoma (1.49), koji transformisemo
u ,,pomereni” polinom translacijom promenljive z

n n

P(z4c)=2"+by 02" 2+ +biz+by = H(Z —(G—0)= H(Z_fj)v

Jj=1 Jj=1

gde su by, ...,b,—2 € Cib,—1 =0, pricemusuf; =¢ —c(i=1,...,n) nule poli-
noma P(z+ ¢). Teziste nula transformisanog polinoma je u koordinatnom pocetku.
Inkluzivni polupreénik
R =2 max |b,_|"/*
2<k<n

za polinom P(z + ¢) je najcesée manji od poluprecénika R, izra¢unatog pomocu

(1.50).
Pretpostavimo da su medusobno razli¢iti kompleksni brojevi 21, ..., 2z, dovoljno
dobre aproksimacije nula (1,...,(, polinoma P. Weierstrassova korekcija W; =

W (z;) definisana pomoc¢u (1.10) Cesto se koristi za a posteriori procene gresaka za
dati skup aproksimacija nula. Smith je u radu [49] dokazao sledeé¢u teoremu:

Teorema 1.4 Neka je o = (o, . . ., ap,) pozitivan vektor i neka su
1 n
Dj(a) := z:|z—(zj—Wj)|§a—j;ai|Wi| , j=1,...,n
i

diskovi u kompleksnoj ravni. Tada unija diskova D(a) = Uj_;Dj(ex) sadrzi sve
nule polinoma P. Osim toga, svaki povezani podskup od D(a) koji se sastoji od
m (1 < m < n) diskova, izdvojenih od preostalih n — m diskova, sadrZi taéno m
nula polinoma P.

Do sli¢nog rezultata dosli su Braess i Hadeler [6], ali za diskove

1 ¢ :
Gj(a) == z:|z—zj|§;Zai|Wi| , j=1,...,n.
7=
i
Ovi diskovi mogu se dobiti i na osnovu opstijeg Smithovog rezultata iz teoreme 1.4.
Specijalno, ako uzmemo «; = 1/|W;|, diskovi G, () postaju

Gj(a) :==A{z: |z — zj| < n|W,|}, j=1,...,n.

Ovaj rezultat ima praktican znacaj. Naime, moze se pokazati da ako su diskovi
{z1;n|Wil},. . {zn;n|W,|} disjunktni, tada svaki od njih sadrzi jednu i samo jednu
nulu polinoma P. Sli¢na konstatacija vazi i za Smithove diskove.
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Ovi rezultati su poboljsani (polupreénici diskova su manji) u monografiji [36],
o ¢emu C¢e biti vise re¢i u odeljku 2.4. U nastavku navodimo jos jedan zanimljiv
rezultat.

Teorema 1.5 Neka je v; :=z; — W; € C\{z1,...,2n} i

NN Z 1] |
a; = i€ I,.
1%21” |z; — v’ |z — vi|’
JFi J¢l

Ukoliko su ispunjene nejednakosti

VItai>Vai+Vbi i ai+2b <1,
tada postoji tacno jedna nula polinoma P w disku sa centrom v; i polupreénikom

al+bz
1—10;

[Wil. (1.51)

Imajuéi u vidu da je ¢(a;,b;)) = (a; + b;)/(1 — b;) po svakoj promenljivoj
(a;, b; > 0) monotono rastuca funkcija, sledi da je polupreénik (1.51) manji ukoliko
su vrednosti promenljivih a; i b; manje.



Poglavlje 2

Garantovana konvergencija

Izbor pocetnih aproksimacija koje garantuju konvergenciju datog iterativnog
metoda od velike je vaznosti pri reSavanju nelinearnih jednacina. Prvi odeljak ovog
poglavlja ukratko prikazuje koncept R-reda konvergencije uveden od Ortege i Rhein-
boldta [30], koji je koriséen pri analizi metoda u petom poglavlju. Smaleova teorija
tackaste ocene, prvi put uvedena u [47] za Newtonov metod, odnosi se na domene
konvergencije i pocetne uslove za resavanje jednacina oblika f(z) = 0. U uslovima
se koristi samo informacija o funkciji f u pocetnoj tacki 2(9). Smaleov rezultat, o
kome ¢ée biti reci u drugom odeljku, poboljsali su X. Wang i Han [53]. Rad koji su
oni zapoceli Curry [10] i Kim [24] prosirili su na jos neke iterativne metode viseg
reda, dok je generalizaciju izvrsio Chen [9]. Dva principa, koji se koriste za ana-
lizu i utvrdivanje dovoljnih uslova konvergencije simultanih metoda za resavanje
algebarskih jednacina, predlozio je M. Petkovi¢ sa svojim koautorima u nedavno
objavljenim radovima. Princip korekcija opisan je u tre¢em, dok je princip konver-
gentnih nizova razmatran u ¢etvrtom odeljku.

2.1 Red konvergencije iterativnih metoda

U ovom odeljku bice re¢i o konceptu konvergencije koji su uveli Ortega i Rhein-
boldt [30]. Naime, oni su u svojoj knjizi ukazali na nedostatke klasi¢ne definicije
reda konvergencije. Pored toga, klasi¢na definicija je u nekim sluc¢ajevima nepri-
menjiva, npr. kod metoda sa Gauss-Seidelovim pristupom.

Najpre ¢emo definisati korenski faktor konvergencije ili kra¢e R — faktor pos-
matranog niza.

Definicija 2.1 Neka je niz {u(*)} dati niz u R” &ija je grani¢na vrednost a. Tada
se broj definisan sa

klim sup |[{u®} —a||'*,  ako jep=1,

R,({u®}) = ) (2.1)
klim sup [[{u®} —a||V/?",  ako jep > 1,
.

23
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naziva korenskim faktorom konvergencije, odnosno kra¢e R-faktorom niza {u(*)}.
Neka je IM iterativni metod sa grani¢nom tackom a i neka je C(IM,a) skup svih
nizova koji konvergiraju ka a i koji su generisani primenom I M. Tada je veli¢ina

R,(IM.a) = sup{R,({u®}) : {u®} € C(IP,a)} (1< p<+oc)
R-faktor iterativnog metoda I'M u tacki a.

Podsoéamo, ako niz {u()} konvergira ka tacki a, tada postoji ky € N tako da
vazi
0<|{u™}—a| <1 zasvakok > ko.

Odavde dolazimo do zakljucka da je
0< Rp({u(k)}) <1 zasvakop>1.

Ortega i Rheinboldt su u [30], izmedu ostalog, dokazali i sledeée dve teoreme
koje ovde samo navodimo.

Teorema 2.1 Neka je {u(k)} proizvoljan niz u R™ koji konvergira ka tacki a. Fa-
ktor R,({u™}) ne zavisi od izbora norme u R™ ni za jedno p € [1,+00). R-faktor
R(IM,a) iterativnog metoda je, takode, nezavisan od izbora norme.

Teorema 2.2 Neka je IM iterativni metod sa graniénom tackom a. Tada vazi
jedno od sledeéih tvrdenja:

a) Ry(IM,a) =0 za svako p € [1,+00);
b) R,(IM,a) =1 za svako p € [1,+00);

¢) postoji po € [1,400) takvo da je R,(IM,a) = 0 za svako p € [1,po) i
R,(IM,a) =1 za svako p € [pg,+00).

Kao definiciju R-reda konvergencije iterativnog metoda usvajamo:
Definicija 2.2 R-red konvergencije iterativnog metoda u tacki a je veli¢ina

+o00, ako je R,(IM,a) =0 za svako p € [1,+00),
Or(IM,a) =
inf{p € [1,400) : R,(IM,a) = 1},ostali slu¢ajevi.

Naglasavamo da na osnovu prethodnih teorema ovako definisan R-red konver-
gencije iterativnog metoda I'M ne zavisi od izbora norme u R™.
Primetimo i sledece:

e Akoje R,(IM,a) < 1zaneko p € [1,400), tada je R-red konvergencije jednak
najmanje p, odnosno vazi Og(IM,a) > p,

e Akoje R,(IM,a) > 0zaneko p € [1,400), tada je R-red konvergencije jednak
najvise p, tj. vazi Or(IM,a) < p,
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o Ako je 0 < R,(IM,a) < 1 za neko p € [1,+00), tada je Or(IM,a) = p.

Metod I M ima R-linearnu konvergenciju u tacki a ukoliko je 0 < Ry (IM,a) < 1.
Kada je R1(IM,a) = 0 konvergencija je R-podlinearna, dok ako je R1(IM,a) =1,
konvergencija je R-nadlinearna.

Brzinu konvergencije dva iterativna metoda IM; i I M5 uporedujemo po slede-
¢em kriterijumu:

1) Najpre uporedujemo R-redove, odnosno veli¢ine Or(IMy,a) i Or(IMs,a), pri
cemu je, svakako, brzi onaj proces koji ima veéi R-red.

2) Ukoliko je Or(IMi,a) = Ogr(IM;,a) = p, tada uporedujemo R-faktore, pri
¢emu je brzi onaj proces koji ima manji R-faktor. Primera radi, metod IM; je brzi
od metoda IMs; ako je R,(IMi,a) < R,(IMs,a).

U cilju odredivanja R-reda konvergencije novog intervalnog iterativnog metoda
u petom poglavlju (5.29), naveséemo dva rezultata (bez dokaza) iz teorije iterativnih
procesa.

Lema 2.1 Neka je {K,,} pozitivan ogranicen niz i neka je {e;} niz pozitivnih
brojeva koji teZe nuli, takvih da je €42 < Kmefn+162n, gde sup i q prirodni brojevi.

Tada je R-red niza {e,,} najmanje (p +/p% + 4q) /2.

Lema 2.2 Neka su data rekurzivne relacije za gresku oblika

k
D < H(Eg'm))f”’ (i=1,....k m>0), (2.2)
j=1

gde je fi; > 0, ¢; > 0, 1 < 4,5 < k. Formirajmo matricu eksponenata koji se
pojavljuju u (2.2) i oznacimo je sa F, tj. F = [fijlexk. Ako nenegativna matrica
F ima spektralni radijus o(F) > 1 i odgovarajuéi sopstveni vektor x, > 0, tada svi
nizovi {egm)} (i=1,...,k) imaju R-red konvergencije jednak najmange o(F).

Napomenimo da se matrica Fj, = [f;;] u literaturi ¢esto naziva R-matricom.

2.2 Smaleova teorija i aproksimativne nule

Prilikom primene nekog numerickog metoda za resavanje jednacine oblika f(z) =
0, vazno je izabrati pocetne vrednosti tako da je konvergencija obezbedena. Naroci-
to je povoljno ako je konvergenciju posmatranog iterativnog metoda moguce, za
izabrane pocetne vrednosti, proveriti koriséenjem nekog uslova. Neophodno je da
uslov ne sadrzi nepoznate veli¢ine (npr. ta¢ne nule funkcije), veé samo pocetne
aproksimacije i, eventualno, vrednosti funkcije u nekim tackama. Tradicionalan
pristup ovom problemu zasnovan je na asimptotskoj analizi konvergencije, koja
upravo sadrzi nepoznate parametre (nule funkcije ili neke konstante). Ovi rezultati
imaju samo teorijski znacaj i sluze samo za uvid u kvalitativna svojstva konver-
gencije nekog postupka. Svakako, cilj je obezbediti i prakti¢no primenljive rezultate
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gde uslovi koji obezbeduju, tj. garantuju konvergenciju zavise od dostupnih po-
dataka.

Modifikacije Newtonovog metoda ¢esto se koriste za reSavanje jednacina i sistema,
jednacina. Podse¢amo, za jednacinu f(z) = 0 Newtonov metod glasi

(m)
m+1 m f(Z )
Lm+1) . ( )—W, m=0,1,..., (2.3)

i ukoliko je pocetna vrednost z(®) dobro izabrana niz {z(m)} je kvadratno konver-
gentan.

Generalno, oblast konvergencije nije poznata i nije jednostavno odrediti uslove
koji garantuju konvergenciju. Zbog toga su se mnogi matematicari bavili reSavanjem
ovog problema. U XIX veku konvergenciju Newtonovog metoda za reSavanje jedna-
¢ine sa jednom nepoznatom proucavao je J. B. J. Fourier. Godine 1948. L. Kantoro-
vi¢ je dao veliki doprinos analizi konvergencije Newtonovog metoda u Banachovim
prostorima i to je bio podstrek za mnoge nove radove u ovoj oblasti. Kantorovicev
princip koristi pretpostavke koje treba da budu ispunjene u svakoj tacki oblasti
konvergencije. Nasuprot tome, Smale je u [47] i [48], gotovo jedan vek nakon
Fourierovog rada iz ove oblasti, predlozio jedan novi pristup za dokazivanje konver-
gencije Newtonovog postupka u Banachovom prostoru, gde se uslovi posmatraju
samo u jednoj tacki — poc¢etnoj aproksimaciji.

Aproksimativna nula je pocetna vrednost za koju posmatrani iterativni metod
brzo konvergira ka resenju date jednacine i ovaj pojam je Smale definisao na sledeéi
nacin [48]:

Definicija 2.3 Tacka zy € C je aproksimativna nula funkcije f za iterativni metod
reda konvergencije r oblika

5 (m+1) :@‘(z(m)), m=0,1,...,

ako postoji pozitivan realan broj p < 1 tako da je ispunjen uslov

FEY | m | FE®) _
| = | v
Uvedimo oznaku (1)
75(2) = sup ™ (2)
r>1 ’I"'f/(Z)

Znacajnu ulogu u generisanju testa za aproksimativne nule ima funkcija a(z, f)
definisana pomodéu

oz f) = \ 2 (2).

Kao sto je ve¢ pomenuto, Smaleova teorija pri utvrdivanju konvergencije Newton-
ovog metoda koristi samo podatak o funkciji f u tacki (%), dok je Kantorovié¢ koris-
tio uslove na celoj oblasti. Sledeca teorema predstavlja osnovni rezultat Smaleove
teorije:

f(2)
f'(z)
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Teorema 2.3 Ako je uslov
(2] f) < ap 22 0.130707 (2.4)
ispunjen, onda je Newtonov metod (2.3) dobro definisan i vazi
|2+ )| < 2" 10 O =0,1,. . (2.5)
pri ¢emu je p odredeno sa
(9. f)
"7 0G0, )

Ocena (2.5) direktno sledi iz (2.3) i ukazuje na kvadratnu konvergenciju itera-
tivnog procesa, kada je pocetna aproksimacija z(®) dobro izabrana.

Kim [24] je u svojim a-testovima za jednacinu sa jednom nepoznatom dobila
najpre rezultat ag = 1/54, a zatim oy = 1/48. Smaleov rezultat su poboljsali Wang
i Han [53]. Oni su dosli do rezultata

Y(t) = 2% — 4t + 1.

ap = 3 — 2v/220.171573 > 0.130707,

koji su kasnije dalje poboljsali Wang i Zhao [51].

Generalizaciju ovog pristupa za iterativne metode sa kvadratnom konvergenci-
jom izvrsio je Chen [9]. U specijalnom sluéaju, za Newtonov postupak se dobija
rezultat dat u sledecoj teoremi.

Teorema 2.4 Ako je za 29 ispunjeno

f(z0
(77 (@) +1) ‘f/((z(o)))’ < 0.1423,

tada je 20 aproksimativna nula funkcije f za Newtonov postupak.

Za postupke viseg reda (> 2) generalizaciju Smaleovih rezultata dao je Curry
[10]. Specijalno, Curry je razmatrao Euler-Cebisevljev i Halleyev metod koji se
Cesto primenjuju za resavanje jednacine oblika f(z) = 0. Ovi iterativni postupci su
kubno konvergentni. Podse¢amo da su ovi metodi dati formulama:

e Euler-Cebisevljev metod:

(m) (m) g11( ,(m)

(mt1) _ yom) _ FZ) F £ (2) B

: — f'(z(m) + 21/ (2(m)2 ;o m=0,1,..., (2.6)
e Halleyev metod:
(m) 1

(mt1) _ _m) _ J(™) B

’ 7 f/(zm) F(z0m) f7 (2(m)y? m=0,1,.... (2.7)
B TTED I

Curry je u svom radu [10] dokazao sledeée dve teoreme koje se odnose na konver-
genciju i aproksimativne nule ovih postupaka.
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Teorema 2.5 Ako je za pocetnu aproksimaciju z(9 ispunjen uslov
(2 f) < ap < 0.11565,
tada je Euler-Cebisevljev metod (2.6) konvergentan i vazi
()
)= \2 FrEO)

Teorema 2.6 Ako je za pocetnu aproksimaciju z(9 ispunjen uslov

m=0,1,... .

(29 f) < ap < 0.11283,
tada je 29 aproksimativna nula Halleyevog metoda (2.7) i vazi
FEMY | (N £ED)
frztm) |~ \2 frEO)|

Ukoliko je funkeija f(z) monic¢an algebarski polinom stepena n (n > 3), odnosno

m=0,1,... .

f)=PR)=2"4+ap 12" +---+arz+ag, ag,...,an_1 €C,
pozeljno je da pocetni uslovi budu izrazeni u funkciji koeficijenata polinoma
a = (ao, ey an_l),

njegovog stepena n i pocetnih aproksimacija

z(O) = (Z§0)7 ey 27(10))7
nula polinoma (3, ...,(,. Ovakve uslove mozemo predstaviti pomoc¢u nejednakosti
®(a,n,z?) <0, (2.8)

Raspored nula date funkcije u velikoj meri uti¢e na konvergenciju primenjenog
iterativnog metoda za nalazenje nula. Naime, ako su nule relativno bliske, odnosno
ako se pojavljuju grozdovi nula, ve¢ina numerickih algoritama pokazuje lose karakte-
ristike (tj. ili je konvergencija usporena ili proces uopste ne konvergira). S druge
strane, za dobro razdvojene nule karakteristike konvergencije su za ve¢inu metoda
dobre. Ova ¢injenica sugerise da uslov (2.8) treba da sadrzi meru razdvojenosti nula
ili pocetnih aproksimacija i bliskost pocetnih aproksimacija. Iz razloga sto su ta¢ne
nule (1, .. .,¢, nepoznate, kao meru razdvojenosti (separacije) uzimamo minimalno
rastojanje izmedu pocetnih aproksimacija, tj.

d = 151119_15 \zi(o) — z§0)|. (2.9)
i#]
Bliskost pocetnih aproksimacija takode utice na konvergenciju iterativnog metoda
i kao meru te bliskosti uzimamo funkciju
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pri cemu je Q(z) # 0 kada je z u okolini nule ¢. U slu¢aju prostih nula posmatranog
polinoma P, moguée je Q(z) izabrati na viSe na¢ina, na primer:

© QR)=P(),
o Q) =J]-="),

z2#zj
P(k)(z)
_ P/ —1
Na osnovu klase uslova date sa (2.8), koristeéi najmanje rastojanje izmedu
pocetnih aproksimacija d(© i funkciju I (z), dobijamo prakti¢no primenljivu klasu
uslova oblika

1/(k=1)

o(d® 1O p) <o, (2.10)
gde 19 zavisi od pocetnih aproksimacija z(©).
Podseé¢amo da vrednost Weierstrassove korekcije za i-tu aproksimaciju nule u
interativnom koraku m izra¢unavamo po formuli

P(z{™)

2

[T =24

J#i

wm = i€l :={1,....,n}, m=0,1,.... (2.11)

Pri analizi konvergencije ¢esto koristimo maksimalnu vrednost Weierstrassove ko-
rekcije u m-tom koraku,

w'™ = max |W¢(m)|7 m=0,1.... (2.12)

U skladu sa rezultatima koji su predstavljeni u [35]-[40], [42], [45], [51], [55],
pogodni pocetni uslovi koji garantuju konvergenciju iterativnih metoda za simulta-
no odredivanje nula polinoma mogu biti iskazani koriste¢i minimalno rastojanje
d©® i maksimalnu vrednost Weierstrassove korekcije w(®) za pocetne aproksimacije
50 S0

1 20 > J-
w® < ¢,d®, (2.13)

pri ¢emu je ¢, veli¢ina koja zavisi samo od stepena polinoma, n. Oc¢igledno da su
uslovi oblika (2.13) specijalan slu¢aj sire klase uslova (2.10). U novije vreme, ulazu
se napori da se veli¢ina ¢,, (tzv. n-faktor) poveca i samim tim uslovi koji garantuju
konvergenciju oslabe.

Teoreme, koje omogucéavaju veoma jednostavnu proveru sigurne konvergencije
prili¢no Siroke klase iterativnih metoda za simultano odredivanje nula polinoma pod
datim pocetnim uslovom oblika (2.13), navedene su u poslednja dva odeljka ovog
poglavlja.
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2.3 Garantovana konvergencija: princip korekcija

Neka je P algebarski polinom stepena n sa kompleksnim prostim nulama. Vecina
simultanih iterativnih metoda za aproksimaciju prostih nula polinoma P moze biti
izrazena u obliku

Z(m+1) :Z,L(m) 7Cl(Z§m),,Z£Lm)) (Z EIn = {1,,77,}, m:O,l,), (214)

K3
gde su z%m),...7z§bm) razli¢ite aproksimacije prostih nula (i, ...,(,, respektivno,
dobijene u m-tom iterativnom koraku. Pri tom podrazumevamo da su pocetne
aproksimacije nula ZEO), ceey Zgo) date.
Formula (2.14) formira n nizova aproksimacija {zlgm)}7 1 € I,, koji pod odrede-
nim uslovima konvergiraju, tj.
lim 2™ =¢, i€l (2.15)

m— 00
Cilj ovog i sledeceg odeljka je prikazivanje dva principa za utvdivanje dovoljnih
uslova za konvergenciju nizova {z; '}, i € I,,. U nastavku izraz

Ci(M) _ Cz‘(ZYn)wu,Zq(mm)) i1el,, m=0,1,...

¢emo zvati iterativna korekcija ili jednostavno korekcija.
Razmatra¢emo korekcije Ci(m) (i € I,; m=0,1,...) koje imaju sledeée osobine:

o o PE™) ,
Fi(z§m),...,z,(Lm))
2° F(G,---,6) #0, (2.16)

30 ™2y #0,

4° F,;(zgm), o zr(lm)) je neprekidna funkcija u C".

Ukoliko se dokaze postojanje medusobno razli¢itih graniénih vrednosti (2.15),
onda su (1, .. .,(, proste nule polinoma P. Ovo tvrdenje neposredno sledi iz (2.14)
i(2.16):

P(G) = Fi(C1y- -5 Cn) - CilC1y -, Cn)

= lim Fi(zgm),...,zflm))- lim C’i(z'%m),...,zflm))

= lim Fl-(zgm), .., 20) . lim (z,gm) — zi(mﬂ))
=0, 1€ I.

U dokazu teoreme o konvergenciji koja zauzima centralno mesto u ovom odeljku,
koristi¢emo slede¢u lemu, koju navodimo bez dokaza:
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Lema 2.3 Ako su funkcija 0.,(0) i g(0) definisane sa

om(8) = ok +6m, 5€(0,1), m=12,...
k=0

1425, 0<d6< 1,
9(0) = 1 1 2 (2.17)
m, 5 <6< 1,
tada vazi 0, (0) < g(9).

Koristedi ideju izlozenu u [35], u radu [38] dokazana je sledeéa teorema o kon-
vergenciji:

Teorema 2.7 Neka je dat iterativni postupak (2.14), pri éemu korekcija C’Z-(m) zado-
voljava pretpostavke (2.16) i neka su date medusobno razlicite pocetne aproksimacije

z%o), A 29 Ako za neko v € (0,1) vazi

@) |CmY <Al m=01,. ...

(@) 1" =51 > g(CO+1C), i# i€,
tada je iterativni proces (2.14) konvergentan.
Dokaz. Uoc¢imo diskove

D™ — {z.(m+1)' |0("”\} i€l m=0,1,...
gde je z§m+1) odredeno iterativnom formulom (2.14). Dalje je

D = {afm e et}

= {em -t — oy e}

= {Zi(o) — C’i(O) . C’i(m); |C’i(m)\} C {250); rgm)} ,
pri ¢emu je polupreénik rl(m) definisan sa
r™ =00+ L+ Y 2o,
Imajuéi u vidu (i) zakljuéujemo da je |CF| < v*|C|, k=1,2,... , tako da je

r™ < 1CO1 1y 4. 4™ +4™) < g(y)IC),
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gde je g(v) definisano sa (2.17). Dakle, za svako i € I,, imamo
D™ C H; = {250); g(v)IC(O)I},

odnosno, disk H; sadrzi sve diskove ng) (m=0,1,...), §to je ilustrovano na slici
2.1.

Slika 2.1: Inkluzivni disk H; sadrzi sve diskove D{™ (m=0,1,...)

)

Na osnovu (i) dolazimo do
mid H; — mid H;| = |2{” — 2\
> gN(CV| +|C\7)) = rad H; +rad Hy, i # j, i,j € I,.

Koristedéi (1.27) zakljuéujemo da su diskovi H;, ¢ € I,, uzajamno disjunktni. Dru-

gim rec¢ima, polazeé¢i od medusobno razlicitih pocetnih aproksimacija z§0), ey z,(lo)
i primenjujudi iterativni postupak (2.14), dobijamo da su u svakom koraku aproksi-
macije 2™ (™ m=0,1 dusob licit

je 2y /,...,zn -, m=0,1,... medusobno razlicite.

Na osnovu (2.14) i (¢) imamo

i

m-+1 m m m—1 m 0
A =2 = o] <Al <L <yl
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m
o™ 2 < (0, p=12,...
-
Posto je |y| < 1, nizovi {zim)} (i € I, m =0,1,...) su Cauchyevi, §to znaci da
su konvergentni. Granic¢ne vrednosti (2.15) su razlicite, jer su diskovi koji ih sadrze
uzajamno disjunktni. Na osnovu osobina (2.16) sledi da svaki od nizova {zi(m)}
konvergira ka jednoj i samo jednoj nuli polinoma P, ¢ime je teorema dokazana. W

Potrebno je naglasiti da je klasa iterativnih metoda razmatrana u teoremi 2.7
prili¢no Siroka i da ukljuc¢uje najcesée koriséene metode za simultano nalazenje nula
polinoma. Ova teorema primenjena je u odeljku 4.1 na novu jednoparametarsku
familiju simultanih metoda za nalazenje prostih kompleksnih nula polinoma, koja
je nedavno predlozena u [21] i ukratko opisana u [45]. Za ovu familiju metoda
ustanovljen je praktiéno primenljiv pocetni uslov koji omogucéava sigurnu konver-
genciju.

Princip korekcija koristi pocetne uslove oblika (2.13) i moze se predstaviti algo-
ritmom koji se sastoji od ¢etiri koraka:

Algoritam 2.1
o Korak 1.

Za odgovarajuéu vrednost konstante c,, koja zadovoljava (2.13), odreduju se
konstante i, Ay i v, tako da je ispunjeno:

o < 1, g(un) < CTW Up <1 —=2\,. (2.18)
o Korak 2.
Pokazuje se da vazi
w™ < c,d™, m=0,1,... (2.19)
1
|W1(m+1)| g I/n|W/L'(7n)|7 ’L c In? m = 0’ 1’ ey (220)
pri cemu je minimalno rastojanje u m-tom iterativnom koraku, d™, defini-
sano sa
d™ = min 2™ =2"™) m=0,1,..., (2.21)
1<i,j<n ' J
i

dok je Weierstrassova korekcija Wi(m) data sa (2.11).
o Korak 3.

Dokazuge se da vazi uslov (i) teoreme 2.7

cm | < palct™), i€, m=0,1,... (2.22)

%"ICZ-(O)I < W%, iel,. (2.23)
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e Korak /.
Na osnovu (2.23) sledi
WO w©®

L <
. Cn

<d9, eI,

1 0
1ol <

odakle se pomoéu (2.18) dobija da je za svako i # j, i,j € I, ispunjen uslov
(1) teoreme 2.7

1
50 = 71 2 d® 2 2 2 (0 + 107

Cn

> g(ua)(IC17] + 1C57))

Sto zapravo znaci da su diskovi
H; = {Zz‘(O); g(un)lofo)\}, i € I,

uzajammno disjunktni. Najzad, stavljajuéi v = py, konvergencija posmatranog
iterativnog metoda oblika (2.14) sledi kao neposredna posledica teoreme 2.7.

Dakle, za svaki konkretan postupak treba pokazati da na osnovu uslova (2.13)
slede relacije (2.19)-(2.23) sa konstantama p,, A, 1 v, za koje su ispunjeni uslovi
(2.18). Optimizacijom izbora konstante ¢, dobijaju se oslabljeni uslovi za konver-
genciju iterativnih postupaka. Ovaj princip analize konvergencije primenjen je u 4.
poglavlju.

2.4 Garantovana konvergencija:
princip konvergentnih nizova

Neka je dat polinom P stepena n sa prostim kompleksnim nulama (q,...,(, i
neka su ng)’ ey zf{”) tekuée aproksimacije tih nula u m-tom koraku nekog itera-

tivnog procesa za simultano odredivanje nula algebarskog polinoma. Za razliku od
prethodnog odeljka, ovde ¢emo analizirati pocetne uslove za garantovanu konver-
genciju simultanih metoda primenom principa konvergentih nizova.

Analiziraéemo konvergenciju nizova {al(-m)}, definisanih sa

al™ =" ¢, iel,:={1,....,n}, m=0,1,...,

pri ¢emu ¢emo i dalje koristiti pocetni uslov (2.13). Navodimo najpre dve teoreme
bez dokaza (detalji se mogu naéi u monografiji [43]).

Teorema 2.8 Neka jen >3 i

1

=—  A>2
An+ B’ -

Cn , B>(2-Amn
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i neka je, za ovako izabranu konstantu c,, uslov (2.13) ispunjen. Tada su diskovi
0 0 n 0 .
D; = {21( ) _ Wi( ); 7(147 1)n+B|Wi( )|}, i€ l,,
uzajamno disjunkini i svaki od njih sadrzi jednu i samo jednu nulu polinoma P.

Teorema 2.9 Pod pretpostavkama teoreme 2.8 diskovi

An+ B 0 )
Df =40, LT 0 I,
¢ {Zl ’ (A—l)n—l—B| gy ie

su uzajamno disjunktni i svaki od njih sadrzi jednu i samo jednu nulu polinoma P.

Bez obzira na ¢injenicu da je poluprecnik svakog od diskova D} veéi od polupre-
¢nika odgovarajuéeg diska D;, racunanje sa diskom D} je jednostavnije. Iz tog
razloga, u mnogim primenama koristi se disk D} za ocenu odstupanja pocetne
aproksimacije z§0) od tacne vrednosti nule (;.

Na osnovu prethodnog, postupak analize konvergencije moze se predstaviti algo-
ritmom koji se sastoji od pet koraka:

Algoritam 2.2

o Korak 1.
Konstantu ¢, izaberemo tako da bude oblika
1
“ T An+B

1 da diskovi

0) _ { (0), (0) } _ n -
7 ©). iyt ___An+B I,
v i AWy, e 1-nc, (A-—1)n+B’ e

budu medusobno disjunktni. Prema teoremi 2.9 dovoljan uslov za to je da vazi
A>2, B> (2—A)n. Ako se konstanta ¢, izabere tako da uslovi teoreme

2.9 budu ispunjeni, tada svaki od diskova Zi(o), i € I, zadrZi jednu i samo
jednu nulu polinoma P. Direktno dobijamo

a1 =127 =Gl < W0, i€ L. (2.24)

e Korak 2.
Dokazujemo da vaze sledece nejednakosti
d™ < qpd™tD i Wt < g wi™),  iel,, m=0,1,...,

pri éemu su minimalno rastojanje u m-tom iterativnom koraku, d™) i Weier-
strassova korekcija Wl-(m) definisani sa (2.21) i (2.11), respektivno. Konstantu
cp, treba izabrati tako da vazi implikacija

w'™ < e d™ = W™t < d™Y . m=0,1,... , (2.25)
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Sto ée ocigledno biti ispunjeno ukoliko je anfB, < 1. Relacija (2.25) od wvi-
talnog je znacaja, jer omogucava primenu principa matematicke indukcije pri
dokazivanju teorema o konvergenciji.

e Korak 3.
U ovom koraku dokazujemo da za i € I,,, m =0,1,... vaZe nejednakosti
(m+1) g ) [ 1, 0m)a +
|ai | S (d(m))p+q7"—1 |ai | Zl |aj | 9 b,q,T € Nv v € R .
i
(2.26)
e Korak 4.

)

. .. m
Uvodimo novu promenljivu tl(- odredenu sa

m r 1 r—1
(o) _ ™| (0= 1y ey
i dm) \ 1-2)\,

. iel, m=0,1,...,

pri cemu 7y i Ay zavise od konkretnog iterativnog metoda koji se analizira i
vazi
|Z(m+1) _ Z(m)| < )\nd(m)
K3 1 —

Koristedi nejednakost (2.26), pokazujemo da je

(m) q n
mt1y _ (&) (m)
t, Sm Z(tj )
j=1
i

o Korak 5.

U poslednjem koraku pokazujemo da je

lim ¢ =0, i€l

m—00
Ovo znaci da svi nizovi {|az(-m)|} (t € I, m=0,1,...) teZe ka nuli, drugim
recima, dolazimo do

lim 2™ =¢, QeI

S obzirom na (2.26), red konvergencije nizova {tgm)} i {agm)} jednak je p+qr.

Napomenimo jos da se u analizi konvergencije iterativnih postupaka pretposta-
vlja da su greske

G/Em)zzz(m)_CH i €l,, m=0,1,...,

razli¢ite od nule za kona¢no m, $to je u praksi obi¢no sluc¢aj. U specijalnoj situaciji,
ako je ag»m ) = 0 u iterativnom koraku m’ za vrednosti indeksa j € {j1,...,Jk} C In,
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iterativni postupak primenjujemo samo za i € I, \ {j1,...,jx}. Ocigledno, vredno-
sti zj(»in), . ,zj(»km) jednake su nulama (;,, ..., (;,. Ukoliko nizovi {a{™}, i € I, \
{j1,---, 7k} konvergiraju sa redom [, tada je i red konvergencije nizova {agzn)}, e

{a?:)} jednak najmanje .

Kao sto vidimo, pri koriS¢enju principa konvergentnih nizova za dokazivanje
konvergencije iterativnih procesa, imamo slobodu da odaberemo konstantu c,, koja
se javlja u uslovu (2.13). Teoreme 2.8 i 2.9 ukazuju da male vrednosti konstante
¢, uzrokuju male poluprec¢nike inkluzivnih diskova. U tom slucaju, uslov (2.13) je
ispunjen ako je w(%) jako malo, ¢ime se poostravaju zahtevi koji se odnose na bliskost
pocetnih aproksimacija odgovarajuéim nulama. Cinjenica da mozemo smanjiti
poluprecnike diskova izborom male vrednosti za ¢, ne donosi nikakvu prednost
pri prakti¢énoj realizaciji, jer tada uslov (2.13), zapravo, postaje strozi. Zakljucak
je da treba izabrati konstantu c,, tako da ima $to veéu vrednost, odnosno, da uslov
za sigurnu konvergenciju bude §to slabiji.






Poglavlje 3

Iterativni metodi korenskog
tipa

U ovom poglavlju, najpre dajemo pregled nekih klasiénih metoda korenskog
tipa koji imaju i istorijski znacaj, a zatim razmatramo Hansen-Patrickovu familiju
simultanih metoda, koja je takode korenskog tipa. Napomenimo da se primenom
definicije k-tog korena diska formiraju intervalni metodi za simultanu inkluziju nula
polinoma, o kojima ¢e biti re¢i u petom poglavlju.

3.1 Klasi¢ni metodi korenskog tipa

Neka je P moni¢an polinom stepena n (n > 3)

n

P(Z) =" —|—an_1zn_1 +...+a1z2+ag = H(Z — Cj), ag,...,a,_1 € C

j=1
sa prostim kompleksnim nulama (1, ..., i neka su z1,...,2, pocetne aproksimacije
nula.
Definisimo funkciju z — h(z) pomocu
(_1)k—1 dk
h =-—— - —IJlogP k=1,2,.... 3.1
k(2) (k —1)! dzk[Og (Z)]v ) 4 (3.1)

Lako se pokazuje da je

n

1
hi(z) = Zm,

Jj=1

39
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odakle neposredno dobijamo relaciju nepokretne tacke

1 .
G=2z2— 75 €I, (3.2)
= 1
hi(z) — —_—
; (z = G)*
i
gde, kao i ranije, I,, :== {1,...,n} oznacava indeksni skup. Dalje, na nacin koji je

koriséen u odeljku 1.2, dobijamo generalizovani iterativni metod za nalazenje nula

polinoma

1
Zi =z — 1€ In, (33)

1/k’
~ 1
W TR

j=1
J#i

pri ¢emu je z; tekuca, a Z; nova aproksimacija trazene nule (;.

U monografiji [31] ovaj metod je detaljno razmatran i ovde ¢emo navesti samo
neke rezultate. Ako je k > 1 (k € N) u relaciji (3.2), postoji problem izbora
odgovarajuce vrednosti za k-ti koren (izmedu k vrednosti). Pod pretpostavkom da
su izuzev nule ¢, sve nule polinoma P poznate i uvodenjem oznaka

n

1
0, =hi(z) — ———  k>2 i d=minlz; — z|, i,5 € {1,...,n},
JiFn

u monografiji [31] dokazana je sledeéa lema

Lema 3.1 Vrednost k-tog korena koja treba da bude izabrana u (3.2), za i = u, je
ona za koju je uslov

P/(ZM) _91/k < n—1

P(z,) .

- d

spunjen.

Red konvergencije iterativnog metoda (3.3) jednak je k + 2.

Specijalno, za k = 1 dobijamo klasican Ehrlich-Aberthov metod (1.13), koji
je kubno konvergentan. Za k = 2 imamo metod kvadratnog korena (1.19) sa re-
dom konvergencije ¢etiri. Ovaj metod, zapravo, predstavlja modifikaciju metoda
Ostrowskog datog formulom (3.15).

Eulerov metod

U nastavku su najpre prikazana dva osnovna iterativna numericka algoritma
Eulerovog tipa [14] za simultano nalazenje nula polinoma, a zatim su na osnovu
njih izvedena jos tri postupka ovog tipa, koji predstavljaju poboljsanja. Ovi metodi
poseduju veoma brzu konvergenciju i spadaju u red najefikasnijih simultanih metoda
za, odredivanje nula polinoma.
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Neka je f funkcija takva da je f’ razlicito od nule u okolini nule ¢ funkcije f i
neka je f” neprekidna funkcija u ovoj okolini. Klasiéni Eulerov metod glasi

) 2/(2) y
() £ PER =2 ) .

gde je Z nova aproksimacija nule ¢ funkcije f. Ovaj metod moze biti izveden razvi-
janjem funkcije f u Taylorov red u okolini nule {, odbacivanjem ¢lanova treceg i
visih redova i resavanjem dobijene kvadratne jednacine.

Pod pretpostavkom da je |f(2)| dovoljno malo i koristeéi razvoje 1 +¢ =1+
t 2
37 % i(1+t)"t =1-t+t>—t3+--. za dovoljno malo |t], iz (3.4) mozemo dobiti

drugi oblik Eulerove formule

1
ézz_fw)(L%ﬂ@.f(ﬂ>_ )
f'(z) f'(z) 2f'(2)

Bodewig [3] pripisuje formulu (3.5) Euleru [14]. Medutim, u ruskoj literaturi
ista formula se naziva Cebisevljevom. Cebisev je kao student napisao (1837. ili
1838. godine) rad sa naslovom Calcul des racines d’une équation (izracunavanje
korena jednacine). Iz ovog razloga danas je metod (3.5) najcesée nazivan Fuler-
Cebisevljevim metodom. Metodi (3.4) i (3.5) imaju kubnu konvergenciju.

Koristeéi jedan drugaciji pristup, izveSéemo najpre metod cetvrtog reda za si-
multano odredivanje prostih nula polinoma, koji je korenskog tipa i pokazati da ovaj
metod takode spada u grupu metoda Eulerovog tipa, tj. da se moze isvesti iz (3.4).
Uz odgovaraju¢e modifikacije, red konvergencije ovog metoda moze se ubrzati na
pet i Sest, sa relativno malim brojem dodatih racunskih operacija.

Neka je P monican algebarski polinom stepena n sa prostim realnim ili kom-
pleksnim nulama (y, . ..,(, i neka su z1, .. .,z, razlic¢ite aproksimacije ovih nula. Kao
i u prethodnim slucajevima, Weierstrassovom korekcijom nazivamo izraz

P(z;)

[T¢zi— =)

J#i

Z2=z

Wi = Wi(zl,...,zn) = (36)

koji se pojavljuje u Weierstrassovoj iterativnoj formuli
zi(mﬂ) = zi(m) - W; (ng)) (iel,:={1,...,n}; m=0,1,...).

Definisimo kompleksnu funkciju z +— v;(z) na sledeéi na¢in

W

Z*Zj

vi(2) =W, + (z — z) 1+Z
J#i

(3.7)

Imajuéi u vidu relaciju fiksne tacke
Wi

Gi=2———7—
W,
1 E J
+, ‘(i — 25
J#i
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zakljuéujemo da je svaka nula ¢; polinoma P takode i nula funkcije v;(z).

Za proizvoljno z € C\ {z1,...,2i_1, Zit1,- - -, 2n} Nalazimo
/ _ R | " _ R T Zj
Vi(z) = 1+ZWJ GoaE Y (z) = 2ZWJ G F (3.8)
J#i J#i

U ovom izvodenju koristimo slede¢u skracenicu
W
Gri=) —2— (k=1,2,...). 3.9
J#i
Na osnovu (3.7) i (3.8) izracunavamo da je u tacki z = z;
Vi(ZZ‘) =W, I/;(Zi) =1+ Gl,ia V:/(Zz) = —2G27i. (310)

Primenom Eulerovog metoda (3.4) na funkciju v;(z) dolazimo do sledeéeg algo-
ritma:

Algoritam 3.1

2W;
1+ G+ +Gr1,)? +4W,Gs

Zi = Z5

(i € I,). (3.11)

Oznacimo sa €; = 2; —(; i €; = z; — (; greske u sukcesivnim iterativnim koracima.
Za dva kompleksna broja « i [ ¢iji su moduli istog reda veli¢ine pisatemo a =

O (B). Dalje, pretpostavljamo da su greske e, ..., ¢, istog reda veli¢ine, tj. €¢; =
O (€5) za bilo koji par 4,5 € I,. Sa € € {€1,...,€,} oznacavamo gresku najvece
magnitude (tj. |¢] > |e&;], ¢ =1,...,n), pri ¢emu jos uvek vazi e = Ops(e;) za svako

1 € I,,. Na osnovu teoreme o konvergenciji jedne opstije klase metoda dokazane u
radu [42], moZemo ustanoviti sledeée tvrdenje:

Teorema 3.1 Ako su pocetne aproksimacije z1, . . .,z, dovoljno bliske nulama poli-
noma (i, .. .,Cn, tada je & = Opr(€}), tj. red konvergencije iterativnog metoda (3.11)
je cetiri.

Primena Eulerove formule (3.5) na funkciju v;(2) daje

5= vi(2:) vi(zi) ) V;/(Zi)
AT G <1 e 2w(zz-)> ’

7 (3 (3

odakle, koristeéi (3.10), mozemo da konstruisemo

Algoritam 3.2

”z ”iG2i .
5. o — J I 12
% “i 1 —+ Gl,i ( (1 + Gl,i)z) (Z < n) (3 )
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Brzina konvergencije iterativnog metoda (3.12) razmatrana je u sledecoj teoremi,
¢iji se dokaz moze naéi u [50].

Teorema 3.2 Ako su pocetne aproksimacije z1, . ..,z, dovoljno bliske nulama poli-
noma (1, .. .,Cn, tada je é; = Opr(e}), tj. red konvergencije iterativnog metoda (3.12)
je cetire.

Uvedimo sledeé¢u oznaku:

1
Shi=Y (k=12 i€,
(2 =GP

i

n

Polazeéi od faktorizovanog oblika polinoma P(z) = H(z — ;) i koristec¢i logari-

j=1
tamske izvode, dobijamo
P'(z) Xn: 1
P(z) =T G
odakle je
/ . 1 12 / - 1 - ]‘
P'(z)=P(z)Y ——=, P'(2)=P(2)) —=-P(2)) —
= z =G =1 z—j =1 ( C])
Zatim formiramo koli¢nik
-1
P'(z) <~ 1 1 - 1
P'(z) 7;%—9 ;Zi—Cj ;(zi—Cg‘)Q
1 by 1/€2 +%;,; 2Y1,+ €Y7, — €Yo
N €; 1e 1/61' + 2171' N 1+ 61'2171'
n 1 n 1
= 2 _— ) — .
e PO =2) S+ Ou(o
ot g

Prema tome, koli¢cnik P”(2;)/ (2P'(2;)) moze biti aproksimiran sa 3, (2 —
z;)~! za dovoljno malo e. Zamenjujuéi ovu sumu u Eulerovoj formuli (3.5) sa
P"(z;)/ (2P'(z;)), dobijamo

Algoritam 3.3

' P(zi) 1 .
P'(z) 1+P/(,zi) Zzi_zj (i € In). (3.13)

=1
#i

<.

n
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Jedan od najvaznijih problema u prakti¢noj realizaciji numerickih algoritama
je izbor pocetnih aproksimacija koje omoguéavaju sigurnu konvergenciju posmatra-
nog numerickog algoritma. Cilj je ustanoviti takve kvantitativne (pocetne) uslove
koji se mogu lako verifikovati. Kao sto je ve¢ napomenuto u odeljku 2.2, veéina
rezultata datih u literaturi zavisi od nedostupnih podataka (na primer, od trazenih
nula polinoma ili neodredenih konstanti), sto nije od prakti¢nog znacaja. Kubna
konvergencija iterativnog procesa (3.13) je dokazana u [22], ali pocetni uslovi za
konvergenciju u sebi sadrze nepoznate nule polinoma. Sledeéa teorema daje pocetne
uslove koji se mogu racunski proveriti, a zavise samo od pocetnih aproksimacija i
stepena polinoma. Dokaz ove teoreme zasnovan je na tehnici koja je opisana u knjizi
[36].

Teorema 3.3 Neka su z1,...,2, pocetne aproksimacije i neka je sa W; oznacena
Weierstrassova korekcija definisana sa (3.6). Ako je pocetni uslov

N

Wl < JFi
121%}% Wil < 3n

ispunjen, tada je metod Eulerovog tipa (3.13) kubno konvergentan.

Laguerrov metod

Klasi¢ni Laguerrov metod za odredivanje nula polinoma P stepena n dat je
iterativnom formulom

Zi = 2 —

nP(z;)
P'(z2) £ (0= DP )P —n(n— DPG)P)

iel, (3.14)

Znak ispred korena treba izabrati tako da se argument kompleksne veli¢ine koja se
dobija korenovanjem razlikuje za manje od /2 od argumenta kompleksnog broja
(n — 1)P’'(2;). Laguerrov metod je zbog svojih dobrih karakteristika konvergencije
Cesto primenjivan, a narocito je pogodan zbog male osetljivosti na izbor pocetne
aproksimacije. Ovaj iterativni postupak izuzetno dobro se ponasa kad je |z;| velike
magnitude (videti [19]).

Metod Ostrowskog

Funkcija hg(z) definisana pomocu (3.1) ¢esto se iz istorijskih razloga u literaturi
naziva funkcijom Ostrowskog. Razlog za to lezi u ¢injenici da je potkorena veli¢ina
u klasiécnom metodu Ostrowskog, primenjenog za odredivanje nula polinoma P ste-
pena n, oblika

1
_ % P/ = PP ()

i€ 1,, (3.15)

P(z)?

upravo jednaka hs(z;). Ovaj metod moze da se izvede razvojem funkcije, ¢ije se
nule traze, u Taylorov red u okolini nule (; uz odbacivanje ¢lanova pocev od drugog
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stepena i, zatim, diferenciranjem izraza u kome je na jednoj strani ¢lan 1/(z — (;).
Red konvergencije metoda (3.15) jednak je tri.

Kao sto je ve¢ istaknuto, dodavanjem korekcionog izraza u obliku sume u potko-
renoj veli¢ini, dobija se metod kvadratnog korena (1.19) koji ima brzu konvergenciju.
Dalje modifikacije metoda Ostrowskog dobijaju se zamenom aproksimacije z; u for-
muli (1.19) nekom poboljsanom aproksimacijom tipa z; —¢(z;). Kao funkcija ¢(z;),
najcesce su koris¢ene Newtonova i Halleyeva korekcija, date redom sa

_ P(z)
P'(z)

N(z) Newtonova korekcija,

_ (P P'()
H@”_(P@)_ywa

Moze se pokazati da je red konvergencije modifikovanih metoda koji koriste Newton-
ovu i Halleyevu korekciju jednak pet i Sest, respektivno. Dodatno poveéanje brzine
konvergencije imaju odgovarajuce varijante metoda Gauss-Seidelovog tipa. De-
taljnije analize ovih poboljsanja, kao i numericki primeri, mogu se naéi u [31].

-1
) Halleyeva korekcija.

3.2 Simultani metodi korenskog tipa

Neka je f funkcija promenljive z i neka je « fiksni parametar. Hansen i Patrick su
u svom radu [19] razvili jednoparametarsku familiju iterativnih metoda za nalazenje
prostih nula funkcije f u obliku

Py (a+ Df(z) : (3.16)

oo oo 7555 )

gde z predstavlja poslednje izracunatu, a Z novu aproksimaciju odgovarajucée nule.
Ova familija ukljuéuje metode sledeéih tipova: Ostrowskog (o = 0), Eulerovog
(a = 1), Laguerreovog (o = 1/(n—1)), Halleyovog (o« = —1) i Newtonovog (grani¢ni
slucaj, @« — 00). Izuzev poslednje navedenog metoda, koji ima kvadratnu konver-
genciju, svi ostali postupci kubno konvergiraju ka prostoj nuli.

Familija simultanih metoda Hansen-Patrickovog tipa
Polaze¢i od Hansen-Patrickove formule (3.16), sledeca jednoparametarska fami-
lija iterativnih metoda za simultanu aproksimaciju svih prostih nula polinoma P
izvedena je u [40]:
5=z — (a+ W, (i € I,), (3.17)
(14 G1y) (a +/1+2(a+ 1)t )

pri ¢emu su radi sazetog zapisivanja uvedene oznake:

W; W; W:Gs i
i = ) i = ) t’L = ’ .
Gl’ ; Zi — Zj GQ’ ; (Zl — Zj)2 (1 + Gl,i)z
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Takode je dokazano u [40] da je red konvergencije familije iterativnih metoda
(3.17) jednak ¢etiri za bilo koju fiksnu i kona¢nu vrednost parametra «. Ova familija
metoda omogucéava:

1) simultano odredivanje svih nula datog polinoma,

2) ubrzavanje reda konvergencije sa 3 na 4.

Velikim brojem numerickih primera pokazano je da predlozeni metodi poseduju
veoma dobra svojstva konvergencije. Pomenuti specijalni slucajevi iterativne formu-
le (3.16) prikazani su u nastavku.

e o = 0, postupak tipa Ostrowskog

2 s (i € I,
Ri = % — tedn);
1+ Gri)vVi+2t
e o = 1, postupak Eulerovog tipa
2W; .
22' = 2z; — (Z GIn),

(1 + Gl,i) (1 + 1+ 4ti)

e a=1/(n—1), postupak Laguerreovog tipa

3=z — (i € I,);
(1+ G1y) (1 + /(=12 + 2n(n — 1)ti)
e o = —1, postupak Halleyevog tipa
Wi
2=z — 1€ 1,); 3.18
TrGire (€™ (3.18)
e o — 00, postupak Newtonovog tipa
Wi
si=zi— = (L€ 1p).
3=z T Grs (i€l
Tterativna formula (3.17) dobijena je iz sledeée formule
HWw; .
éi:Zi (a+ ) (@EIn>7

Ca(14Gr) /(0 + G2 + 2(a+ )W;Gay,

pri ¢emu je za znak ispred kvadratnog korena izabran znak ,,+”. Razlog za ovakav
izbor je u pretpostavci da su aproksimacije dovoljno blizu nulama polinoma P i
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jednostavnom analizom poput one koja je prikazana u [43] pokazuje se da znak
treba izabrati tako da imenilac bude $to veéi u magnitudi.
Formula (3.18) dobijena je na osnovu (3.17) koriséenjem ¢injenice da je

. a+1 1
lim = .
a==1la+./1+2(a+ 1)t 1+¢

Neka su veli¢ine ¢ i A date sa
n—1

=——— 1 A=+y1-2 1lq.

9= e V la+1lg

U analizi koja je sprovedena u [42], parametar « je u opstem slucaju kom-
pleksan broj. Medutim, u prakti¢énim primenama, kompleksne vrednosti parametra
a ne donose prednost, tako da se zbog efikasnije realizacije i analize uzimaju realne
vrednosti za a.

o —ravan

Slika 3.1: Opseg vrednosti A,(n) parametra «

Takode, potrebno je da A bude realna nenegativna veli¢ina. Polaze¢i od nejedna-
kosti 2|a + 1|¢ < 1, dobija se sledeéi opseg vrednosti parametra «, tzv. « — disk
(slika 3.1):

2 1)?
An(n) == {—1; L“Ll)} D {-1;16}, n>3.

n

a — disk A,(n) je najmanji za n = 3, A,(3) = {-1;16}.
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Analiza konvergencije koja je izvrsena u [40] pokazuje da velike vrednosti para-
metra o daju metode koji imaju samo kubnu konvergenciju. Jedan broj numerickih
primera ukazuje da izbor relativno velikih vrednosti parametra a moze da uzrokuje
inferiorno ponasanje metoda koji pripadaju klasi (3.17). Iz ovog razloga, navedeno
ogranicenje koje se odnosi na opseg vrednosti parametra o ne treba smatrati za
nedostatak.



Poglavlje 4

Familija simultanih
iterativnih metoda

Ovo poglavlje sadrzi rezultate do kojih su Petkovi¢ i Vrani¢ dosli u svom radu
[45], gde je takode izvrSena modifikacija Hansen-Patrickove familije simultanih ite-
rativnih metoda. Zapisimo formulu (3.16) na sledeéi nacin

Smt1) — L (m) _ (a+ Df(z(m)) m=0,1,..
O[f/ m) + \/f Z(m (a+1)f(z(m))fl/(z(m))7 y Ly

.

(4.1)
pri ¢emu je za znak ispred korena izabran znak ,,+”, zbog razloga koji su navedeni
u odeljku 3.2. Konstrukcija nove familije metoda objasnjena je u prvom odeljku
ovog poglavlja, dok je detaljna analiza konvergencije izvrsena u drugom odeljku.

Jednostavnosti radi, u razmatranju koje sledi izostavljen je indeks iteracije m i
nove vrednosti u narednoj (m + 1)-oj iteraciji oznacene su simbolom ~. Na primer,

umesto Z(m) (m+1) W(m) W(m‘H)’w(m) w(7n+1) d(m) d7n+1 N(m) N(m+1)

biée napisano z;, Z;, WZ, W“ w, W, d, d N;, N;. Da bi procene blle mogucde, koristi
se kruzna kompleksna aritmetika navedena u odeljku 1.3.

4.1 Novi metod Hansen-Patrickovog tipa

Nova jednoparamatarska familija iterativnih procesa, koja je zasnovana na modi-
fikaciji Hansen-Patrickove formule (4.1), izvedena je u radu [21]. Ako je f = P
algebarski polinom i ako su aproksimacije z1, .. .,2, dovoljno bliske nulama (, .. .,(,
polinoma P, smenjujuci

P// N z":
150

Zi — Z]
u formuli (3.16), dobija se slede¢a familija iterativnih metoda:

49
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)N,
5=z — (@t l) il ={l,....n}, (42

=~ 1

a+ 1—2(@—&—1)]\72-5 P
— zi— 7
i

pri ¢emu N; predstavlja Newtonovu korekciju datu sa

_ P(z)

" P(%)

Familija (4.2) ima prostiju formu od familije (3.17), ali samo kubnu konver-

genciju. Dakle, klasa metoda (4.2) nije brza od osnovnog Hansen-Patrickovog
metoda (3.16).

Neki specijalni slucajevi iterativne formule (4.2) dati su u nastavku, sliéno kao
u odeljku 3.1.

e o = 0, postupak tipa Ostrowskog
N;

\/1 —2N; 3 iz — )

e o = 1, postupak Eulerovog tipa

Zi = Z2j —

(i € In);

2N;
2y = Zi —
1 =+ \/1 — 4N1 Zj#(zi — Zj)71

(i € In);

e aa=1/(n—1), postupak Laguerreovog tipa

Zi =z — (i € I);
1+ \/(n =12 =n(n—1)N; >, (2 — )~
e o = —1, postupak Halleyevog tipa
N; .

1= Ni 3oz — )71

Formulu (4.3) najpre su razmatrali Maehly [27] i Borsch-Supan [4], ali prakti¢na
primena i analiza konvergencije potice od Ehrlicha [13] i Abertha [1], zbog Cega se
ovaj metod najcesée naziva Ehrlich-Aberthovim metodom, koji je na drugaciji na¢in
zapisan pomocu (1.13).

Jednostavnosti radi, uvodi se sledeé¢a skraéenica

t; = 2(05 + 1)Ni Z(Zz — Zj)il (44)
J#i
i formula (4.2) dobija jednostavniji oblik

i — <4 .eIn- 45
Ao (el (45)
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4.2 Pocetni uslovi i sigurna konvergencija metoda

U ovom odeljku primenjena je teorema 2.7 i pocetni uslov oblika (2.13) radi
formulisanja teoreme o konvergenciji za jednoparametarsku familiju (4.5) simultanih
metoda za nalazenje prostih nula polinoma. Pre ustanovljivanja glavnih rezultata
navedene su dve leme. U razmatranjima je opseg vradnosti parametra o koji se
pojavljuje u iterativnoj formuli (4.5) ogranic¢en na disk {—1;5.5}, tj. uvek vazi

la+1] < 5.5. (4.6)

Ovo ogranicenje je obrazlozeno u nastavku. Napomenimo da ovaj opseg vrednosti
parametra a omogucava da svi prethodno pomenuti metodi budu definisani. Osim
toga, na slican nacin kao u [40] moze biti pokazano da je za veliko || brzina konver-
gencije familije iterativnih metoda (4.5) sporija i sa porastom |«| konvergencija
postaje samo kvadratna. Analiza konvergencije i numericki primeri pokazuju da se
optimalno ponasanje familije iterativnih procesa (4.5) dobija za « blisko —1 (metod
Halleyevog tipa ili Ehrlich-Aberthov metod (4.3), videti napomenu 4.2). Iz ovog
razloga, uslov (4.6) moze biti smatran za blago ograni¢enje.

Podse¢amo na definiciju najkradeg rastojanja izmedu tekuéih aproksimacija (d)
i maksimalne vrednosti modula Weierstrassove korekcije (w):

d= min |z; — z] i w = max |W;|.
1§¢£5n 1<i<n
i#j

Lema 4.1 Pretpostavimo da je uslov
d
<% 47
RENSEN (4.7
zadovoljen. Tada svaki disk {z;; 132|W;i|} (i € I,) sadrzi jednu i samo jednu nulu
polinoma P.
Uslov (4.7) je oblika (2.13) i lema 4.1 predstavlja specijalan slu¢aj teoreme 2.9, kada
jeA=131B =0.
Koristeéi Lagrangeovu interpolaciju polinoma P u tackama z1,..., z,, polinom

P moze biti predstavljen preko Weierstrassovih korekcija W; (j = 1,...,n) u obliku

n

P(t) = Ztlivjz‘ +1 ) [Tt - =) (4.8)
J j=1

Jj=1

Primenjujuéi logaritamske izvode na (4.8) i stavljajuéi ¢ = z; u dobijenoj formuli,
nalazimo

= +— (> +1]). (4.9)
P(z;) P W; P
Osim relacije (4.8) i (4.9), u nastavku je koris¢ena i sledeéa implikacija:

k k k
a=> bi=>1|bj| =D |bil <lal <> [bil, a,by,....bx €C. (4.10)
i=1 i=1 i=1

)
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Lema 4.2 Neka su z1,...,z, razlicite aproksimacije nula (1,...,(, polinoma P
stepena n > 3 i neka su 21, ..., 2, nove respektivne aproksimacije dobijene pomocu
familije metoda (4.5). Ako su nejednakosti (4.6) i (4.7) ispunjene, tada za i,j € I,
mamo

13 13 d
J — Wi <N < = |Wi| < —;
0 2wil< vl < S <
. 2o+ 1]
li ;
)l < 22
a+1 1

—_— < —
« 1_ti 9

1—¢
a+1

ﬁ.

Dokaz. Neka je

1 W,
V;:Wizz__z_"i‘;zz__]zj—‘rl.

g#i Tt
Koristedi (4.7) i (4.10) nalazimo

(Wl
Vil > 1= e -

J#t JFi (4.11)
2(n — 1w 2(n—1) _ 11
e e ? o S I . A
~ ) Bn 13
Na slican na¢in dobijamo i gornju granicu za |V,
15
Vil <14 |W; 4.12
Vil <11 '|Z| Z\zl—zj\ 13° (4.12)
J#i J#i
Na osnovu identiteta (4.9) imamo
TPz il
odakle, primenjujuéi nejednakosti (4.7), (4.11) i (4.12), sledi
13 13 d
=W N; —|\w; S 4.13
Dl <1V < ol < o (113)

¢ime je tvrdenje (i) dokazano.
Za dokaz tvrdenja (i¢) koristimo (4.4), (i) i definiciju rastojanja d, i nalazimo

n—1_2a+1]
< .

<2|a+1\ 7 11

1
|t|<2|oé+1\|N|Zﬁ
iz
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Tvrdenje (#4) mozemo interpretirati kao

2 1
e e ]

2|oz1—1|— 1l < 1 (uslov (4.6)).

Kao sto je obicaj pri analizi lokalne konvergencije, pretpostavljamo da su pocetne
aproksimacije dovoljno bliske nulama polinoma P, tj. neka je |¢;| u (4.5) dovoljno
mala velicina. Drugim re¢ima, pretpostavljamo da je |t;] < 1, §to se svodi na
potrebno ograni¢enje (4.6). Naglasavamo da ovo ograni¢enje nije prouzrokovano
primenjenim aparatom za analizu konvergencije, ve¢ nekim nepovoljnim osobinama
konvergencije familije metoda (4.5).

Primenom (1.35) i (1.32) dobijamo

VI—tie (1—={0;to)V? = {1;to}/2 = {1;1 — (1 — t0)'/?}

gde je tg =

/. to R 2o+ 1| (4.14)
= 71+(17t0)1/2 y O — ; 11 .
Primenjujuéi inverziju diska u centriranoj formi (1.29) nalazimo
a+1 a+1 1 { 2 }
€ = s =1L - ¢. (4.15)
a++1-1; o 1;2|oz—|—1| {1;ﬁ 9
11
Na slican nacin, koristeéi (4.14) imamo
2o+ 1]
1.
at+VI—t O‘+{’ 11 } 2
€ =<1;— ;. (4.16)
a+1 a+1 11
Najzad, imajuéi u vidu relaciju (1.34), na osnovu (4.15) i (4.16) zaklju¢ujemo da je
a+1 2 1
— | <1+ == —, 4.17
a4/ 1-— tL + 9 9 ( )
a++1-1; 2 13
— | <14+ == —. 4.1
a+1 < 11 11 (4.18)
Ovim je dokaz leme 4.2 zavrSen. ]

Lema 4.3 Ako su uslovi (4.6) i (4.7) ispunjeni, tada vaZe nejednakosti

(i) |[Wi| < 0.47|W;],

o d
(i7) w< T
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Dokaz. Na osnovu iterativne formule (4.5) i nejednakosti (4.13) i (4.17) dobijamo

a+1 i 11 d

A’L‘ —zi| = R — - —_ = —, 4.19
1% = 2 « 1-—1¢ n 9 In ( )
Odavde, uz primenu relacije (4.10), zaklju¢ujemo
. R d 9n —1
|Zi—Zj‘Z'Zi—2j|—|2’i—zi‘>d—9—n= o d (420)
i
d In —2
Zi — 25| >z — 2| — |2 — 2| — 125 — 2| >d—2- — = d. 4.21
12i — 25| 2 |z — 2] — & — 2| = 125 — 7] I I ( )
Iz poslednje nejednakosti sledi
~ 9n—2 In 4
d d i d d. 4.
> =5 P d<g—5 (4.22)

Smenom ¢t = 2; u (4.8) dobijamo

P(z) = (4 — z)w [ [ (5 — %), (4.23)

gde je

Koristedi iterativnu formulu (4.5) i identitet (4.9) nalazimo

Wi - W Oé+\/1—ti

= — i

a—+1 zi—zj W,

(0% l—tz 1
+ Z Z;é:

i

_asvich,
- ’L7

a+1

gde je V; dato na pocetku dokaza leme 4.2. Dalje, s obzirom na (4.16), imamo

a+1

+1—{77,R}

{ 11}V+Z
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gde je

1 W; W;
=-W; — -1 — 41
K ;zi—zj ;zi—z‘j +;2i_zj+

— WY -G Y
i J

i =7 Gi—2) (2 = ) ’

2 1 W, 2
== |\w; 1= =|vil.
R=4 z;zi_zj“r;zz__zj‘F 7 Vil

Na osnovu (4.7), (4.19), (4.20) i definicije rastojanja d dobijamo procenu

1 . |[W;]
In| < |Wi|ZW+\Zi*21|Z ’
g# j#i

il 7 7= zllzi = 2]

<(n—1)w+i (n—l)w_n—1+ n—1 <i
d on 9=lg.4  13n ' 13n(9n—1) 13

Imajuéi u vidu gornju granicu za |V;| datu sa (4.12), nalazimo

2 2 15 30
Sl 74 [
R<11| |<11 13 143
Posto je u; € {n; R}, koristeéi gore navedene granice i (1.34), dobijamo
1 30 41
4 R< — 4= —.
il <l + B <5493 =153
Deljenjem (4.23) sa 1—[(2z — %) imamo
J#i
o P(z . % — %
W; = i = (Zz - Zz)UzHM
H(éz - ) A TR

J#i

Koristeéi granice (4.19) i (4.21) nalazimo

1 n—1
=11 1/9) = 1.1331.
( +9n—2> < exp(1/9)

Na osnovu (4.13) i (4.17) zaklju¢ujemo da vazi

a+1 13 11

Aqv— | =|N;| | —— —m—— | < —|W;| - —
|Z/ Zl‘ |7’|Oé+\/1Tt1 11| Z| 9

13
= §|Wi|-

95

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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Primenom (4.24), (4.26) i (4.27) na (4.25) dobijamo

— A 2 — 2z 13 41
(Wil = |2 — 2 |u] jl;[2 ZZ — 2; < §|Wz’| 113 exp(1/9) = 0.4627|W;],
tako da je .

¢ime je dokazano tvrdenje (i) leme 4.3.
S obzirom na poslednju nejednakost, (4.7) i (4.22) sledi da je

d 047 9n . d
b <04 a7 & 2A .
W< 04Tw <047 350 < 330 559 < 13,

Ovim je pokazana implikacija

d
2 pe L 42
S 15n US 3 (4.29)

Sto znaéi da je i tvrdenje (i7) leme 4.3 ispravno.
Ovim je dokaz leme 4.3 zavrsen. |

Koristeéi leme 4.2 1 4.3 i teoremu 2.7, Petkovié i Vranié¢ su u [45] formulisali
slede¢u teoremu o konvergenciji familije simultanih iterativnih metoda korenskog
tipa datu formulom (4.5).

Teorema 4.1 Familija iterativnih metoda

m m HN™
St _m) (@ + 1N;

(2

o) (iel,, m=0,1,...) (4.30)
o+ 1—tim

sa parametrom « € {—1;5.5} konvergira ako je ispunjen uslov

4

Dokaz. Oznacimo sa Ci(m) iterativnu korekciju koja se javlja u (4.30), datu sa
om _ (et HN™
a+14/1— tgm)

Ova korekcija ima zahtevanu formu Ci(m) = P(zim))/F(zgm)) (teorema 2.7) ako se

uzme
P’(z(m)) <a +4/1— tm)>

a+1

(i€, m=0,1,..). (4.32)

F(z™) =
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Primetimo da je F(z\"™) # 0. Zaista, primenom (4.16) imamo

0¢{1;2/11} 3 (a+ /1 -t /(e + 1),

dok po tvrdenju (i) leme 4.2 sledi da je |P'(z§m))| > 11n|P(z£m))|/d > 0za zgm) ¢
i |P'(¢)| # 0 posto je ¢; prosta nula polinoma P. U nastavku pokazujemo da su
nizovi {‘Cgm) ‘} (¢ € I, m=0,1,...) monotono opadajudi.

Iz (4.27) neposredno nalazimo da je

™) = 15" =) < I (4.33)
U dokazu leme 4.3 izvedena je implikacija (4.29). Koristeéi isti pristup i slican
postupak, indukcijom pokazujemo slede¢u implikaciju

40 d(m)
O LT ) 4.34
S 13 YU Tn (4.34)
za svakom = 1,2,... . Ovo znaci da sve prethodno dokazane procene vaze za svaku
vrednost indeksa m = 1,2,... . Specijalno, tvrdenje (i) leme 4.3 je tacno, tj.
W < 047w ™| (i€l m=0,1,..). (4.35)

Na osnovu prethodnog, koriséenjem nejednakosti (4.28) i (4.33), dobijamo

m ].3 m 13 m
|Cm )| < 2wt < 2047w ™|

11 11
o (m) o (4.36)
m)| i m
i i
Kombinovanjem tvrdenja (i) leme 4.2 i (4.18), nalazimo
W; _|WZ| a++1-—1t; L5 E_E
Zi—zi|  |Ni a+1 13 11 11°
Koristed¢i poslednju ocenu, iz (4.36) sledi
(m+1) 15, ~(m) (m)
") < 0.56- 10 < 0.81C™)]. (4.37)

Odavde, primenom matematicke indukcije i (4.34) pokazujemo sledeéu nejednakost
|cm ) < 0.8]C™| (i€ I, m=0,1,...),

koja potvrduje monotonost nizova {‘Ci(m) ‘ }
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Slededi teoremu 2.7 faktor kontrakcije u (4.37) je v = 0.8 i lako izracunavamo
konstantu ¢(0.8) = 5 definisanu sa (2.17), koja se javlja u tvrdenju (ii) teoreme 2.7.
Za vrednost konstante ¢(0.8) = 5 treba pokazati da su inkluzivni diskovi

Si={A%8C01} 8 = {A0:8l00] |

razdvojeni (tvrdenje (i) teoreme 2.7).
Na osnovu (4.33) imamo da je

odakle je, pomocu (4.31),
(0) (0) 1, o) _ (0) ,
d% > 13nw'™” > 13n - E|C’z | =11n|C;’| za svako i€ I,,.

Koriste¢i ovu granicu, dobijamo slede¢u nejednakost za proizvoljan par indeksa
i, € In (i # J)

29 — 29 > d© > 110 min {|c§°>|, |c;.0>|} > 5.5n (|c§0>| + |c;.0>|)

>5 (\C§°>| + |c]<.°>|) = radS; + radS;.

Prema tome, pokazano je da su inkluzivni diskovi S, ..., S, razdvojeni, ¢ime je
teorema 4.1 dokazana. |

Napomena 4.1 Kao $to je pokazano u [42], familija simultanih iterativnih procesa
etvrtog reda (3.17) konvergira pod slabijim uslovom w(® < d® /(3n 4 3) u odnosu
na familiju metoda (4.30). Ovo znaci da metodi (3.17) poseduju bolje karakteri-
stike konvergencije od metoda (4.5). Brza konvergencija iterativne formule (3.17)
ostvarena je dodavanjem ¢lanova ispod kvadratnog korena, za koje vazi

2o+ 1)W;Gai = O(|z; — Gil?),
gde je Ga,; dato sa (3.9). Za odgovarajudi ¢lan t; u (4.5) samo je ispunjeno
ti = O(lz — Gl).

Napomena 4.2 U radu [39] pokazano je da metod Halleyevog tipa (4.3), koji se
javlja kao specijalan slucaj familije (4.5), konvergira pod znatno slabijim uslovom
w® < d©/(2n + 3) u poredenju sa (4.31). Na osnovu ovoga, kao i brojnih nu-
merickih primera, dolazi se do zakljucka da parametar « u (4.5) treba da bude
izabran tako da mu je vrednost blizu —1. Dakle, mozemo reé¢i da uslov (4.6) nije
strogo ograniCenje za parametar o.



Poglavlje 5

Intervalni metodi Eulerovog
tipa

U ovom poglavlju bic¢e rec¢i o konstrukciji intervalnih iterativnih metoda za si-
multano nalazenje nula polinoma zasnovanih na klasi¢nim metodima Eulerovog tipa
[14] iz odeljka 3.1. Pored ranije navedenih prednosti metoda Eulerovog tipa koje
vaze u obi¢noj kompleksnoj aritmetici, vredno je jos ista¢i da inkluzivni postupci
ovog tipa poseduju moguénost produkovanja intervalnih aproksimacija koje sadrze
tacne nule. Na taj nacin je ne samo automatski ukljucena informacija o grani-
cama greske, ve¢ su takode uzete u obzir i greske zaokruzivanja bez ikakve promene
osnovne strukture intervalnih formula.

Intervalni metod koji je izveden i analiziran u prvom odeljku ovog poglavlja
zapravo je proSirenje rezultata prikazanih u nedavno objavljenom radu [44]. U
drugom odeljku izvrSena je analiza konvergencije metoda koji je predlozen u [44] i
ona predstavlja nov rezultat. Numericki primeri ¢ine treé¢i deo ovog poglavlja.

5.1 Konvergencija intervalnog metoda Eulerovog
tipa za simultanu inkluziju nula polinoma

Izvodenje metoda

Neka je P monican polinom sa prostim realnim ili kompleksnim korenima (1, ...,
Cn. Pretpostavimo da su nam poznati disjunktni diskovi Z1, ..., Z, koji sadrze ove
nule, tj. ¢; € Z; zasvako i € I,, := {1,...,n} 1 Z;NZ; = 0 (i # j). Neka je
z; = mid Z; (i € I,,) centar inkluzivnog diska Z;. Podse¢amo na ranije uvedene
skracenice

wy = — L) Gk,i:ZLk (k=1,2) (5.1)

i 2 — %
(zi — ) 7 2

<.
—

i

99
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i uvodimo nove

W; _ W, i
Si —; (2 = 2)(G — %)’ Si g =) (Zi—2) (i € I,). (5.2)

Disk Z; javlja se viSe nego jedanput u izrazu za S;, ali ovo ne utic¢e na preciznost
rezultujuceg diska posto su sabiranje i inverzija ta¢ne operacije u kruznoj aritmetici.

Polinom P stepena n identican je svom Lagrangeovom interpolacionom polinomu
za tacke z1,...,2, 1 00, tj.

P(z) = Z Q’(zj)((j)—zj)P(zj) + Q(2),
pri cemu je
Q2) = (z—21)(z — 22) -~ (2 — 2n).

Pretpostavimo da je P(z;) # 0 za svako i € I,,. Za bilo koju nulu {; (i € I,,)
polinoma P imamo (uzimajuéi z = (;) sledeéu relaciju

. P(2) R/
ZQ’(ZJ‘)(Q—Z‘) 729—%‘ -t

j=1 J

Odavde je

J#i
B z”: w; ( 1 1 )
i i T &) <i_zj Cz_zz
Dalje imamo
n n
W; W; 1 W,
L G- G-a ' G-ap
i 7 7 7 7 i 7 7 7 7 % 7 7 7
1 Wi
=(1+G1y) +

Gi— % (Ci - Zz‘)zl

Odavde, najpre, mnozenjem dobijene jednacine sa 4W;, a zatim dodavanjem sabirka
(14 G14)?* na obe strane i, najzad, korenovanjem leve i desne strane, nalazimo

2W; = W;
=% (14 Gr)2 +4W; )

1+Gi;+ .
Pl Gl 2;) (G — z;)
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Sledeca relacija fiksne tacke dobija se neposredno iz prethodne jednacine resava-
njem po (; :
2W;
1+Gi,; £+ \/(1 + Gh,)? + 4W;s;

G=2 (1€ L,). (5.3)

Posto je (; € Z; sledi da je, prema (1.35), s; € S; i koristeéi osobinu inkluzivne
izotonosti na nac¢in opisan u odeljku 1.4, izvodimo inkluzivni metod
2W;

(i € Zi =2 —
14+ G, £/(1+G1,)? +4W;S;

(i € I,). (5.4)

Kao §to je veé obrazlozeno u odeljku 1.4, ukoliko je disk Z; dovoljno malog polupre-
¢nika tako da imenilac u (5.4) ne sadrzi koordinatni pocetak, skup Zi je takode
kruzni kompleksni interval koji sadrzi nulu (; i za znak ispred kvadratnog korena u
(5.4) treba izabrati znak ,,+”, iz istog razloga kao i kod metoda (3.17) opisanog u
odeljku 3.2. Na osnovu toga, sledeéi inkluzivni metod konstruisan je u [43]:

Algoritam 5.1 Neka su (Z1,...,2Z,) =: (Z£O), ce Z,(LO)) pocetni diskovi takvi da
je¢i € Z; (i € I,). Oznacavajuéi sa z; :== mid Z; i r; := rad Z; centar i poluprecnik

diska Z;, novi jednokoracni inkluzivni algoritam Eulerovog tipa glast (Z1y..y Zy) —
(Z1, ..., Zy),

N 2W; .

Z;i = z; (Z € In) (55)

14 G+ V(L + Gr)? +4AW;S,

Kvadratni koren koji se pojavljuje u imeniocu izraza (5.5) racuna se pomocu
(1.32). Kao sto je pokazano u [43], relacija nepokretne tacke (5.3) je na odredeni
nac¢in povezana sa klasi¢nim Eulerovim metodom treéeg reda

B 2f(2)
F(2) 2P ()2 =2f(2)f"(2)

zbog ega je inkluzivni metod (5.5) i nazvan metodom Eulerovog tipa.

zZ2=z

Analiza konvergencije

U ovoj analizi dajemo pocetne uslove pod kojima metod Eulerovog tipa (5.5)
konvergira i pokazacemo da je njegov red konvergencije jednak cetiri. Uvodimo
slede¢e oznake

1

n—1

€ =z — (, € 1= max €3], (5.7)
pri ¢emu je z; = mid Z; centar i r; = rad Z; (i € I,,) poluprecnik inkluzivnog diska
Z;. U nastavku pretpostavljamo da je je stepen polinoma ¢ije nule odredujemo
n > 3 i najpre dokazujemo neka potrebna tvrdenja.
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Lema 5.1 Pretpostavimo da je nejednakost
p>4(n—1)r (5.8)

ispunjena. Tada vazZe sledece nejednakosti:

(i) Wi < ale;| < apr < e'tr ~ 1.2847;

(n — Dayr

(i) |Gl < - (k=1,2,...);
P
Q
(Z’LZ) ‘1+G1,i‘>1_zn§
) W;Ga 1
(i) Ay —.
(1+Giy) 8
Dokaz.
Twrdenje (7). Niz {ap }n=3,4,... je monotono rastudéi sa gornjom granicom lim «, =
n—oo

e’/*. Na osnovu ove ¢injenice i (5.8) imamo da je za svako j € I,

P(z 25 Ck zZj — Zg| + Tk
|VVJ’|:M |2 — CJ|H - |€]|H | e |
k=1

n |zj — 2k
H ‘Z] - Zk' k#j k#;

< apr < eMr a2 1.284r,

Twurdenge (i1). Koristedi (i) 1 (4.10) nalazimo

Gral = > —¢

Z [W;| (n — Dayr
j#(i_zj |ZZ_ZJ|IC k

Twrdenge (i4i). Na osnovu (5.8) i (i3) sledi
n
1+ G| >1—|Gry| >1—

Turdenje (iv). Neka je

Tn = 59 n> 1.
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Korigéenjem ocene v, < v3 &~ 0.107 < 1/8 za svako n > 3, nejednakosti (5.8) i
tvrdenja (i73) leme 5.11, dobijamo

a2(n—1)(r*/p?) o? 1

W,Gs ;i < 1
(1 — an/4)2 16(n— D1 —an/d2 " %

‘ (1 + G17i)2

Lema 5.2 Ako je uslov (5.8) ispunjen, tada vazi inkluzija

W; Wl an(n —1)r?
Si = ’ Gais Gois— 35— -
2 G- Zi—z) | 722 Z |2 - { B

i o=l

Dokaz. Pokazimo najpre slede¢u inkluziju

1 1 r
i (- 5.10
Zi_zjc{zi_zj,p2} (510

Primetimo da, posto je |z; — zj| > p > 4(n — 1)r > 1y, sledi da z; ¢ Z;, tako da
inverzni disk (Z; —z;) ™! postoji. Prema (1.26) inkluzija (5.10) vazi ako je ispunjena
nejednakost

’mld( i —zj) 7t —

S obzirom na (1.28) poslednja nejednakost postaje

2 — Zj 1 - T
i — 2P =1} z—z| PP ezl
ili, nakon sredivanja,
ri(|zi — 2| + 1) r
(lzi = 2zl + ri) (|20 — 2] —ri)les — 2]~ p*

$to je ta¢no imajué¢i u vidu definiciju rastojanja p i pretpostavku da su diskovi
Z1,...,Zy, razdvojeni (obezbedujuéi nejednakost |z; — z;| > r;).

Koristeéi (5.10) i operacije kompleksne kruzne aritmeticke navedene u odeljku
1.3, nalazimo

W W 1 ,
S; = J c f { ;}
%';i(zi_zj)(zi_zj) ;Zi_zj Zi — 2j p2

W; W;
= Z(Z 22:Iz| i G 22|z| |

J#i i i~ %] i i %]
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Pretpostavimo da su razdvojeni diskovi Zi(o) = {z§0);r§0)}, koji sadrze nule
¢ (1 € I), nadeni. Relacija (5.4) sugeriSe novi intervalni metod za simultano
nalazenje prostih kompleksnih nula algebarskog polinoma.

Neka je Zi(m),zi(m) = mid me),r§m) = rad Zi(m),p(m),r(m),Wi(m),G,(;Z), ng)’
Si(m) notacija (uvedena ranije) koja se ti¢e m-tog iterativnog koraka. Ponekad,
zbog jednostavnosti, izostavljamo indeks iteracije m za tekuéi iterativni korak i,

kao i ranije, koristimo simbol ~ za veli¢ine u (m + 1)-om iterativnom koraku.

Teorema 5.1 Neka su nizovi intervala {me)} (i € I,; m=0,1,...) definisani
iterativnom formulom
(m+1) _ _(m) 2w,(™
Z(m+D) — L m) 12 . (5.11)
1+G + \/(1 +GY) A s

Tada, pod uslovom da je
PO > 4(n—1)r®, (5.12)

za svako v € I, im =0,1,... imamo

1° Cz S Zi(m);

15(n —1) (r(m))4

2° r(m+1) < 3
(PO — 270)

Dokaz. Dokazacemo tvrdenje 1° pomoc¢u matematicke indukcije. Pretpostavimo
da je ¢; € Zi(m) za i € I, im > 1. Tada je sgm) € Si(m) i, na osnovu (5.11) i
inkluzivne izotonosti, sledi

(m) _ 20" _ ylmt1)

QEZi

2
1+G + \/<1 +GI) s

Posto je ¢; € Zi(o), dobijamo da je (; € ZZ.(m) za svakom =1,2,... .

Pokazademo sada da intervalni metod (5.11) ima red konvergencije jednak Getiri
(tvrdenje 2°). Ponovo koristimo matematicku indukciju i polazimo od m = 0.
Jednostavnosti radi, svi indeksi su izostavljeni i sve veli¢ine u prvoj iteraciji su
oznagene simbolom .

Uvodimo nove skraéenice

3 a2 ey
P 4(n— 1oz =14 AW, Gy ’
P> (1= oan/4)? (1+Gi)?
3 0
A=11(n—1)5, w; = el
P mi|/2 + (|ns| — 0)
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Koristedi (5.12) i tvrdenja leme 5.1, nalazimo granice za ove veli¢ine. Najpre, kako
je funkcija f(ay,) := a2 /(1—a,/4)? monotono rastuéa na intervalu (0, e/4), imamo

flayn) < e'/?/(1 —e'/*/4)? ~ 3.576, odakle sledi

r3 4(n—1)a? rs
== . —1 <1 -1)—= . > 3. 1
0 7 —an/i)? < 15(n )p3<006 za n>3 (5.13)

Dalje, na osnovu tvrdenja (iv) leme 5.1 nalazimo

AW, Gy 4
(1 —+ Gl,i)Q

4W;Go 4

1 1
- 1—4. — = —. 5.14
T+ G 8 32 (5-14)

il = ]1 n

Koristeéi (5.12) i granice (5.13) 1 (5.14) za 6 i 1;, nalazimo da je za n > 3 ispunjeno

0 15(n — 1)(r3/p%) r3
w; = < <1l(n —1)— = X < 0.05.
il /2 + (In;| — 0)'/* V0.5 + /0.5 -0.06 (=D

(5.15)
Polazedi od iterativne formule (5.11) i uzimajuéi u obzir lemu 5.2 i tvrdenja () i
(#41) leme 5.1, dobijamo

Z\i C z; — QWl >
4W; an(n —1)r
1+ G (14 14+ 2 { Gy 2
( +G1,)< +\/ +(1+Gu)2 {Gz, e })
2W;
= Z’i — 5
4o, (n — D)|Wyr
1+Gyg) (1 i
(+ 1,)<+\/{7l ‘1+G1,i2p3
2W;
g 2 — 9
r® 4(n—1)a?
(14 Giy) (1 + \/{771', r : MW}
odnosno,
~ oW,
Z; C 2z — W (516)

(1+G) (L4 {n;;0}/2)

Primetimo da na osnovu (5.13) i (5.14) vazi: 0 ¢ {n;;0}. Koristimo (1.32) za
izraCunavanje kvadratnog korena i nalazimo

%)
{m;@}l/Q — 772-1/2; |T]i|1/2 — (|| - 9)1/2 _ 771_1/2;
{ } |12 + (|| — )"/

= {n}% wil.
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Koristedéi ovaj rezultat, iz (5.15) i (5.16) sledi

- 2W; 2W;
Z; C z; — 12 Czi— RERN
(1+G1) (1 +{n; QWi}) (1+G1y) {1 +0% 11 (n - 1)p3}

odnosno, kraée zapisano,

~ oW,

Zi C z; — —(1 T Gl,,;){v,;; /\}7 (517)

gde smo oznacili v; = 1 + 77'1/2

Dokazimo sada da inverzija diska {v;; A} koji se javlja u (5.17) uvek postoji.
Neka je u; = 4W;G2;/(1 + G1,)?. Na osnovu tvrdenja (iv) leme 5.1 imamo da je
|u;| < 0.5, §to znac¢i da kompleksni broj u; lezi u disku U := {0;0.5}. Imajuéi u
vidu da je

2= (1492) = (U VITw ) =2 4w+ 2T,
pomocu inkluzivne izotonosti i (1.32) dobijamo
v €V i=24+U+2(14+U)Y? = {2;0.5} +2{1;0.5}!/2
={2;0.5} +2{1;1 -1 - 0.5}
C {2;0.5} 4+ 2{1;0.3} = {4;1.1}.
Najzad, primenom (1.34) nalazimo
|vg|> > [mid V| —rad V =4 — 1.1 = 2.9. (5.18)

Odavde je |v;| > v/2.9 > 1/20 > X (na osnovu (5.15)), tako da 0 ¢ {v;; A} i skup
kompleksnih vrednosti na desnoj strani relacije (5.17) je zatvoren disk. Koristeéi
(1.28) relacija (5.17) postaje

Z\*CZ-— 2W; V; ) A
AT G o= =

1z poslednje inkluzije nalazimo gornju granicu veli¢ine polupreénika 7; diska Z :

2| W;| A

= dZAl< . .
i 1+ G| Jui2 — A2

(5.19)

Koristeéi procenu (5.15), tvrdenja (¢) i (#¢) leme 5.1 i (5.18), iz (5.19) dobijamo

20,7 11(n—1)r3/p3
1—an/d 29005

T
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Na osnovu poslednje nejednakosti lako se pokazuje da vazi

. r
7; < 15(n — 1); (5.20)
i koriste¢i uslov (5.12) dobijamo vaznu relaciju
3
T 15 T
f < 15(n — D | — <. 5.21
7 < 15(n )r(p) <64(n—1)2r<17 (5.21)

Zbog cinjenice da diskovi Zi(m) i Zi(m'H) moraju da imaju bar jednu zajednicku

tacku (nulu ¢;), jednostavnom geometrijskom konstrukcijom u radu [16] izvedena je

slede¢a nejednakost:
pmH) > pm) _ p(m) _ gp(m+1), (5.22)

Koristeéi nejednakosti (5.21) i (5.22) za m = 0 nalazimo

(0)
pM > pO @ _ 301 5 4 —1)r@ (O _3 % > 170 (4(n -1)—-1- 137> ,

odakle sledi
pM > 4(n —1)r®, (5.23)

Ovo je, zapravo, uslov (5.8) za vrednost indeksa m = 1, §to znaci da su sva tvrdenja
leme 5.1 i leme 5.2 ta¢na za m = 1.

Koristeéi definiciju rastojanja p i (5.23), za proizvoljan par indeksa i,j € I,

(i # j) imamo

|z§1) - z](-l)| > pW > 4(n - 1)r® > 2rM > 7"51) + r§1). (5.24)
Odavde, na osnovu (1.27) zakljucujemo da su i diskovi Zfl), cey Z,(Ll), formirani
primenom inkluzivnog algoritma (5.11), medusobno disjunktni.

Primenom matematicke indukcije, sa istim rasudivanjem koje je kori§éeno pri
izvodenju (5.20), (5.21), (5.23) i (5.24) (Sto ¢ini deo dokaza kada je m = 1), lako
se dokazuje da su, za svako m = 0,1, ..., diskovi Z§m), e Z,sm) razdvojeni i da su
ispunjene sledec¢e nejednakosti:

15(n — 1) (rm)*

pm+1) < = , (5.25)
(o))

(m+1) rtm 5.96

T < 7, ( . )

™ > 4(n — 1)rm, (5.27)

Ove nejednakosti slede iz (5.20), (5.21) i (5.23), respektivno. Napomenimo jo$
da poslednja nejednakost (5.27) znaci da tvrdenja lema 5.1 i 5.2 vaze u svakom
iterativnom koraku m.



68 Intervalni metodi Eulerovog tipa

Sukcesivnom primenom (5.22) i (5.26) dobijamo

(m=1)
pm) > pm=1 _p.(m=1) _3 7'177 = pm=D _pm=1)(1 4 3/17)
(m—2) (m—2)
(m=2) _,(m=2) T _r 1 1
> p r 83— = (1 +3/17)
4 4 1
—pm=2) _,(m=2) (1, = , = -
r " ( UETRTE 172>
4 4 4 1
I () T R R
i < TR eI T 17m1>

5
> O = 2700,

Na osnovu poslednje nejednakosti i (5.25) nalazimo

15(n — 1) (r)*
(p® = 3r©@)°

Striktna nejednakost u (5.28) ukazuje da je red konvergencije inkluzivnog metoda
(5.11) najmanje Cetiri. Medutim, na osnovu tvrdenja (4) i (i¢) leme 5.2 zakljucujemo
da je [W;| = O(r) i |Gr.i| = O(r). Pored toga, iz (5.9) sledi rad S; = O(r?). Ove
procene daju u konaénom rezultatu samo r(m+1) = O ((r(m))4), $to znaci da je red
konvergencije procesa (5.11) ta¢no cetiri. |

(1)

(5.28)

5.2 Metod sa Weierstrassovom korekcijom

Konvergencija inkluzivnog metoda Eulerovog tipa (5.5) moze biti poveéana bez
dodatnih racunskih operacija koristeéi pristup koji je prikazan u radovima [8], [34]
i [33]. T u ovom odeljku koristimo prethodnu notaciju i oznake (5.1), (5.6) i (5.7).
Najpre se pokazuje da nejednakost (5.12) garantuje implikaciju (; € Z; = (; €
Z; — W; u svakoj iteraciji. Zatim, uzimanjem pomerenog diska Z; — W; umesto
diska Z; u (5.5), konstruisemo

Algoritam 5.2 Neka su (Z1,...,2Z,) =: (Zfo), .. .,Z,(lo)) pocetni diskovi takvi da
je¢i € Z; (i €l,). Jedan korak modifikovanog inkluzivnog algoritma Eulerovog tipa
glasi (Z1,...,2Zn) — (Z1,...,Zn),

A W,INVy(Z; — Wi — z
Z; i= z; — 2W;INV, <1+G17i+ (1+Gri)?+4W; » —2 2£ -~ %) )
j#i N

(5.29)



Metod sa Weierstrassovom korekcijom 69

gde INVy 4 INVy oznacavaju inverzije diskova date sa (1.28) i (1.29), tj. INVy,
INVz € {071 0"}

Koriséenjem koncepta R-reda konvergencije (odeljak 2.1), koji su uveli Ortega
i Rheinboldt [30], pokazacemo da je R-red konvergencije poluprec¢nika inkluzivnog
metoda (5.29) najmanje 2 4 /7 = 4.646 ako je INV, = ()~!, odnosno 5 u ostalim
slucajevima.

Kao sto je pomenuto u [43], poveéanje brzine konvergencije algoritma 5.2 u
odnosu na algoritam 5.1 prouzrokovano je vrlo brzom konvergencijom nizova {zi(m)}
(i € In; m=0,1,...) centara diskova, koji ima red konvergencije pet. Ovo ubrzanje
konvergencije ostvareno je koris¢enjem bolje aproksimacije mid (Z; — W;) = z; — W;
nule ¢; umesto prethodne mid Z; = z;.

Napisa¢emo (5.29) na slede¢i nacin:

. 2W;

o V1< n ) (5.30)

gde je

w; WINVy(Z; = Wi = 2)
72

T —
" (1+Gry) oy Zi — %;

= {tzanz} (5'31)

Uvodimo slede¢e oznake:
v =2 — Wi — 2, H;=1+ m =: {u;, d;}. (5.32)
I u ovom razmatranju koristimo uslov
p>4(n—1)r (5.33)
Primetimo da na osnovu (1.28) i (1.29) za INV € {()71, (!} i Z = {2 ;r} vazi:

) || ) r
mid INV Z) <——— 1 rad INV < —
| (@) D

o2 =12
Najpre dokazujemo dve leme koje su potrebne za dokaz teoreme o R-redu konver-
gencije.

(5.34)

Lema 5.3 Ako je uslov (5.33) ispunjen, tada implikacija
Ge€Zi=GeZi—W, (5.35)
vaZi za svako j € {1,...,n}.
Dokaz. Kako je z € {¢;r} <= |z — ¢| < r, dovoljno je pokazati implikaciju
2 — Gl =&l <mi = |2i = Wi = G| <.

Neka je
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i neka je ‘
M= > oW b§j}, My =1

J1 "J2
J1<j2<-<ju

simetri¢na funkcija u odnosu na bgi). Ocigledno je da vazi
i n—1 r\"
Ml < ] bl g( )() |
J1<2 < <ju H P

Koriséenjem uslova (5.33) i dokaza tvrdenja (i) leme 5.1 dobijamo

o= Wim Gl = |- T] (14 22 )| = lal S, <|ez|Z|M|
J

J#i n=0

IN
o
i
_
N
3

= |
—
S~
TN
3
~——

I
5

¢ime je implikacija (5.35) dokazana. |

Lema 5.4 Ako je uslov (5.33) ispunjen i ako je (; € Z; za svako i € {1,...,n},
tada inverzije iz (5.29) postoje, tj. 0 ¢ Z; —W; —z; 10 ¢ H; (i € I,,).

Dokaz. Na osnovu prethodno uvedenih oznaka (5.32), imamo da je Z; — W, — z; =
{vi;;r:}. Koriséenjem tvrdenja () leme 5.1 i uslova (5.33) dobijamo

lvij| = |2i—=Wi—z;| > |zi— 2| —|Wi| > p—ar > p—2r > (4n—6)r > r > r;. (5.36)

Odakle zakljucujemo da vazi 0 ¢ Z; — W; — z;.

Drugo tvrdenje leme 5.4 bi¢e dokazano koris¢enjem procene apsolutne vrednosti
centra u,; i polupreénika d; diska H;, posredno, pomoc¢u procene modula centra ¢; i
poluprecnika n; diska T; datog sa (5.31). Primenom (5.34), (5.36), dokaza leme 5.1
i uslova (5.33) nalazimo

W] Z |W;||lmid INVo(Z; — W; — z;)|

= lmid Ti| < (7

lzi — ]

aZe n—1  |uyl a? e (n—1)(p—2r)

S T—a/D2 5 ToglP—12 < = an/A2 plp—1)(p—37)

- o, 2 dn — 6 _5
1—ap/4) 4(4n—5)(4n—T7) = 32’
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)
ti Yoo (0
e{o 32}

odakle je, koriste¢i osnovne operacije kompleksne kruzne aritmetike kao i (1.32),

Na osnovu ovog sledi

) 5 3
1+4t; €415 1+4t|>1—-=—=
* { 8} |1+ 48| 8 8

i

1++/1-5/8 8 8"

Odavde dobijamo donju granicu za |u;],

5/8 5 511
1+\/1+4tie{2;%}c{2;—} = L+ VT >2- 5= o

11
Jusl = 1+ VI 46| > o

Slicnim rasudivanjem trazimo i gornju granicu za d;. Najpre procenjujemo
veli¢inu poluprecnika n; = rad T;

(Wil |W;|rad INVo(Z; — W; — 2;)
; =radT; <
! |1+G1,i|2; |Zi_zj|
< 04%52 n—1 r - a%€2 (n _ 1)7"
(A —an/4? p Juigl(joigl =) (1= an/4)? plp = 2r)(p = 3r)

< (1 —Oéo:Ln/4>2 4(dn - 6?(411— 732

Primenjujuéi poslednje rezultate i (1.32) dobijamo

d; = rad (\/1 +4Ti) < rad (\/{1 +dt;; 4172»}) = |1+ 4t:] — /|1 + 4t;] — 4.

4a? e (n—1)r
_ dmi < (L—an/2plp=2r)(p—3r) _1
VITF 4] + /1 + 4t — 4n, V/3/8+/2/8 8

Na osnovu prethodnog, lako proveravamo da vazi

5

il —di >+

il — ;> 2
§to znaci da 0 ¢ {u;;d;} = H;.

Ovim je dokaz leme 5.4 zavrsen |
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Teorema 5.2 Neka su (Zy,...,7Z,) =: (Zio)7 e Zy(LO)) pocetni diskovi takvi da je
G € Z; (i€ ly) ineka {Zi(m)} oznacava niz diskova dobijenih formulom (5.29), gde

jem=0,1,... indeks iteracije. Ako je uslov
PO > 4(n —1)r® (5.37)
zadovoljen, pri cemu je
(™ .= max rad Zi(m)
1<i<n

p(m) ‘= min { mid Z™ — mid Z™| — rad Z(-m)} ,
15/;;2/_5” g J J

tada je za svako v € I, tm =0,1,... ispunjeno
G € Zi(m)
i nizovi polupreénika {rad Zi(m)} (i € I,; m=0,1,...) monotono teie ka nuli.

Dokaz. Tvrdenje ove teoreme dokazujemo matematickom indukcijom pri ¢emu u
dokazu razmatramo tipican korak za m = 0 izostavljajué¢i pri tom indeks itera-
cije m. Kao i ranije, koristimo oznake Z;, Zi, ri, iy Ziy Z2i, T, T, p, p, umesto
Zi(m),Zi(mﬂ),rgm),rfmﬂ),zl(m), z§m+1), p(m) - pmAD) = pm) - pm+1) - respektivno.
Tako su Zi, ..., Z, poboljsani diskovi dobijeni formulom (5.29), koji imaju centre
Z1,...,2%n 1 polupre¢nike 71, ..., 7,.

Koristedi (5.30) i (5.32) dobijamo sledeéi oblik iterativne formule (5.29)

A 2W;

5= 1y g Vi) (5.38)

odakle, uz primenu (5.34), neposredno zakljuéujemo da je

R - 2|W;]| d;
r;, =rad Z; <
11+ Gl Juil (Jus| — di)

Na osnovu tvrdenja (i) leme 5.1 i procena za d; i u; iz dokaza leme 5.4, dobijamo

8(n — 1)ad|e;|€*r;
(1 = an/4)?|ui|(jus| = di)p(p — 2r)(p — 3r)

- 256 - (n — 1) |ei|e2r;
55 (1 —an/4)® plp—2r)(p—3r)

Daljim sredivanjem i primenom uslova (5.37), imamo

T <

(5.39)

.64 o 1 8

NS B T an/A? (pfr—2)(pfr—3) ' T 1

< 4 (5.40)
T < 72T (0.
dn —6)(4n —7) 15
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pod pretpostavkom da je n > 3. Sa druge strane, kombinovanjem rezultata leme 5.3
i primenom svojstva inkluzije iz odeljka 1.3 na relaciju fiksne tacke (5.3), dobijamo

G € Zi, tj. |2i — G| < 7 < —13.

15
Kako je i ¢; € Z;, tj. |z — (i| < r, koristeéi nejednakost trougla imamo

R 19

|Zi — 21| < 1757'1.'
Imajuéi u vidu definiciju veli¢ine p, poslednju nejednakost, kao i (4.10), dobijamo
sledeéu procenu

. ) . 19 19
12 = 2 2 |2 = 2] = |2 — il = 125 — 2] > p by = g = 275

>4(n—1)r— %7‘ > <15(n— 1) — 243> 7.

Na osnovu ovoga nalazimo da za svaki par i,7 € I,, (i # j) vazi
‘72’1'—7:’” > 27:27214-72]7

Sto implicira da su diskovi Z1, . . ., Z, uzajamno disjunktni (videti (1.27)). Takode,
imamo da je za proizvoljan par indeksa i,j € I, (i # j)

2
|21 —2]| —’f'j > <15(TL— ].) — j) =7 > 4(’)71—].)?'
Odavde neposredno sledi da je ispunjen uslov

p>4(n— 1)

Na ovaj nacin je pokazano da pocetni uslov (5.37) implicira nejednakost koja je istog
oblika ali za indeks m = 1. Primetimo da procena (5.40) oblika (1) < 47(©) /15 daje
uvid u faktor kontrakcije novih kruznih aproksimacija Z{l), ceey Z,(LD.
Ponavljanjem prikazanog postupka za proizvoljan indeks m > 0 mogu se izvesti
slicne relacije za indeks m+1. Kako su ove relacije ve¢ dokazane za m = 0, na osnovu
matematicke indukcije sledi da, pod uslovom (5.37), one vaze za svako m > 1.

Specijalno, imamo da je za svako m = 1,2, ...

p(™ > 4(n — 1)r(™ (5.41)

pm+) o Zp(m), (5.42)

15

Iz ovog razloga vaze i tvrdenja lema 5.1, 5.3 1 5.4, za svakom =0,1,... .
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Za svako fiksno ¢ € I,,, na osnovu leme 5.3 imamo da je (; € Zi(m) — Wi(m) i
primenom osobine inkluzivne izotonosti (1.35) na relaciju nepokretne tacke (5.3)
dobijamo (; € Zi(mH). Kako je (; € Zi(o), na osnovu matematicke indukcije sledi
da je (; GZi(m) zasvakoi € I, im=0,1,....

Na osnovu tvrdenja leme 5.4 zakljucujemo da su inverzije iz (5.29) definisane
u svakom iterativnom koraku tako da je simultani iterativni metod (5.29) dobro
definisan. Osim toga, kako je p™) > 2r(™) gledi da su diskovi Zl(m)7 Lz
parovima razdvojeni. Konaéno, nejednakost (5.40) pokazuje da nizovi polupreénika
{r™} (i € I,; m =0,1,...) monotono konvergiraju ka nuli. [ ]

U cilju odredivanja R-reda konvergencije inkluzivnog postupka definisanog for-
mulom (5.29), bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je uslov (5.37) is-

punjen, $to dovodi do (5.41). Imajuéi u vidu da su nule (3, . ..,¢, fiksne i pripadaju
diskovima Z™ ..., Z{™ | velicine koje se pojavljuju u lemama 5.1, 5.3 i 5.4 su

ogranic¢ene. Prema tome, mozemo koristiti Landauov simbol O() da bismo naglasili
asimptotsko ponaSanje i izostavili granice. Osim toga, ovakvim naCinom proce-
njivanja izbegavaju se glomazna racunanja i, istovremeno, omogucéena je kontrola
ponasanje nizova {mid Z\"™ —¢;} i {rad Z{™} (i € I,; m = 0,1,...). Za dva izraza,
izrazi(i,m) i izrazs(i, m), koji zavise od i, m, strukture polinoma P i pocetne dis-
tribucije aproksimacija nula, vazi ekvivalencija

izrazi(i,m)

izraz(i,m) = O(izraze(i,m)) <= max sup
1<i<n y;m=0,1,...

- - < +00.
izrazs(i,m) ‘

Ovaj prilaz ¢e biti koris¢en za kvalitativnu analizu ponasanja centara i poluprecnika
kruznih aproksimacija Zl(m)7 ey ,(Lm) u cilju nalazenja R-reda konvergencije.
Za svako i € I, i m = 0,1,... , greska, maksimum modula greske i najveéi

polupre¢nik u iterativnom koraku m su, respektivno,

m m m
62(' )= ZZ( )¢, ™ = max \ef )|, (™) = max r
1<i<n 1<i<n

(m)

%

U daljem razmatranju izostavljamo indeks iteracije u koraku m, dok za oznacavanje

veli¢ina u slede¢em koraku (m + 1) koristimo simbol ~. Na primer, koristimo oznaku

¢ umesto €™, odnosno ¢ umesto (™),

Lema 5.5 Neka je

- 1, akojeINVy= ("1 . b— 1, akojeINVy=()"!
10, akojeINV, = ()1 10, akojeINVy= ()1

gde se inverzije diskova INVy i INVy javljaju u formuli (5.29). Tada za inkluzivni
metod (5.29) vaZe relacije

(i) 7=0(re);

(ii) €= aO(er?) + O(e®) + bO(e*r?).
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Dokaz.
Turdenje (7). Koristedi (5.39) i uslov (5.33) dobijamo:

256 - (n — 1)adedr

MET S B (L= an/AP0 (- 2/p) (1= 31/p)
§ 256 - (n — 1 ap e
-
55 (1 — v, /4)3 <1 4(n > ( n—l)) '
256 - (n — 1)a r  68(n— el

<
= P

%5.(1_%/4)3(1_;) (57

Posto je poznato da je p ograni¢eno (zapravo, tezi ka nin{\g — ¢l —r;}), dobijamo
i#j
= O(re®),
§to dokazuje tvrdenje (i).

Turdenge (ii). Iz relacije fiksne tacke (5.3) dobijamo sledeéi izraz za Weierstrassovu
korekciju

Wi =51+ G1)(1+6), (5.43)

gde je

0, — . 5.44
\/ 1+G“2Z (zi = 2)(G — 2) (5:44)

Definisimo sledeée velicine:

4W; W, 1
() = |1+ : J —u—1 (b=0ili1),
) \/ ((+Go? 2 (o= ) 0 =0 o) P=omy

i .
|uil?

[

Koristedi (5.43) i imajudi u vidu (5.32) i (5.38), nalazimo

2W; 1 1+ 6;
=€ —€
1+Gri wi(l— ad?/|u;]?) (14 gi(b))(1 — al;)

Azéz_Cizzl Cl

_ G'Qi(b) —al; — aliq;(b) — 6;
"1+ q(0)(1 - aly)
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Dalje, sredujemo razliku

W, { 1 1
zi = zj Loy (L=0rf /i) G — 2

RPICY SU
' T oqi(b) + 6, (1+Gi,)? qi(b) + 0;
3 Wi G —zi = Wi+ brivg/|vy|?
_aw EATE vij (1= brf /v |*)(G — ;)
(1+G1;)? qi(b) + 6; '

Ocigledno je da vazi
144G, =0(), z—¢=0(), z—z =0(1) ¢(b)=0(1), 6 =0().
Na osnovu dokaza leme 5.4 zakljucujemo
u; = O(1), vi; = O(1), d; = O(e’r),
na osnovu cega je
L= O@Er2), (14 GO —ak) = 0(1),  r2uy/lugl2 = O(2).

Koristedi (5.43) dolazimo do sledeéeg rezultata

Wi = O(e),

dok s obzirom na ¢injenicu da je red konvergencije Weierstrassovog metoda jednak
dva imamo

Ci —Z; — Wl = 0(62).

Uzimajuéi u obzir sve prethodne procene, dobijamo

¢ (D) — 6; = O(e*) + bO(*r?),

tako da je
é = e[aO(e'r?) + O(*) + bO(*r?)],
i, najzad,
¢ = a0 (%?) + O(®) + bO(3r?),
¢ime je dokaz tvrdenja (ii) zavrsen. |

U cilju odredivanja R-reda konvergencije intervalnog iterativnog metoda (5.29)
kada je b =1 (tj. kada je INVy = ()~1), koristiéemo rezultate iz teorije iterativnih
procesa navedene u odeljku 2.1. Brzina konvergencije metoda (5.29) razmatrana je
u sledecoj teoremi.



Metod sa Weierstrassovom korekcijom 7
Teorema 5.3 Neka Ogr(5.29) oznacava R-red konvergencije intervalnog iterativnog
metoda (5.29), gde je INV{,INV, € {()71,()!}. Tada je
24 V7 ako je INVy = ()7,
Or(5.29) >
5 ako je INVy = ()L.

Pri dokazivanju ove teoreme, koristimo lemu 2.2. Takode, mogu¢ je i drugaciji
pristup primenom leme 2.1 uz prethodno izvodenje relacije

() < g (€<m+1>)4 (€<m>)3_

Dokaz. Na osnovu tvrdenja (i7) leme 5.5, uzimajuéi u obzir ¢injenicu da parametri
a 1 b mogu da budu samo 0 ili 1, lako dobijamo da je

O(¥r?)  akojeb=1,

™
Il

(5.45)
O(€°) ako je b= 0.

Razmatra¢emo svaki sluc¢aj posebno.
eb=1(tj. INVo = ()71):
Koristedi (5.45) i tvrdenje (i) leme 5.5, imamo da je
¢ =0(Er?), F = O(r).
Na nacin opisan u lemi 2.2 formiramo R-matricu F5, najpre za ovaj slucaj.
3 2 }, koja ima spektralni radijus o(Fy) = 2 + /7 sa

3 1

odgovarajuéim sopstvenim vektorom x, = (1/2++/5/2,1) > 0. Na osnovu tvrdenja
leme 2.2 nalazimo da je

Dobijamo matricu Fy = [

Or(5.29) > o(Fy) = 24+ /7 22 4.646.

e b=0 (tj. INV, = ()7):

Na slican nacin, nalazimo
é=0(e), = O(er).

g (1) , pri cemu je o(Fy) = 5 sa odgo-
varajuéim sopstvenim vektorom x, = (4/3,1
zaklju¢ujemo da je

Ponovo formiramo R-matricu, Fy =

~—0

> 0. Odavde, uz pomo¢ leme 2.2,

Or(5.29) > o(Fy) = 5.

Ovim je dokaz teoreme 5.3 zavrsen. |
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5.3 Numericki primeri

U ovom odeljku ¢emo na konkretnim primerima uporediti karakteristike inter-
valnih algoritama (5.5) i (5.29). Primeri pokazuju da, bez obzira na izbor inverzija
INV; i INV,, metod sa Weierstrassovom korekcijom (5.29) brze konvergira pocev
od drugog iterativnog koraka. Razlog za to je, kao Sto je veé¢ napomenuto, vrlo
brza konvergencija nizova centara aproksimativnih diskova {mid Zi(m)} (tel, =
{1,...,n}; m=0,1,...) ka odgovarajué¢im nulama ¢; datog polinoma.

Podseéamo da je u prethodnim odeljcima dokazano da metodi (5.5) i (5.29)
konvergiraju ako je za m = 0 ispunjen uslov

p\™ > 4(n —1)r™), (5.46)

gde je kao i ranije n stepen posmatranog polinoma i

P = max 1™, p0 = min {2 - 2" - r{"}.
- i#]

U prvom primeru analiziramo slucaj kada je uslov koji garantuje konvergenciju
ispunjen. Drugi i treéi primer pokazuju da je taj uslov jos uvek strog (iz razloga
Sto je dovoljan ali ne i potreban). U treéem primeru ispitujemo ponasanje metoda
(5.29) za razlicite izbore inverzija INV; i INV,.

Za uporedivanje rezultata u iterativnom koraku m (m = 0,1,...), koristimo
(m)

vrednosti r;’ = rad ZZ-(m), (™) i module gresaka |ez(-m)| i (™) definisane pomodéu

€ em

(m) _ me) . Ci(m,)’

= max |€(m)‘
4 i
1<i<n

pri cemu je 2™ = mid Zi(m) iiel,.

i
Radi kraceg zapisivanja numerickih rezultata, u tabelama koje slede, za veli¢inu
oblika a - 10® koristimo oznaku a(b). Napominjemo da u svim primerima u svakom

iterativnom koraku m (m =0,1,...) za svako i € I,, vazi (; € Zi(m).

Primer 1.

Razmatramo najpre polinom petog stepena,

P(z) = 2° — 262" + 5052° — 385022 — 12000z — 80000, (5.47)
¢ije su nule (,...,(5, diskovi koji su uzeti kao pocetne aproksimacije ZZ-(O) =
{ zi(o); rgo)} (¢ =1,...,5) i rastojanja nula od centara pocetnih diskova |e§0)|, e

|eéo)| dati u tabeli 5.1.
U ovom primeru, vrednosti za n, p(o) i 70 gy

n=>5, 0 =~ 9,62, r® = 0.6,

i uslov (5.46) za m = 0 jeste ispunjen.
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G 2 ]
8+16i | { 7.7+15.8;; 0.5} | 0.36
8—16i | { 8.3—16.473; 0.6 } | 0.50

5| { 02+ 5.3i; 047} | 0.36
— 5i | {-04— 48i; 05} | 045
10 {10.3+ 0.5¢; 0.6 } | 0.58

Y | W DN =] =

Tabela 5.1: Nule polinoma (5.47) i pocetni diskovi

Tabela 5.2 pokazuje uporedne rezultate simultanih intervalnih procesa (5.5) i
(5.29). Kod metoda (5.29) izabrano je INV; = INV, = ()!, tj. ra¢unamo inverzije
diskova koristeéi formulu (1.29). Velicine D M€ () za oba primenjena
metoda prikazane su u boldu.

| Metod | (5.5) | (5:29) inv,—inva=(r |

i e re) BN r

1| 5.45(-6) 2.33(-5) 2.38(-7) 2.32(-5)
2 | 3.10(-5) 4.63(-5) 2.02(-6) 5.06(-5)
31 3.78(-5) 5.18(-5) 1.32(-6) 5.42(-5)
41 1.97(-5) 9.67(-5) 1.76(-6) 1.02(-4)
5] 1.23(-4) | 1.47(-4) | 4.43(-6) | 1.60(-4)
i e r? i r?

1| 6.11(-24) | 3.25(-23) | 4.12(-36) | 2.36(-27)
2 [ 1.08(-21) [ 1.81(-21) | 4.27(-33) | 3.88(-25)
3| 5.46(-21) | 8.31(-21) | 3.83(-33) | 4.90(-25)
4] 8.82(-22) | 5.21(-21) | 5.37(-33) | 1.68(-24)
5 | 3.95(-20) | 1.11(-19) | 2.87(-32) | 8.58(-24)

Tabela 5.2: Rezultati prvog i drugog iterativnog koraka

Aritmetika dvostruke tacnosti bila bi dovoljna samo za prvi korak, jer ve¢ u
drugom iterativhom koraku imamo oduzimanje dve veli¢ine istog reda koje se ra-
zlikuju priblizno na 16-0j cifri. Iz tog razloga je za dobijanje rezultata u ovom i
primerima koji slede koris¢ena aritmetika cetvorostruke tacnosti (videti dodatak).
Primetimo da su nakon prve iteracije centri diskova zi(l) (i=1,...,5) kod metoda
(5.29) blizi odgovarajuéim nulama (i(l) (i =1,...,5), sto je bilo i ocekivano zbog
primene Weierstrassove korekcije. S druge strane, aproksimativni diskovi nakon pr-
vog koraka veéi su kod metoda (5.29), iz razloga §to je umesto tacne inverzije diska
(1.28) koriséena inverzija u centriranoj formi (1.29), koja daje veéi poluprecnik
diska. Medutim, ve¢ nakon drugog iterativnog koraka, aproksimativni diskovi pri
koriséenju metoda (5.29) su manjeg polupreénika. Naime, zbog brze konvergencije
nizova centara, veli¢ina w"), definisana sa (2.12), u slucaju koris¢enja algoritma
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(5.5) iznosi w!) = 1.23(—4), dok je kod algoritma (5.29) w?) = 4.43(—6). Posebno
je znacajno da rezultati ve¢ prve iteracije u ovom primeru daju uvid u brzinu konver-
gencije, $to je (na osnovu analize izvrsene u prethodna dva odeljka) bilo i o¢ekivano
jer je uslov sigurne konvergencije ispunjen.

Primer 2.

U drugom primeru posmatramo polinom stepena n = 12,

P(z) = 2" — (24 5i)2" — (1 — 10i)2'° + (12 — 250)2% — 302° — 2*
(5.48)
+ (24 56)2% 4+ (1 — 10i)22 — (12 — 25i)z + 30,

sa nulama (..., (p2 1 inicijalnim diskovima 2% = { 2 @} (i =1,... 12

datim u tabeli 5.3. Za ovako izabrane pocetne inkluzivne diskove vazi |e§0)| =

01(G=1,...,9).

i ¢ z®

1 1 { 0.94 + 0.08i ; 0.3}
2 —1 { —1.05 + 0.0866025¢; 0.3 }
3 i { —0.04 + 1.09165; ; 0.3 }
4 —i { —0.03 — 0.904606i ; 0.3 }
5 2i { —0.02+2.09798 ; 0.3}
6 3i { —0.01+3.099 ; 03}
7 1+ 2 { 1+ 2.1 ; 0.3}
8 1—2i { 1.01 — 1.9005¢ ; 0.3 }
9 V2/2 +iv/2/2 | { 0.727107 + 0.805086i ; 0.3 }
10 | v2/2 —iv2/2 | { 0.737107 — 0.611713¢ ; 0.3 }
11| —v2/2 4+ iv2/2 | {-0.667107 + 0.798758i ; 0.3 }
12 | —v2/2 —iv/2/2 | {-0.657107 — 0.6205047 ; 0.3 }

Tabela 5.3: Nule polinoma (5.48) i pocetni diskovi

I u ovom numerickom primeru uporedujemo algoritme (5.5) i (5.29) sa INV; =
INV, = ()f, pri éemu koristimo podatke iz tabele 5.3. Za razliku od prethodnog
primera, uslov koji obezbeduje sigurnu konvergenciju (5.46) za m = 0 nije ispunjen,
tj.

n=12, p© =039 <4(n-1)r® =132

Medutim, kao $to se moze videti u tabeli 5.4, oba metoda konvergiraju.

Na osnovu rezultata prikazanih u tabeli 5.4, konstatujemo da veli¢ine polupre-
¢nika diskova nakon prvog koraka ne daju pravu sliku o brzini konvergencije, sto je
u ovom sluéaju bilo i ocekivano. Velicine p), p) w™ i w2 za svaki od koriséenih
algoritama date su u tabeli 5.5.
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Kod oba metoda zadovoljena je nejednakost (5.46) poc¢ev od m = 1, §to znaci da
konvergencija nakon prvog koraka ima osobine koje su konstatovane u odeljcima 5.1 i
5.2. Uticaj Weierstrassove korekcije, ukljucene u metod (5.29), na brzu konvergenci-
ju centara aproksimativnih diskova ka tac¢nim nulama polinoma jo§ je izrazeniji
nakon druge iteracije.

| Metod | (55) | (529) INV1:INV2:()I |

i |e(1)| e |e(1)| i

1| 872(4) | 221(3) | LIS(4) | 2.99(-3)
9| 4.46(4) | 1.85(3) | 1.81(-4) | 2.55(-3)
3| 6.63(4) | 2.44(3) | 1.23(4) | 3.68(-3)
1] 1.25(-3) | 2.79(-3) | Li7(-4) | 3.37(-3)
5| 1.60(4) | 1.16(-3) | 4.56(-5) | 1.61(-3)
6| 9.20(-6) | 4.63(4) | 5.90(5) | 8.06(-4)
7| 1.25(4) | 7.60(-4) | 2.25(-5) | 9.42(-4)
8| 1.16(4) | 448(4) | 1.99(5) | 4.91(4)
0| 2.31(4) | 2.08(3) | L22(4) | 3.20(3)
10 | 9.15(4) | 2.33(:3) | L.08(4) | 2.99(-3)
11| 7.83(-4) | 2.26(:3) | 1.36(4) | 2.87(-3)
12 | 1.09(3) | 247(3) | L72(4) | 3.11(-3)
i |e(2)| r? |e(2)| r?

1 [ 1.20(12) | 6.10(-12) | 1.50(-19) | 2.83(-14)
9 | 1.54(-13) | 1.90(-12) | 8.78(-19) | 6.96(-14)
3| 7.49(-13) | 3.67(-12) | 4.72(-19) | 4.46(-14)
1| 221(-12) | 2.26(-11) | 1.26(-19) | 3.67(-14)
5| 1.95(-15) | 4.55(-14) | 5.77(-21) | 1.10(-15)
6| 1.29(-19) | L84(-17) | 4.16(-22) | 2.93(-16)
7 8.16(-16) | 9.97(-15) | 4.13(-22) | L.01(-16)
8 | 1.50(-15) | 6.83(-15) | 4.73(-23) | 2.78(-17)
0 | 3.63(-14) | 5.05(-13) | 5.34(-19) | 3.44(-14)
10 | 1.40(-12) | L.OS(-11) | 4.52(-20) | 2.47(-14)
11 | 1.10(-12) | 4.80(-12) | 6.37(-19) | 4.54(-14)
12 | 3.28(-12) | 1.37(-11) | 4.55(-19) | 7.52(-14)

Tabela 5.4: Rezultati prvog i drugog iterativnog koraka

Racunarska aritmetika dvostruke tac¢nosti bi u drugoj iteraciji bila premasena.

U mnogim slucajevima, kao i u ovom primeru, ¢etvorostruka tacnost je zadovolja-
vajuca. Za generisanje numerickih primera kreiran je originalni C++ izvorni kod
na operativnom sistemu MS WindowsNT, uz koris¢enje nekih programskih rutina
koji omogucavaju rad sa priblizno 30 ta¢nih cifara. Medutim, u nekim specijalnim
primenama moze se zahtevati i veéa ta¢nost. Predlog jednog resenja ovog problema
i vise detalja o nacinu na koji su implementirani kompleksna kruzna aritmetika i
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Metod p(l) p(2) w(l) w(2)
5.5 0762 | 0.765 | L1.25(-3) | 3.28(-12)
(5-29) nv,—inva—(r | 0761 | 0765 | 1.81(-4) | 8.78(-19)

Tabela 5.5: Velicine p™M), p(® | w®) i (2

algoritmi (5.5) 1 (5.29) dati su u dodatku.

Posmatrani intervalni iterativni procesi konvergiraju i pored toga sto uslov si-
gurne konvergencije ovih metoda (dat sa (5.46) za m = 0) nije zadovoljen. Namedce
se zakljucak da je uslov (5.46) strog, a objasnjenje lezi u ¢injenici da je ovaj uslov
potreban pri izvodenju raznih ocena (koje ponekad nisu dovoljno ostre kako zbog
njihove strukture tako i zbog jednostavnosti) pri analizi konvergencije. U praksi,
intervalni metodi po pravilu konvergiraju pod slabijim uslovima.

Primer 3.

Neka je dat sledeéi polinom devetog stepena

P(z) = 2% +32% — 327 — 925 + 32° + 92* + 9923 + 29727 — 1002 — 300,  (5.49)
¢ije su nule (i,...,(9, pocetni diskovi koje koristimo u ovom primeru ZZ.(O)
{zl(()); rgo)} (i = 1,...,9) kao i moduli gresaka |e§0)\7..., eéo)\ dati u tabeli 5.6.

G 2 ]
-3 {-=3.3+0.3i; 0.5} | 0.42
1 { 12+025; 057} | 0.28
—1 {-1.2-0.2i; 0.5} | 0.28

2 [ { 02+1.75; 05} | 0.36

—2i | { 03—22i; 05} | 0.36
2+i|{ 22+1.2i; 05} | 0.28
2—i|{ 1.8—08i; 05} | 0.28
—2+i | {-1.8+1.3i; 05} | 0.36
—2—i | {-18—-08i; 05} | 0.28

O 0O | O U W= | W DN | =

Tabela 5.6: Nule polinoma (5.49) i pocetni diskovi

Uslov (5.46) za m = 0 ni u ovom slu¢aju nije ispunjen, tj.
n=9,  p©2=035<4n-1)r" =16

Cilj ovog primera je testiranje ponasanja intervalnog iterativnog procesa (5.29)
za razlicite izbore inverzija INVy 1 INVy, pri odredivanju nula polinoma (5.49) sa

pocetnim inkluzivnim diskovima datim u tabeli 5.6. Vrednosti 7”2(3) (t=1,...,9) za
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razli¢ite izbore inverzija INV; i INV prikazani su u tabeli 5.7, pri ¢emu su vrednosti
r®3) odstampane u boldu. U tabeli 5.8 dati su maksimalni polupre¢nici »() i ()
za posmatrane slucajeve.

. NV, =()T INV;=()"T NV, =()T INV,=()"!
L INv,=()T INV,=()! INVo=()-1 | INVy=()—1!
1| 7.07(-52) 2.02(-44) 3.43(-41) 9.54(-40)
2 | 3.03(-56) 6.69(-49) 1.63(-42) 9.62(-43)
3| 1.68(-50) 5.97(-42) 5.31(-38) 5.19(-37)
4| 1.44(-60) 1.69(-53) 1.57(-49) 5.52(-50)
5| 1.79(-65) 4.13(-55) 3.72(-51) 8.85(-53)
6 | 1.86(-55) 1.14(-53) 3.04(-43) 1.87(-43)
7 | 4.47(-58) | 2.28(-51) | 1.26(-45) | 1.15(-45)
8 | 1.13(-55) 1.22(-46) 1.39(-42) 1.08(-42)
9 | 9.00(-50) | 2.64(-41) | 6.49(-37) | 8.65(-36)

Tabela 5.7: Vrednosti 7\¥) za razlicite izbore inverzija INV; i INV,

NV, =0T | INV, =0T | INV,=()T INV,=()"!
INVo=()1 | INVo=()! INVo=()—1 | INVy=()—1
rM [ 6.17(-2) | 5.24(-2) | 4.67(-2) | 4.11(-2)
| 1.03(-9) | 3.28(-8) 3.47(-8) 7.60(-8)

Tabela 5.8: Vrednosti 7™V i 7(2) za razlicite izbore inverzija INV; i INV,

Podse¢amo da je u teoremi 5.3 utvrdeno da je R-red konvergencije intervalnog
iterativnog metoda (5.29), gde se svaka od inverzija INV; i INVy izracunava po
formuli (1.28) ili (1.29), najmanje 2 + /7 = 4.646 ako je INVy = ()~! (tj. ako
koristimo formulu (1.28)), odnosno 5 u ostalim sluc¢ajevima. Na osnovu rezultata
prikazanih u tabeli 5.7 vidimo da su polupreénici odgovarajué¢ih aproksimativnih
diskova najmanji kada se koristi iskljuéivo inverzija u centriranoj formi (1.29), tj.
INV; = INVy = ()!. U sluéajevima kada je INVy = ()~! izbor inverzije INV; nema
uticaja na brzinu konvergencije. Ove konstatacije su u skladu sa tvrdenjem leme
5.5 da je

¢ = a0(e’r?) + O(€%) + bO(er?),

pri ¢emu je a = 0 ako je INVy = ()7, a b =0 ako je INV, = ().
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Dodatak

Numericki rezultati iz odeljka 5.3 dobijeni su kori§¢enjem originalnog program-
skog koda napisanog na jeziku C++, uz primenu objektno orijentisanog programi-
ranja (skraéeno OOP-a). U veéini radova i knjiga iz oblasti matematike, numericki
rezultati su dobijeni koris¢enjem FORTRAN-a, koji je pogodan zbog svoje rela-
tivno zadovoljavajuce preciznosti (FORTRANT7 radi sa aritmetikom ¢etvorostruke
tacnosti), koju je dodatnim programskim bibliotekama moguée i povecati. Medu-
tim, koris¢enjem OOP-a, odnosno klasa, operacija i funkcija koje smo definisali,
omogucen je znatno jednostavniji rad pri programiranju novih metoda. U skladu
sa razvojem tehnologije i ekspanzijom Interneta, smatramo da bi realizacija sistema
koji omoguéava interaktivno (on-line) generisanje rezultata preko servera mogla biti
svrsishodna. U ovom trenutku, realizovali smo probnu verziju ,,Servera za komple-
ksnu kruznu aritmetiku” koji se nalazi na slede¢oj URL adresi:

http://www.informatik.uni-leipzig.de/~vranic/ccas/server.htm. (*

U nastavku ée biti viSe re¢i o nacinu na koji je kreirana C++ klasa Polynomial,
kako je realizovan modul za rad sa kompleksnom kruznom aritmetikom pri ¢emu
je zadrzana standardna matematicka notacija i bi¢e prikazan korisnicki interfejs za
rad sa ,,Serverom za kompleksnu kruznu aritmetiku”.

C++ klasa ’Polynomial’

Sa ciljem da omogué¢imo elegantniji rad, pri pisanju novih aplikacija na jeziku
C++, implementiran je modul koji podrzava rad sa kompleksnom kruznom ari-
tmetikom. Da bi bilo jasnije kako se novodefinisane klase, operacije i funkcije koriste,
dajemo listing C++ zaglavlja intmat.hpp.

// Datoteka INTMAT.HPP
#include <stdlib.h>
#include <iostream.h>
#include <iomanip.h>
#include <math.h>
#include "double2.h"
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class Complex { // Klasa kompleksnih brojeva z = x + i.y
public:

double2 x;

double2 y;

friend ostream & operator<< (ostream &, Complex);
};
class Disc { // Klasa diskova Z ={z ; r }
public:

Complex c;

double2 r;

friend ostream & operator<< (ostream &, Disc);
s
// Kompleksni operatori
Complex operator+(const Complex &, const Complex &) ; // z1+z2
Complex operator+(const int &, const Complex &) ; // n+z
Complex operator+(const double2 &, const Complex &); //  atz
Complex operator-(const Complex &, const Complex &); // z1-z2
Complex operator-(const double2 &, const Complex &); // a-z
Complex operator-(const int &, const Complex &); // n-z
Complex operator*(const Complex &, const Complex &) ; // z1%xz2
Complex operator*(const double2 &, const Complex &); //  axz
Complex operator*(const int &, const Complex &) ; // n*z
Complex operator/(const Complex &, const Complex &); // z1/z2
Complex operator/(const Complex &, const double2 &); // z/a
Complex operator/(const double2 &, const Complex &) ; //  al/z
Complex operator/(const Complex &, const int &); // z/n
Complex operator/(const int &, const Complex &) ; // n/z

// Operatori nad diskovima

Disc operator+(const Disc &, const Disc &); // di+d2

Disc operator+(const Complex &, const Disc &); // z+d

Disc operator+(const int &, const Disc &); // n+d

Disc operator-(const Disc &, const Disc &); // d1-d2

Disc operator-(const Disc &, const Complex &); // d-z

Disc operator-(const Complex &, const Disc &); // z-d

Disc operator*(const Disc &, const Disc &); // di1xd2

Disc operator*(const Complex &, const Disc &); //  zxd

Disc operator/(const Disc &, const Disc &); // dixd2-{-1}
Disc operator/(const Complex &, const Disc &); //  zxd2~{-1}
// Napomena: ’z’, ’zl1’ i ’z2’ - su kompleksni brojevi,

// ’d’, ’d1’ i ’d2’ - su diskovi,
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// 'n’ - je ceo i ’a’ - je realan broj

// Funkcije nad klasom kompleksnih brojeva

Complex C(Complex); // Komplement kompleksnog broja
double2 R(Complex); // Moduo kompleksnog broja
double2 R2(Complex); // Moduo na kvadrat

double2 Q(Complex); // Glavna vrednost argumenta

// Funkcije nad klasom diskova

Disc Iml1(Disc); // tacna inverzija diska =) ~{-1}
Disc I(Disc); // inverzija u centriranoj formi =()"I
Disc Inv(Disc,int); // ako je ’int==2’ koristi se I(Disc)

// ako je ’int!=2’ koristi se Iml(Disc)
Disc Root(Disc); // kvadratni koren

Disc RootN(Disc,int); // n-ti koren

Osnovne operacije u skupu kompleksnih brojeva jesu podrzane u jeziku C++,
ali iz razloga lakseg ukljucivanja paketa koji omogucavaju rad sa aritmetikom
cetvorostruke (ili veée) tacnosti definisana je ,klasa” kompleksnih brojeva i osno-
vne operacije. Sve operacije nad diskovima realizovane su prema definicijama i
formulama iz odeljka 1.4. Ovim je omoguéen rad sa kompleksnim brojevima i
kruznim intervalima, pri ¢emu se koriste ista sintaksa i principi kao i kod osnovnih
tipova podataka (na primer int ili double). Drugim re¢ima, ako su a1, as,as € Z,
b1,ba,b3 € C, ¢1,c2,¢c3 € K(Z) i neka je * € {+,—,-,/} data operacija, tada u
programu pisemo, na primer

a]p = ag * as,
b1 = bg *b3;
C1 = C2 *C3.

Kao §to se moze videti iz programskog koda, jedini nestandardni tip podataka
koji je koriséen je double2. Ovaj tip koristi 16 bajtova za predstavljanje broja sa
pokretnom decimalnom tackom, za razliku od standardnog tipa double koji koristi
8 bajtova. Za implementaciju osnovnih aritmetickih operacija modifikovan je C++
programski paket autora Keith Briggsa, bivSeg studenta Univerziteta u Cambridgeu.
Na ovaj nacin omogucen je rad sa priblizno 30 ta¢nih cifara. Brzina izvrSenja ari-
tmetickih operacija pri koriséenju klase double2 je 10-25 puta manja nego kada se ko-
risti standardni tip double. Ovo je, medutim, mnogostruko bolji odnos u poredenju
sa usporavanjem koje uzrokuju paketi sa aritmetikom proizvoljne tacnosti.

Pomenuti programski paket koristi poznate tehnike Dekkera, Linnainma, Ka-
hana, Knutha i Priesta (implementiranih u fortranskim kompajlerima), ali i nove
metode samog autora. Vise detalja, kao i podatke o radovima iz ove oblasti moguce
je naéi na Internet adresi [7].
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Definisana je i klasa Polynomial za implementiranje intervalnih iterativnih algo-
ritama, sa elementima i metodima datim u sledeé¢em listingu.

// Datoteka POLY.HPP
#include "intmat.hpp"

class Polynomial {

int n; // Stepen polinoma

Disc *Z; // Pointer niza inkluzivnih diskova
Complex *zn; // Pointer niza nula polinoma
double2 rho, r, d, w; // Parametri

int method; // Indikator izabranog metoda

Complex P(Complex); // Vrednost polinoma
Complex W(int); // Weierstrassova korekcija
Complex G(int,int); // Funkcija G_{k,i}

Disc S(int); // Funkcija S_i
void rhordw(void); // Izracunavanje parametara
Disc Euler_like(int); // Metod (5.3)

Disc Euler_like_with_W(int); // Metod (5.25)

public:
Disc getDisc(int); // Vraca Z[i]
Complex getZero(int); // Vraca zn[i]

double2 getRadius(int); // Vraca poluprecnik diska Z[i]
Complex getCenter(int); // Vraca centar diska Z[il
void NextStep(void); // Izvrsava sledecu iteraciju

// Konstruktori i destruktor

Polynomial (int,Complex *,Complex *);

Polynomial (int,Disc *,Complex *);

Polynomial (int,Complex *,Complex *,int,int,int,int,int);
Polynomial (int,Disc *,Complex *,int,int,int,int,int);
“Polynomial (void) ;

Napominjemo da je ovde prikazan samo koncept na osnovu koga je implementi-
ran programski kod. Smatramo da su deklaracije klasa, operacija i funkcija dovoljne
za osnovno objasnjenje predlozenog koncepta, dok samo definisanje funkcija i reali-
zacija iterativnih metoda mogu biti ostvareni na vise nacina. Osim toga, moguca
je (prema potrebi) nadgradnja postojeéih klasa, tj. dodavanje novih elemenata,
funkcija i konstruktora. Informacije o novim verzijama ovog programskog paketa
mogu biti pronadene na adresi (*).
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Sa namerom da demonstriramo jednostavnost pri definisanju veli¢ina kada ko-
ristimo klase Complex i Disc, naves¢emo samo primere definisanja Weierstrassove
korekcije W;, funkcije Gy ; date sa (5.1), veli¢ine S; date sa (5.2) 1 metoda (5.5).

Complex Polynomial::W(int i) {
Complex r; r.x=1; r.y=0;
for (int j=0; j<n; j++)
if (i'=j) r=r*((Z[i].c-znl[j1)/(Z[i].c-Z[j].c));
return (Z[i].c-zn[i])x*r;

}

Complex Polynomial::G(int k,int i) {
Complex r, d; r.x=r.y=0;
for (int j=0; j<m; j++)
if (i'=j) {
d=W(j)/(Z[i].c-Z[j]1.c);
if (k==2) d=d/(Z[i].c-Z[jl.c);
r=r+d;
}
return r;

}

Disc Polynomial::S(int i) {
Disc r; r.c.x=r.c.y=r.r=0;
for (int j=0; j<m; j++)
if (i!'=3) r=r+W(G)/(Z[1i].c-Z[j]1.c))/(Z[i1-Z[j].c);
return r;

}

Disc Polynomial::Euler_like(int i) {
return (Z[i].c-2*W(i)/(1+G(1,1i))/
(1+Root (1+4*W (i) /((1+G(1,1))*(1+G(1,1)))*S(1))));

Ovakav na¢in programiranja narocito je pogodan, imajuéi u vidu da prethodni
programski kod u potpunosti odgovara matematickom zapisu u formulama (5.1),
(5.2) i (5.5), $to sam kod ¢ini veoma ¢itljivim. Napomenimo da je koriséenjem uve-
denih klasa i operacija moguca i realizacija tackastih iterativnih algoritama u kom-
pleksnoj aritmetici. U tom slu¢aju, dovoljno je inicijalizovati vrednosti polupre¢nika
pocetnih diskova na nulu.
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Server za kompleksnu kruznu aritmetiku

Na kraju ovog dodatka, predstavljamo prvu verziju ., Servera za kompleksnu
kruznu aritmetiku” dostupnog preko Interneta na adresi (*). Ova verzija ima za
cilj samo da demonstrira ideju koja je, na osnovu informacija kojima raspolazemo,
originalna. Osnovni zadatak je omoguditi interaktivno generisanje numerickih pri-
mera, a namera nam je da dalje razvijamo ovaj server dodavanjem fundamentalno
novih opcija i funkcija.
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u Define a new polynomial and initial discs

Use polynomial P(z)=z>-26z* +50523-385022+120002-800000
and its initial discs

Use polynomial P(z)=z"+32° -327-925432°+92* +992°+2972%-1002-300
and its initial dises
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Slika 5.1: Pocetni ekran ,,Servera za kompleksnu kruznu aritmetiku”

Na slici 5.1 prikazan je pocetni ekran sa poljima za komunikaciju sa korisnikom.
Korisnik moze da odabere:
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e stepen polinoma n,

e broj iterativnih koraka koje treba izvrsiti,

e iterativni metod (intervalni ili tackasti) koji se koristi,
e nacin definisanja polinoma i poc¢etnih diskova.

U ovom slucaju, izabrano je: stepen polinoma n = 5, ukupan broj iterativnih
koraka je 5, koristi se metod (5.29) i uzima se polinom sa pocetnim aproksimacijama
iz primera 1.

Sledeéi ekran prikazan je na slici 5.2 i pokazuje rezultate izbora, pri ¢emu
su moguce izmene koeficijenata polinoma i pocCetnih diskova. Naglasavamo da je
potrebno voditi raéuna da vazi (; € Zi(o) (i = 1,...,n). Ukoliko korisnik zeli
drugaciji izbor stepena polinoma, broja iteracija, kao i metoda koji se koristi, treba
se vratiti na prethodni ekran. Pritiskom na dugme Calculate pojavljuje se novi
prozor i rezultati iteracija se Stampaju.
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Slika 5.2: Ekran za unos pocetnih parametara

U narednim verzijama bic¢e ukljucen znatno veéi broj iterativnih algoritama, sa
mogucénoséu za automatski izbor pocetnih aproksimacija koje ispunjavaju odredene
uslove sigurne konvergencije. Takode, bi¢e omoguéen unos novih iterativnih for-
mula, rad sa raCunarskom aritmetikom proizvoljne tacnosti, prekidanje iterativnog
postupka kada se dostigne zadata tac¢nost, kao i stampanje rezultata na vise nacina
(na primer samo tekst, TeX ili LaTeX2e stil, itd.).

Zbog objedinjavanja zahteva za povetanjem tac¢nosti i pogodnosti koje pruza
princip objektno orijentisanog programiranja (OOP), naredna verzija bi¢e napisana
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na jeziku Java. Naime, u ovom jeziku omogucen je rad sa aritmetikom , beskonaéne”
preciznosti (na primer klasa BigDecimal), a povrh toga sto je Java jezik za OOP,
povoljno je i to §to bi se program izvsavao na strani klijenta (tj. korisnika koji
pristupa serveru). Jedina mana bila bi sporost jezika Java. Medutim, novije verzije
Java prevodilaca, kao i stalni rast brzine procesora (u proseku se na svakih 18 meseci
brzina takta udvostruc¢ava!) mogu znatno da umanje ovaj nedostatak. Drugo resenje
bi moglo da bude koriséene multiprocesorskog servera sa brzom vezom ka Internetu i
programskog koda napisanog u C++ koji koristi neki programski paket za povec¢anje
preciznosti.



