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1 Einleitung

Im Jahr 1951 bewies Kleene seinen klassischen Satz iiber die Aquivalenz von Rationalitit
und Erkennbarkeit formaler Wortsprachen. Zehn Jahre spéter zeigte Schiitzenberger in sei-
ner Arbeit [Sch61], daB diese Aquivalenz allgemeiner fiir formale Potenzreihen (Abbildun-
gen von einem endlich erzeugten freien Monoid in einen Semiring) gilt und charakterisierte
damit algebraisch, welches Verhalten ein endliches diskretes System, also ein endlicher
gewichteter Automat, haben kann.

Automaten eignen sich zur Simulation von endlichen, diskreten Prozessen, die Kosten
verursachen. Ein solcher Prozefl wird durch einen Pfad, der in einem Automaten durch-
laufen wird, modelliert. Die Automaten in Schiitzenbergers Sinn berechnen die Laufkosten
eines Pfades, indem die Gewichte der einzelnen Transitionen aufmultipliziert werden. Man
mochte weiterhin den Umstand modellieren, dafl das Betreten bzw. Verlassen des Automa-
ten Ressourcen verbraucht. Daher multipliziert man die Laufkosten des Pfades noch mit
Ein- bzw. Austrittskosten und erhélt auf diese Weise die Gesamtkosten, die das Abarbeiten
des Pfades hervorruft.

Diese Art der Kostenberechnung ist in einem gewissen Sinn statisch. Wir werden in der
vorliegenden Arbeit Automaten definieren, die in der Kostenberechnung flexibler sind und
daher die Modellierung einer grofleren Klasse von Prozessen gestatten.

Ein erster Schritt in diese Richtung war die Idee von Droste und Kuske in der Arbeit
[DKO02], dem Automaten ein Gedéichtnis in Bezug auf die Kostenberechnung zu verleihen.
Das erreichen sie dadurch, daf§ nicht mehr nur das Gewicht einer Transition zu den Lauf-
kosten eines Pfades beitriagt, sondern auch die Position, die diese Transition innerhalb des
Pfades einnimmt. Droste und Kuske untersuchen den tropischen Semiring genauer und
argumentieren mit einem sogenannten Deflationsparameter ¢. In ihrem Automatenmodell
beschreibt ¢, wie stark ein Ereignis die Bewertung eines Prozesses beeinflufit. Wéhlt man
z.B. 0 < ¢ < 1, dann tragen Transitionen umso weniger zu den Laufkosten des Pfades bei,
je spéter sie ausgefiihrt werden.

Die Idee der gedichtnisgestiitzten Kostenberechnung wird in der vorliegenden Arbeit
in zwei Richtungen verallgemeinert. Zum einen machen wir den Beitrag einer Transition
zu den Laufkosten nicht nur abhéngig von der Anzahl der bereits abgearbeiteten Transi-
tionen, sondern wir beriicksichtigen genauer, welche Buchstaben bereits gelesen wurden.
Die zweite Verallgemeinerung schafft Symmetrie, denn wir lassen nicht nur bereits gelesene
Buchstaben sondern auch Buchstaben, die noch zu lesen sind, in die Berechnung der Lauf-
kosten einflieBen. Die Prozessmodellierung wird damit detaillierter, denn die Bewertung
eines Vorganges héngt von vergangenen und zukiinftigen Ereignissen ab. Das geeignete
mathematische Werkzeug zur Beschreibung solcher Automaten ist das Bewertungspaar.

Im Kapitel 2 wiederholen wir kurz grundlegende Definitionen zu Alphabeten, Semirin-
gen und Potenzreihen. Desweiteren definieren wir den Begriff des Bewertungspaares.

In Kapitel 3 stellen wir unsere Definition eines Automaten vor. Der wesentliche Un-
terschied zu endlichen gewichteten Automaten im klassischen Sinn ist die Art und Weise
der Laufkosten- bzw. Kostenberechnung eines Pfades. Wir erkldren Erkennbarkeit einer
Potenzreihe, beweisen ein Faktorisierungslemma und leiten klassische automatentheoreti-



sche Resultate als Folgerungen aus unseren Ergebnissen her. Wir beweisen eine Lemma zur
Normalisierbarkeit von Automaten und demonstrieren, daf§ jeder Automat zu einem ko-
stendeterministischen Automaten dquivalent ist. Wir definieren den Begriff der Darstellung
einer Potenzreihe und wir zeigen, dafl genau die erkennbaren Potenzreihen eine Darstellung
besitzen.

Im Kapitel 4 stellen wir den Semiring £, ,((A*)) aller Potenzreihen vor. Die Addition
dieses Semiringes ist die gewohnliche punktweise Addition von Potenzreihen, aber die Mul-
tiplikation mufl unserer Definition der Laufkosten eines Pfades angepafit werden. Unsere
Definition des Produktes verallgemeinert das wohlbekannte Cauchy-Produkt. Wir erklaren
den Begriff der Rationalitét.

Kapitel 5 enthilt als Hauptresultat unserer Arbeit einen Beweis der Aquivalenz von
Rationalitdt und Erkennbarkeit.

Im Kapitel 6 geben wir ein motivierendes Beispiel zur Modellierung eines Prozesses,
gehen kurz auf die verwendeten Beweistechniken ein und zéhlen weiterfithrende Fragestel-
lungen auf.

Danksagung

Mein Dank gilt insbesondere Prof. Dr. M. Droste fiir die Betreuung dieser Arbeit, deren
Resultat ohne seine Anregung nicht zustande gekommen wére. Ich danke HDoz. Dr. D.
Kuske fiir anregende Diskussionen und meinen Eltern fiir ihre Unterstiitzung wéhrend
meines Studiums.



2 Grundlagen

Eine endliche Menge A # () ist ein Alphabet und ihre Elemente sind die Buchstaben. Das
freie Monoid A* ist die Menge aller endlichen Wérter iiber A mit der Konkatenation von
Wortern als Monoidoperation und dem leeren Wort ¢ als neutralem Element. Die Menge
A*\ {e} der nichtleeren Worte wird mit A* bezeichnet. Ist n > 0 und w = a5 ...a, € A*
ein Wort mit a; € A fiir alle i = 1,...,n, dann nennt man |w| = n die Lidnge von w.

Ein Quintupel (&, ®,®,0,1) ist ein Semiring (mit Eins), wenn jede der folgenden Ei-
genschaften gilt

e das Tripel (R, @,0) ist ein abelsches Monoid
e das Tripel (R, ®, 1) ist ein Monoid
e die Null absorbiert beidseitig, alsoVr € R: 00z =20=0
e es herrscht beidseitige Distributivitét, d.h.
Ve,y,z€ R: 20ydz)=20y®rz0z und (z0yY)O0z=20z20y0 2.

Wie gewohnt einigen wir uns darauf, daf§ die Operation ® stédrker bindet als .
Eine Abbildung h : 8 — K’ zwischen Semiringen ist ein (Semiring-) Homomorphismus,
wenn sie die Operationen vermoge

Ve,y € B: hlx@y)=h(x)®h(y) und h(zx ©y) = h(z) © h(y)

respektiert und h(0) = 0 sowie h(1) = 1 gelten. Ein Homomorphismus der Form i : & — &
ist ein Endomorphismus von K. Die Menge End(RK) aller Endomorphismen von £ bildet
mit der Abbildungskomposition o als Operation und der identischen Abbildung

d:R—R:x—2x

als neutralem Element das Endomorphismenmonoid von K.
Sei nun ¢ : A* — End(RK) : w — ¢, ein (Monoid-) Homomorphismus und ¢ : A* —
End(RK) : w — v, ein Antihomomorphismus, es gelte also

Yu,v € A" 1 Yup = Pu 0Py bzw. Yy, = 1, 0 1y.

Das Paar (¢, p) nennen wir ein Bewertungspaar und die Abbildungen ¢ und ¢ Bewer-
tungsfunktionen, wenn ¢ und v kommutierende Bilder haben, d.h.

VU,UGA*i @uo¢v:¢vo¢u‘

Eine Abbildung S : A* — R : w — (S, w) ist eine (formale) Potenzreihe. Wir nennen
S quasireguldr, wenn (S,¢) = 0 ist. Seien u € A*,x € K. Gelten (S,u) = z und (S,w) =0
fiir alle w € A* mit w # u, dann ist S ein Monom und wird mit xu abgekiirzt.

Von nun an seien ein Alphabet A, ein Semiring £ und ein Bewertungspaar (v, @) fest
gewahlt. Wir halten uns an die gewohnte Konvention, dafl leere Summen den Wert 0 und
leere Produkte den Wert 1 haben.



3 Endliche gewichtete Automaten

3.1 Erkennbare Potenzreihen

Ein endlicher gewichteter Automat (oder einfach Automat) ist ein Quadrupel
A = (Q,T,in,out).

Dabei ist @) eine endliche Menge von Zustdnden und T' C () X A X R X () eine endliche Menge
von Transitionen. Die Funktionen in, out : () — K beschreiben Ein- bzw. Austrittskosten.
Ist t = (p,a,x,q) eine Transition, dann nennen wir x das Gewicht von ¢. Ein Zustand
L € @ ist eine Quelle, wenn es keine Transition der Form (p,a,z,t) € T gibt. Analog ist
o € @ eine Senke, wenn keine Transition der Gestalt (o, a,z,q) € T existiert.
Ein Automat 2 = (Q, T, in, out) ist normalisiert, wenn es eine Quelle ¢ und eine von ¢
verschiedene Senke o gibt, sodafl

{ 1 fallsg=1

0 sonst

1 fallsg=o¢

in(q) = und out(q) :{ 0 sonst

gelten. In diesem Fall schreiben wir auch 2 = (Q, 7', ¢,0) und nennen ¢ den Initial- und o
den Finalzustand von 2.
Ein Element P = t1ty...t, € T* mit t; = (¢;, a;, i, gi+1) ist ein Pfad (in 2A) der Léange
n. Die Zusténde g, ..., ¢,_1 sind seine inneren Zustéinde, seine Beschriftung ist das Wort
W = ayay...a,. Wir sagen, dafl P ein w-Pfad ist und daf P (in 2) von ¢; nach g, fiihrt,
in Zeichen
P:q L&( n+1-

Bemerkung 3.1. Im klassischen Sinn definiert man nun die Laufkosten des Pfades P durch
rc(P) =21 0xs®...0 .

Der Beitrag einer gegebenen Transition zu den Laufkosten ist also fix, ndmlich gerade ihr
Gewicht.
In [DKO02] wird allgemeiner mit

r¢(P) = 21 ® h(xs) © h*(x3) © ... © " (z,)
fir einen Endomorphismus h € End(8f) argumentiert. Neben dem Gewicht der Transition

geht auch noch ihre Position innerhalb des Pfades in die Laufkostenberechnung ein.

Wir definieren die Laufkosten des Pfades P allgemeiner vermoge

1e(P) = [¢: 0 Yupan (11)] © [00r © Vs, (82)] ©-- © [Guran s 0 Vlan)|

n

= H Paj...a;—1 © ¢ai+1-~-an (Il)

i=1



Beziiglich der Laufkostenberechnung eines Pfades arbeitet der Automat viel komple-
xer als im Schiitzenbergersinn. Bei der Ermittlung des Beitrages einer Transition zu den
Laufkosten nehmen bereits gelesene Buchstaben iiber ¢ Einflul. Analog werden kiinftig zu
lesende Buchstaben iiber 1) mit einbezogen.

Ist P ein nichtleerer w-Pfad, der von p nach ¢ fithrt, dann definieren wir seine Kosten
¢(P) durch

¢(P) = ¥u(in(p)) © re(P) © pu(out(q))

und fiir den leeren Pfad setzen wir

c(e) =) _in(g) ® out(q).

q€Q

Das Verhalten |2(| eines Automaten 2 ist die durch
(I, w) => {e(P) | P ist w-Pfad in A}

definierte Potenzreihe. In der Summe rechts stehen nur endlich viele Summanden, denn da
der Automat nur endlich viele Transitionen hat, gibt es nur endlich viele w-Pfade.

Definition 3.2. Eine Potenzreihe S ist (¢, p)-erkennbar (oder einfach erkennbar), wenn
es einen Automaten 2 mit || = S gibt. In diesem Fall sagt man, daf§ S von 2 erkannt
wird. Die Menge aller erkennbaren Potenzreihen wird mit Rec, ,(A*) bezeichnet.

Hauptziel unserer Arbeit ist eine algebraische Charakterisierung von Rec, ,(A*).

Bemerkung 3.3. Folgende Aussagen sind aus den Definitionen sofort klar.
e Die Laufkosten einer Transition sind gleich ihrem Gewicht.
e Normalisierte Automaten haben quasireguléres Verhalten.

o Ist we AT und 2 = (Q, T, in, out) ein Automat, dann gilt

(20, w) =Y > {c(P) | P:p—aaq}.

P9EQ
o Ist we A" und A = (Q, T, t,0) ein normalisierter Automat, dann ist

(I2t],w) = Y _{re(P) | P v o0},

3.2 Faktorisierung der Laufkosten

Dieses Lemma wird in den folgenden Beweisen eine zentrale Rolle spielen.



Lemma 3.4 (Faktorisierungslemma). Ist A = (Q, T, in, out) ein Automat, w € A*, P
ein w-Pfad und P = Py ... P, eine Faktorisierung von P in w;-Pfade P; (i = 1,...,n),
dann gilt

T’C(P) - ngwl...wi,1 o @Dwiﬂ...wn(m(Pi))-
i=1

Beweis. Induktion nach n.

Fiir n = 0 steht auf beiden Seiten der Gleichung ein leeres Produkt. Fiir n = 1 ist
nichts zu zeigen. Sei nun n = 2 und P ein w-Pfad. Faktorisiere P = P, P, in einen w;-Pfad
Py =ty...ts bzw. we-Pfad Py = tsyy ...t mit w = wywy und t; = (g;, a5, ¢4, ¢iy1) € T fiir
alle i =1,...,m. Aus der Definition der Laufkostenfunktion folgt

rC(P> = ngalmai—l Owai+1-~~am(xi)
=1

m
H Spal...as...ai_l o ¢ai+1...am(xi)

i=s+1

©

s
= [H Pay...a;—1 © 77blli-~-1~~as+1~~llm(‘7‘17?)
=1

= /l/}[lerl...CLm (H Qpal...ai_l o wai_._l...as <x2>>
i=1
®90a1---as ( H Pasti...ai—1 © ¢ai+1---am(xi))

1=s+1

= Yup(1¢(F1)) © Puy (re(F2)).

Fiir n = 0,1,2 ist die Behauptung also bewiesen. Sei jetzt n > 3, die Annahme richtig
firn—1und P = P,...P,. Wir setzen P = P,...P,_; und dementsprechend w’ =
Wi ... Wy—1. Nun benutzen wir sowohl den eben bewiesenen Fall fiir das Produkt zweier
Pfade als auch die Induktionsannahme

rc(P) = 1¢(P'P,) = 1y, (rc(P") @ pu (rc(Py))

n—1
= wwn (H Puwy.aw;—g © wwiJrlmwn—l (rC(Pl))> © Qu (I“C(Pn))
=1

n—1
= (] ewrwis © Yunsrawn (rc(P)) | © ur(ve(P))
=1

n—1
= H Pwy..w;—1 © ¢wi+l~-~wn (I"C(PZ)) ©
=1

H Pws..w;—1 © ¢wi+1..vwn (I“C(PZ))

n

= H spwl---wi—l © 1/}wi+1---wn (rC(R))

=1

und haben per Induktion die Behauptung fiir alle n > 0 bewiesen. O]



3.3 Normalisierung

Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung eines klassischen Resultates, welches man

z.B. in [Ei74] findet.

Lemma 3.5. Ist A’ ein Automat, dann gibt es einen normalisierten Automaten A mit

] 0 falls w = ¢
(4], ) _{ (|, w) sonst.

Beweis. Sei ' = (Q',T',in’,out’) und A = (Q, T,¢,0) der normalisierte Automat mit
Q=0Q U{t} U{cs} und

T=T U {(a, Y (i) ©w)q)|acAqeqQ}

(p,a,x,q)€T’

U e, S (@0 pdout(g),0) [ac Ape Q)
(p,a,z,q) €T’

U {(a, Y (a(in'(p) ©z 0 galout'(g))),0) | a € A}.
(p,a,xz,q)€T’

Wie jeder normalisierte Automat hat 2 quasireguléres Verhalten. Zu zeigen bleibt, daf |2
und || auf A iibereinstimmen.

Sei zuerst a € A. Nach Konstruktion gibt es nur eine Transition von ¢ nach ¢ mit
Beschriftung a. Sie hat die Gestalt

(a, Y (Walin'(p) © 2 © py(out'(9))), o)

(p?a’x7q)€T/

und damit ist

(12, a) = tha(in'(p)) © 2 © @a(out'(q)).

(p7a7x7q) ET’

Andererseits ist aber

(1200, @) =

tha(in'(p)) © 1 (t) © pa(onut’(q))

t=(p,a,z,q) €T’

= X ) oropdon(s)

(pa,z,9)€

= (12, )-

Damit verhalten sich 20 und 2" auf den Wértern der Lange 1 gleich.



Sei nun w € A" ein Wort der Linge > 2. Dann gibt es genau eine Faktorisierung
w = avb mit a,b € A und v € A*.

(20w) = S {e(P) | Prr o)
= Z Z Z Z [La,x,q)R(p,b,y,a)

2,9€Q (v,a,2,9)€T R. qsqp (P,0Y, o)eT

Um die Menge, iiber die die erste Summe lauft, etwas zu verkleinern, iiberlege man sich,
daB fiir ¢ = ¢ die zweite Summe leer ist, denn da ¢ in 2 eine Quelle ist, gibt es keine
Transition der Form (¢, a,x,t). Ist ¢ = o, dann verschwindet die dritte Summe fiir alle
p # o, denn o ist eine Senke in . Wenn aber p = ¢ ist, dann ist aus dem selben Grund
die vierte Summe leer. Man &ndert den obigen Ausdruck also nicht, wenn man ¢ nur {iber
Q' laufen 1i8t. Vollig analoge Uberlegungen gelten fiir p. Wenn p, ¢ in Q' sind, dann muf
R ganz in A’ verlaufen, da die einzigen Zustinde auflerhalb @)’ Quellen bzw. Senken sind.
Wir haben somit

jw)=3 Y X 3 rwefeargRpby0)]

Pa€Q’ (1,0,2,9)€T Rig—sy,p (P,0y,0)ET
Nun nutzen wir die Faktorisierungseigenschaft der Laufkostenfunktion
= Yup(2) © a0 Py (re(R)) © Pau(y).-

Aus den Distributivgesetzen folgt

2wy = > 3 3 > Yu(2) © @e o th(re(R)) © pa(y)

P,9€Q’ (v,a,z,q)ET R~q—>gup (p,byy,0)ET

_ Z Z V()| © Z a0 p(re(R)) | ® Z Pav ()

p,9€Q’ | (v,a,2,q9)€T R:qL@/p (p,b,y,0)ET
= D> tw| Y, x| 0| D @aoth(td(R)| Opw | Y.
p,qeqQ’ (v,a,2,q)€T R:qu/p (p,b,y,0)ET

Im mittleren geklammerten Ausdruck konnen wir rc¢’ statt rc schreiben, da R ganz in 2/
verlauft.

Betrachte nun die Summe in der ersten eckigen Klammer. Zu gegebenem a € A und
gegebenem ¢ € @ gibt es nach Konstruktion genau eine Transition der Form (¢, a,z,q) in
T. Diese Transition hat dann (wieder nach Konstruktion) das Gewicht



Damit haben wir

Yo | D x| =vw | D du@) o | = Y (') ©du().

(t,a,2,9)€T (p',a,2',q)€T” (' 0,z ,q) €T’

Analog finden wir zu gegebenem p € Q und b € A

Pav Z Yyl = Z Soav(y/) © Pu (Outl(ql>)'

(p,by,0)€T (p.by' ¢ )T’

Die beiden letzten Gleichungen benutzen wir nun in unserer Berechnung von (|2(], w)

(2t w) = > Y. @) ovw@)| O Y waotd(R))

paeQ’ | (¢’ 0,2 ,q)ET’ Rig—"qp

O D, bwl)©pulout'(d))

(p,by',q")ET"

Mit den Distributivgesetzen kénnen wir die Summenzeichen wieder alle am vorderen Ende
des Ausdrucks versammeln und haben

(I2dwy=2> > > > f
PacQ’ (v',a,x",Q)ET" Rig-Ys,p Dby 0 )ET

mit der Abkiirzung

f=0u(in'(p) © Yu(2") © @a 0 P (rc'(R)) © an(y') © @u(out’(q)).

Mit der Faktorisierungseigenschaft der Laufkosten und der Definition der Kosten eines
Pfades folgt, dafi das Produkt f gerade die Kosten des Pfades (p/, a,2’,q)R(p,b,vy’,¢) in
A’ ist.

2wy = > > X X d0ad0RpbY.0)

pgeQ’ (p',a,x",q)€T" gy, p (P10 ¢ )ET”
S

P ,q €Q’ P:p’i@uq/
= (U], w).

Wir haben nun gezeigt, dal das Verhalten von 2 mit dem von 2" auch auf den Wortern
der Lange > 2 iiberein stimmt. ]

Dieses Lemma sagt gerade, dafl zu jeder erkennbaren Potenzreihe S ein normalisierter

Automat existiert, dessen Verhalten mit S auf A" iiberein stimmt. Insbesondere werden
erkennbare quasiregulére Potenzreihen von normalisierten Automaten erkannt.

9



3.4 Kostendeterministische Automaten und Darstellungen

Ein Automat 2 = (Q, T, in,out) heifit kostendeterministisch, wenn fiir alle p,q € @ und
alle a € A genau ein x € R existiert, sodaf (p,a,z,q) € T ist.

Lemma 3.6. Zu jedem Automaten gibt es einen kostendeterministischen Automaten mit
gleichem Verhalten.

Beweis. Sei ' = (Q',T',in’,out’) ein Automat. Wir setzen 2 = (Q', T,in’, out’) mit

T=S(pa > ¢ |pgeQ udacA

(p,a,xz,q) €T

Fiir alle Zustdnde p,q und jeden Buchstaben a gibt es offenbar genau eine Transition
(p,a,z,q) € T, also ist der Automat kostendeterministisch. Da die Ein- und Austrittskosten
durch die Konstruktion erhalten bleiben, stimmen die Verhalten beider Automaten auf
w = ¢ iiberein.

Sei nun w € A*. Mittels Induktion nach |w| etablieren wir zuerst das Zwischenergebnis

Vp,q € Q" : Z rd'(P) = Z re(P).
Pip—qrq Pip—aq

Fiir |w| = 1 ist nach Konstruktion nichts zu zeigen, denn die Laufkosten einer Transiti-
on sind gleich ihrem Gewicht. Sei nun w € A% a € A und das Zwischenergebnis fiir w
bewiesen. Mit dem Faktorisierungslemma gilt dann fiir alle p,q € @’

Z rd'(P) = Z Z Z rc’ (tP)

P:p®oq req’ tip—"sqrr Pir—"sgq

= 2 X X D) O euld(P)

reqQ’ tip—sgrr Prr—"s501q
= > o D )| 0wl | D (P
reqQ’ tip—"sgr P:rs00q

Nun nutzen wir aus, dafl das Zwischenergebnis schon fiir w und alle Transitionen ¢ bewiesen
ist, wir konnen also statt r¢’ bzw. 2’ nun rc und 2 schreiben und formen analog zu den
eben durchgefithrten Schritten um

Suo| 3 e oe | 3D re(p)

P:pum/q req’ tip——qr Pir—q

= Z Z Z rc(tP)

r€Q i Lor Pir—sgq

= Z re(P).

P:p*Paq

Ny
—
O\
—~
"U
N~—
I

10



Damit ist die Zwischenbehauptung per Induktion bewiesen und wir zeigen jetzt die Aussage
des Lemmas fiir w € A™.

(2 w) = > > oP)

PEQ’ pipin g

= Y ) (i’ (p) ©re(P) © pulout'(g))

’
pquQ P;pi@l q

= D dul@)o | D0 re(P) | ©pulont'(9)

P,q€Q’ P:pi@lq

Mit dem Zwischenergebnis kénnen wir in der inneren Summe Striche zu rc bzw. 2 hin-
zufiigen und erhalten

(2, w) = Y wulm@)o| Y r(P)] opulout'(q))

P,qEQ’ P:pi&l/q

= Y Y Gl () ©xe(P) o pylout'(q)

p,qeQ’ P;pi@‘,q

= 2. 2 dP

p,q€Q’ P;pi)%,q
= (I, w).
Damit ist das Lemma bewiesen. [
Mit 8"*™ bezeichnen wir das Monoid aller n x n-Matrizen iiber & mit der gewohnlichen
Matrixmultiplikation ® als Operation. Wenn wir im folgenden einen Endomorphismus h

von R auf eine Matrix oder einen Vektor M mit Eintrdgen aus R anwenden, dann verstehen
wir diese Anwendung komponentenweise, also

h(M)i; = h(M; ;).

Eine Abbildung i : A* — K"*™ ist ein (¢, p)-Morphismus, wenn ¢ auf das neutrale Element
abgebildet wird und fiir alle u,v € A* die Gleichung

pluv) =y (p(u)) © pu(p(v))

gilt.

Sei nun 2 = (@, T, in, out) ein Automat, S eine Potenzreihe und n > 1. Wir nennen
ein Tripel (A, i1,7) eine (n-dimensionale) Darstellung von || bzw. S, wenn A € 8™ und
v € & sind, p: A* — K" ein (¢, ¢)-Morphismus ist und

(12, w) = Yu(A) © p(w) © pu(7) = (S, w)
fiir alle w € A* gilt.
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Proposition 3.7. Fine Potenzreihe S hat eine Darstellung genau dann, wenn sie erkenn-

bar ist.

Beweis. Werde zuerst S von A = (Q, T, in, out) erkannt. Jedem w € A* ordnen wir die

Q) x Q-Matrix

p(w)pq = Z re(P)

P:p1—u>mq

zu. Dann ist p ein (1, ¢)-Morphismus, denn sind wy, ws € A* und p, ¢ € @, dann gilt

M(w1w2)p,q

also pu(wiwe) = Yy, (p(w

Z re(P)

wiwy
P:p —"aq

> Y% winn

€Q Py .p—qz Py ~Z*>2l q

SN Y vuwe(R) 6 g, ()

1€Q prp i Prii2ggq

Yol DD twe(P)| O D ou ()

€Q P :pﬂqz‘ P2Zi2>mq

Z Yy Z re(Pr) | © ouy Z re(Py)
i€ Pr: pﬂm[i P25iﬂ>qu

Z ¢w2 ’LU1 p,i @ Pwy (M(wQ)i,Q)v

1€Q

1)) ©@@w, ((ws)). FaBt man in als Zeilen- und out als Spaltenvektor

in kanonischer Art und Weise auf, dann gilt

(=24,

w)

2. 2

PAEQ pip Yoo g

S Y vulin) @ re(P) © pulout())

PAEQ Pipogg

Y dulin@) o | Y re(P)| © pyulout(q))

P,qEQ P:pimlq
Z Y (in(p)) © p(w)pq © wuw(out(q))
P,gEQR

Yy (in) © p(w) © py(out).

Damit ist (in, i, out) eine Darstellung von S.
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Sei nun andererseits (in, i, out) eine n-dimensionale Darstellung von S. Setze A =

(QaTv in,out) mit Q = {17 ct 7”} und T' = {(pa CL,,M(CL)p,q,q) | D, q € Qaa < A} Zu zeigen
bleibt

(I, w) = u(in) © p(w) © @p(out),
dafiir geniigt offenbar die Richtigkeit von

p(w)y,, = Z rc(P) fiir alle p,q € Q.
Pip—aq

Induktion nach |w|. Sei zuerst w = . Fiir p # ¢ steht auf beiden Seiten der Gleichung eine
Null, ansonsten auf beiden Seiten eine Eins. Sei nun a € A,w € A* und die Behauptung
richtig fiir w. Da u ein (¢, ¢)-Morphismus ist, folgt

plaw)py = (Puwlp(a)) © ga(p(w)))pg
= Z@Dw(ﬂ Npi © @alp(w))ig

1€Q

= wa @)pi) © a(p(w)ig)
1€Q

= D dulpa)p)) ©a | Y re(P)
€@ P:i—>aq

= Z Z ww ®90a(rc(P))

1€Q p:itgq

= > > pulre(t) © galic(P))

t:pi)gli Plimq

= 2 X

tp—sgi Pii——gq

= ) re(P).

P:pﬂmq

Damit ist die Zwischenbehauptung und auch die Proposition bewiesen. O]

4 Formale Potenzreihen

4.1 Der Semiring £, ,{(A*))

Mit 84" bezeichnet man die Menge aller Potenzreihen von A* nach K. Fiir S,T € &
definieren wir eine Summe (oder Addition) durch

(SeT,w)=(S,w)® (T,w)
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und eine Multiplikation (oder ein Produkt) durch
(SOTw)= Y vu((S.u)©eu((T.0)).

Bemerkung 4.1. Das Zeichen ® wird von anderen Autoren i.a. fiir das Hadamard-Produkt
(SoTw) = (Sw) o (T,w)

der Potenzreihen S, T verwendet. In unserer Arbeit benttigen wir das Hadamard-Produkt
nicht und wollen die Notation mdoglichst einfach halten, daher bezeichnet S ® T immer das
Produkt von S und 7" im obigen Sinne.

Bemerkung 4.2. W&hlt man als Bewertungspaar (w +— id, w + id), dann vereinfacht sich
unsere Produktdefinition von Potenzreihen zum wohlbekannten Cauchy-Produkt

(SOT,w) =Y (Su) o (T,v)
Man erhilt die Produktdefinition von Droste und Kuske in [DK02], wenn man mit dem

Bewertungspaar (w +— id,w + h) fiir ein h € End(R) arbeitet

(SOTw) =Y (Su)oh(T,v).

w=uv

Wir setzen 0 = 0c bzw. 1 = 1e und bezeichnen das Quintupel (84", ®,®,0,1) mit

Ry (A7)

Lemma 4.3. Die Struktur R, ,(A*)) ist ein Semiring.

Beweis. Da die Addition von Potenzreihen punktweise erklart wurde, ist mit (&, @, 0)
auch (84", @, 0) ein abelsches Monoid.
Seien nun S, T, U Potenzreihen und w € A*. Dann ist

(SoT)oUw) = Y d(SoTu)o e.(U,v)

. Z%< )3 %<<S,ul>>@gom<<fr,u2>>) CEN(CAY)

= D D o tn((Swm) Oty 09w (T, 1) © pu((U, v))

W=UV U=UT U2

= Z Yugo (5, 1)) © 1y 0 @y, (T u2)) © @u, © Puy (U, 0)).

W=U] UV
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Wir benennen die Variablen um (u; +— w,us — vy, v — v3) und wenden auf den mittleren
Faktor die Kommutativitdt von ¢ und ¢ an.

(SeT)olw) = Z Vuyws ((S51)) © 0 0 P, (T, 01)) © 9o 0 4, (U, v2))

W=UV1v2

= > > Gul((Sw) © ¢y 0 P, (T, 1)) © pu © 0, (U, 02))

W=UV V=01V

= Y %u((Su) © ¢ ( > bn((T,01)) © 0, (U, v2))>

= > h((Sw) 0 eu((TOU)

= SoTol),w)

Damit ist die Assoziativitdt der Multiplikation gezeigt.
Wegen ). = id gilt

(SOLw) =Y $,((5,u) ©pu(Lv) = $((S,0)) © pu((L,€)) = (S,w)

w=uv

und analog folgt (1 ® S,w) = (S,w). Die Potenzreihe 1 ist daher eine Links- und eine
Rechtseins bzgl. Multiplikation. Die Struktur (84", ®, 1) ist somit ein Monoid.

Offenbar ist die Potenzreihe 0 beidseitig absorbierend. Die Distributivitit von links
folgt aus

(So@el)w) = 3 6.(8u)0e(TeUv)

wW=uv

= > (S u) 0 pu((T,v) @ (U,0))

= > %u((8,1) © [pu((T,v)) @ pu((U, 0))]
= | D %ul(Su) 0 pu((T0) | @ | D ul(S,0) © pul(U,0))
= (SoTwe(oluw)
= (SoT)e (SoU),w).
Analog zeigt man die Distributivitdt von rechts und hat die Behauptung bewiesen. ]

4.2 Explizite Darstellung von §” und rationale Potenzreihen

Wir setzen S° = 1 und rekursiv S"™! = S ® S fiir alle n > 0. Diese rekursive Darstellung
der Potenzen einer Potenzreihe ldt sich mit dem folgenden Lemma in einer expliziten
Form schreiben, die fiir spitere Beweise vorteilhaft ist.
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Lemma 4.4. Ist S eine Potenzreihe, n > 0 und w € A*, dann hat (S™,w) die explizite
Darstellung

(Sn,QU) = Z Hﬁpwl...wi,l o ¢wi+1---wn((s7 wl))
W=w1i...Wn =1

Beweis. Induktion nach n.

Sei n = 0. Ist w = ¢, dann steht auf der linken Seite der Gleichung per Definition
eine Eins. Auf der rechten Seite steht eine Summe mit einem leeren Produkt als einzigem
Summanden, also auch eine Eins. Da sich ein nichtleeres Wort auf keinerlei Art in n = 0
Teilworte faktorisieren 148t, steht fiir w # ¢ auf beiden Seiten eine Null.

Sei nun die Behauptung fiir n und alle Worter bewiesen. Sei w € A*, dann ist

(" w) = (S8 w)
= Y 0ul(Suw) @ pul(5"0))

wW=uv

= Z ¢U S ’LL @@u( Z ngm Vi-1 O¢U1+1 Un((‘s UZ)))

w=uv V=01...Up =1
= D (S o | D JTeweu w0t (S, va)]
w=uv V=V1...Un =1

- Z ¢v1.,.vn((5, u)) ®

W=UV]...Un,

H Puvy..v;—q © 77DU’L+1~-Un((S7 Uz))] .
=1

Wir benennen die Variablen um (v +— wq,v; — wj41) und verschieben danach die Index-
grenzen des Produktes (i — i + 1). Daraus folgt

(Sn+17 ’LU) = Z ¢w2---wn+1 ((57 wl)) © H Pwy..w; © wwi+2---wn+1 ((S’ wi-l—l))

W=W1 ... Wn 41 Li=1

m+1

= Z ww2-~~wn+1 ((Sv wl)) © H Pwy..w;—1 © wwi+1~--wn+1 ((Sv wl))

W=W1...Wn41 L1=2

n+1

- Z H Puorecawi—t © Vwigy s (S, W37))

W=W1... Wn41 t=1

und per Induktion ist die Behauptung bewiesen. O

Sei S eine quasireguldre Potenzreihe, w € A* und n > |w|. Dann gibt es zu jeder
Faktorisierung w = w; ... w, ein j mit 1 < j < n und w; = €. Da S quasiregulér ist,
verschwindet (S,w;). Damit ist im Produkt der expliziten Darstellung von (S™,w) der
Faktor fiir ¢+ = 5 Null. Also verschwinden sowohl Produkt als auch Summe und es gilt

(S™ w) = 0.
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Mit dieser Beobachtung hat die Definition der Iteration einer quasireguliren Potenz-

reihe S durch
(5%, w) =) (5" w)
n>0
Sinn, denn in der Summe rechts verschwinden zu jedem w € A* hochstens endlich viele
Summanden nicht.

Bemerkung 4.5. Folgende Aussagen sind aus den Definitionen sofort klar.

e Summe und Produkt quasireguldrer Potenzreihen sind quasiregulér.
e [st S quasireguldr und n > 1, dann ist auch S™ quasiregulér.
o Ist S quasireguldr, dann ist (S*,¢) = 1.

Definition 4.6. Die kleinste Teilmenge von 8, ,(A*)), die alle Monome der Form zu mit
x € R,u € AU {e} enthilt und abgeschlossen ist unter den Operationen @, ®,* (wobei
* nur auf quasiregulére Potenzreihen angewandt wird), heifit Rat, ,(A*), die Menge der
(1, ¢)-rationalen (oder einfach rationalen) Potenzreihen.

5 Unser Hauptresultat

5.1 Rationalitidt impliziert Erkennbarkeit
Lemma 5.1. Die Monome der Form zu mit x € R,u € AU {e} sind erkennbar.

Beweis. Sei x € & und zuerst u = . Der Automat A = (@, T, in, out) mit @ = {p},
T = 0 und in(p) = 1 bzw. out(p) = x erkennt xu. Da es keine Transitionen gibt, existieren
keine w-Pfade fiir w € A*. Der leere Pfad hat Kosten

Z in(q) ® out(q) = in(p) ® out(p) = = = (zu, u).

qe@
Fir u € A setze Q = {t,0},T = {(t,u,z,0)} und sei A = (Q,T,¢,0) der resultierende
normalisierte Automat. Dann hat 2 quasiregulires Verhalten und der einzige nichtleere
Pfad in 2 ist die Transition (¢, u,z,0). Fir alle w € A* mit w # w ist daher (||, w) = 0.
Die Summe iiber die Kosten aller u-Pfade ist gerade das Gewicht der Transition, also x.
Damit ist || = zu. O

Lemma 5.2. Die Summe erkennbarer Potenzreihen ist erkennbar.

Beweis. Seien S’, S” Potenzreihen, die von den Automaten ' = (Q’,T",in’, out’) bzw.
A" = (Q", T",in", out”) erkannt werden. Die disjunkte Vereinigung dieser Automaten ist
A=(Q U, T UT", in,out) mit

. [ in'(q) fallsqe @ [ out'(q) fallsqe @
in(q) = { in"(q) fallsqe Q" und - out(q) = out’(q) falls ¢ € Q".
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Wegen

> in(q) ® out(q) = [Z in’(q) ® out'(q) | @

q€Q qeq’

Y (@) Out”(Q)] = (e e (5 ¢)

qu//

gilt (A, e) = (8" @ S”,¢). Sei nun w € A*. Da wir keine Transitionen im Automaten 2
haben, die es nicht schon vorher in 21’ oder 2" gab, muf} jeder w-Pfad in 2 ganz in " oder
ganz in A" verlaufen. Offenbar bleiben durch die Konstruktion auch alle w-Pfade aus 2’
bzw. 2" erhalten. Die Kosten eines w-Pfades haben sich auch nicht geéndert, da wir auf
Q@' bzw. Q" die Ein- und Austrittskosten und mit den Gewichten der Transitionen auch die
Laufkosten beibehalten haben. Somit ist || = || & || = 5" & 5”. O

Lemma 5.3. Das Produkt erkennbarer Potenzreihen ist erkennbar.

Beweis. Seien S; und Sy erkennbare Potenzreihen. Schreibe S} = S’ @ yie und Sy =
S" @ yoe mit quasireguldren Potenzreihen S’ und S”. Nach Eilenbergs Lemma gibt es
normalisierte Automaten A" = (Q',T",/,0’) und A" = (Q",T",.",0"), die S’ bzw. 5"
erkennen. Wir konnen annehmen, dafl Q' und Q" disjunkt sind.

Wir zeigen zuerst, daBl S’ ©® S” erkennbar ist. Sei dafiir 2 der Automat, der durch
ausschlieBlliches Identifizieren der Zustande o' und (” entsteht. Diesen Zustand nennen
wir k und versehen ihn mit Ein- und Austrittskosten Null. Ansonsten bleiben Ein- und
Austrittskosten sowie alle Transitionen erhalten. Offenbar ist 2l ein normalisierter Automat
mit Initialzustand /' und Finalzustand o”.

Sei w € A*. Jeder w-Pfad P von ' nach ¢” muf iiber « fithren. Da k = ¢’ in ' eine
Senke ist, gibt es keine Transition, die von x zu einem Zustand in 2 fithrt. Analog folgt,
dafl von einem Zustand in A" keine Transition zu x fithrt, da x = (" in 2" eine Quelle
ist. Der Pfad P = P'P” von / nach ¢” faktorisiert sich also auf genau eine Weise in einen
w'-Pfad P’, der ganz in 2, und einen w”-Pfad P”, der ganz in A" verlduft. Umgekehrt
ergeben ein w'-Pfad P’ in 2" von ' nach ¢’ und ein w”-Pfad P” in 2" von " nach ¢” einen
w = w'w’-Pfad P = P'P"” in A von / nach ¢”. Mit dem Faktorisierungslemma und den
Distributivgesetzen folgt

(20 w) = > 1e(P)
P/ g o

= Z Z rc(P'P")

—aplan!! / 1"
w=w'w w w
P — g1k P":k—gno”

YD Y ((e(P) © o (1c(P")

ooyt / 7
w=w'w w w
P/ —g 1k P":k——g o’

= Z Z ww// (I‘C(Pl)) ®© Z QDIU'(I‘C(P”))

—apyl ol 1
w=w'w w w
P/ —gk P":x——gua’
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Die Laufkostenfunktion rc stimmt mit den Funktionen rc¢’ bzw. r¢” auf Pfaden, die ganz
in A" bzw. A" verlaufen, iiberein, denn wir haben nach Konstruktion alle Transitionen
beibehalten. Benutzt man, dafl ' und 21" normalisiert sind, folgt

(20, w) = > Yo WuldP)| O] D ewld(P)

/
w
P/ —g ik

= S v | Y P | opw > (P

"
w
Py — o

_ Z ,wa” Z C/(P/) ® Qur Z C”(PH)

!

" w’’ "
P":k—guno

v i w” "
P/ =sy0 Py —gno

= > v (1. 0)) © ewr (2] w))

w=w'w"

= Y vul(80) O pu (5" u")

w=w'w"

— (S,®Sll7'lU).

Also ist S” ® S” erkennbar.
Nun sei 2 der Automat, der aus dem normalisierten Automaten 21’ dadurch entsteht,
dafl man die Austrittskosten von ¢’ auf vy, setzt. Dann ist fiir w € A"

S o(p)

w
P/ —g 0o’

= Y du(in() O1e(P) © pu(out(c’))

w
P/ —g 0’

(124, w)

— Z 1¢(P) | © vuwl(y2)

w
LP:/—g 0’

= | X )| onm)

!

| P/ g0
(120], w) © u(y2)
= (Slaw) © 90w<y2)'

Da S’ und || quasiregulir sind, gilt diese Gleichung fiir alle w € A*. Uberzeugen wir uns
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noch von

(S/ © yag, w) = Z wwz ) © Py (<y287 U)g))
¢e((5’,w)) © @u((12e,€))
= (S/7w> © (Pw(yQ);

dann haben wir eben gezeigt, daf§ die Potenzreihe S’ ® yse, und aus analogen Griinden
auch y1e © S”, erkennbar ist. Die Potenzreihe y1& ® 1o ist wegen

(ylg © yag, w) = Z wwz((ylgv wl)) © Quy, (<y2€7 w2))

Uu(Y1) © (o5, w) ® (Y12, 0) © P ()
= (N OOy Oy)sw)

ein Monom und als solches erkennbar. Nun betrachte man

S108 = (S"@ye) O (S" @ ye)
= (808" ® (S ®ye) ® (y1e ©S") B (y16 © ya8).

Jeder der Summanden wurde als erkennbar klassifiziert, als Summe erkennbarer Potenz-
reihen ist somit auch S; ® Sy erkennbar. O

Lemma 5.4. Ist S eine erkennbare quasirequlire Potenzreihe, dann ist auch S* erkennbar.

Beweis. Nach Voraussetzung und Eilenbergs Lemma gibt es einen normalisierten Au-
tomaten A" = (Q',T",/,0"), der S erkennt. Sei nun 2 der Automat, der aus 2’ dadurch
entsteht, dafl man ausschliefllich ¢ und ¢’ identifiziert und mit Ein- und Austrittskosten
Eins versieht. Diesen Zustand nennen wir wieder k.

Da 2" normalisiert ist, gilt nach Konstruktion (|],e) = 1 = (S*,¢). Es bleibt die
Gleichung (|||, w) = (S*, w) fiir w € AT zu zeigen. Beachte, dafl nach Konstruktion jeder
Pfad nichtverschwindender Kosten in 2 von s nach  lauft und fiir diese Pfade Kosten
und Laufkosten gleich sind. Ebenfalls sind nach Konstruktion die Laufkosten fiir Pfade in
A’ gleich den Laufkosten derselben Pfade in 2.

Sei nun w € AT. Um alle w-Pfade in 2 von x nach k aufzuzihlen, iiberlege man
sich, daf§ es zu jedem w-Pfad P dieser Art genau ein n > 0, genau eine Faktorisierung
w = wi ...w, und genau eine Faktorisierung P = P, ... P, gibt, derart, dafl jeder Teilpfad
P; mit Beschriftung w; in 21’ von / nach ¢’ lduft. Summiert man iiber alle n > 0 und alle
Faktorisierungen fiir w und P auf, dann hat man jeden w-Pfad in 2 genau einmal gezéhlt.
Mit der Faktorisierungsformel fiir die Laufkosten haben wir

(12t w) = > > Z Y (PP

w
n>0 w=wi...wn PlL Q(/U Pt/ nQI’UI

= Z Z Z c Z H Sowl...wi_l © ¢wi+1~~~wn (I‘C/(H))’

Wn, ] —
n>0 w=wi.. wnP o Q(/U Pyt HQ[IO'I’L 1
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Im Produkt héngt der Faktor fiir ¢ = 1 von n, der Faktorisierung von w und P; ab, aber
keinem weiteren Teilpfad. Wir kénnen diesen Faktor also aus den inneren Summen heraus
bis direkt hinter die Summe, die iiber alle Pfade P, lduft, ziehen. Desweiteren héngen die
iibrigen Faktoren des Produktes und die Summationen iiber die Pfade P; mit ¢ > 2 nicht
von P; ab. Substituieren wir

fi = Pwy..w;—q1 © ww¢+1...wn(rC/(Pi)>7

dann haben wir

o) =Y Y | X Ale] ¥ - X IIf

>0 w=wi...w w w wn, 2
n20 L n P L—1>Q1/0' PQ:L’—2>Q1/0" P, L—>Q1/O'/Z

Betrachte nun den zweiten Ausdruck in eckigen Klammern. Analog zu f; konnen wir den
Faktor f5 nach vorn ziehen. Wir fithren diesen Prozef fiir jeden Faktor f; durch und finden
schlief3lich

(1A, w Z Z Z il © Z fol ©...0 Z In

n>0 w=wi...w wn,
0 LW | oy —>Q[/O' Py —>Q(/0' P~y 07

Betrachten wir den i-ten eckig geklammerten Ausdruck

Z fz = Z Pwy..w;—1 © wwi+1-~-wn(rC/(P7;>)

o
P/ *@1/0' P/ —g07

Sowl...w,-,l o ¢wi+1...wn Z I'C/(Pi)

wy
2
P/ —y 0’

In den runden Klammern steht nun gerade das Verhalten von 2" bei w;. Da S von 2’
erkannt wird, folgt

Z fz — SOwl...w,-,l o wwiJrl,..wn((Sa wz))

P/ *Q[/o'

Wir setzen diesen Ausdruck in die Berechnung von (|2(],w) ein und finden
(4], w Z Z H Puyaws 1 © Yuwgyr.wn (S5 w5)).
n>0 w=wi...wn, =1

Im Kapitel iiber Potenzreihen haben wir gezeigt, dafl die innere Summe gerade die explizite
Darstellung von (S™, w) ist. Daher ist fiir alle w € AT

(I2t], w) = D (5", w).

n>0
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Dafl diese Gleichheit auch fiir w = e gilt, hatten wir uns schon iiberlegt, also ist 2 ein
Automat, der S* erkennt. ]

Die Lemmata dieses Abschnitts zeigen, dafl man, ausgehend von den Monomen besagter
Form, durch endlich viele Anwendungen der Operationen ¢, ®, * die Menge der erkennbaren
Potenzreihen nicht verldfit. Da aber jede rationale Potenzreihe auf diese Weise erzeugt
werden kann, haben wir die folgende Proposition bewiesen.

Proposition 5.5. Jede rationale Potenzreihe ist erkennbar.

5.2 Erkennbarkeit impliziert Rationalitéit
Proposition 5.6. Jede erkennbare Potenzreihe ist rational.

Beweis. Sei S’ eine erkennbare Potenzreihe. Schreibe S” = S @ ye mit quasireguldrem
S und sei A = (@, T, t,0) ein normalisierter Automat mit n Zusténden, der S erkennt. Wir
konnen annehmen, dal @ = {1,...,n} ist. Fir p,qg € Q und 0 < k < n sei Xz(fq) die Menge
aller nichtleeren Pfade P von p nach ¢, sodafl P nur innere Zustidnde < k hat.

Wir zeigen die aus der Automatentheorie wohlbekannte Zerlegung (siehe z.B. [KNO1],
S. 84)

k=00 X5 = X80 XEL (X)X,

P, P,
Jeder Pfad in Xﬁq) liegt auch in X,Sfcqﬂ). Ein Pfad aus Xﬁk? 41 <X ,E?lk +1) X ,gl_?l g fithrt von
p nach k + 1, vollfithrt evtl. ein paar Schleifen und lauft von k£ + 1 weiter nach q. Zwischen
p und ¢ werden hochstens Zustdnde < k + 1 durchlaufen, also liegt der Pfad in X;f“q“).

Damit haben wir die Inklusion O gezeigt. Sei nun P ein Pfad aus X]gfg;rl)

. Dann gibt es zwei
Moglichkeiten. Hat P nur innere Zustdnde < k oder Lange 1, dann liegt P schon in XI(,{Z).
Sei nun P ein Pfad der Linge > 2 mit einem inneren Zustand gleich k£ + 1. Dann kann
man P = P, P, P; eindeutig zerlegen derart, dal P, : p — k 4+ 1 nur innere Zusténde < k,
P k+1— k+1nur Zustdnde < k+ 1 und P : k+ 1 — ¢ nur innere Zustinde < k
durchlauft und P; bzw. Pj nichtleer sind. Den Pfad P, kann man weiter zerlegen, sodafl

jeder Faktor nur innere Zustédnde < k hat. Damit ist P, € Xz(fk) NP NS (X 1&?114 +1> und

Pye x®

ki1,q0 &S0

k k * (K
Pc ng,k)ﬂ (Xz(ﬁ)l,kﬂ) X15+)1,q'

Damit gilt auch die Inklusion C. Die Vereinigung ist disjunkt, da jeder Pfad aus
(k) (k) Ty ()
Xp k1 (Xk+1,k+1> Xit1,q

einen inneren Zustand k£ + 1 hat und somit nicht in XI(,Z) liegt.
Sei S]ffq) die Potenzreihe

(S ) = Z {rc(P) | Pe X Pist ein w-Pfad} :
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Fir w € A* gilt mit der eben bewiesenen Zerlegung
(Sg“q*l),w) = Z {rc(P) | P € XD P st ein w—Pfad}
- Z{ ¢(P)| Pex® Pistw—Pfad}
® Z {rc )| P e Xf,’“,jﬂ (Xlglj-)l,k—i-l) X,g’_?l o P ist w—Pfad}
= SZ(,Z ® R(w)

mit der Abkiirzung

k k *
Rw) = 3" {re(P) | P X1, (X, 40) X, Pist w-Prad}

Zu jedem w-Pfad P sei P = Py P, P3 die oben beschrieben eindeutige Zerlegung mit P, €

XIEQH,PQ € (X,gi)l’kH) und P53 € X/i+1q Weiter sei w; die Beschriftung von P fiir

1 =1,2,3. Damit ist

k * ok .
R(w) = Z{ o(P)|Pe ,(,k)H(X;iJF)LkH) X,gﬁlyq,Plst w-Pfad}

= Y D DD re(PRP)

w=wiwaws P; Ps

= Y TS G (1e(P1) © @y © Py (0¢(P2)) © Puyun (1 ()

w=wiwaws P; Py Ps
g Ouwyw, (TC(P3))

S [z Vo (re(PL)
= Z Vwsws (Z rC(P1)> © Puy © Yy (Z rC(P2)> © Puwiw, <Z rC<P3))

ZSOwIOQ/st I"C P2

W=wW1W2wW3 P
W=w] WawW3 P P Ps
= Vs ((Spiers 1)) © Py © Vg (Viwz)) © (Si1q0 ws)
wW2wW3 p,k+1° wy Py w3 , W2 Pwiws k+1,q° ws

W=wW1Waws3

mit der Substitution

(Viu) = Z {I"C(P) | P € <X,§’i)1 k+1> , P ist ein u—Pfad} :

Offenbar gilt
k * k n
(Xngr)l k+1> = U (Xngr)l k+1> )
n>0

denn jeder Pfad P in Xk,Jr)1 x+1 hat eine Linge > 1, fiir n > 1 hat also P den Zustand k +1

genau n — 1 mal als inneren Zustand. Da V' eine quasireguldre Potenzreihe ist, gilt fiir alle
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(Viu) = Z Z Z{rc \PEX,ng)IkH,PmtuZPfad}

= Z Z Z ZHQ@UI i1 17/}’u7,+1 Un<rc( ))

..... up €At Py Py =1
U=UT ... Un

:ZEZHh%mmMm»

n>0 U yeeny up€AT 1 1

U=UT ... Un,
= Z Z ngul U1 %m Un (Z(IC(PZ))>
TL>0 ul,...,uneA+ =1 Pz
U=UT ... Un

Da Sk 4141 €lne quasireguldre Potenzreihe ist, konnen wir die Restriktion uy,...,u, €
A" weglassen und haben mit Lemma 4.4 zur expliziten Darstellung der Iteration einer

Potenzreihe die Gleichung
k *
V= (Sl(c+)l,k+1)
gefunden. Nun konnen wir R(w) umschreiben

Rw) = 37 tuun ((S841:101)) © @y © g (V2) © urus (S0 w0))

W=wiwaws
k k k)
(Sz(;,k)+1 © (SIEJF)UCH) Sl§+1 @ > .
Also ist " " . "
k k k k k
Sz(a,qﬂ) = Sz(v,q) D [Sp,k—i-l © (Sk;+1,k+1> © Sk+1,q:| .
Mlttels Induktion nach k zeigen wir nun, daf fiir alle p, ¢ € @) und alle k£ > 0 die Potenzreihe
S pq rational ist. Es besteht ngq) gerade aus den Transitionen der Form (p, a, x, q), ist also
endlich. Damit ist
( S0

p,q’

w) = Z {rc(P) | P € X% P ist ein w—Pfad}

nur fiir endlich viele w keine leere Summe. Daher kann SI(,?,I) als endliche Summe von Mo-
nomen geschrieben werden, ist mithin rational. Da diese Aussage fiir alle p, ¢ € @ gilt und
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wir die Gleichung

p.q — by D

k) (k) )
SUAD — Gk) g [S 1 © (Sk+1,k:+1> © S’”l’q}

bewiesen hatten, sind mit allen Sl(fq) (p,q € Q) auch alle SI(,ZH) (p,q € Q) rational. Per

Induktion ist S,()ff]) rational fiir alle &£ > 0.
Insbesondere ist nun

(5w) = Y {rc(P) | Pe X, Pistein w-Pfad}

= Z{rC(P)|PZLL>m0'}
= (=t w)
= (S, w).

Also ist S rational. Das Monom ye ist rational, also auch S’ = S @ ye. [

5.3 Satz

Die Propositionen 5.5, 5.6 und 3.7 beweisen den folgenden Satz.

Satz 5.7. Seien A ein Alphabet, & ein Semiring, (1, ) ein Bewertungspaar und S € &4
eine formale Potenzrethe. Dann sind dquivalent

e S ist erkennbar.
e S ist rational.

e S hat eine Darstellung.

6 Anmerkungen

6.1 Ein Modellierungsbeispiel

In diesem Abschnitt modellieren wir einen einfachen 6konomischen Prozefl und betonen
dabei die dynamische Kostenberechnung eines Pfades.
Sei dafiir K der tropische Semiring

Rpax = (R>g U {—00}, max, 4+, —00, 0).

Mit der Vereinbarung x - (—o0) = —oo fiir alle € K hat dann jeder Endomorphismus A
von R die Form h(z) = gz fiir ein ¢ > 0 (siehe [DK02]) und umgekehrt ist jede Abbildung
dieser Form ein Endomorphismus von R.
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Wir modellieren den Gewinn einer Firma X in einem Geschéftsjahr iiber einen endlichen
gewichteten Automaten 2 = (@, T, in, out). Wir stellen uns vor, da§ X eine Produktions-
strecke hat und darauf in Grofauftrigen Bauteile des Types a, b oder ¢ produzieren kann.
Man kann allerdings auf der Produktionsstrecke héchstens Bauteile eines Types gleichzeitig
herstellen. Soll die Produktion umgestellt werden, ist eine Anderung der Streckenkonfigu-
ration notwendig. Als Alphabet wihlen wir A = {a,b, c}.

Den Zustand der Firma X koénnte man zum Beispiel iiber die Anzahl der momen-
tan eingestellten Mitarbeiter und die vorhandenen Produktionsmittel definieren. Eine Zu-
standsénderung wiirde somit bedeuten, Fachkrifte anzuwerben oder zu entlassen und Pro-
duktionsmittel zu erwerben oder zu verkaufen. Stellen wir uns also vor, es géibe eine endliche
Menge () von Zusténden, in denen sich die Firma befinden kann. Sei weiter T" eine Menge
von Transitionen der Form

(Zustand, Bautyp, Gewinn, Zustand).

Das Abarbeiten einer Transition bestdnde aus den Schritten
e Personal- und Produktionsmittelbestand an Auftrag bzw. Bautyp anpassen,
e Bauteile produzieren,
e Gewinn kassieren.

Wir nehmen an daf§ die Ein- bzw. Austrittskosten verschwinden.

Nun koénnte man sich vorstellen, dal zu Beginn des Geschiftsjahres die Auftragslage
fiir das kommende Jahr bekannt ist, etwa w = baac. Das Ablaufen eines w-Pfades in dem
Automaten beschreibt, welche Entscheidungen die Firma im kommenden Jahr trifft und
welcher Gewinn dabei entsteht. Das Verhalten des Automaten bei w gibt uns den maximal
moglichen Gewinn der Firma im kommenden Geschéftsjahr.

Mit Automaten im Sinne von Schiitzenberger héitte man kaum noch Moglichkeiten, wei-
tere gewinnbeeinflufende Effekte zu simulieren. Mit unserer Automatendefinition hingegen
konnen wir subtiler modellieren. Z.B. kann man annehmen, dafl durch bereits ausgefiihrte
Auftrige das Know-how der Belegschaft steigt und die Firma bei nachfolgenden Auftragen
effizienter und gewinnbringender arbeitet. Um diesen Lerneffekt in unser Modell einzubau-
en, setzen wir etwa

o) = 14z, @p(x) =122, @ (z)=1.8z.

Nach einem durchgefithrten Auftrag zur Produktion von Bauteilen des Types a hat das
Wissen der Belegschaft derart zugenommen, dafl spétere Auftrige einen um den Faktor
1.4 erh6hten Gewinn einbringen.

Um auch noch zukiinftige Ereignisse in die Laufkostenberechnung eines Pfades eingehen
zu lassen, konnte man sich vorstellen, daf3 Profite aus abgearbeiteten Auftrdgen gewinn-
bringend angelegt werden. Die Faktoren, um die sich angelegte Gewinne durch Zinsen
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vermehren, hingen von der Dauer der Abarbeitung der folgenden Auftrige ab. Wir setzen
beispielhaft
Yo(z) = L1z, Yp(z) = 1.13x, .(x) = 1.05z.

Sei nun P = tytytsty ein Pfad mit Beschriftung w = baac und t; = (¢;, a;, i, qiv1) € T
fir ¢ = 1,2, 3,4. Die Laufkosten von P sind

I"C(P) = ngal---az;l © ¢ai+l---an (3171)

= :;aac(xl)} + [@b © ¢a0<x2)] + |:(,0ba Owc(a;g)} + [g&bm(lu)}
= :1'05 -1.1-1.1- 961} + [1.2 -1.05-1.1- $2} +

[12-1.4-1.05- :):3} ¥ [1.2 14-14- :c4].

Das Maximum dieser Zahl iiber alle baac-Pfade liefert den bestmoglichen Gewinn der Firma
im kommenden Geschéftsjahr.

6.2 Zusammenfassung und Ausblick

Wesentlich in unserer Arbeit ist die neue Definition der Laufkosten eines Pfades. Dadurch
erhalten wir Automaten, die flexibler in der Kostenberechnung sind als Automaten in
Schiitzenbergers Sinn. Um die erkennbaren Potenzreihen zu charakterisieren, benutzen wir
wieder den Begriff der Rationalitiat. Dafiir passen wir die Definition des Cauchy-Produktes
zweier Potenzreihen an. Die meisten verwendeten Beweisideen sind klassisch. Ein interes-
santer Aspekt unserer Beweisstrategie ist, dal der durch die neuen Definitionen entstehende
Mehraufwand auf ein einziges Lemma, das Faktorisierungslemma, reduziert werden kann.

Es gibt einen gewissen Kanon von Fragestellungen, die bei Problemen der Rationalitét
und Erkennbarkeit von Potenzreihen auftauchen. Wann sind Bilder von rationalen bzw.
erkennbaren Potenzreihen rational bzw. erkennbar? Sind die Tréger rationaler Potenzreihen
rationale Sprachen in A* in Kleenes Sinn?

Piischmann untersucht in [Pii03] Automaten auf einseitig unendlichen Wortern und
wahlt als Semiring einen distributiven Verband. Dort fallen die Begriffe Rationalitdt und
Erkennbarkeit wieder zusammen. Sind Ergebnisse fiir Automaten, die (einseitig) unend-
liche Worter lesen, auf unsere Definitionen iibertragbar? Néahert man sich dem Problem
naiv, tauchen sofort neue Fragen auf. Wie geht man am besten mit unendlichen Pro-
dukten im Endomorphismenmonoid von & um? Hier kénnte die Theorie der sogenannten
w-Semigruppen hilfreich sein. Motiviert unsere symmetrische Definition des Potenzreihen-
produktes eher Untersuchungen von Automaten auf zweiseitig unendlichen Wortern?

Fiir Anwendungen wichtig ist die Frage der Determinisierbarkeit von Automaten. Sind
Ergebnisse von Mohri (siehe [M097]) iibertragbar? Siche dazu auch [M#02] und [BGWO00].

Betrachte die Struktur der bzgl. Inklusion partiell geordneten Menge

M = {Raty ,(A") | (¢, p) ist ein Bewertungspaar}.
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In [DKO02]| untersuchen die Autoren den tropischen Semiring genauer und zeigen, daf fiir
zwei Deflationsparameter p # ¢ die Mengen der p-erkennbaren bzw. der g-erkennbaren
Potenzreihen (ausser in trivialen Fillen) nicht vergleichbar sind. Wirkt sich allgemeiner
unsere Definition des Potenzreihenproduktes so massiv auf die Struktur des Semiringes
Ry, (A*)) aus, daB die Wahl verschiedener Bewertungspaare im wesentlichen schon Unver-
gleichbarkeit der zugehorigen Mengen rationaler Potenzreihen zur Folge hat?

Oder betrachte nur den Semiring Ky, ,,((A*)) aller Potenzreihen fiir ein festes Bewertungs-
paar. Wann ist £, ,((A*)) etwa ein noetherscher Ring? Probleme dieser Art untersucht z.B.
Brookfield in [Br03].
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