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Vorlesungsziele

heutige Vorlesung

© Ubertragungstheorem
@ Beuweise fiir pradikatenlogische Resolution
© abschlieBendes Beispiel

@ logische Programmierung

Bitte Fragen direkt stellen!



Uberblick

Organisation




am 6.02.2015 ab 11:00 Uhr im Hs. 5

@ bringen Sie lhre Fragen mit




am 6.02.2015 ab 11:00 Uhr im Hs. 5

@ bringen Sie lhre Fragen mit

am 17.02.2015 um 13:00 Uhr im Hs. 3

@ 1 DIN-A4-Blatt mit Notizen als Hilfsmittel zugelassen
(beliebig beschrieben oder bedruckt)

@ keine weiteren Hilfsmittel zugelassen

@ (wir bringen unsere Fragen mit)




Pradikatenlogik

Wiederholung: Resolution




Pradikatenlogik — Resolution

Definition (Resolvent)
Sei F =Vx; ---Vx;, G eine Aussage in konjunktiver Normalform.

R C L ist Resolvent von F gdw. D;, D> € G existieren, so dass

© Variablenumbenennungen subst; und substy existieren mit
D;i = {substi(L) | L € D1} und D} = {substy(L) | L € D>}
(keine gemeinsamen Variablen in D] und D})

Q@ Li,...,Lp e Djund Lf,... L, € Dj existieren, so dass
{Li,..., Ly, LY, ..., L} unifizierbar mit allg. Unif. subst ist

Q@ R= {subst |LE(Dl\{Ll,---,Lm})U(Dé\{Lll""7L11})})

Rezept fiir Resolventen

@ Variablen umbenennen
@ Literale auswahlen und allg. Unifikator berechnen
© wie bisher Literale entfernen, aber Unifikator anwenden

\




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)

F={{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a,2), ~T(2)}, {T(x), Q(x)},
{T(). RO}

Q@ {—-T(a)} in F




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)

F={{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a,2), ~T(2)}, {T(x), Qx)},
{T(). RO}

Q {—-T(a)} in F

Q {T(x),Q(x)} in F




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)

F={{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a, 2), ~T(2)}, {T(x), R(x)},
{T(). RO}

Q@ {—-T(a)} in F

Q@ {T(x),Q(x)} in F

Q@ {Q(a)} Res. {0, @}




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)
F={{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{(=P(a)}, {=T(a)}, {5(a,2), ~T(2)}, {T(x), Q(x)},
{T(). RO}

Q {—-T(a)} in F
Q {T(x),Q(x)} in F
9 {Q(a)} Res. {@, 0@}

Q {—P(a)} in F




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)
F={{P(x). 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a, 2), ~T(2)}, {T(x), R(x)},
{T(). RO}

Q {—-T(a)} in F
@ {T(x),Q(x)} in F
@ {Q(a)} Res. {@,0}
Q {—P(a)} in F

@ {P(x),~Q(x),~R(f(x))} in F




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)
F={{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a, 2), ~T(2)}, {T(x), R(x)},
{T(). RO}

Q {—-T(a)} in F
@ {T(x),Q(x)} in F
@ {Q(a)} Res. {@,0}
Q {—-P(a)} in F

9 {P(x),~Q(x),~R(f(x))} in F
0 {-Q(a),~R(f(a))} {Q,0}




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)

F = {{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a, 2), ~T(2)}, {T(x), R(x)},

R(y)}}
0 (-T(a)} i
Q {T(x),Q(x)} in F
9 {Q(a)} Res. {Q, 0}
0 {-P(a)} i (2

9 {P(x),=Q(x),~R(f(x))} in F
0 {-Q(a),~R(f(a))} {Q,0}
), =S(

@ {P(x),~Q(x),~S5(x, f(x))}
in F




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)

F={{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a, 2), ~T(2)}, {T(x), R(x)},

R(y)}}
Q {—-T(a)} in F
Q {T(x),Q(x)} in F
9 {Q(a)} Res. {@, 0@}
Q {—-P(a)} in F

Q {P(x),=Q(x),~R(f(x))} in F
0 {-Q(a),~R(f(a))} {@.,0}
@ {P(x),~Q(x), =S(x, f(x))} ;
0 {-Q(a), -S(a,f(a))} {@,0}




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)
F={{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a, 2), ~T(2)}, {T(x), R(x)},
{T(). RO}

0 {-T(a)} in F @ {=5(a,f(a))} {Q,0}
Q {T(x),Q(x)} in F
@ {Q(a)} Res. {@,Q}
Q {—-P(a)} in F

Q {P(x),~Q(x),~R(f(x))} in F
0 {-Q(a),~R(f(2))} {@,0}
0 {P(x), = Q(x),~S(x, f(x))} .
Q@ {-Q(a), ~5(a,7(a))} {Q@,@}




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)
F={{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a, 2), ~T(2)}, {T(x), R(x)},
{T(). RO}

0 {-T(a)} in F @ {=5(a,f(a))} {Q,0}
Q@ {T(x), Q(x)} in F @ {-R(f(a))} {0,090}
@ {Q(a)} Res. {@,Q}
Q {—-P(a)} in F

9 {P(x),~Q(x),~R(f(x))} in F
0 {-Q(a),~R(f(2))} {@,0}
0 {P(x), = Q(x),~S(x, f(x))} .
Q {-Q(a), ~5(a,7(a))} {Q@, @}




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)
F={{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a,2), ~T(2)}, {T(x), Q(x)},
{T(). RO}

0 {-T(a)} in F @ {=5(a,f(a))} {Q,0}
Q@ {T(x), Q(x)} in F @ {-R(f(a))} {0,090}
Q {Q(a)} Res. {@,@} @ {S(a,z),~T(z)} inF
Q {—-P(a)} in F

9 {P(x),~Q(x),~R(f(x))} in F
0 {-Q(a),~R(f(2))} {@,0}
0 {P(x), = Q(x),~S(x, f(x))} .
Q {-Q(a), ~5(a,7(a))} {Q@, @}




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)
F={{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a, 2), ~T(2)}, {T(x), R(x)},
{T(). RO}

0 {-7(a)} in F @ {~5(a,f(a))} {©,0}
Q {T(x), Q(x)} in F @ {~-R(f(a))} {0Q,0}
9 {Q(a)} Res. {@,@} @ {S(a.2),~T(z)} inF
0 {-P(a)} inF @ {-T(f(a))} {0, @}

9 {P(x),~Q(x),~R(f(x))} in F
0 {-Q(a),~R(f(2))} {@,0}
0 {P(x), = Q(x),~S(x, f(x))} .
Q {-Q(a), ~5(a,7(a))} {Q@, @}




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)
F={{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a, 2), ~T(2)}, {T(x), R(x)},
{T). RO}

0 {-T(a)} in F @ {-5(a,f(a))} {Q,0}
Q@ {7T(x), Q(x)} in F @ {-R(f(a))} {O,0}
Q {Q(a)} Res. {@,@} @ {S(a,z),~T(z)} inF
Q {-P(a)} inF @ {-T(f(a))} {0 @}

0 {P(x),=Q(x),~R(f(x))} in F @ {T(y), R(y)} inF
0 {-Q(a),~R(f(2))} {@,0}
0 {P(x), = Q(x),~S(x, f(x))} .
Q {-Q(a), ~5(a,7(a))} {Q@, @}




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)
F={{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a, 2), ~T(2)}, {T(x), R(x)},
{T(). RO}

0 {-T(a)} in F @ {-5(a,f(a))} {Q,0}
Q@ {7T(x), Q(x)} in F @ {-R(f(a))} {O,0}
Q {Q(a)} Res. {@,@} @ {S(a,z),~T(z)} inF
Q {-P(a)} inF @ {-T(f(a))} {0 @}

0 {P(x),=Q(x),~R(f(x))} in F @ {T(y), R(y)} inF
0 {-Q(a),~R(f(2))} {@,0} @ {R(f(a))} {@,@}
0 {P(x), = Q(x),~S(x, f(x))} .
Q {-Q(a), ~5(a,7(a))} {Q@, @}




Pradikatenlogik — Resolution

Beispiel (Deduktion)
F={{P(x), 2Q(x), =R(f(x))}, {P(x), ~Q(x), =S(x, f(x))},
{=P(a)}, {=T(a)}, {5(a, 2), ~T(2)}, {T(x), R(x)},
{T(). RO}

0 {-T(a)} in F @ {-5(a,f(a))} {Q,0}
Q@ {7T(x), Q(x)} inF @ {-R(f(a))} {0,090}
Q {Q(a)} Res. {@,@} @ {S(a,z),~T(z)} inF
Q {-P(a)} inF @ {-T(f(a))} {0 @}

QO {P(x),~Q(x),~R(f(x))} in F @ {T(y), R(y)} inF
0 {-Q(a),~R(f(2))} {@,0} @ {R(f(a)} {@,@}
0 {P(x), = Q(x),~S(x, f(x))} . @0 {0, 0}
Q {-Q(a), ~5(a,7(a))} {Q@, @}




Pradikatenlogik — Resolution

Sei L € L ein Literal.
Ein Literal L’ € L ist eine Grundinstanz von L gdw.
e FV(L')=10 (variablenfrei)
@ es existiert eine Substitution subst: V' — 7T, so dass
L' = subst(L). (Instanz von L)

V.




Pradikatenlogik — Resolution

Sei L € L ein Literal.
Ein Literal L’ € L ist eine Grundinstanz von L gdw.

e FV(L')=10 (variablenfrei)
@ es existiert eine Substitution subst: V — T, so dass
L' = subst(L). (Instanz von L)

Fiir das Literal P(x, f(x),g(a,y))

e ist P(g(f(b),a),f(g(f(b),a)),g(a,f(b))) eine Grundinstanz
(Substitution: [x — g(f(b), a), y — f(b)])

A\




Pradikatenlogik — Resolution

Sei L € L ein Literal.
Ein Literal L’ € L ist eine Grundinstanz von L gdw.

e FV(L')=10 (variablenfrei)
@ es existiert eine Substitution subst: V — T, so dass
L' = subst(L). (Instanz von L)

Fiir das Literal P(x, f(x),g(a,y))
e ist P(g(f(b),a),f(g(f(b),a)),g(a,f(b))) eine Grundinstanz
(Substitution: [x — g(f(b), a), y — f(b)])
e ist P(g(f(b),a),f(b),g(a,f(b))) keine Grundinstanz
(x nicht konsistent ersetzt)

A\




Pradikatenlogik — Resolution

Sei L € L ein Literal.
Ein Literal L’ € L ist eine Grundinstanz von L gdw.

e FV(L')=10 (variablenfrei)
@ es existiert eine Substitution subst: V — T, so dass
L' = subst(L). (Instanz von L)

Fiir das Literal P(x, f(x),g(a,y))
e ist P(g(f(b),a),f(g(f(b),a)),g(a,f(b))) eine Grundinstanz
(Substitution: [x — g(f(b), a), y — f(b)])
e ist P(g(f(b),a),f(b),g(a,f(b))) keine Grundinstanz
(x nicht konsistent ersetzt)
e ist P(g(f(x),a),b,g(a, f(b))) keine Grundinstanz

(nicht variablenfrei)

v




Pradikatenlogik — Resolution

Sei M C L ein endliche Menge von Literalen.

Eine Literalmenge M’ C L ist eine Grundinstanz von M gdw.

e FV(L') =0 fir alle L' ¢ M’

@ es existiert eine Substitution subst: V — T, so dass

M’ = {subst(L) | L € M}.

(variablenfrei)

(Instanzen von M)

V.




Pradikatenlogik — Resolution

Sei M C L ein endliche Menge von Literalen.
Eine Literalmenge M’ C L ist eine Grundinstanz von M gdw.

e FV(L') =0 fir alle L' ¢ M’ (variablenfrei)
@ es existiert eine Substitution subst: V — T, so dass
M' = {subst(L) | L € M}. (Instanzen von M)

Fiir die Menge {P(x, f(x),g(a,y)), Q(x)}
e ist {P(f(b),f(f(b)),g(a,a)), Q(f(b))} eine Grundinstanz
(Substitution: [x +— f(b), y > a])

A\




Pradikatenlogik — Resolution

Sei M C L ein endliche Menge von Literalen.
Eine Literalmenge M’ C L ist eine Grundinstanz von M gdw.

e FV(L') =0 fir alle L' ¢ M’ (variablenfrei)
@ es existiert eine Substitution subst: V — T, so dass
= {subst(L) | L € M}. (Instanzen von M)

Fiir die Menge {P(x, f(x), g(a,y)), Q(x)}

e ist {P(f(b),f(f(b)),g(a,a)), Q(f(b))} eine Grundinstanz
(Substitution: [x +— f(b), y > a])
)

e ist {P(f(b),f(f(b)),g(a,a))} keine Grundinstanz
(keine Instanz von Q(x))

A\




Pradikatenlogik — Resolution

Sei M C L ein endliche Menge von Literalen.
Eine Literalmenge M’ C L ist eine Grundinstanz von M gdw.

e FV(L') =0 fir alle L' ¢ M’ (variablenfrei)
@ es existiert eine Substitution subst: V — T, so dass
= {subst(L) | L € M}. (Instanzen von M)

Fiir die Menge {P(x, f(x),g(a,y)), Q(x)}
e ist {P(f(b),f(f(b)),g(a,a)), Q(f(b))} eine Grundinstanz
(Substitution: [x +— f(b), y > a])
e ist {P(f(b),f(f(b)),g(a,a))} keine Grundinstanz
(keine Instanz von Q(x))
e ist {P(f(b),f(f(b)),g(a,a)), Q(a)} keine Grundinstanz

(inkonsistente Ersetzung von x)

v




Pradikatenlogik — Resolution

Theorem (Ubertragungstheorem)

Seien My und M, zwei endliche Mengen von pradikatenlogischen
Literalen und M; und M} zwei entsprechende Grundinstanzen.

Falls R’ ein aussagenlogischer Resolvent von {M;, M}} ist,
dann existiert ein Resolvent von {M;, Ms},
so dass R’ eine Grundinstanz von R ist.

My
R

Grundinstanz

My

Grundinstanz

M Grund-|instanz ~ Mj

Res. Res.



Pradikatenlogik — Resolution

{P(x): R(x, )}

Grundinstanz

{P(f(b)), R(f(b),a)}

Res.

{R(F(x"),y"), Q(a)}

Grund-|instanz

{R(f(b), ), Qa)}

{=P(f(x)), Q(a)}

Grundinstanz

{=P(f(p)), @(a)}



Pradikatenlogik — Resolution

Beweis des Ubertragungstheorems (1/3).
Seien zunachst subst; und subst, Variablenumbenennungen, so

dass (Upen, FV(L)) N (Uren, FV(L)) = 0 wobei
Ny = {substl(L) | L e Ml} und Ny = {SubStg(L) | Le M2}




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis des Ubertragungstheorems (1/3).

Seien zunachst subst; und subst, Variablenumbenennungen, so
dass (Upen, FV(L)) N (Uren, FV(L)) = 0 wobei
Ny = {substl(L) | L e Ml} und Ny = {SubStg(L) | Le M2}

Dann sind M; und M} Grundinstanzen von N; und N. Seien also
subst}: V] — T und subst,: V} — T Substitutionen, so dass

M; = {substj(L) | L€ Ny}  und  Mj = {substh(L) | L € No}




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis des Ubertragungstheorems (1/3).

Seien zunachst subst; und subst, Variablenumbenennungen, so
dass (Upen, FV(L)) N (Uren, FV(L)) = 0 wobei

Ny = {substl(L) | L e Ml} und Ny = {SubStg(L) | Le M2}

Dann sind M; und M} Grundinstanzen von N; und N. Seien also
subst}: V] — T und subst,: V} — T Substitutionen, so dass

M; = {substj(L) | L€ Ny}  und  Mj = {substh(L) | L € No}
Es gilt offensichtlich
Q@ Vi =Uen, FV(L) und V3 = U cp, FV(L)




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis des Ubertragungstheorems (1/3).

Seien zunachst subst; und subst, Variablenumbenennungen, so
dass (Upen, FV(L)) N (Uren, FV(L)) = 0 wobei

Ny = {substy(L) | L € My} und Np = {substy(L) | L € M>}
Dann sind M; und M} Grundinstanzen von N; und N. Seien also
subst}: V] — T und subst,: V} — T Substitutionen, so dass
M = {subst{(L) | L€ N}  und M}, = {subst5(L) | L € No}
Es gilt offensichtlich

Q@ V| =Ujen, FV(L) und V3 =, cp, FV(L)

@ FV(substi(v')) = 0 fiir alle v/ € V| und
FV(substy(v")) = 0 fiir alle v/ € V)




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis des Ubertragungstheorems (1/3).

Seien zunachst subst; und subst, Variablenumbenennungen, so
dass (Upen, FV(L)) N (Uren, FV(L)) = 0 wobei
Ny = {substl(L) | L e Ml} und Ny = {SubStg(L) | Le M2}

Dann sind M; und M} Grundinstanzen von N; und N. Seien also
subst}: V] — T und subst,: V} — T Substitutionen, so dass

M; = {substj(L) | L€ Ny}  und  Mj = {substh(L) | L € No}
Es gilt offensichtlich

Q@ V| =Ujen, FV(L) und V3 =, cp, FV(L)

@ FV(substi(v')) = 0 fiir alle v/ € V| und
FV(substy(v")) = 0 fiir alle v/ € V)

Q@ VinV,=10




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis des Ubertragungstheorems (2/3).

Sei also nun subst’ = subst/subst,. Dann gilt insbesondere

Mj = {subst’(L) | L € Ny} und Mj = {subst/(L) | L € Ny}




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis des Ubertragungstheorems (2/3).

Sei also nun subst’ = subst/subst,. Dann gilt insbesondere
Mj = {subst’(L) | L € Ny} und Mj = {subst/(L) | L € Ny}

Nach Voraussetzung ist R’ ein aussagenlogischer Resolvent
von {Mj, M5}. Also existiert L € Mj mit L € M, so dass

R'= (M{\{L}) U (M3 \ {T})




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis des Ubertragungstheorems (2/3).

Sei also nun subst’ = subst/subst,. Dann gilt insbesondere
Mj = {subst’(L) | L € Ny} und Mj = {subst/(L) | L € Ny}

Nach Voraussetzung ist R’ ein aussagenlogischer Resolvent
von {Mj, My}. Also existiert L € Mj mit L € My, so dass
R' = (M \ {L}) U (M5 \ {L}) Seien also
{L1,..., L} ={L" € Ny | subst'(L') = L}
{Ly,...,LL} ={Ll' € Ny | subst'(L") = L}




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis des Ubertragungstheorems (2/3).

Sei also nun subst’ = subst/subst,. Dann gilt insbesondere
Mj = {subst’(L) | L € Ny} und Mj = {subst/(L) | L € Ny}

Nach Voraussetzung ist R’ ein aussagenlogischer Resolvent
von {Mj, My}. Also existiert L € Mj mit L € My, so dass
R' = (M \ {L}) U (M5 \ {L}) Seien also

{L1,...,Lm} = {L’ € Ny | subst’(L’) =L}
{Ly,...,LL} ={Ll' € Ny | subst'(L") = L}
Also ist subst’ ein Unifikator fiir
M:{E,...,E,L/,...,L’n}

und damit sind M; und M, resolvierbar.




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis des Ubertragungstheorems (2/3).

Sei also nun subst’ = subst/subst,. Dann gilt insbesondere
Mj = {subst’(L) | L € Ny} und Mj = {subst/(L) | L € Ny}

Nach Voraussetzung ist R’ ein aussagenlogischer Resolvent
von {Mj, My}. Also existiert L € Mj mit L € My, so dass
R' = (M \ {L}) U (M5 \ {L}) Seien also
{L1,..., L} ={L" € Ny | subst'(L') = L}
{Ly,...,LL} ={Ll' € Ny | subst'(L") = L}

Also ist subst’ ein Unifikator fiir
M:{E,...,E,L/,...,L’n}

und damit sind M; und M, resolvierbar. Sei subst ein allgemeinster
Unifikator fiir M.




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis des Ubertragungstheorems (3/3).

Wir betrachten den pradikatenlogischen Resolventen
R = {subst(L’) | L' e (N1 \ {Ll,...,Lm}) U (NQ \ {L’,...,L’n})}

Da subst ein allgemeinster Unifikator fiir M und subst’ ein
Unifikator fiir M ist, gibt es eine Substitution subst”, so dass
subst’ = subst subst”. Weiterhin gilt

R = (Mi\ {L}) U (M} \{T})
= ({subst’(L") | L' € Ny} \ {subst'(Ly),...,subst'(Lm)})
U ({subst/(L") | L' € No} \ {subst’(L}),...,subst'(L})})
= {subst/(L") | L' € (Ny \ {L1, ..., Lm}) U (N2 \ {L},...,L}})}
= {subst”(L') | L' € R}

womit R’ eine Grundinstanz von R ist. O




Pradikatenlogik

Beweise fiir Resolution




Pradikatenlogik — Resolution

Offene Fragen

Sei F € F eine pradikatenlogische Aussage in konjunktiver NF

o Korrektheit: Wenn per Resolution die leere Menge aus F
herleitbar ist, dann ist F unerfiillbar




Pradikatenlogik — Resolution

Offene Fragen

Sei F € F eine pradikatenlogische Aussage in konjunktiver NF

o Korrektheit: Wenn per Resolution die leere Menge aus F
herleitbar ist, dann ist F unerfiillbar

e Vollstandigkeit: Wenn F unerfiillbar ist, dann ist aus F per
Resolution die leere Menge herleitbar




Pradikatenlogik — Resolution

Offene Fragen

Sei F € F eine pradikatenlogische Aussage in konjunktiver NF

o Korrektheit: Wenn per Resolution die leere Menge aus F
herleitbar ist, dann ist F unerfiillbar

e Vollstandigkeit: Wenn F unerfiillbar ist, dann ist aus F per
Resolution die leere Menge herleitbar

Definition

Sei F € F eine Formel mit FV(F) = {x;,,...,x;,}. Dann sei
VWIF = VX,'1 cee VX,'nF

der Allabschluss von F




Pradikatenlogik — Resolution

Theorem

Sei F eine Aussage in konjunktiver Normalform mit

F =Vxj ---Vx;, G und G quantorenfrei. Dann sind folgende
Formeln aquivalent:

F und VG  und /\VD
DeG




Pradikatenlogik — Resolution

Theorem

Sei F eine Aussage in konjunktiver Normalform mit
F =Vxj ---Vx;, G und G quantorenfrei. Dann sind folgende
Formeln aquivalent:

F und VG  und /\VD
DeG

Beweis.

Offensichtlich sind F und VG aquivalent, denn
FV(G) C {xi,...,xi,} und F kann nur zusatzlich Variablen
binden, die tiberhaupt nicht in G vorkommen.

| \

A\




Pradikatenlogik — Resolution

Theorem

Sei F eine Aussage in konjunktiver Normalform mit
F =Vxj ---Vx;, G und G quantorenfrei. Dann sind folgende
Formeln aquivalent:

F und VG  und /\VD
DeG

Beweis.

Offensichtlich sind F und VG aquivalent, denn

FV(G) C {xi,...,xi,} und F kann nur zusatzlich Variablen
binden, die tiberhaupt nicht in G vorkommen. Weiterhin ist G
aquivalent zu /\pc; D, denn F ist in konjunktiver Normalform.

| \

A\




Pradikatenlogik — Resolution

Theorem

Sei F eine Aussage in konjunktiver Normalform mit
F =Vxj ---Vx;, G und G quantorenfrei. Dann sind folgende
Formeln aquivalent:

F und VG  und /\VD
DeG

| A

Beweis.

Offensichtlich sind F und VG aquivalent, denn

FV(G) C {xi,...,xi,} und F kann nur zusatzlich Variablen
binden, die tiberhaupt nicht in G vorkommen. Weiterhin ist G
aquivalent zu /\pc; D, denn F ist in konjunktiver Normalform.
Also sind auch VG und A VD aquivalent gemaB der klassischen
Aquivalenz zwischen

VX(Fl A F2) und VxF1 A VxF> L]

v




Pradikatenlogik — Resolution

@ Sei F =VxVyVz(P(x) A —Q(2))
e Dannist G = (P(x) A ~Q(2))




Pradikatenlogik — Resolution

e Sei F = VxVyVz(P(x) A =Q(2))
e Dannist G = (P(x) A ~Q(2))
o VG = VxVz(P(x) A =Q(z))

(und diese Formel ist dquivalent zu F)




Pradikatenlogik — Resolution

e Sei F = VxVyVz(P(x) A =Q(2))
e Dannist G = (P(x) A ~Q(2))
o VG = VxVz(P(x) A =Q(z))
(und diese Formel ist dquivalent zu F)
o Apeg VD = (VxP(x) AVz=Q(z))
(auch diese Formel ist dquivalent zu F)




Pradikatenlogik — Resolution

@ Sei F =VxVyVz(P(x) A —Q(2))
e Dannist G = (P(x) A ~Q(2))
o VG = VxVz(P(x) A =Q(z))
(und diese Formel ist aquivalent zu F)

o Apeg VD = (VxP(x) AVz=Q(z))
(auch diese Formel ist dquivalent zu F)

@ Allabschluss macht implizite Allquantifikation explizit

o technisches Hilfsmittel fiir folgende Beweise




Pradikatenlogik — Resolution

Sei R ein Resolvent zweier Disjunktionsglieder {D;j, D>}. Dann ist
(VD1 AVD;y) — VR eine Tautologie. (d.h. VR folgt aus VD; AVD5)




Pradikatenlogik — Resolution

Sei R ein Resolvent zweier Disjunktionsglieder {D;j, D>}. Dann ist
(VD1 AVD;y) — VR eine Tautologie. (d.h. VR folgt aus VD; AVD5)

4

Beweis (1/2).
Sei I = (U,-') ein Modell fiir VD; AVDy; d.h. (VD;)' =1 und
(VD) = 1. Z.zg. I ist ein Modell fiir VR.




Pradikatenlogik — Resolution

Sei R ein Resolvent zweier Disjunktionsglieder {D;j, D>}. Dann ist
(VD1 AVD;y) — VR eine Tautologie. (d.h. VR folgt aus VD; AVD5)

4

Beweis (1/2).

Sei I = (U,-!) ein Modell fiir YDy AVYDs; d.h. (vD;)! = 1 und
(VD) = 1. Z.zg. I ist ein Modell fiir VR.

Seien subst; und subst, die Variablenumbenennungen,
Dj = {substy(L) | L € D1} und D} = {substy(L) | L € Dy}

Li,...,Ly € Dy und Li,..., L, € D; die gewahlten Literale und
subst ein allg. Unifikator fiir {Ly,...,Lm,L},..., L)}, so dass

R ={subst(L) | L€ (D; \ {L1,...,Lm}) U (D5\{Ly,...,L})}




Pradikatenlogik — Resolution

Sei R ein Resolvent zweier Disjunktionsglieder {D;j, D>}. Dann ist
(VD1 AVD;y) — VR eine Tautologie. (d.h. VR folgt aus VD; AVD5)

4

Beweis (1/2).

Sei I = (U,-!) ein Modell fiir YDy AVYDs; d.h. (vD;)! = 1 und
(VD) = 1. Z.zg. I ist ein Modell fiir VR.

Seien subst; und subst, die Variablenumbenennungen,
Dj = {substy(L) | L € D1} und D} = {substy(L) | L € Dy}

Li,...,Ly € Dy und Li,..., L, € D; die gewahlten Literale und
subst ein allg. Unifikator fiir {Ly,...,Lm,L},..., L)}, so dass

R ={subst(L) | L€ (D; \ {L1,...,Lm}) U (D5\{Ly,...,L})}

Sei L = subst(Ly) = - - -subst(L,,) = subst(L}) = - - - = subst(L},).

v




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis (2/2).
Dann gilt
({subst(L’) | L' € D1} \ {L}) U ({subst(L") | L' € D3} \ {L}) C R




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis (2/2).

Dann gilt

({subst(L’) | L' € D1} \ {L}) U ({subst(L") | L' € D3} \ {L}) C R
Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, es sei (VR)! = 0. Sei
FV(R) = {xi,...,x;,}. Dann existieren uy,...,u; € U, so dass
RI[X"lHUI]m[X"ZHuZ] = 0. Sei [ = /[X,'1 —> u1] s [Xie — Ug] diese
Widerlegung.




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis (2/2).

Dann gilt

({subst(L’) | L' € D1} \ {L}) U ({subst(L") | L' € D3} \ {L}) C R
Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, es sei (VR)! = 0. Sei
FV(R) = {xi,...,x;,}. Dann existieren uy,...,u; € U, so dass
RI[X"lHUI]m[X"ZHuZ] = 0. Sei [ = /[X,'1 —> u1] s [Xie — Ug] diese
Widerlegung.

Es folgt, dass sowohl subst(L)!" = 0 fiir alle L’ € D} \ {L} als auch
subst(L')"" = 0 fiir alle L' € Dy \ {L}.




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis (2/2).
Dann gilt
({subst(L’) | L' € D1} \ {L}) U ({subst(L") | L' € D3} \ {L}) C R

Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, es sei (VR)! = 0. Sei

FV(R) = {xi,...,x;,}. Dann existieren uy,...,u; € U, so dass
RI[X"lHUI]m[X"ZHuZ] =0. Sei I' = /[X,'1 — u1] 000 [Xie — Ug] diese
Widerlegung.

Es folgt, dass sowohl subst(L)!" = 0 fiir alle L’ € D} \ {L} als auch
subst(L')" = 0 fiir alle L' € D} \ {L}. Aus (VD;)' =1 und
(VD,)" = 1 folgen jedoch

( \/ subst(L’)) =1 und ( \/ subst(L’)) =1

L'eD] L'eDy




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis (2/2).
Dann gilt
({subst(L’) | L' € D1} \ {L}) U ({subst(L") | L' € D3} \ {L}) C R

Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, es sei (VR)! = 0. Sei

FV(R) = {xi,...,x;,}. Dann existieren uy,...,u; € U, so dass
RI[X"I*_)UI]M[X"Z’_)UZ] = 0. Sei [ = /[X,'1 —> u1] s [Xie — Ug] diese
Widerlegung.

Es folgt, dass sowohl subst(L)!" = 0 fiir alle L’ € D} \ {L} als auch
subst(L')" = 0 fiir alle L' € D} \ {L}. Aus (VD;)' =1 und
(VD,)" = 1 folgen jedoch

( \/ subst(L’)) -1 und ( \/ subst(L’)) ~1

L'eD] L'eDy

Also muss das jeweils fehlende Literal L und L in I’ wahr sein: d.h.
(L) = L" = 1. Dies ist offensichtlich widerspriichlich. O

4




Pradikatenlogik — Resolution

Theorem (Korrektheit)

Sei F eine Aussage in konjunktiver Normalform.
Wenn per Resolution die leere Menge aus F herleitbar ist,
dann ist F unerfiillbar




Pradikatenlogik — Resolution

Theorem (Korrektheit)

Sei F eine Aussage in konjunktiver Normalform.
Wenn per Resolution die leere Menge aus F herleitbar ist,
dann ist F unerfiillbar

Beweis.

| A\

Sei F =Vx; ---Vx;, G mit G quantorenfrei. Aus dem vorherigen
Theorem folgt, dass () = V{) eine Folgerung aus A\ VD ist.
(jeder Resolvent ist Folgerung vorheriger Resolventen oder
Disjunktionsglieder von G; mit modus ponens ist daher auch die
leere Menge eine Folgerung der Disjunktionsglieder von G)

A\




Pradikatenlogik — Resolution

Theorem (Korrektheit)

Sei F eine Aussage in konjunktiver Normalform.
Wenn per Resolution die leere Menge aus F herleitbar ist,
dann ist F unerfiillbar

Beweis.

| A\

Sei F =Vx; ---Vx;, G mit G quantorenfrei. Aus dem vorherigen
Theorem folgt, dass () = V{) eine Folgerung aus A\ VD ist.
(jeder Resolvent ist Folgerung vorheriger Resolventen oder
Disjunktionsglieder von G; mit modus ponens ist daher auch die
leere Menge eine Folgerung der Disjunktionsglieder von G) Da 0
unerfiillbar ist, muss auch A pc VD unerfiillbar sein.

A\




Pradikatenlogik — Resolution

Theorem (Korrektheit)

Sei F eine Aussage in konjunktiver Normalform.
Wenn per Resolution die leere Menge aus F herleitbar ist,
dann ist F unerfiillbar

Beweis.

| A\

Sei F =Vx; ---Vx;, G mit G quantorenfrei. Aus dem vorherigen
Theorem folgt, dass () = V{) eine Folgerung aus A\ VD ist.
(jeder Resolvent ist Folgerung vorheriger Resolventen oder
Disjunktionsglieder von G; mit modus ponens ist daher auch die
leere Menge eine Folgerung der Disjunktionsglieder von G) Da 0
unerfiillbar ist, muss auch A\ pc VD unerfiillbar sein. Dies ist
jedoch aquivalent zu F vermittels der Hilfsaussage zum
Allabschluss. Also ist auch F unerfiillbar. O

A\




Pradikatenlogik — Resolution

Theorem (Vollstandigkeit)

Sei F eine Aussage in konjunktiver Normalform.
Wenn F unerfiillbar ist, dann ist aus F per Resolution ) herleitbar.




Pradikatenlogik — Resolution

Theorem (Vollstandigkeit)

Sei F eine Aussage in konjunktiver Normalform.
Wenn F unerfiillbar ist, dann ist aus F per Resolution () herleitbar.

Beweis (1/2).

Sei F =Vx; ---Vx;,G mit G quantorenfrei die unerfiillbare
Aussage. GemaB Grundresolution existiert eine Folge von
Disjunktionsgliedern Df,..., D, C L, so dass D; = () und fiir jedes
1<j<kgilt

° DJf ist eine Grundinstanz eines Disjunktionsgliedes von G oder
(D; = D[x;, = t1] -+~ [x;, = tp] filir t1, ..., tn € H(F), D € G)
o Dj ist Resolvent von {Dj, D7} mit £ < j und m < j.




Pradikatenlogik — Resolution

Theorem (Vollstandigkeit)

Sei F eine Aussage in konjunktiver Normalform.
Wenn F unerfiillbar ist, dann ist aus F per Resolution () herleitbar.

Beweis (1/2).
Sei F =Vx; ---Vx;,G mit G quantorenfrei die unerfiillbare
Aussage. GemaB Grundresolution existiert eine Folge von
Disjunktionsgliedern Df,..., D, C L, so dass D; = () und fiir jedes
1<j<kgilt
° DJf ist eine Grundinstanz eines Disjunktionsgliedes von G oder
(D; = D[x;, = t1] -+~ [x;, = tp] filir t1, ..., tn € H(F), D € G)
o Dj ist Resolvent von {Dj, D7} mit £ < j und m < j.

Wir konstruieren nun eine Deduktion (Ds,. .., Dy) aus diesen
Disjunktionsgliedern Dy, ..., D;, so dass D/ eine Grundinstanz
von D; fiiralle 1 < j < kist. Sei 1 < j < k und seien

(D1, ..., Dj_1) bereits konstruiert.




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis (2/2).

Wir unterscheiden zwei Situationen gemaB Herkunft von DJf:

Q Falls DJf eine Grundinstanz des Disjunktionsgliedes D € G ist,
dann setzen wir D; = D. Dies erfiillt offensichtlich die
Anforderungen.




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis (2/2).

Wir unterscheiden zwei Situationen gemaB Herkunft von DJf:

Q Falls DJf eine Grundinstanz des Disjunktionsgliedes D € G ist,
dann setzen wir D; = D. Dies erfiillt offensichtlich die
Anforderungen.

@ Sei D; Resolvent von {Dj, Dy, } mit £ < j und m <.
Aufgrund des Ubertragungstheorems existiert ein
pradikatenlogischer Resolvent R von {Dy, D}, so dass D;

eine Grundinstanz von R ist. Wir setzen D; = R und erfiillen
damit wieder die Anforderungen.




Pradikatenlogik — Resolution

Beweis (2/2).
Wir unterscheiden zwei Situationen gemaB Herkunft von DJf:

Q Falls DJf eine Grundinstanz des Disjunktionsgliedes D € G ist,
dann setzen wir D; = D. Dies erfiillt offensichtlich die
Anforderungen.

Q Sei D; Resolve.r?t von {Dj, D/} mit £ < j und m < j.
Aufgrund des Ubertragungstheorems existiert ein
pradikatenlogischer Resolvent R von {Dy, D}, so dass D;
eine Grundinstanz von R ist. Wir setzen D; = R und erfiillen
damit wieder die Anforderungen.

Da D; = () nur eine Grundinstanz von () ist, muss Dy = () gelten.
Damit haben wir die leere Menge hergeleitet. OJ

v




Pradikatenlogik — Resolution

Pradikatenlogische Resolution ist korrekt und vollstandig fiir
Unerfiillbarkeit von Aussagen in konjunktiver Normalform.




Pradikatenlogik — Resolution

Korollar

Pradikatenlogische Resolution ist korrekt und vollstandig fiir
Unerfiillbarkeit von Aussagen in konjunktiver Normalform.

@ immer noch problematisch fiir Implementation:
o viele Wahlmoglichkeiten
(Disjunktionsglieder, Literale)
o viele nutzlose Resolventen (Ineffizienz)
o sehr groBer Suchraum
e (sogar unendlich viele Resolventen bildbar)

A\




Pradikatenlogik — Resolution

Korollar

Pradikatenlogische Resolution ist korrekt und vollstandig fiir
Unerfiillbarkeit von Aussagen in konjunktiver Normalform.

@ immer noch problematisch fiir Implementation:
o viele Wahlmoglichkeiten
(Disjunktionsglieder, Literale)
o viele nutzlose Resolventen (Ineffizienz)
o sehr groBer Suchraum
e (sogar unendlich viele Resolventen bildbar)

@ Heuristiken (Suchstrategien) notwendig
(Verbot nutzloser Resolutionsschritte,
Priorisierung bestimmter Resolutionsschritte)

A\




Pradikatenlogik — Resolution

Korollar

Pradikatenlogische Resolution ist korrekt und vollstandig fiir
Unerfiillbarkeit von Aussagen in konjunktiver Normalform.

@ immer noch problematisch fiir Implementation:
o viele Wahlmoglichkeiten
(Disjunktionsglieder, Literale)
o viele nutzlose Resolventen (Ineffizienz)
o sehr groBer Suchraum
e (sogar unendlich viele Resolventen bildbar)

@ Heuristiken (Suchstrategien) notwendig
(Verbot nutzloser Resolutionsschritte,
Priorisierung bestimmter Resolutionsschritte)

@ aber Vollstandigkeit sollte erhalten werden
(es diirfen keine notwendigen Schritte verboten werden)

A\




Pradikatenlogik

AbschlieBendes Beispiel




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

Negationsnormalform

Bereinigen

| Binden freier Var. |

Pranexform
Skolemform

konj. Normalform

©000O0CO0

Aquivalenz (NNF)
Aquivalenz (Bereinigen)
Erfillbarkeit (Binden)
Aquivalenz (Prinexform)
Erfiillbarkeit (Skolemform)

Aquivalenz (KNF per Distr.)
Erfiillbarkeit (KNF per TSEITIN)

o’




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

o Ausgangsformel:

(@) v ¥2zP(x, £(2)) v 3x¥y (P(F(x), ¥) A Q(a)) )
— EIX(Q(X) Vv P(X,g(z)))




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

o Ausgangsformel:

(@) v ¥2zP(x, £(2)) v 3x¥y (P(F(x), ¥) A Q(a)) )
— EIX(Q(X) Vv P(x,g(z)))

@ wir mochten Allgemeingiiltigkeit (Tautologie) testen




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

o Ausgangsformel:

(@) v ¥2zP(x, £(2)) v 3x¥y (P(F(x), ¥) A Q(a)) )
— EIX(Q(X) Vv P(x,g(z)))

@ wir mochten Allgemeingiiltigkeit (Tautologie) testen

@ also negieren wir zunachst

- <(o(x) VV2P(x,g(2)) v 3xy (P(F(x),y) A Q(3)) )

— EIX(Q(X) v P(X,g(z))))




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

@ Unerfullbarkeit dieser Formel:

- <(o(x) VV2P(x,g(2)) v 3xy (P(F(x),y) A Q(3)) )

— 3Ix(Q(x) v P(X,g(Z))))




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

@ Unerfullbarkeit dieser Formel:
S ((o(x) V V2P (x, g(2)) V 3y (P(F(x), ) A Q(a)) )
— Ix(Q(x) v P(Xag(z))))

@ Negationsnormalform:

(@) v ¥2zP(x, £(2)) v 3x¥y (P(F(x), ¥) A Q(a)))
A VX(—\Q(X) A =P(x, g(z)))




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

@ Negationsnormalform:

(Q(X) VVzP(x, g(z)) Vv EIXVy(P(f(X),y) A Q(a)))
AVx(=Q(x) A =P(x, g(2)))




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

o Negationsnormalform:
(Q(x) VVzP(x, g(2)) V 3xvy (P(F(x), y) A Q(a)))
AVxX(=Q(x) A =P(x, g(2)))
o Bereinigung:

(Q(X) VVZ'P(x,g(Z')) v EIX'Vy(P(f(X'),y) A Q(a)))
A \V/X”(—'Q(X”) A =P(x", g(z)))




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

@ Negationsnormalform:

(Q(X) VVzP(x, g(z)) Vv EIXVy(P(f(X),y) A Q(a)))
AVx(=Q(x) A =P(x, g(2)))

@ Bereinigung:

(Q(X) VVZ'P(x,g(Z')) v EIX'Vy(P(f(X'),y) A Q(a)))
A \V/X”(—'Q(X”) A =P(x", g(z)))

@ Binden freier Variablen:

EIXEIZ((Q(X) VVZ'P(x,g(2'")) v IxX'Vy (P(f(x),y) A Q(a)))

AV (2Q(x") A ~P(x", g(z)))>




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

@ Binden freier Variablen:
3X32<(Q(X) VVZ'P(x,g(2'")) v IxX'Vy (P(f(x'),y) A Q(a)))

AV (2Q(X") A ~P(x", g(z)))>




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

@ Binden freier Variablen:
3X32<(Q(X) VVZ'P(x,g(2'")) v IxX'Vy (P(f(x'),y) A Q(a)))
A VX”(“Q(X”) A =P(x", g(z)))>

@ bereinigte Pranexform:

Ax3zVZ' A Vyvx"

((o(x> V Pl g() V (P(F().y) A Q(a)) A

—Q(") A ﬁP(X”,g(Z))>




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

@ bereinigte Pranexform:

AxIZVZ' Ix'VyVx"

((Q(X) Pl g(&)) V (PUE(), ) A Q(a) ) A

—Q(") A ﬂP(X”,g(Z))>




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

@ bereinigte Pranexform:

AxIZVZ' Ix'VyVx"

((Q(X) Pl g(&)) V (PUE(), ) A Q(a) ) A

—Q(x") A =P(x", g(Z)))
@ Skolemform:

VZ'Vyvx” ((Q(b) V P(b,g(Z')) vV (P(f(h(Z)),y) A Q(a))) A

—Q(") A ﬂP(X",g(C))>




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

@ Skolemform:

VZ'yVx" ((Q(b) v P(b,g(2)) V (P(F(h(Z),¥) A Q(a)) ) A

—Q(x") A ﬂP(X”jg(C))>




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

@ Skolemform:

VZ'yVx" ((Q(b) v P(b,g(2)) V (P(F(h(Z),¥) A Q(a)) ) A

—Q(x") A ﬂP(X”jg(C))>

e konjunktive Normalform:
v2y¥x" ((Q(b) v P(b,g(2) v P(F(H(2')), ¥)) A
(Q(b) V P(b,g(z)) v Q(a)) A
~Q(x") A ~P(x",£(c)))




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

o konjunktive Normalform:
vzyvx" ((Q(b) v P(b,g(2)) v P(F(h(2)), ) A
(Q(b) v P(b,g(2) v Q(a)) A
~Q(") A =P(x",g(c)))




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

o konjunktive Normalform:
vzyvx" ((Q(b) v P(b,g(2)) v P(F(h(2)), ) A
(Q(b) v P(b,g(2)) v Q(a)) A
~Q(") A =P(x",g(c)))
o Mengendarstellung:
{{Q(b), P(b,&(2)), P(F(h(z)), 1)}
{Q(b), P(b.&(2)). Q(3)},
Q) {-P(" ()} }




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

o Mengendarstellung:
{{Q(b), P(b,g(z)), P(F(h()).1)},
{Q(b), P(b,g(2)), Q(a)},
{ﬂQ (X)), {=P(x", g(c )}}




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

o Mengendarstellung:
[{Q(b), P(b,&(2)), P(F(h(2)), 1)}
{Q(b). P(b,g()). Qa)}.
(a0, LoP st ")

@ Resolution:

O {—-Q(xX")} Element von F




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

o Mengendarstellung:
[{Q(b), P(b,&(2)), P(F(h(2)), 1)}
{Q(b). P(b,g()). Q(a)},
{ﬂo (") }, {=P(<" g(c))}}

@ Resolution:
Q {—Q(x")} Element von F
@ {Q(b),P(b,g(Z')),Q(a)} Element von F




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

@ Mengendarstellung:

e

{Q(b)
{ﬂQ

@ Resolution:

O {-Q(x")}
Q {Q(b), P(b,
Q {P(b,5(2)), @

(Z’)

P(b,g(2)), P(f(h(Z)),y)},
P(b,g(z")), Q(a)},
(x") }, {—|P X' g c))}}

Element von F
Element von F
Resolvent von {@, @}

), Q(a)}
a)}




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

o Mengendarstellung:
[{Q(b), P(b,&(2)), P(F(h(2)), 1)}
{Q(b). P(b,g()). Qa)}.
(a0 P (N}}

@ Resolution:

Q {—-Q(x")} Element von F
Q {Q(b),P(b,g(z')), R(a)} Element von F
Q {P(b.g(2)),Q(a)} Resolvent von {@, @}

Q {P(b,g('))} Resolvent von {@, @}




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

o Mengendarstellung:
[{Q(b), P(b,&(2)), P(F(h(2)), 1)}
{Q(b). P(b,g()). Qa)}.
{ﬂo ()}, {~P(<"g(c)} }

@ Resolution:

Q {-Q(x")} Element von F
Q {Q(b), P(b,g(z')), Q(a)} Element von F
Q {P(b,g(2)), Q(a)} Resolvent von {@, @}
Q {P(b,g(z))} Resolvent von {@, @}

Q@ {-P(x",g(c))} Element von F




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

@ Mengendarstellung:

e
{Q(b)

@ Resolution:

Q {-Q(x")}

Q {Q(b), P(b,g(<'
Q {P(b,5(2)), Q(a
Q {P(b,8())}
Q {~P(x" g(c))}
Q0

)
)

P(b,g(2)), P(f(h(z)),y)},

),
}

P(b,g(2')),
{ﬂQ (x")}, {=P("

Q(a)}

(a)}?

g(e))} }

Element von F
Element von F
Resolvent von {@, @}
Resolvent von {@, @}
Element von F
Resolvent von {@, @}




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

@ Mengendarstellung:

[{Q(b), P(b,&(2)), P(F(h(2)), 1)}

{Q(b), P(b,g(")),
{—\Q (x")}, {=P(x"

@ Resolution:
Q {-Q(x")}
Q {Q(b),P(b,g(2')), Q(a)}
Q {P(b,g(2)), Q(a)}
Q {P(b,g(2))}
Q {-P(x",g(c))}
(‘s J0]

o damit Unerfullbarkeit nachgewiesen

(a)}a

g(e))} }

Element von F
Element von F
Resolvent von {@, @}
Resolvent von {@, @}
Element von F

Resolvent von {@, @}




Pradikatenlogik — Vollstandiges Beispiel

o Mengendarstellung:
{{O<b), P(b.&(2)). P(F(h(Z)), 1)}
[Q(b). P(b.g(2)). Q(a)}.
Q) {-P(" ()} }

@ Resolution:

0 {-Q(x")} Element von F
Q {Q(b), P(b,g(2')), Q(a)} Element von F
© {P(b.g(2)), Q(a)} Resolvent von {@, @}
Q {P(b,g())} Resolvent von {@, @}
Q {~P(x",g(c))} Element von F
- ) Resolvent von {@, @}

o damit Unerfullbarkeit nachgewiesen

@ Ausgangsformel ist eine Tautologie
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o deklarative Programmiersprache
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e geeignet fiir Handhabung von Wissensbanken




Ausblick — Prolog

o deklarative Programmiersprache
(d.h., man beschreibt die Losung, nicht den Weg dahin)

e geeignet fiir Handhabung von Wissensbanken

@ integrierter Suchmechanismus

@ geeignet fiir viele Suchprobleme
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Fakten

vater (andreas,rainer) .
vater (rainer,guenther) .
vater(stefanie,karlheinz).

mutter (andreas,stefanie).
mutter (rainer,annemarie) .
mutter(stefanie,edeltraut) .




Ausblick — Prolog

Fakten

vater (andreas,rainer) .
vater (rainer,guenther) .
vater(stefanie,karlheinz).

mutter (andreas,stefanie).
mutter (rainer,annemarie) .
mutter(stefanie,edeltraut) .

| A

Bedeutung
@ kleingeschriebene Worter sind Relationen oder Funktionen

@ Punkt essentiell

A\




Ausblick — Prolog

Fakten

vater (andreas,rainer) .
vater (rainer,guenther) .
vater(stefanie,karlheinz).

mutter (andreas,stefanie).
mutter (rainer,annemarie) .
mutter(stefanie,edeltraut) .

| A

Bedeutung
@ kleingeschriebene Worter sind Relationen oder Funktionen
@ Punkt essentiell
o vater zweistellige Relation, andreas Konstante, etc.

o vater(andreas,rainer). ist Fakt
d.h. attestiert Wahrheit dieser Relation

A\




Ausblick — Prolog

Prolog-Interpreter

@ hier SWI-Prolog (verfligbar fiir viele Plattformen)
o Alternativen:

e BProlog, Ciao, ECLiPSe, GNU Prolog, Jekejeke Prolog
o Logic Programming Associates, Poplog Prolog, P#, Quintus
o SICStus, Strawberry, tuProlog, XSB, YAP-Prolog




Ausblick — Prolog

Prolog-Interpreter

@ hier SWI-Prolog (verfligbar fiir viele Plattformen)
o Alternativen:

e BProlog, Ciao, ECLiPSe, GNU Prolog, Jekejeke Prolog
o Logic Programming Associates, Poplog Prolog, P#, Quintus
o SICStus, Strawberry, tuProlog, XSB, YAP-Prolog

Sitzung

?7- consult(’fakten.pl’).
% fakten.pl compiled 0.00 sec, 10 clauses

?- vater (andreas,rainer). true.
?7- vater(rainer,X). X = guenther.
?- mutter(X,Y). X = andreas, Y = stefanie ;

X = rainer, Y = annemarie ;
X = stefanie, Y = edeltraut.

v
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@ groBgeschriebene Worter sind also Variablen

@ Prolog antwortet mit erfiillender Variablenbelegung

@ Prolog bietet alle erfiillenden Belegungen an
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@ groBgeschriebene Worter sind also Variablen

@ Prolog antwortet mit erfiillender Variablenbelegung
@ Prolog bietet alle erfiillenden Belegungen an

o das Komma “," steht fiir Konjunktion (und)

@ das Semikolon ;" steht fiir Disjunktion (oder)




Ausblick — Prolog

@ groBgeschriebene Worter sind also Variablen
@ Prolog antwortet mit erfiillender Variablenbelegung
@ Prolog bietet alle erfiillenden Belegungen an
o das Komma “," steht fiir Konjunktion (und)

@ das Semikolon ;" steht fiir Disjunktion (oder)

kind(X,Y) :- vater(X,Y); mutter(X,Y).

@ zu lesen als
VxVy ((vater(x, y) V mutter(x, y)) — kind(x, y))

A\




Ausblick — Prolog

@ groBgeschriebene Worter sind also Variablen
@ Prolog antwortet mit erfiillender Variablenbelegung
@ Prolog bietet alle erfiillenden Belegungen an
o das Komma “," steht fiir Konjunktion (und)

@ das Semikolon ;" steht fiir Disjunktion (oder)

kind(X,Y) :- vater(X,Y); mutter(X,Y).

@ zu lesen als
VxVy ((vater(x, y) V mutter(x, y)) — kind(x, y))
@ links steht also die Konsequenz; rechts die Voraussetzung

u ”

@ “:-" steht fur +

A\




Ausblick — Prolog

Sitzung

?- consult(’fakten.pl’).

% fakten.pl compiled 0.00 sec, 10 clauses

?- kind(X,andreas). false.

?- kind(andreas,X) . X = rainer ;
X = stefanie.

?- kind(andreas,X), kind(X,Y).
X = rainer, Y = guenther ;
X = rainer, Y = annemarie ;
X = stefanie, Y = karlheinz ;
X = stefanie, Y = edeltraut.)




Ausblick — Prolog

Kompliziertere Regel

enkel (X,Y) :- kind(X,Z), kind(Z,Y).

@ zu lesen als
VxVy (3z(kind(x, z) A kind(z,y)) — enkel(x, y))

@ Variablen, die nicht in der linken Seite vorkommen,
sind also existentiell quantifiziert




Ausblick — Prolog
Kompliziertere Regel

enkel(X,Y) :- kind(X,Z), kind(Z,Y).

@ zu lesen als
VxVy (3z(kind(x, z) A kind(z,y)) — enkel(x, y))

@ Variablen, die nicht in der linken Seite vorkommen,
sind also existentiell quantifiziert

| A

Sitzung

?- enkel (stefanie,X). false.

?7- enkel (X,annemarie). X = andreas ;
false.

?- enkel (andreas,X). X = guenther ;

X = annemarie ;
X = karlheinz ;
X = edeltraut. |




Ausblick — Prolog

Kompliziertere Regel

opa(X) :- enkel(_,X), vater(_,X).

@ zu lesen als
Vx (321322 (enkel(z1, x) A vater(z, x)) — opa(x))

@ "' ist anonyme Variable
(Variable an deren Wert wir nicht interessiert sind)

@ alle Vorkommen von anonymen Variablen bezeichnen
verschiedene Variablen




Ausblick — Prolog
Kompliziertere Regel

opa(X) :- enkel(_,X), vater(_,X).

@ zu lesen als
Vx (321322 (enkel(z1, x) A vater(z, x)) — opa(x))

@ "' ist anonyme Variable
(Variable an deren Wert wir nicht interessiert sind)

@ alle Vorkommen von anonymen Variablen bezeichnen
verschiedene Variablen

v

?7- opa(X). X = guenther ;
X = karlheinz ;
false. |




Ausblick — Prolog

(fast) Unifikation

7- f(g(a),X) = £(Z,b). X=">b, Z=g(a).
7- f(g(V),X) = £(Z,Y). Y=X,2Z=gX.
7- £(g(Y),X) = £(X,Y). Y =X, X=gX.
7- f(gla),X) = £(X,b). false.
e "=" ist (eine Variante des) Unifikationsoperators
o (ohne Uberpriifung ob Variable im Ersetzungsterm vorkommt)




Ausblick — Prolog

Prince
Edward
-+ Island

Scotia

CANADA — Political
International boundary
------- Provincialteritorial boundary
Alberta Province/territory Scale
National capital ] 250 500 750 1000 km
o Regina capital L 1 L 1 I}
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Northwest -
Territories .. Nunavu
P

Ontario

-
5

Kartenfarbung — Bundesstaaten von Kanada

@ Gesucht Farbung der Bundesstaaten, so dass
benachbarte Bundesstaaten unterschiedliche Farben haben

@ Anzahl der Farben vorgegeben




Ausblick — Prolog

Implementierung

farbe(rot) .
farbe (gruen) .
farbe(blau) .

nachbar(X,Y) :- X \= Y.

kanada (ON,QC,NS,NB,MB,BC,PE,SK,AB,NL,NT,YT,NU) :-
farbe (ON), farbe(QC), farbe(NS), farbe(NB), farbe(MB),
farbe(BC), farbe(PE), farbe(SK), farbe(AB), farbe(NL),
farbe(NT), farbe(YT), farbe(NU),
nachbar (ON,MB), nachbar(0ON,QC), nachbar (QC,NB),
nachbar (QC,NL), nachbar(NS,NB), nachbar (MB,SK),
nachbar (MB,NU), nachbar(BC,YT), nachbar (BC,AB),
nachbar (BC,NT), nachbar(SK,AB), nachbar (SK,NT),
nachbar (AB,NT), nachbar (NT,YT), nachbar(NT,NU).
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Sitzung

?- consult(’kanada.pl’).
% kanada.pl compiled 0.00 sec, 1 clauses
7- kanada(ON,QC,NS,NB,MB,BC,PE,SK,AB,NL,NT,YT,NU) .
ON = NS = BC = PE = SK = NL = NU = rot,
QC = MB = AB = YT = gruen,
NB = NT = blau ; |




Ausblick — Prolog

Prince
Edward
-+ Island

New Scotia
Brunswick

CANADA — Political
International boundary
~ - Provindal/terrtorial boundary
Alberta Province/territory Scale
National capital ] 250 500 750 1000 km
o Regina Gpital L0 1




Zusammenfassung

Ubertragungstheorem
Beweise flir pradikatenlogische Resolution

abschlieBendes Beispiel

Einfihrung Prolog

Vielen herzlichen Dank und viel Erfolg in der Priifung.




