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Uberblick

Wiederholung: Aquivalenz




Pradikatenlogik — Wiederholung

Definition (Aquivalenz)

Zwei Formeln Fq, Fp € F sind aquivalent gdw.
F1 < F> eine Tautologie ist

Beispiele

Sei F € F beliebig. Sind die folgenden Formeln aquivalent?

@ VxdyF und dyVxF

@ VxdyF und IxVyF

@ VxVxF und VxF

@ Vx3dxF und VxF

@ VxdxF und dxF

o VxdyVzF und Vz3yVxF

o VxdyVzF und VxVz3yF

X X N X N X X%




Pradikatenlogik — Aquivalenz

aquivalente Formeln

Bezeichnung

—VxF dx—=F
—3xF Vx—F
Vx(F A G) | VxF AVxG
Ix(F V G) | 3IxF v 3IxG
VxVyF VyVxF
dx3dyF dy3dxF
Vx(FAG) | VxFAG
Vx(FV G) | VYxFVG
IX(FAG) | IxFAG
Ix(FVG)| IxFVG

DEMORGAN-Gesetz fiir V
DEMORGAN-Gesetz fur 3
Distributivitat V uber A
Distributivitat 3 tiber V

Kommutativitat von V
Kommutativitat von 3

falls x ¢ FV(G)
falls x ¢ FV(G)
falls x ¢ FV(G)
falls x ¢ FV(G)

alle klassischen Aquivalenzen der Aussagenlogik




Pradikatenlogik — Aquivalenz

Theorem (Ersetzungstheorem — Pradikatenlogik)

Sei F eine Formel und F’ eine Teilformel von F.

Des Weiteren sei G’ eine Formel, die aquivalent zu F’ ist.
Dann ist F aquivalent zu der Formel, die man aus F erhalt,
indem man ein Vorkommen der Teilformel F’ durch G’ ersetzt.

@ gleicher Wortlaut wie in der Aussagenlogik

@ Teilformeln einer Formel der Bauart F = Qx;G mit
Q €{V,3}, i e Nund G € F sind F selbst und alle
Teilformeln von G




Pradikatenlogik — Aquivalenz

Beweis (1/3).
Sei G die Formel nach der Ersetzung.
Z.zg. F und G sind aquivalent. Per struktureller Induktion:
Q Sei F = R,-k(tl,...,tk) fir i,k e Nund t1,...,t, € 7. Dann
muss F' = F sein und da F’ und G’ 3quivalent sind, sind auch
F = F' und G = G’ dquivalent.
e Sei IF = —|F1.
e Sei F/ = F. Dann weiter wie in @
e Das Vorkommen von F’ liegt in F;. Sei G = =G;. Per

Induktionsannahme sind F; und G; aquivalent. Sei J eine
beliebige Interpretation. Es gilt

Fl=(-R) =1-F =1- G/ =(-G)’ =G’

und damit (F <+ G)? = 1.
Da J beliebig war, ist F <+ G eine Tautologie




Pradikatenlogik — Aquivalenz

Beweis (2/3).
Sei G die Formel nach der Ersetzung.
Z.zg. F und G sind aquivalent. Per struktureller Induktion:
Q Sei F = (F1 A Fz)
e Sei F/ = F. Dann weiter wie in @
e Das Vorkommen von F’ liegt in F;. Sei G = G; A Fp. Per

Induktionsannahme sind F; und G; aquivalent. Sei J eine
beliebige Interpretation. Es gilt

F'= (Fy A F)? = min(F{, F})
=min(G{,Fj) = (G A R)! = G’
und damit (F <> G)? = 1.

Da J beliebig war, ist F <> G eine Tautologie
o Das Vorkommen von F’ liegt in F,. Analog.

Q Sei F =(F1V F). Analog zu @




Pradikatenlogik — Aquivalenz

Beweis (3/3).
Sei G die Formel nach der Ersetzung.
Z.zg. F und G sind aquivalent. Per struktureller Induktion:

@ Sei F =VxF;.

e Sei F/ = F. Dann weiter wie in @

e Das Vorkommen von F’ liegt in F;. Sei G = Vx;G;. Per
Induktionsannahme sind F; und G; aquivalent. Sei J = (
eine beliebige Interpretation. Es gilt

(VxiF)! =1
gdw. FP74 = 1 fiir alle u € U
gdw. G = 1 fiir alle v € U
gdw. (VxG)! =1

womit (F ++ G)? = 1. Damit ist F <> G eine Tautologie
O Sei F = dx;F1. Analog zu @

u,-)




Pradikatenlogik — Aquivalenz

@ wir konnen also wieder aquivalente Formeln
flireinander substituieren

@ aquivalente Formeln sind semantisch ununterscheidbar

@ aquivalente Formeln haben die gleichen Modelle




Pradikatenlogik — Aquivalenz

Entwickeln Sie eine Formel,

@ deren Modelle mind. 2 Elemente im Universum haben.
(die Formel muss also Universen mit 1 Element ausschlieBen)

P(x) A =P(y)

Fiir jedes Modell / = (U, -") muss gelten x € P! und
y!' ¢ P!. Also x! # y' und da x' € U und y' € U, hat
U mind. 2 Elemente.

@ deren Modelle hochstens 2 Elemente im Universum haben.
(die Formel muss groBere Universen ausschlieBen)

Antwort:
o clever: P(a) A =P(a) unerfiillbar und damit haben alle Modelle
hochstens zwei Elemente )
o Gibt es auch eine erfiillbare Formel? (sieche Ubung)




Pradikatenlogik — Aquivalenz

Definition (Termsubstitution)

Fiir alle £ € N und t € T, definieren wir -[x, — t]: T — T durch
° xy[x¢—>t]=1t
@ xi[x;— t] = x; fir alle i € Nmiti#/¢

o fi(tr, ... ti)[xe > t] = fX(ta[xe — t], ..., tu[xe = t])
fuirallei,keNund ty,....tx, €T

o Ersetzung aller (Vorkommen von) x; durch t

@ Beispiel demnachst




Pradikatenlogik — Aquivalenz

Definition (Formelsubstitution)

Fiir alle ¢ € N und t € T, definieren wir -[x; — t]: F — F durch
o RE(ty,...,tk)[xe — t] = RE(talxe — t], ..., te[xe > t])
furalle i,keNund t1,....tx, €T
o (—F)[x¢ — t] = = (F[x¢ — t]) fir alle F € F
o (FioFR)[xe— t] = (Fi[xe — t] o Fa[x¢ — t])
fir alle F1, F, € F und o € {A,V}
o (Qx¢F)[x; — t] = QxF fiir alle F € F und Q € {V,3}
(keine Substitution in gebundene Variablen)
o (QxiF)[x¢ — t] = Qxi(F[x¢ — t])
furalle Fe F, ie Nmit i # ¢ und Q € {V,3}

v

@ Ersetzung aller freien Vorkommen von x; durch t

o keine Anderung an gebundenen Variablen




Pradikatenlogik — Aquivalenz

gebundene Vorkommen in rot und freie Vorkommen in griin

F = (HXO ~(R3(x0,x1) V RY) — V¥x1 (RZ(x1,x1) A RS (x1, xo)))

~~
X0 X1

Also ist Fxy — f(fY)] gleich

F= (axo ~(R3(x0, FL(F2)) v RY) — V1 (R2(xa, 1) A R3(xa, xo))>

X0 X1

v

o F[x; — t] = Substitution in einer Formel Syntax

@ /[x; — u] = Substitution in einer Interpretation Semantik




Pradikatenlogik — Aquivalenz

Sei Qx;F eine Formel mit Q € {V,3}, i € Nund F € F. Weiterhin
sei j € N, so dass x; nicht in F vorkommt.

Dann sind Qx;F und Qx;(F[x; — x;j]) aquivalent.

Beweis.

in der Ubung O

@ gestattet Umbenennung gebundener Variablenvorkommen
(zusammen mit Ersetzungstheorem)

@ wir konnen “Mehrfachbelegungen” von Variablen vermeiden




Pradikatenlogik

Normalformen




Pradikatenlogik — Normalformen

Definition (Literale)

Eine Formel F ist ein Literal gdw.
Q@ F=RKt1,... ty) fir i,k eNund ti,...,t, € T ist oder
positives Literal
Q@ F=-RKty,...,ty) fiiri,k eNund t1,...,t, € T ist
negatives Literal

Literale der Form @ bzw. @ heien positiv bzw. negativ

@ entspricht der Def. in der Aussagenlogik

o Literale = Atome und negierte Atome




Pradikatenlogik — Normalformen

Definition (Negationsnormalform)

Eine Formel F ist in Negationsnormalform falls Negationen (=) nur
in Literalen vorkommen.

Beispiele

o IxVy(R(x) A =S(x,y)) AVz=5(z, b)
ist in Negationsnormalform

o —VxS(x) und 3x(R(x) A 5(a)) — S(b)
sind nicht in Negationsnormalform




Pradikatenlogik — Normalformen

Fir jede Formel F existiert eine aquivalente Formel in
Negationsnormalform

v
Beweis.

© Auflosen der Abkiirzungen — und <

@ Anwendung der Aquivalenzen von links nach rechts

aquivalente Formeln Bezeichnung
-—F F Involution —
—~(FAG) | (-F)V(—~G) DEMORGAN-Gesetz fir A
-(FVG) | (-F)A(—~G) DEMORGAN-Gesetz fiir V
—VxF Ix=F DEMORGAN-Gesetz fiir V
—3xF Vx—F DEMORGAN-Gesetz fiir 3

bis keine solche Anwendung mehr moglich ist

Dies terminiert (Argument wie bisher) und nach
Ersetzungstheorem ist die erhaltene Formel aquivalent zu F O

<




Pradikatenlogik — Normalformen

3x(R(x) A S(a)) — S(b)
quivalent zu  —3x(R(x) A S(a)) v S(b)
) A S(2)) v S(b)
)V =5(a)) v S(b)

quivalent zu  Vx—(R(x

quivalent zu  Vx(—R(x

und dies ist in Negationsnormalform




Pradikatenlogik — Normalformen

Wir definieren die Funktion GV: F — Pow()) durch

(gebundene Variablen in Formel)
o GV(RK(t1,...,tx)) =0 firalle i,k eNund t1,...,tx, €T
e GV(—F) = GV(F) fir alle F € F
o GV(F o F) = GV(F1) UGV(F)
fir alle F, F; € F und o € {A,V}
o GV(Qx;F) = {x;} UGV(F)
fir alle F e F, ie Nund Q € {V,3}

o liefert alle Variablen, die (irgendwo) gebunden werden

@ eine Variable kann gleichzeitig gebunden und frei vorkommen




Pradikatenlogik — Normalformen

gebundene Vorkommen in rot und freie Vorkommen in griin

B <Elx0 ~(R2(x0, 1) V RY) = Vg (R2(x1, x1) A R2(xa, XO))J)

X0 X1

G = Vxo Vx1 (Ré(qu) — (R&(Xl) \% R&(XO))>

/

~
X1

X0

e FV(F) = {x0, x1} und GV(F) = {xo, x1}
e FV(G) =0 und GV(G) = {xo, x1}




Pradikatenlogik — Normalformen

Eine Formel F € F heiBt bereinigt, gdw.

@ keine Variable gleichzeitig frei und gebunden in F vorkommt
FV(F)NGV(F)=10
@ und alle Quantoren verschiedene Variablen binden
(hinter verschiedenen Vorkommen der Quantoren {V, 3}
stehen verschiedene Variablen)

[F = (HXOﬂ(Rg(XQ,Xl) V Rg) — VXl(R12(X1,X1) N Rg(Xl,XO)))

6 = oW (R0, 1) = (R3(a) v RE(0)))

@ F ist nicht bereinigt denn FV(F) N GV(F) = {xo, x1}
o G ist bereinigt




Pradikatenlogik — Normalformen
Fir jede Formel F existiert eine aquivalente bereinigte Formel \

Beweis.

Unter Nutzung des Umbennungs- und Ersetzungstheorems
benennen wir schrittweise jedes gebundene Vorkommen einer
Variable in x; mit x; ¢ Symbole(F) U GV(F) um.

Aufgrund des Unbenennungs- und des Ersetzungstheorems ist die
so erhaltene Formel aquivalent zu F [

y




Pradikatenlogik — Normalformen

= (Elxo—'(Rg(xo,Xl) \Y Rg) — Vxl(Rlz(xl,xl) A Rg(xl,x()))>

@ gebundenes xg kollidiert mit freiem xp; Umbenennung in xo
e = (HXQ_\(R(?(X2,X1) Y Rg) — Vxl(Rlz(Xl,xl) A Rg(xl,xo)))

@ gebundenes x; kollidiert mit freiem x;; Umbenennung in x3
(Umbenennung in x» wiirde x, doppelt binden)

[F = (3X2_\(R§(X2, Xl) V Rg) — VX3(R12(X3,X3) VAN Rg(Xg, Xo)))

@ bereinigte Formel




Pradikatenlogik

Pranexform




Pradikatenlogik — Pranexform

° Ubertragung der Normalformen der Aussagenlogik
— konjunktive Normalform fiir Pradikatenlogik

@ Quantoren “im Weg", aber kdnnen mit

aquivalente Formeln Bezeichnung

—VxF dx=F  DEMORGAN-Gesetz fiir V

—3xF Vx—-F  DEMORGAN-Gesetz fiir 3
Vx(FANG) | VXFAG falls x ¢ FV(G)
Vx(FV G) | VxFV G falls x ¢ FV(G)
Ix(FAG) | IxFAG falls x ¢ FV(G)
Ix(FVG) | IxFVG falls x ¢ FV(G)

vorangestellt werden

— Pranexform




Pradikatenlogik — Pranexform

Eine Formel ist in Pranexform gdw. F = Q1 x;, Q2xj, - - - QnXj, G mit
@ ,...,Qne{v,3}
@ n,i,...,in € Nund
@ G enthalt keine Quantoren

Die Formel ist in bereinigter Pranexform
gdw. sie bereinigt und in Pranexform ist.

= = (Elxo—'(Rg(xo,Xl) \Y Rg) — Vxl(Rf(xl,xl) A Rg(xl,xo)))

6 = Vo (RE(0. x1) = (RE(x) v Ri(x0)))

@ F ist nicht in Pranexform

@ G ist in bereinigter Pranexform

A\




Pradikatenlogik — Pranexform

Fiir jede Formel existiert eine
aquivalente Formel in bereinigter Pranexform

© Transformation in Negationsnormalform
@ Bereinigung (Umbenennung der gebundenen Variablen)

© Anwendung der folgenden Aquivalenzen von rechts nach links

aquivalente Formeln Bezeichnung
Vx(FAG) | VxF A G falls x ¢ FV(G)
Vx(FV G) | VxFV G falls x ¢ FV(G)
Ix(FAG) | IxFAG falls x ¢ FV(G)
Ix(FV G) | 3xFVv G falls x ¢ FV(G)




Pradikatenlogik — Pranexform

Fiir jede Formel F existiert eine
aquivalente Formel G in bereinigter Pranexform

Beweis (1/3).
Wir konstruieren G durch Induktion:

@ Sei F = Rf‘(tl,...,tk) mit i,k € Nund t1,...,t, € 7. Dann
ist G = F bereits in bereinigter Pranexform.

o Sei F = =F' mit F’ € F. GemaB Induktionsannahme existiert
eine Formel G’ in bereinigter Pranexform, die aquivalent zu F’
ist. Sei G’ = Q1xj, -+ - Qnx;, G”, so dass G” keine Quantoren
mehr enthalt. Also

IF = —|F, < —|G/ = —|le,‘1 s Q,,X,'nG”

< Quxi, - Qnx;,m G =G

und G ist in bereinigter Pranexform, wobei ¥V = 3 und 3 = V.

4




Pradikatenlogik — Pranexform

Beweis (2/3).
Wir konstruieren G durch Induktion:
@ Sei F = FyoFy, mit Fi,F, € F und o € {A,V}. Dann
existieren bereinigte Pranexformen Gi, G € F, so dass
F1 und G; sowie F, und G aquivalent sind.
Seien Gy = Q1x;, - - - Qnxj, G; und Gy = Q1 x;, - - - Qlxj,, G5, so
dass G; und G} keine Quantoren mehr enthalten. Aufgrund
des Umbenennungstheorems konnen wir annehmen, dass
{Xiys -+, xi,} N (Symbole(G) U GV(Gp)) = 0 und
{xj, ..., xj,} N (Symbole(G1) UGV(Gy1)) = 0. Also
F=FioF+ GioG = (le,'l ---Q,,X;HG{) o Gy
< Qixi, -+ Qnx;, (G 0 G2)
= Q1xi, -+ Qnxi, (G1 0 (Q1x, - - - QX G3))
© Quxi - Quxi, Q1+ QX (G0 Gp) = G

und G ist in bereinigter Pranexform.




Pradikatenlogik — Pranexform

Beweis (3/3).
Wir konstruieren G durch Induktion:
@ Sei F = Qx;F' mit Q € {V,3}, i€ Nund F' € F. Dann
existiert eine Formel G’ in bereinigter Pranexform, die
aquivalent zu F’ ist.

Sei G’ = Qixj, -+ Qnx;, G”, so dass G” keine Quantoren mehr
enthalt. Aufgrund des Umbenennungstheorems konnen wir
annehmen, dass i ¢ {i,...,in} (d.h. die Formel G’ bindet x;
nicht). Also

F=QxF & QG = Qxi(Qixi, - Qux;,,G") =G

und G ist in bereinigter Pranexform. O




Pradikatenlogik — Pranexform

Eingabeformel:

<E|X0—|(R8(X0,X1) V Rg) — Vx1 (R]?(Xl, X1) VAN Rg(xl, Xo)))

© Negationsnormalform:
(VXO (Rg(XO, X1) V Rg) V Vxy (R12(X1, Xl) AN Rg(xl, Xo)))
@ Bereinigung (Umbenennung aller gebundenen Variablen):
<VX2(R§(X2, X1) V Rg) V VX3(R]?(X3, X3) VAN RS(X:;,X())))

@ Pranexform:

VxoVx3 (Rg(X2,X1) V Rg V (Rlz(X3,X3) VAN RS(X3,X0)))




Pradikatenlogik

Skolemform




Pradikatenlogik — Skolemform

@ in Pranexform sind alle Quantoren bereits am Anfang
@ nun wollen wir einige Quantoren (Existenzquantoren)
eliminieren

y

Zwei Formeln F; und F;, sind erfiillbarkeitsaquivalent gdw.

F1 erfullbar gdw. F> erfullbar

4

@ gleiche Definition wie in Aussagenlogik

@ P(x) und P(y) sind nicht aquivalent,
aber erfiillbarkeitsaquivalent




Pradikatenlogik — Skolemform

Beobachtung

e JxP(x) und P(a) sind erfiillbarkeitsaquivalent

@ Was heiBit (VxVyEIzP(X,y,z))l =17
o fiir jedes u; € U und u, € U existiert us € U,
so dass (ui, tp, u3) € P!
e wir konnen eine Funktion nutzen,
die uns usz aus u; und up berechnet
— VxVyP(x,y, f(x,y))
o durch ‘“richtige” Interpretation von f
ist auch diese Formel erfiillbar
— Erflllbarkeitsaquivalenz

e VxVy3dzP(x,y,z) und VxVyP(x,y, f(x,y))
sind erfullbarkeitsaquivalent




Pradikatenlogik — Skolemform

SKOLEM- Transformation

Sei F eine Formel in bereinigter Pranexform.
@ falls F keinen Existenzquantor enthalt, liefere F

@ sei F =Vxj, ---Vx;,3xG fir G in bereinigter Pranexform und
neN (n = 0 zulassig und G kann Quantoren enthalten)

© sei £ ¢ Symbole(F) ein neues n-stelliges Funktionssymbol

Q setze F < Vx; ---Vx;, G[x; — £"(x;, ..., x,)] und zu @
(entferne Existenzquantor und ersetze x; durch f(xj.,...,x;,))

Terminiert und jedes Resultat heiBt Skolemform von F.

THORALF ALBERT SKOLEM (* 1887; 1 1963)

@ norw. Mathematiker und Logiker

@ Doktorvater (AXEL THUE) bei Einreichung
der Dissertation schon 4 Jahre tot

@ lehnte liberabzahlbare Mengen ab




Pradikatenlogik — Skolemform

@ Formel in bereinigter Pranexform

vx3y32<P(x, F(y,y),2) A —R(y,g(x)))
o nach 1. Schleifendurchlauf
VxElz(P(x, f(g'(x),&'(x)),2) A -R(g'(x), g(x)))
o nach 2. Schleifendurchlauf

vx(P(x, f(g'(x).8'(x)), &"(x)) A =R (&'(x). 8(x)) )




Pradikatenlogik — Skolemform

o Ausgangsformel in bereinigter Pranexform:
VeIt v(t, 6(1, ¢(t, 1), 1), 7)
@ Skolemform:

vev(/(e),¢(/(e),¢(/(e), ,|(®)) |(e®))|(e))

@ lllustration:




Frohe Weihnachten!




Zusammenfassung

Ersetzungstheorem
Negationsnormalform
Bereinigung von Formeln

Pranexnormalform

Skolemform

Fiinfte Ubungsserie ist bereits verfiigbar.




