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Vorlesungsziele

heutige Vorlesung

@ Motivation Resolution

@ effiziente Transformation in konjunktive Normalform
© Grundlagen der Resolution

@ Korrektheit der Resolution

Bitte Fragen direkt stellen!
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Wiederholung: Normalformen
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Aussagenlogik — Wiederholung

Definition (Literale)

Eine Formel F ist ein Literal gdw.
@ F = A fir ein i € N ist oder positives Literal
Q@ F =-A; flirein j € Nist negatives Literal

Eine Formel F ist
@ ein Konjunktionsglied gdw.
[F= L1/\L2/\-‘-/\Ln:/\7:1 L; fur Literale Ly, Ly, ..., L,
(Konjunktion von Literalen)
@ ein Disjunktionsglied gdw.
[F= L1\/L2V‘--\/Ln:v7:1 L; fir Literale Ly, Ly, ..., L,
(Disjunktion von Literalen)




Aussagenlogik — Normalformen

Konjunktionsglied:




Aussagenlogik — Normalformen

Eine Formel F ist in

@ konjunktiver Normalform gdw.
F =D; ADyA--- A D, fir Disjunktionsglieder Dy, D5, ..., D,
(Konjunktion von Disjunktionsgliedern)

@ disjunktiver Normalform gdw.
F=KiVKyV---V K, fir Konjunktionsglieder K1, Ko, ..., K,
(Disjunktion von Konjunktionsgliedern)

| \

Zusammenfassung

@ konjunktive Normalform: Test auf Tautologie einfach

o F leere Konjunktion ist oder
o jedes Disjunktionsglied ein Atom und dessen Negation enthalt

@ disjunktive Normalform: Test auf Erfiillbarkeit einfach

e ein Konjunktionsglied existiert, in dem kein Atom und dessen
Negation gleichzeitig vorkommen

\




Aussagenlogik — Normalformen

Konjunktive Normalform:

Ly Ly L3 Ly Ls Lg L7 Lg



Aussagenlogik

Resolution




Aussagenlogik — Resolution
Uberblick

@ Beweisschema fiir Unerfiillbarkeit (bzw. Erfillbarkeit)
@ Eingabe muss in konjunktiver Normalform vorliegen

@ Hauptargument ist die Tautologie
((F VA)A(F v ﬁA)> o ((F VA) A (F'V =A) A (F V F’))

@ Versuch der Ableitung des leeren Disjunktionsgliedes
(unerfiillbar)

<

Notwendige Schritte

o effiziente Transformation in konjunktive Normalform

o liefert unerfiillbare Formel immer leeres Disjunktionsglied?
Vollstandigkeit

o effiziente Darstellung der Ableitung




Aussagenlogik — Resolution

Fir alle Formeln F; und F> und i € N ist

((Fl V A,') A\ (F2 V —|A,')> — ((Fl V A,') N (F2 V —|A,') A\ (Fl V F2)>

F G

eine Tautologie.

Beweis (1/2).
Sei / eine Interpretation. Per Fallunterscheidung:
o Sei F/ = 0. Dann ist

G' = (FA(FV R)) = min(F,(F1V F)')
= min(0, (FL V Fz)l) =0

A\




Aussagenlogik — Resolution

Beweis (2/2).
Sei | eine Interpretation. Per Fallunterscheidung:
o Sei F/' =1. Dannist (F; VA;)) =1und (R V-A) =1.
Weiterhin ist
G'=(FAFRVR)) =min(F,(FVR))
=min(L, (FV R)) = (FV F) =max(F, F)

Weitere Fallunterscheidung:

o Sei Al =0. Dann muss F] =1 gelten, also auch G’ = 1.
o Sei Al =1. Dann muss F] =1 gelten, also auch G’ = 1.




Aussagenlogik — Resolution

1. Schritt: Transformation in konjunktive Normalform

@ moglich wie bereits besprochen  (Anwendung Distributivitat)
o ineffizient

@ Transformation in dquivalente Formel
in konjunktiver Normalform (vermutlich) inharent ineffizient
(siehe Berechenbarkeit)

@ Resolution zielt auf Erfullbarkeit ab )

Definition
Zwei Formeln F; und F, sind erfiillbarkeitsaquivalent gdw.

F1 erfullbar gdw. F> erfullbar




Aussagenlogik — Resolution

@ A; und A; sind erfiillbarkeitsaquivalent (beide erfiillbar)
aber nicht aquivalent Unterschied bei | = {A;}

@ A; und Az A —As3 sind nicht erfiillbarkeitsaquivalent
(A; erfiillbar, aber A3 A =As unerfiillbar)

@ alle aquivalenten Formeln sind erfiillbarkeitsaquivalent
(Erfiillbarkeitsdquivalenz ist schwachere Eigenschaft)




Aussagenlogik

T'SEITIN- Transformation




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

Die Funktion TF: F — Pow(F) ist rekursiv definiert durch

(ordnet einer Formel ihre Teilformeln zu)
TF(A;) = {A;} firalle i € N
TF(~F) = {~F} U TF(F) fiir alle F € F
TF(FLAFR)={FRANFR}UTF(F)UTF(FR)
fur alle F1, Fo € F
TF(FLV F2) = {F1 V F2} UTF(F) U TF(Fy)
fur alle F1, F> € .7:)

Beispiel

@ sei F = (AsNA3)V —Ap
e dann ist TF(F) = {Aa, A3, Ao, —Ao, As A Az, F}




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

Definition
Sei
EZ{A,‘IGN}U{_\A,‘IGN}
die Menge der Literale (LCF)

e F ist Menge aller Formeln

o L ist Menge aller Literale

e TF(F)\ L ist Menge der Teilformeln von F,
die keine Literale sind




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

TSEITIN- Transformation

Sei F ¢ L eine Formel in Negationsnormalform (ohne "' und '<»')
und A= {A; | i € N} \ Atome(F) (Atome nicht in F)

@ sei v: (TF(F)\ £) — A eine beliebige injektive Funktion
(weise jeder Teilformel, die kein Literal ist, ein neues Atom zu)
@ wir definieren die Funktion t: (TF(F) \ £) — F durch
o t(F1 AF)=v(FL A F) « (r(F1) A r(F2)), wobei

F’ falls F' € L
F) =
(F) {V(F’) sonst
o t(Fl\/FQ): V(F1VF2)(—> (r(Fl)\/I’(Fz))
e Konstruiere G = V(F) A /\F’ETF(F)\L‘, t(F/)
@ Transformiere G in konjunktive Normalform




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

GRIGORII SAMUILOVICH TSEITIN (* 1936)

@ russ. Mathematiker und Linguist
@ Entwickler von ALGOL
@ Unterstutzer von ESPERANTO il




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

sei F = (A4 A A3)V —Ay in Negationsnormalform
dann ist TF(F) = {Aa, A3, Ao, Ao, As N Az, F}

Atome(F) = {A4,A3,A0} und TF(F) \ L= {A4 A As, F}
wahle V(A4 VAN A3) = A0 und V(F) = A1

berechne

t(F) = v(F) < (v(As A A3) V =Ag) = A1 <+ (A1o V —Ao)
und t(A4/\A3) = V(A4 /\A3) — (A4/\A3) = Ap & (A4 /\A3)

erhalte
G=AuA <A11 < (A vV ﬁAo)) A <A10 < (Ag A A3))

transformiere G in konjunktive Normalform




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

lllustration

G = (Am o (As A A3)) A (A11 & (Ago V —lAO)) A Aur

vV V
2N /\
A - Ao

/ \ | |
A4 A3 Ao AO A11




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

Zusammenfassung

fir jede Nichtliteral-Teilformel F’
o weise neues Atom A’ zu (via v)

o erzeuge Formel A" +» F”, wobei F” aus F’ entsteht,  (via 1)
indem man die direkten Nichtliteral-Teilformeln durch deren
zugewiesenes Atom ersetzt

G ist dann Konjunktion der erzeugten Formeln
und dem Atom fiir F

Problem

@ Transformation in konjunktive Normalform notig
@ Wo ist der Vorteil?




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

effiziente Transformation in konjunktive Normalform

@ wir ersetzen Teilformeln

A ¢ (L1 A L)
- (A,- — (L1 A L2)> A ((Ll A Lp) — Ai)

o (ﬁA,- V (L A LQ)) A (ﬂ(Ll A L)V A,-)

N (ﬁA; v Ll) A (ﬁA; v L2) A (ﬁLl Vol V A;)




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

effiziente Transformation in konjunktive Normalform

@ wir ersetzen Teilformeln
A & (Ll V L2)
> (A,' — (L1 V Lg)) VAN ((Ll V Lz) — A,')

AV LV L /\(—| (L1 V L) \/A>

= )
> <ﬁA;\/L1vL2)A(ﬁL1/\ﬁL2)vA)
( )

AV LV Ly /\( L1VA> (ﬂLg\/A,->

Beobachtung

@ es werden nur Literale kopiert

o effizient; die beiden Umwandlungen liefern direkt KNF
KNF = konjunktive Normalform




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

G = (Alo & (As A A3)) A (A11 & (Agg V —lAO)) A Arg

in konjunktiver Normalform:
<—\A10 \Y A4) VAN <—|A10 V A3> A\ (—|A4 V A3V A10> A

(ﬂAn V Ao V ﬁA0> A (ﬁAlo v A11> A (ﬁﬁAo v An) A
A1




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

Theorem (TSEITIN, 1968)

Sei F ¢ L eine Formel und G eine TSEITIN-Transformation von F.
Dann sind F und G erfiillbarkeitsaquivalent.

v

Beweis (1/3).
Zwei Richtungen zu zeigen:  (nutzen Symbole aus Konstruktion)

(—) Sei F erfiillbar; d.h., es existiert / mit / = F. Wir konstruieren
die Interpretation J, so dass | N Atome(F) = J N Atome(F)
und fiir alle F" € TF(F) \ £ gilt:

v(F)ed gdw. (F) =1
(aufgrund der Injektivitat ist v(F’") # v(F") fiur F' £ F")
Die Formel G ist dquivalent zu der Konjunktion aus v(F) und
den Formeln t(F’) fiir die Nichtliteral-Teilformeln F’ von F.
Da F! =1 ist v(F) € J und damit v(F)’ = 1.




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

Beweis (2/3).
Als Hilfsaussage beweisen wir zunichst, dass r(F”)? = (F")! fiir
alle Teilformeln F”” € TF(F) per Fallunterscheidung.
o Sei F” ein Literal. Dann ist r(F")) = (F")? = (F")!, da
Atome(F") C Atome(F) und / N Atome(F) = J N Atome(F).
o Sei F” kein Literal. Dann ist r(F")? = v(F")? = (F")'.
Wir steigen wieder in die erste Richtung ein:
(=) z.zg. t(F")? = 1 fiir alle Teilformeln F’ € TF(F)\ L. Sei
o€ {A,V} und F' = F; o F,. Dann ist
t(F') = v(F') <> (r(F1) o r(F2)). Da v(F'")? = (F')! gilt
v(F)) = (F) = (Fro R2)' = (r(F1) o r(F2))’

womit t(F')? = 1.




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

Beweis (3/3).

Zwei Richtungen zu zeigen:

(+<) Sei nun G erfiillbar; d.h., es existiert J mit J = G. Wir
konstruieren die Interpretation | = J N Atome(F). Wir
beweisen zunichst wieder r(F”)? = (F")! fiir alle
Teilformeln F” € TF(F) per Induktion.

o IA: Sei F” ein Literal. Dann ist r(F”)? = (F")! = (F")!, da
I = J N Atome(F).

o IS: Sei F” kein Literal. Dann ist t(F”)? = 1. Sei o € {A,V}
und F”” = F; o F». Dann ist
r(F") = v(F")? = (r(F1) o r(F,))”, denn
t(F") = v(F") <> (r(F1) o r(F2)) ist wahr unter J. Aufgrund
der IH gilt also auch

r(F") = v(F") = (r(R) o r(R))! = (Fro F2)' = (F")

Damit also F/ = r(F)! = v(F)! =1,da G/ =1. O]

<




Aussagenlogik — T'SEITIN-Transformation

Sind F und G auch Tautologie-dquivalent? Gilt

F Tautologie gdw. G Tautologie

Leider nicht.

@ F = ApV Ay ist eine Tautologie

o G=ApA (Alo — (Ao V —|Ao)) ist erfiillbar,
aber auch widerlegbar (Widerlegung | = 0)

v




Aussagenlogik

Mengendarstellung




Aussagenlogik — Mengendarstellung

@ wir wollen zunachst Formeln in konjunktiver oder disjunktiver
Normalform einfacher darstellen

@ Vereinfachung der Notation und Nutzung der Mengenlehre

(—|A10 V A4) AN (—|A10 V A3> VAN <—|A4 V —A3z VvV A10> VAN

<—|A11 V Ao V —\A0> A <—|A10 V A11> A (Ao V A11> A
A1l

{{_‘A107 As}, {—A10, As}, {—As, —As, Ao},
{=A11, A0, “Ao}, {—A10, A11}, {Ao, AL},
A
],



Aussagenlogik — Mengendarstellung

o statt \/[_; L; fir Literale Ly,...,L,
schreiben wir auch einfach {L1,...,L,}
o statt A\/_; M; fiir Mengen My, ..., M,
schreiben wir auch einfach {My,.... M,}A
(normale Menge; ‘} A" dient nur als Gedankenstiitze)

y

Wichtiger Unterschied

@ () (leere Disjunktion) ist unerfiillbar

o {} (leere Konjunktion) ist allgemeingiiltig




Aussagenlogik — Mengendarstellung

automatische Beriicksichtigung einiger Aquivalenzen
o Kommutativitat: (L; V Lp) + (L2 V L)
beide reprasentiert durch {L1, L>}
@ Assoziativitat: ((Ll vV L2) V L3) <~ (Ll V (L2 V L3))
beide reprasentiert durch {L1, Lo, L3}

@ Idempotenz: (L1 V L) < Ly
beide reprasentiert durch {L;}




Aussagenlogik — Mengendarstellung

Definition

@ Eine Menge D C L von Literalen nennen wir auch
Disjunktionsglied (oder: Klausel)

@ Eine Menge F C Pow(L) von Disjunktionsgliedern nennen wir
auch konjunktive Normalform (oder: Klauselform)

o diese Begriffe entsprechen den bisherigen Begriffen

@ nur alternative Darstellung




Aussagenlogik

Resolution




Aussagenlogik — Resolution

Definition

Sei F C Pow(L) eine konjunktive Normalform.

Ein Disjunktionsglied R C L ist Resolvent von F gdw.

zwei Disjunktionsglieder {D1, Do} C F und ein Atom A; (i € N)
existieren, so dass

QO A eD; und -A; € D> und

@ R=(D1\{A}) U (D2\ {-A})
R heiBt dann auch Resolvent von {D1, D>} bzgl. A; und
resolvent(F) ist die Menge aller Resolventen von F.

o identifiziere zwei Disjunktionsglieder Dy und D,
e D; enthalt Atom A
e D, enthalt Literal —A
@ bildet Resolvente durch Vereinigung
nach Elimination von A in D; und von —A in D,




Aussagenlogik — Resolution

F = {{Ao, ~A1}, {A2, A1}, {Ao, Ao} }A

e {Ao, Az} ist Resolvent von F
e {—Aj1, Ao} ist Resolvent von F

e {—Ao, Ao} ist Resolvent von F
(hier ergibt sich nicht die leere Menge)

Vorsicht!




Aussagenlogik — Resolution

Theorem (Resolutionslemma)

Seien F C Pow(L) eine konjunktive Normalform und
R ein Resolvent von F. Dann sind F und F U {R} 3quivalent.

Beweis.

Dann existieren Dy, D, € F, so dass R Resolvent von {Dy, Dy}
bzgl. A ist. Dann konnen wir F darstellen als

F' A (DyV A)A(DyV —A)
—_——— ~——

Dy D»

| A\

Wie bereits bewiesen (Anfang der VL und Ersetzungstheorem) ist
dies aquivalent zu

F' A (D1 Vv A)A(Dy v —A)A(D; v Dj)
—_——— —
Dy D,

womit F U {R} dargestellt wird. O




Aussagenlogik — Resolution

Sei F C Pow(L) eine konjunktive Normalform.
@ Sei Res(F) = F U resolvent(F) und fiir alle n € N sei

Res’(F) = F
Res™™!(F) = Res(Res"(F))

@ Die Resolutionshiille von F, bezeichnet Res*(F), ist

Res*(F) = U Res"(F)
neN




Aussagenlogik — Resolution

F = {{Ao, A1}, {A2, A1}, {-Ao}, {_‘A2}}/\

o resolvent(F) = {{Ao, A2}, {—A1}, {A1}}A und

Res(F) = {{Ao, ~A1}, {A2, A1}, {-Ao}, {—A2},
{Ao, Ao}, {-AL}, {A1}},

e resolvent(Res(F)) = resolvent(F) U {{Ao}, {A2}, 0} und
Res?(F) = {{Ao, A1}, {A2, A1}, {~Ac}, {~A2},

{Ao, Ao}, {—A1}, {Ad},
{Ao}, {A2}, (D}/\




Aussagenlogik — Resolution

Sei F C Pow(L) eine konjunktive Normalform. Dann sind
© F und Res(F) aquivalent und

@ F und Res"(F) aquivalent fiir alle n € N

© in der Ubung
© per Induktion

o Sei n = 0. Dann gilt Res”(F) = F und damit die Aquivalenz.
o Seien Res"(F) und F &quivalent. Nach @ sind
Res”(F) und Res(Res"(F)) = Res"*!(F) dquivalent. Damit
sind auch Res""!(F) und F quivalent. O

v



Aussagenlogik — Resolution

Theorem (Korrektheit)

Sei F C Pow(L) eine konjunktive Normalform.
Falls @ € Res*(F), dann ist F unerfiillbar.

Beweis.
GemaB Definition gilt Res*(F) = [J,cy Res”(F). Da () € Res*(F)
existiert n € N, so dass () € Res"(F).

| \

Da ) (leeres Disjunktionsglied) per Konvention unerfiillbar ist und
in einer konjunktiven Normalform vorkommt, ist Res"(F)
unerfiillbar.

GemaB dem vorherigen Theorem sind Res”(F) und F dquivalent.
Also ist auch F unerfiillbar. O

4




Zusammenfassung

Motivation Resolution
TSEITIN-Transformation
Mengendarstellung konjunktiver Normalformen

Grundlagen Resolution

Korrektheit Resolution

Dritte Ubungsserie ist bereits verfiigbar.




