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Aussagenlogik — Normalformen

Definition (Literale)

Eine Formel F ist ein Literal gdw.
@ F = A fir ein i € N ist oder positives Literal
@ F = —A; fiirein i € N ist negatives Literal

Literale der Form @ bzw. @ heien positiv bzw. negativ

Definition (Negationsnormalform)

Eine Formel F ist in Negationsnormalform falls Negationen (=) nur
in Literalen vorkommen.




Aussagenlogik — Normalformen

Eine Formel F ist
@ ein Konjunktionsglied gdw.
= L1/\L2/\"-/\Ln:/\7:11_,' fur Literale Ly, Ly, ..., L,
(Konjunktion von Literalen)
@ ein Disjunktionsglied gdw.
F=LiVvVIi,Vv---VL, :V?:1 L; fur Literale Ly, Ly, ..., L,
(Disjunktion von Literalen)

@ in konjunktiver Normalform gdw.
F =DiANDyA--- A D, fiir Disjunktionsglieder D1, D>, ..., D,
(Konjunktion von Disjunktionsgliedern)

@ in disjunktiver Normalform gdw.
F=KiVKyV---V K, fir Konjunktionsglieder K1, Ko, ..., K,
(Disjunktion von Konjunktionsgliedern)




Aussagenlogik — Normalformen

Eine Formel F in konjunktiver Normalform ist Tautologie gdw.

@ F leere Konjunktion ist oder

@ jedes Disjunktionsglied ein Atom und dessen Negation enthalt

Beweis (1/2).
Wir beweisen beide Richtungen:

(+-) Sei I eine Interpretation.
o Sei F die leere Konjunktion. Dann ist F/ = 1 per Konvention.
o Sei F = A", D; fir n > 1 und jedes Disjunktionsglied D;
enthalt ein Atom und dessen Negation. Damit hat jedes
Disjunktionsglied die Form D; = AV —~AV D!, woraus D! =1
folgt. Da dies fiir alle Disjunktionsglieder gilt, gilt auch F/ = 1.

Da [/ beliebig war, ist F eine Tautologie.




Aussagenlogik — Normalformen

Beweis (2/2).
Wir beweisen beide Richtungen:

(—) Per Kontraposition. Z.zg. falls F nicht leer ist und ein
Disjunktionsglied existiert, welches nicht gleichzeitig ein Atom
und dessen Negation enthalt, dann ist F keine Tautologie.

Sei F = A\/_; Dj fiir n > 1 und sei D ein Disjunktionsglied,
welches nicht gleichzeitig ein Atom und dessen Negation
enthalt. Wir konstruieren die Interpretation

| = {A € Atome(F) | =A kommt in D vor}

Dann gilt D' = 0, denn
o L' =0 fiir jedes positive Literal Lin D da L ¢ |
(=L kann nicht in D vorkommen)
o L' =0 fiir jedes negative Literal L=—-Ain Dda Ac |
Also gilt auch F/ =0, womit F widerlegbar
und damit keine Tautologie ist. [




Aussagenlogik — Normalformen

konjunktive Normalform

@ alle Disjunktionsglieder miissen immer wahr sein

— jedes Disjunktionsglied enthalt triviale Tautologie AV —A
fur ein Atom A

@ keine Tautologie
(Al V Az) VAN (Ao V Al) VAN (A1 V —|A1)
@ Tautologie

(A1 V—-A2V A) A (Ao VA3V —Ag V A1) A (A1 V —A;)




Aussagenlogik — Normalformen

Theorem

Eine Formel F in disjunktiver Normalform ist erfiillbar gdw.
ein Konjunktionsglied existiert, welches nicht gleichzeitig ein Atom
und dessen Negation enthalt

Beweis (1/2).

Wir beweisen wieder beide Richtungen:

(—) Per Kontraposition. Z.zg. wenn jedes Konjunktionsglied ein
Atom und dessen Negation enthalt, dann ist F unerfiillbar.
Sei | eine Interpretation.
o Sei F die leere Disjunktion. Dann ist F/ = 0 per Konvention.
o Sei F =\/"_, K; fir n>1 und jedes Konjunktionsglied K;
enthalt ein Atom und dessen Negation. Damit hat jedes
Konjunktionsglied die Form K; = AA ~A A K/, woraus K! = 0
folgt.
Da dies fiir alle Konjunktionsglieder gilt, gilt auch F/ = 0.

Da [/ beliebig war, ist F unerfullbar.




Aussagenlogik — Normalformen

Beweis (2/2).

Wir beweisen beide Richtungen:

(«-) Sei F =\ _; K; fiir n > 1 und sei K ein Konjunktionsglied,
welches nicht gleichzeitig ein Atom und dessen Negation
enthalt. Wir konstruieren die Interpretation

I = {A € Atome(F) | A kommt in K positiv vor}

Dann gilt K =1, denn
o L' =1 fiir jedes positive Literal L in K da L € /
o L' =1 fiir jedes negative Literal L=—-Ain K da A¢ |
(A kann nicht auch positiv in K vorkommen)

Also gilt auch F! =1, womit F erfiillbar ist. ]

4




Aussagenlogik — Normalformen

disjunktive Normalform

@ ein Konjunktionsglied muss wahr sein

— ein Konjunktionsglied darf die trivial unerfiillbare Formel
A A —A fir ein Atom A nicht enthalten

@ unerfullbar
(A1 A—AD) V(Ao A AL A A V (AL A Ay A —A3 A —Ay)
o erfullbar

(—|A1 A Ag A Ax A Al) V (Ao A=A A —|A2)




Aussagenlogik — Normalformen

Zusammenfassung

@ konjunktive Normalform: Test auf Tautologie einfach
e Formel F in konjunktiver Normalform ist Tautologie gdw.

@ F leere Konjunktion ist oder
o jedes Disjunktionsglied ein Atom und dessen Negation enthalt

o Linearzeitalgorithmus fiir Tautologie / Allgemeingiiltigkeit

@ disjunktive Normalform: Test auf Erfillbarkeit einfach
o Formel F in disjunktiver Normalform ist erfiillbar gdw.

@ ein Konjunktionsglied existiert, in dem kein Atom und dessen
Negation gleichzeitig vorkommen

o Linearzeitalgorithmus fiir Erfillbarkeit




Aussagenlogik — Normalformen

Situationsanalyse

o effiziente Algorithmen fiir Tautologie und Erfiillbarkeit
existieren fiir Formeln in konjunktiver bzw. disjunktiver
Normalform

@ aber bisher Wahrheitswertetabelle (ineffizient) notig
fir Transformation in Normalform

@ aus Wahrheitswertetabelle lassen sich zudem
Tautologie und Erfiillbarkeit direkt ablesen

— Alternative Mechanismen zur Transformation in Normalform




Aussagenlogik — Normalformen

Transformation in konjunktive Normalform

@ Transformiere in Negationsnormalform

@ Anwendung der Aquivalenzen von links nach rechts

aquivalente Formeln Bezeichnung
FV(GAH) | (FVG)A(FV H) Distributivitat fiir v
(GAH)VF | (GVF)A(HV F) Distributivitat fir v

bis keine solche Anwendung mehr moglich ist

Dies terminiert (siche Ubung) und nach Ersetzungstheorem ist die
erhaltene Formel aquivalent zu F.
Zudem ist sie dann offenbar in konjunktiver Normalform.




Aussagenlogik — Normalformen

Beispiel
Wir beginnen bereits mit Formel in Negationsnormalform

AL A (A2 A =A3) V (Az A —A))
3q. zu A A ((A2 A —A3) V Az) A ((A2 A —A3) V —A)
3q. zu AL A (A2 V A3) A (A3 V A3) A ((Az A —A3) V —A)
aq. zu A1 A (A2 V A3) A (A3 V A3) A (A V —A2) A (HA3 V —A)

o letzte Formel ist in konjunktiver Normalform

@ Was kann ich damit effizient testen? Tautologie

@ Ist diese Formel eine Tautologie? X (nein)




Aussagenlogik — Normalformen

Transformation in disjunktive Normalform

@ Transformiere in Negationsnormalform

@ Anwendung der Aquivalenzen von links nach rechts

aquivalente Formeln Bezeichnung
FA(GVH) | (FAG)V(FAH) Distributivitat fiir A
(GVH)AF | (GAF)V(HAF) Distributivitat fir A

bis keine solche Anwendung mehr moglich ist

Dies terminiert ebenso und nach Ersetzungstheorem ist die
erhaltene Formel aquivalent zu F.
Zudem ist sie dann offenbar in disjunktiver Normalform.




Aussagenlogik — Normalformen

Wir beginnen bereits mit Formel in Negationsnormalform

Al A ((A2 VAN —|A3) V (A3 A\ —|A2))
ag. zu (Al A Ao /\—\Ag,)\/ (Al /\A3/\—\A2)

o letzte Formel ist in disjunktiver Normalform
@ Was kann ich damit effizient testen? Erfiullbarkeit
o Ist diese Formel erfiilllbar? v (ja)

v




Aussagenlogik — Normalformen

Diskussion

@ beide Transformationen liefern aquivalente Formeln

@ beide Transformationen konnen Formel exponentiell
vergroBern (durch Verdopplung der Formel F)

o effiziente Verfahren, die “kleine” aquivalente Formeln in
konjunktiver oder disjunktiver Normalform liefern, unbekannt

4




Aussagenlogik

Horn-Logik




Aussagenlogik — Horn-Logik

Eine Formel F ist eine HORN-Formel gdw.
@ sie in konjunktiver Normalform ist (F = A_; D;) und

@ jedes Disjunktionsglied D; hochstens ein positives Literal hat

@ keine HORN-Formel
Al A (AQ V A3) VAN (—\A3 V A3) VAN (A2 V ﬂAg) A\ (ﬂA3 V ﬂAg)

@ HoORN-Formel

A> A (_\A4 V —\Al) A\ (—\A3 V A3) VAN (A2 V —Ag V —\A3)

ALFRED HORN (* 1918; { 2001)

@ amer. Mathematiker (Verbandstheorie und univ. Algebra)

o lieferte Basis fiir Logikprogrammierung




Aussagenlogik — Horn-Logik

Sei 0 eine unerfiillbare Formel (z.B. AA-A)
Sei 1 eine Tautologie (z.B. AV —A)

Implikationsform von HORN-Formeln

HoORN-Formeln lassen sich als Konjunktion von Implikationen
schreiben

@ Sei =A; V-V =A, V A ein Disjunktionsglied
—A1V---V-A, VA dquivalent zu (A1 A---ANA,) VA
aquivalent zu (A1 A---NA,) — A
@ Sei =A; V-V —A, ein Disjunktionsglied
—A1 V.-V oA, d&quivalent zu —(A1A---AAp) V0
dquivalent zu  (Ap A---AA,) =0

@ Sei A ein Disjunktionsglied. Dies ist aquivalent zu 1—-A




Aussagenlogik — Horn-Logik

Beispiel

A> A\ (—|A4 V —\Al) A (—|A3 V A3) VAN (A2 V —Ag V —|A3)

in Implikationsform:

(T — A2) VAN ((A4 VAN Al) — 6) AN (A3 — A3) A ((A(, N A3) — A2)

Markierungsalgorithmus

o effizienter Erfillbarkeitstest fiir HORN-Formeln
(fiir Formeln in konjunktiver Normalform ist der
Tautologietest einfach)

o ecine effiziente Transformation in konjunktive Normalform
fur diesen Zweck in der nachsten VL




Aussagenlogik — Horn-Logik

Markierungsalgorithmus

Eingabe: HORN-Formel F in Implikationsform
Ausgabe: Erfillbarkeit von F

@ fiir jedes Disjunktionsglied 1— Ain F, markiere A
@ fiir jedes Disjunktionsglied (A1 A--- A A,) — Ain F, so dass

A1, ..., A, bereits markiert, A # 0 und A nicht markiert sind,
markiere A (Markierung geandert)

© falls sich die Markierung geandert hat, gehe zu @

Q existiert ein Disjunktionsglied (A1 A -+ A Ap) — 0in F, so
dass Ay, ..., A, markiert sind, dann liefere unerfillbar

O liefere erfiillbar




Aussagenlogik — Horn-Logik

Beispiel

HoRN-Formel in Implikationsform:

(I — A1> VAN ((Al VAN Ag) — Ao) N ((Al AVAVIAN Ao) — A3) N
(Al — A2) VAN ((Ao NAL A A4) — 6)

Markierungsalgorithmus

Q Markiere Amit 1 — Ain F
@ Markiere A mit (Ai A---ANA,) = Ain F
© wenn Markierung geandert, dann zuriick zu @
Q existiert (AL A---AA,) = 0in F?
Wenn ja, dann liefere unerfiillbar

@ liefere erfullbar

Modell: {Ao7 Al, A2}




Aussagenlogik — Horn-Logik

Der Markierungsalgorithmus ist korrekt und terminiert bei
Eingabeformel F nach spatestens |Atome(F)| Markierungsschritten

Beweis (1/3).

Wir beweisen insg. 3 Aussagen:

@ Termination: Es werden Atome markiert und eine existierende
Markierung wird nicht wieder entfernt
— es kann hochstens |Atome(F)| Markierungsschritte geben

@ Hilfsaussage: Fiir jedes markierte Atom A gilt:
A € [ fiir alle Modelle / von F. Dies beweisen wir per
Induktion liber die Anzahl der Iterationen von Schritt @.
o Induktionsanfang: Vor der ersten Ausfiihrung von @ sind nur
Atome A mit Disjunktionsglied 1 — A in F markiert. Sei [ ein
Modell (I = F), dann gilt F' =1 und damit auch
(1— A) = 1. Folglich muss A’ =1 gelten und damit A € /.

A\



Aussagenlogik — Horn-Logik

Beweis (2/3).

@ Hilfsaussage: Fiir jedes markierte Atom A gilt:
A € [ fir alle Modelle | von F. Dies beweisen wir per
Induktion lber die Anzahl der Iterationen von Schritt @.
o Induktionsschritt: Es werden Atome A markiert, so dass ein

Disjunktionsglied (A1 A --- A A,) = A in F existiert, wobei
A1, ..., A, bereits markiert sind. Folglich gilt {A;,...,A,} C/
fir alle Modelle / von F gemaB Induktionsvoraussetzung.
Sei | Modell von F. Dann gilt F/ =1 und damit auch
(AL A---AA) = A) =1. Da {A,..., A} C | muss
Al =1 gelten, womit A € [ ist.

© Korrektheit: Wenn unerfiillbar geliefert wird, dann existiert
Disjunktionsglied D = (A; A--- A A,) — 0, so dass
A1, ..., A, markiert sind. GemaB Hilfaussage gilt damit
{A1,...,Ap} C | fiir jedes Modell / von F. Dann gilt aber
D! = 0, womit / kein Modell von F ist. Also kann kein Modell
von F existieren, womit F unerfillbar ist.




Aussagenlogik — Horn-Logik

Beweis (3/3).

© Korrektheit: Wenn der Algorithmus erfiillbar liefert, dann
konstruieren wir die Interpretation

I = {A € Atome(F) | A ist markiert}

und zeigen, dass dies ein Modell von F ist. Wir betrachten
jedes Disjunktionsglied D von F:
o Sei D=1 — A. Dann wurde A in Schritt @ markiert und
damit A € /. Folglich gilt Di =1,
o Sei D= (A1 A---ANA,;) — 0. Dann ist ein A; nicht markiert
(denn sonst Ergebnis unerfiillbar) und damit A; ¢ /.
Folglich gilt D' = 1.
o Sei D= (A1 A---NA,) — A. Falls A €, dann gilt sofort
D' = 1. Falls A ¢ I, dann ist ein A; nicht markiert (denn sonst
ware A durch Schritt @ markiert) und damit A; & /.
Folglich gilt auch dann D' = 1. O

v




Aussagenlogik — Horn-Logik

@ Markierungsalgorithmus sehr effizient
(lineare Laufzeit maoglich)

@ oft Datenbasis bereits als HORN-Formel vorhanden

o effiziente Transformation in konjunktive Normalform
in der nachsten VL )

Anwendung

@ logische Programmiersprache PROLOG

o vielfaltige Expertensysteme




Aussagenlogik

Kompaktheit




Aussagenlogik — Kompaktheit

o Aussagenlogik haufig ineffizient zur Reprasentation
Atome: Ogerade, 1gerade, 2gerade, etc.

@ Reprasentation von Wissen essentiell

@ wir erweitern unsere Notation

Definition

Sei F' C F eine (potentiell auch unendliche) Menge von Formeln.
Eine Interpretation / ist ein Modell von F' (geschrieben /| = F')
gdw. | |= F fiir alle F € F'.

o F' ist erfiillbar gdw. ein Modell von F’ existiert

| A

e F’ ist Tautologie gdw.
alle Interpretationen Modelle von F’ sind

@ ‘widerlegbar’ und ‘unerfiillbar’ entsprechend

Menge von Formeln = Konjunktion der Elemente




Aussagenlogik — Kompaktheit

Sei

F' = {(Ogerade A —1gerade), (2gerade A —3gerade),
(4gerade A —bgerade), ... }

Dann ist | = {Ogerade, 2gerade, 4gerade, ... } ein Modell von F’

<




Aussagenlogik — Kompaktheit

Theorem

Sei ' C F eine Formelmenge. Dann ist F' erfiillbar gdw.
jede endliche Teilmenge F” C F' erfiillbar ist

A

Beweis (1/4).

Wir beweisen beide Richtungen:

(—) Sei F”" C F’ endlich. Wenn F erfiillbar ist, dann existiert
Interpretation | mit | |= F fiir alle F € F'. Also gilt insb.

| = F fir alle F € F" C F' und damit / = F,
womit F” erfullbar ist.

(+) Seien alle endlichen Teilmengen F” C F' erfiillbar. Fiir jedes
i € N definieren wir

Fi={F € F | Atome(F) C {Ao,..., Ai}}

Es gibt allerdings nur 22" Verschiedene
Wabhrheitswertetabellen fiir die Atome Ao, ..., A;.

\



Aussagenlogik — Kompaktheit

Beweis (2/4).
Sei also F! eine endliche Menge, so dass fiir jede Formel F € F;
eine dquivalente Formel F' € F/ existiert. GemaB Annahme ist
F! erfiillbar. Sei I; ein Modell (/; = F!) fiir /. Dann ist /; auch
ein Modell fir F; und damit ist auch F; erfullbar.
Wir konstruieren nun eine Interpretation / aus den Modellen /;
Q sei Np =N und setze i < 0 und [ < 0
Q@ falls {n € N; | A; € I,} unendlich ist,
(a) dann N;o 3 ={ne N; | A; € I,} und setze | + | U {A;}
(b) sonst N,‘+1 = {n e N; | A; ¢ I,,}
© setze i < i+ 1 und zuriick zu @
Behauptung: N; ist unendlich fiir alle i € N. Per Induktion:
@ |A: Np = N und damit unendlich
@ IS: Sei N; unendlich. Im Fall @(a) ist N; 1 klar unendlich




Aussagenlogik — Kompaktheit

Beweis (3/4).
Behauptung: N; ist unendlich fiir alle i € N. Per Induktion:
o IS: Alternativ wird @(b) genutzt und damit

N,-+1:N,-\{n€N,'|A,-€I,,}

Hier wird eine endliche Menge von einer unendlichen Menge
abgezogen. Damit ist Nj;1 weiterhin unendlich.

Behauptung: Fiir alle i € N und n € N4 gilt:
Inﬂ{Ao,...,A,'}: Iﬂ{Ao,...,A,’}

Offenkundig gilt A; € | gdw. A; € I,. Damit trivial per Induktion:
o IA: Ag € | gdw. Ag € I, fiir alle n € Nq
o IS: Inﬁ{Ao,...,A,'} =N {Ao,...,A,'} fir alle n € Nji1.
Zusatzlich gilt Ay € | gdw. Aj+1 € I, fir alle n € Njy5 und
Niy2 C Niy1.




Aussagenlogik — Kompaktheit

Beweis (4/4).

Z.zg. | ist ein Modell von F’. Sei F € F' und i € N, so dass

F € Fj. Folglich gilt auch F € Fj fiir alle j > i. Damit /; |= F fiir
alle j > i denn [; |= F;.

Wir haben bereits bewiesen, dass N;y; unendlich ist. Also existiert
n>imit n € Nj 1. Damit gilt

Inﬂ{Ao,...,A,’}:/ﬂ{Ao,...,A,‘}

Es gilt Atome(F) C {Ao,...,Ai} und da n > i gilt auch I, = F.
Folglich gilt auch / |= F. O

v




Zusammenfassung

@ Vorteile der Normalformen

@ Umformung in Normalform

@ HORN-Formeln und deren Erfillbarkeit
o Kompaktheit

Dritte Ubungsserie erscheint demnichst.




