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5 Numerische Methoden der praktischen Mathematik (ll)

5.5 Numerische Integration

Die numerische Integration beschiftigt sich mit der angendherten Berechnung bestimmter
Intergrale.

F=jf(x)dx

a

Grundgedanke
Die Funktion f (x) wird durch ein oder mehrere Interpolationspolynome P/(x)

approximiert, » Grad des Polynoms. Diese werden integriert und liefern einen Néherungswert
fiir das Integral.

Ausgangspunkt

Gegeben sind s=n+1 aquidistante Stutzstellen x,,x,,---,x, mit x,=a, x, =b und
X, =X, +h fir i=0,1,---,n—1. Fiir diese Stiitzstellen sind die Funktionswerte y, = f(x,),
= (%), = f(x,) bekannt.

Prinzip

Durch benachbarte Punkte (x[, y[) werden Polynome gelegt, welche die Funktion in einem

Bereich anndhern. Durch Summieren der Integralwerte der Polynome in diesem Bereich wird
ein Ndherungswert fiir das gesuchte Integral berechnet (k ... Anzahl der Polynome):

b kb
Fz'[f(x)dszJ.P/(x)dx mit a, =a und b, =b

a Jj=0 a;

5.5.1 Klasse Integral
Die folgende abstrakte Klasse beschreibt allgemein die Voraussetzungen fiir diese Verfahren:

Integral
f: Funktion
a: doubl e
b: doubl e
S: int
+ set I ntegral (Funktion, doubl e, doubl e,int): voi d
+ get StuetzStel len(): doubl e[ ]
+ get Abstand(): doubl e
+ integrieren(): double
Integral.java
/1l Integral.java MM 2010
| *x*
* Integration mttels Interpolation, abstrakt.
*/
public abstract class Integral
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/* _________________________________________________ */
/1l Attribute
/**
* Funkti on.
*/
private Funktion f = null;

/**
* Untere Grenze.
*/
private double a

1
o

/**
* Cbere G enze.
*/
private double b

0;

/**

* Anzahl der Stuetzstell en.
*/
private int s = 1;

/* _________________________________________________ */
/'l set-Methode
*
Set zt Integral.
@ar am funkti on Funktion
@ar am untereG enze untere |Integrationsgrenze
@ar am obereG enze obere |Integrationsgrenze
@ar am anzahl Anzahl der Stuetzstellen
/
public void setlntegral( Funktion funktion,
double untereGrenze, double obereGrenze, int anzahl)

* X X X X 3  *

{
f = funktion;
a = untereG enze;
b = obereG enze;
s = anzabhl ;
}
| o o e e e e o o o e e e e e e e e e e e e mmeeee i m o * [
/'l get-Met hode
/~k~k

* Berechnet Stuetzstell en.
* @eturn Funktionswerte aller Stuetzstellen

*/
public double[] getStuetzStellen()
{
return f.tabellieren( a, s, ( b-a / (s - 1));
}
/**
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* Berechnet Abstand zw schen den Stuetzstell en.

* @eturn h
*/
public double getAbstand()
{
return ( b-a) / (s - 1);
}
/* _________________________________________________ */
/'l service-Methoden
/**

* Integrieren, abstract.
* @eturn Wert des Integrals
*/
public abstract double integrieren();
}

5.5.2 Trapezregel - lineare Interpolation

Approximation durch ein lineares Interpolationspolynom | P’/ (x) = a,x + a,|:

»
>

(x)

Ja:xo X1 X2 b=x; o X
h

s =2, 5 =4 = je mehr Stiitzstellen, desto genauer die Nidherung an die eigentliche Funktion.

b=x; X Xy X3
1. Zerlegung in Teilintervalle F = jf(x)dx ~ IR‘(x)dx+ '[Pf(x)dx+ '[Pf(x)dx.

2. Trapezflachenberechnung ].Pli(x)dx = g(yl. +Y)

h h h h
Fzg(yo+y1)+5(y1 +y2)+5(y2 +y3)=5(yo +2y, 429, + 13).

Allgemein
[a,b] wird in n Teilintervalle [x,,x, [x,,x,],--"[x,,x,] mit x, =a, x, =b zerlegt. In jedem

n=1°>"n

dieser Teilintervalle wird die Funktion f(x) durch eine Gerade angenihert. Einen
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Néherungswert fiir das bestimmte Integral der Funktion f (x) erhilt man durch Summieren

der entsprechenden Trapezfldchen:

Xis]

/

b=x, n—

Trapezregel: F = If(x)dx Y

i h
R (X)dx=5(yo+2yl +2y, 442y, +3,)|

l A
a=x, i=0

Trapezintegral.java
/**
* Integration mttels linearer Interpolation
* (Trapezregel).
*/
public class Trapezlntegral extends |ntegral

{
/* _________________________________________________ */

/'l service-Met hode
/**
* Integrieren mttels Trapezregel,
*h/2 ( y[0] + 2y[1] + ... + 2y[n-1] + y[n]).
* @eturn Wert des Integrals
*/
public double integrieren()

{
doubl e[] stuetzStellen = getStuetzStellen();
int n = stuetzStellen.length - 1;

doubl e h = get Abstand();

double ergebnis
= ( stuetzStellen[ 0] + stuetzStellen[ n]) 7/ 2;

forC int 1 = 1; 1 < nj; i++)
ergebnis += stuetzStellen[ i];

return h * ergebnis;

Beispiel

1
. . dx : : .
Zu berechnen sei das bestimmte Integral J.l_ durch lineare Interpolation mit sieben
+x
0

b—a 1

n 6

Stiitzstellen. = n=6, a=0, b=1, h=

,_
S
w
N

0<i<n 0

x,=a,x,=x_,+h| 0

Yi =f(xi)

— N

|a\ v |

<oy | o=
Blw | wl—
W | o~
Ulw [ Lo
-

D=
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. ) (de pdt dt
MaﬂwnmnameLoamgﬂTD:j———:j——rmtt:1+x:>——:1
o 1+ x t dx

1

=M =ln2-In1=In2-0=1In2~ 0.6931471805599453

1
dx 1 12 3 4 6 12 1
Trapezregel (TR): rR—ll+—+—+—F+—-F+—+—-|= AB773448773448
pezregel (TR) !1+x12(7235112)
Programm Trapezlntegral.java:
7 Stiitzstellen 0.69148773448773449

Das Ergebnis ist durch bedingt die Verfahrensfehler sehr ungenau und mit dem
Taschenrechnerergebnis (bis auf die letzte Stelle) identisch.

20 Stutzstellen 0.6933202508885106
80 Stutzstellen 0.6931571947801501

= Je mehr Stiitzstellen, desto genauer wird die Anndherung an die eigentliche Funktion, desto
besser der Wert des Integrals.

TrapezintegralTest.java

/'l Trapezl ntegral Test.java MM 2010
/**

* Test der Kl asse Trapezlntegral

*/

public class Trapezl ntegral Test

{
/**

* Integral von 0 bis 1 ueber

* Funktion ( 1.0 ) / ( 1.0 + 1.0 x"1)

*

* Math.log( 2): 0. 6931471805599453
* Trapez( 7 Stuetzstellen): 0.6948773448773449
*  Trapez( 20 Stuetzstellen): 0.6933202508885106
* Trapez( 40 Stuetzstellen): 0.6931882685712957
* Trapez( 60 Stuetzstellen): 0.6931651345260461
*  Trapez( 80 Stuetzstellen): 0.6931571947801501
*

~~

public static void main( String[] args)
{
// Funktion
Pol ynom zaehl er Pol ynom = new Pol ynom() ;
doubl e[] zaehl er = new double[ 1];
zaehler[ 0] = 1;
zaehl er Pol ynom set Pol ynon( zaehl er);

Pol ynom nenner Pol ynom = new Pol ynomn() ;
doubl e[] nenner = new doubl e[ 2];
nenner[ 0] = 1;

nenner[ 1] = 1;

nenner Pol ynom set Pol ynom( nenner) ;
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Rat i onal eFunkti on fkt = new Rational eFunktion();
fkt.set Rati onal eFunkti on

( zaehl er Pol ynom nenner Pol ynom ;

// Funktionsausgabe
Systemout. println();
Systemout.println( "Funktion " + fkt);
Systemout. println
(" Math.log( 2): " + Math.log( 2));

// Integral mit 7 Stuetzstellen
Trapezintegral integral = new Trapezlintegral();
integral .setintegral( fkt, 0, 1, 7);
double erg = integral.integrieren();
Systemout.println

(" Trapez( 7 Stuetzstellen): " + erg);
// Integral mit 20, 40, 60, 80 Stuetzstellen

for( int i = 20; i < 100; i += 20)

{

integral .setintegral( fkt, 0, 1, 1);
erg = integral._integrieren();
Systemout.println
(" Trapez( " + i + " Stuetzstellen): " + erg);
}
}
}

5.5.3 Simpsonregel - quadratische Interpolation

Approximation durch Interpolation mit Polynomen zweiten Grades | P (x) = a,x* + a,x + a,|.

y
A
f(x)
Yo Y1 Y2
Ja = Xo X1 b= X2 o X
h P2(X)
<>

1. Parabelgleichung P,(x)=a,x’* +a,x+a,
Gegeben sind drei dquidistante Stiitzstellen, durch die eine Parabel zu legen ist. Die
Berechnung der Koeffizienten (ay,@,,a,) der Parabel erfolgt mittels GauR-
Eliminationsverfahren unter Beriicksichtigung, dass die Stiitzstellen der Funktion Punkte
der Parabel sind:
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Gy By, s+ 3= 2 0,
0=JXo
a0+a1x0+a2x§:y0 3 h o2 2h?
a0+a1xl+a2x12:yl = alzJﬁhyo_yz ;;lz % (x1+xo)
Qo +a,X, +a,X; =y, Vo + Vo =2V,
. (12:—2
y 2h

P, (x) =a,x’ +a,x+

2h*

a

Yot Yy =2y ]xz

V=Yoo Y2t Yo—2) (x x )jx
1 T X

h 2h?
+ yo_(y1_yo)xo+(J’2+y0_22y1)x1x0j
h 2h
— +y,—-2
:yo+%(x—x0)+W(x—xo)(x—xl)

=)o +A1(x—x0)+A2(x—xO)(x—xl)

>

Parabelgleichung:

P,(x)=a,x* +ax+a, =y, + A, (x—x, )+ A, (x —x, Nx—x,) mit

- -2
Alzylhyo und A2:y2+yo Vi

2h°

2. Integralberechnu

X3

ng

)= [+ 8,3+ A 3 ), e

%o Xo

t ’ 14 h
IPZ(X)dx = 2h(yo +A + A )= 2h(y0 TV =Y +%(y2 + _2y1)):§(J’0 +4y, +y2)

Yo

J.yodx = yoxﬁz = (xz _xo)yo =2hy,

Xo

X Xy Xo

Xo Xo Xo

1

JZAl(x—xO)dx:A{szdx—_fxodxj =2hA" mit A'=(y, - y,)

Xz

X0

J‘Az(x —x, )(x = x, )dx = Az(] x dx + J‘xoxldx - I(xo +x, )xdx

=§hA” mit A" =(y2 +yo _2y1)

Keplersche Fassregel: F = If(x)dx ~

b=x,

a=x, Xo

X, h
[ P (x)x =304y 7))l
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Allgemein

[a,b] wird in n Teilintervalle [x,,x,|[x,x,]--[x, ,x,] mit x,=a, x, =b, n gerade,

zerlegt. In jeweils fiir zwei aufeinanderfolgenden Teilintervalle wird die Keplersche Fassregel

angewendet und das Integral durch Summieren der Ergebnisse ndherungsweise berechnet:

F= [ ek~ [ Ri(skie o [ P2

h h
=§(yo +4y, +yz)+§(yz +4y,+y,)

h
:E(yo +4y1 +2y2 +4y3 +y4)

Simpsonregel:
n-2

b=x, Ty M2 ‘ A
F= [f(x)dx=) [P/(x)x =3 00t 2y, + 4y, + 2y, b+ 2y, 4y, + )
a=x, Jj=0 X
Simpsonintegral.java
/1 Sinpsonlntegral.java MM 2010

/**

* Integration mttels quadratischer Interpolation
* (Sinpsonregel) bei ungerader Stuetzstell enanzahl
*/

public class Sinpsonlntegral extends Integral

{
/~k _________________________________________________ */

/'l service-Methode
/**
* Integrieren mttels Sinpsonregel,
* h/3(y[0] +4y[ 1] +2y[ 2]+ ... +2y[n-2] +4y[n-1]+y[n]).
* @eturn Wert des Integrals
*/
public double integrieren()
{
doubl e[] stuetzStellen = getStuetzStellen();
int n = stuetzStellen.length - 1;
doubl e h = get Abstand();

double ergebnis
= stuetzStellen[ 0] + stuetzStellen[ n];

forCint 1 =1; 1 <n; i1 += 2)
ergebnis += 4 * stuetzStellen[ i];

forCint i =2; i <n-1; i += 2)
ergebnis += 2 * stuetzStellen[ i];

Informatik/Numerik 5-9/31




Universitét Leipzig Institut fiir Informatik
Dr. Monika Meiler

return h /7 3 * ergebnis;

}
}
Beispiel
1
Berechnen des Integral J. lﬂ durch quadratische Interpolation mit 7 Stiitzstellen (s.0.) =
o 1+x
n=6,a=0,b=1, h=%:
Mathematische Lésung (TR): 0.6931471805599453
(de 1( 24 3 8 6 24 1
Simsonregel (TR): ————Au——(1+———+——+——+——+———+—{)z 0.6931/697931697931
ol+x 18 2 3 5 11 2
Programm Simpsonintegral.java:
7 Sttzstellen 0.6931/697931697932
Das Ergebnis ist mit dem Taschenrechnerergebnis (bis auf die letzte Stelle) identisch.
21 Stutzstellen 0.693147[3746651163
81 Stutzstellen 0.6931471813225872

= Je mehr Stiitzstellen, desto genauer wird die Anndherung an die eigentliche Funktion, desto
besser der Wert des Integrals.

= Das mit der Simpsonregel entwickelte [Interpolationspolynom liefert eine bessere
Anndherung der Ausgangsfunktion als das der Trapezregel und damit einen besseren
Integralwert.

Simpsonintegral Test.java

/'l Sinpsonlntegral Test.java MM 2010
/**
* Test der Klasse Sinpsonlntegral.
*/
public class Sinpsonlntegral Test
{
/**
* Integral von O bis 1 ueber
* Funktion ( 1.0 ) / ( 1.0 + 1.0 x*1 ).
*
* Math.log( 2): 0.6931471805599453
* Sinpson( 7 Stuetzstellen): 0.6931697931697932
* Sinmpson( 21 Stuetzstellen): 0.6931473746651163
* Sinpson( 41 Stuetzstellen): 0.6931471927479559
*  Sinmpson( 61 Stuetzstellen): 0.6931471829695383
* Sinmpson( 81 Stuetzstellen): 0.6931471813225872
*

~

public static void main( String[] args)
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{
// Funktion
Pol ynom zaehl er Pol ynom = new Pol ynon{) ;
doubl e[] zaehl er = new double[ 1];
zaehler[ 0] = 1;
zaehl er Pol ynom set Pol ynon( zaehl er);

Pol ynom nenner Pol ynom = new Pol ynom() ;
doubl e[] nenner = new double[ 2];
nenner[ 0] = 1;

nenner|[ 1] = 1;

nenner Pol ynom set Pol ynon{ nenner);

Rat i onal eFunkti on fkt = new Rational eFunktion();
fkt.set Rati onal eFunkti on
( zaehl er Pol ynom nenner Pol ynom ;

// Funktionsausgabe
Systemout.println();
Systemout.println( "Funktion " + fkt);
Systemout.println
(" Math.log( 2): " + Math.log( 2));

// Integral mit 7 Stuetzstellen
Simpsonlntegral integral = new Simpsonlntegral();
integral .setlntegral( fkt, 0, 1, 7);
double erg = integral.integrieren();
Systemout.println

(" Sinmpson( 7 Stuetzstellen): " + erg);
// Integral mit 21, 41, 61, 81 Stuetzstellen

for( int i =21; i < 100; i += 20)

{

integral .setlntegral( fkt, 0, 1, 1);
erg = integral.integrieren();
Systemout.println
(" Simpson( " + i + " Stuetzstellen): " + erg);
}
}
}

Zusammenfassend wurden hier zwei Niherungsverfahren zur Berechnung bestimmter
Integrale besprochen, welche beide von der abstrakten Klasse | nt egr al abgeleitet wurden:

Informatik/Numerik 5-11/31



Universitét Leipzig Institut fiir Informatik

Dr. Monika Meiler

Integral Trapezlintegral

- f: Funkti on <]7

-oa doubl e + integrieren(): doubl e
- b: doubl e

- s int

+ setl ntegral (Funktion, doubl e, doubl e, int): voi d

+ get StuetzStellen(): doubl e[] Simpsonintegral

+ get Abstand(): doubl e i

+ integrieren(): double + integrieren(): doubl e
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5.6 Nullstellenbestimmung

Zur ndherungsweisen Bestimmung von Nullstellen stetiger Funktionen f (x) werden oft

Iterationsverfahren verwendet. Ausgehend von einer Anfangsndherungen fiir eine Nullstelle
werden solange neue Niherungen berechnet, bis eine gewlinschte Genauigkeit erreicht ist
(Iteration). Diese Verfahren unterscheiden sich in der Art der Berechnung einer neuen aus
einer alten Ndherung und haben mit der Entwicklung der Computertechnik durch
Rechengeschwindigkeit und Rechengenauigkeit an Bedeutung gewonnen.

5.6.1 Newton (Tangentenverfahren)
Das nach Isaac Newton (1643-1727) benannte Verfahren dient der Nullstellenbestimmung
einer differenzierbaren Funktion f(x).

Grundgedanke
Ausgehend von einer bereits vorhandenen Niherung x, wird im Punkt P, =(x,, f(y,)) an die

Funktion y = f(x) eine Tangente l(x) gelegt. Der Schnittpunkt dieser Tangente mit der
Abzisse liefert eine neue Néherung x,. Der Vorgang wird so oft wiederholt, bis man eine
geeignete Naherung einer Nullstelle x der Funktion f (x) gefunden hat.

y
A

Ausgangspunkt
Eine stetig differenzierbare Funktion f (x) und eine Ndherung x,,.
1. Berechnung der Tangente #(x) im Punkt Py an die Funktion f(x):
Die Tangente #(x) an die Funktion y= f(x) durch den Punkt P, =(x,,y,) mit
v, =f(x,) wird mittels Punktrichtungsgleichung berechnet. Sei ;= f"(x,) die
Steigung von f(x) im Punkt Py, so ist
y=2 = yilx=x,)
und
t(x)=y =y, + yilx—x,)
Tangente in Pyan f (x) .
2. Berechnung der Nullstelle x, der Tangente #(x):

t(xl)zo = y0+y(’)(x1—x0):0 = xl_xoz_y_(,) = X :xo_%
0 0
= Newtonniherung: X~X =X, — f’(xo) .
f(xo)
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3. Abbruch:
Ausgehend von einer Ndherung x, wird eine Folge von Naherungen x,,x,,---,x, berechnet,

die gegen x konvergiert (y, = f(x,)—0). Als Abbruchkriterium wihlt man eine geniigend
kleine GroBe € > 0, so dass das Verfahren fiir | f (x,.)| < ¢ beendet wird.

y to(x) t1(x)

\

Abbruch, falls | f (xl.)| < ¢, ¢ Rechengenauigkeit.

Newtonlteration.java

public double iterieren()
{
anzahl = 0O;
do
{
X0 -= f.wert( x0) / f.wertErsteAbleitung( x0);
anzahl ++;
} while(( Math.abs( f.wert( x0)) >= eps)
&& ( anzahl < nmaxAnzahl));
return x0;

}

5.6.2 Klasse Newtonlteration

Newtonlteration

- f: Di f f erenzi er bar eFunkti on
- x0: doubl e
- maxAnzahl : i nt
- anzahl : int
- eps : doubl e
+ set Newtonlteration

(Di fferenzierbareFunktion, doubl e, doubl e, int): voi d
+ get Anzahl (): int
+ iterieren(): doubl e
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Newtonlteration.java

/'l Newtonlteration.java MM 2010

/**

* Interation zur Nullstell enbesti mmung durch Newt on.
*/

public class Newtonlteration

{
| % o o e e e e e e e e e e e e e e e e e emmm e *
/'l Attribute
/**
* Funkti on.
*/
private DifferenzierbareFunktion ¥ = null;
/**
* Naeher ung.
*/
private double x0 = O;
/**
* Maximal e Iterationstiefe.
*/
private int maxAnzahl = 10;
/**
* Aktuelle Iterationstiefe.
*/
private int anzahl = 0O;
/**
* Cenaui gkeit.
*/
private double eps = 0.0001;
/~k _________________________________________________ */
/'l set-Methode
/**
* Setzt Attribute fir New on.
* @aram fkt differenzi erbare Funktion
* @ar am xx0 Naeherung
* @aram e CGenaui gkeit
* @aram max maximale lterationstiefe
*/
public void setNewtonlteration
( DifferenzierbareFunktion fkt, double xx0, double e,
int max)
{
f = fkt;
x0 = xx0
eps = e,
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maxAnzahl = nmax;
anzahl = 0O;

}

| % o e e e e e e e e e e e e e e e e emmmeee— s *
/'l get-Methode
/**
* Liest Anzahl der lterationstiefe.
* @eturn anzahl

*/
public int getAnzahl()
{
return anzabhl
}
| % o o o e e e e e e e e e e e e e e e e e memmm e *
/'l service-Methoden
/**
* |teration.
*/
public double iterieren()
{
anzahl = 0O;
do
{
/1 Systemout.println( anzahl + ": " + x0);
X0 -= F.wert( x0) / f.wertErsteAbleitung( x0);
anzahl ++;
} while(( Math.abs( f.wert( x0)) >= eps)
&& ( anzahl < maxAnzahl));
return xo;
}

}

5.6.3 Anwendung 1 - Wurzelberechnung
Wurzelwerte lassen sich mittels Nullstellenbestimmung ermitteln. Zur Berechnung von
xX= ’{/; mit keN, k>1, aeR, a>0 betrachtet man die Funktion

fx)=x"-a=0

= Das Problem reduziert sich auf die Nullstellenbestimmung dieser Funktion. f(x)=x*—a

und f'(x)=k-x*" in die Newtonformel eingesetzt, liefert zur Berechnung der einer
X -a

e
gewoOhnlich den Wurzelradikand a.

Niherung x, =x, — Als Startndherung fiir das Newtonverfahren nimmt man

Beispiel
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Speziell fir a=4, k=2 = f(x)=x"-4 f'(x)=2-x und dem Anfangwert x, =4 ergibt

sich aus dem Newtonverfahren folgende Ndherungen (TR):

I X; yizxi2_4 y::2.xi xiH:xi—%

0 4 12 8 4-12/8=2.5

1 2.5 2.25 5 2.5-225/5=2.05

2 2.05 0.2025 4.1 2.05-0.2025/4.1
=2.0006097

Die Berechnung zeigt eine Verbesserung der Startndherung. Dieses Verfahren konvergiert
sehr schnell gegen die korrekte Nullstelle.

Fiir die Berechnung mit einem Programm betrachten wir f (x): x" —a als Polynom. Damit

kann die Funktionsberechnung und die Berechnung der ersten Ableitung iiber die
entsprechenden Wertberechnung von Polynomen erfolgen.

Unser Programm bricht bei einer Genauigkeit von eps = 0.000000000000001 im 6. Schritt die
Berechnung mit dem exakten 2.0 Wert ab. Die Zwischenergebnisse der ersten drei Schritte
entsprechen denen des Taschenrechners:

0

.5

. 05

. 000609756097561

. 0000000929222947
:  2.000000000000002
Newton (6): 2.0

GhRhwNRO
NN NN A

5.6.4 Klasse Wurzel

Unter Verwendung der Newtoniteration kann man Wurzelwerte bestimmen. Als Startwert der
Iteration verwendet man das Argument. Damit ldsst sich eine neue Funktion zur
Wurzelberechnung einfiihren:

Wurzel

-k int
+ setWirzel (int): voi d
+ konsol enEi ngabe() : voi d
+ wert (doubl e): doubl e
+ wert Er st eAbl ei t ung(doubl e): doubl e
+ toString(): String

Wourzel.java
/'l Wirzel .java MM 2010

i mport Tools. 10 *;

/**

* Wir zel funktion f(x) = k. Wirzel ( x),
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* x >=0 aus R k > 1 aus N
*
public class Wurzel
extends DifferenzierbareFunktion

{
/* _________________________________________________ */
/1l Attribute
/**
* Wir zel exponent e k.
*/

private int k = 2;

| % o o o e e e e e e e e e e e e e e e e e mmmmm e *
/'l set-Methode
/**
* Setzt k fuer k. Wirzel ( x).
* @ar am exponent Wirzel exponent k

*/
public void setWurzel( int exponent)

{

k = exponent;

}

/**
* Wir zel exponent ei ngabe ueber Konsol e.

*/

public void konsolenEingabe()

/'l Ei ngabe der Geradenkoeffizienten
Systemout.println( "Wrzel ei ngabe");

int k = 2;
do
{
k = I OTool s. readl nt eger
( " Wirzel exponent k ( k > 1) =");
} while( k < 2);

/'l Setzen des Wirzel exponent en
set Wir zel ( k) ;

}

/~k _________________________________________________ */
/'l service-Methode
/**
* Berechnen ei nes Funktionswertes
* als Nullstelle der Funktion x ~ k - arg.
* @aram arg Argunent
* @eturn f( arg)
*/
public double wert( double arg)
{

Informatik/Numerik
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if( arg == 0) return O;

doubl e[] koeff = new double[ k + 1];
koef f[ O] -arg;

koef f[ K] 1;
for( int i =1; i < k; i++) koeff[ i] = O;

Pol ynom pol ynom = new Pol ynon() ;
pol ynom set Pol ynom( koeff);

/1 Newtoniteration
Newtonlteration newton = new Newtonlteration();
newton.setNewtonlteration( polynom, arg, le-15, 50);

/1 Nullstellenberechnung
return newton.iterieren();

}

/**

* Berechnen einer ersten Ableitung
* f'(x) = k. Wirzel aus x / ( x * k).
* @aram arg Argunent
* @eturn Wert der ersten Ableitung an der Stelle arg
*/
public double wertErsteAbleitung( double arg)
{
if( arg == 0) return 0O;
return wert( arg) / ( arg * k);

}

/* _________________________________________________ */
/1 toString-Mthode

/**

* Darstell en der Funkti on.

* @eturn Funktion in |inearer Schrei bweise

*/
public String toString()
{
return "f( x) =" + k +". Wirzel ( x)";
}
}

Das Testprogramm berechnet fiir gegebene Argumente x die Funktion f(x)= x, vergleicht
die Ergebnisse der Iteration mit denen die Mat h. sqrt ( x) liefert.

WurzelTest.java

/'l Wirzel Test.java MM 2010
/**

* Test der Kl asse Wirzel .

*

public class Wirzel Test
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* Berechnet die Funktion f( x) = 2.Wirzel ( x) fuer

* gegebene X,

*/

vergl eicht Ergebnis mt Mth.sqrt( x).

public static void main( String[] args)

{

// Neue Wurzel
Wurzel wurzel

= new Wurzel(Q);

wurzel .setWurzel( 2);

// Wurzelausgabe

Systemout.println();
Systemout.println( " " + wurzel);

// Wertetabelle

Systemout.println();
Systemout.println
( "Bereich [ 0, 1], Schrittweite 0.25");

for( double x

=0, x <=1, x += 0. 25)

{
Systemout. println();
Systemout.println( x + ": ");
Systemout. println
( "\twurzel.wert \t=" + wurzel._.wert( x));
Systemout.println
( "\tMwath.sqgrt \t=" + Math.sqrt( x));
}

Systemout.println();
Systemout.println( "Test beendet");

Systemout. println();

Bereich [ B, 11, Schrittueite B.25

.B:
vurzel_ wert
Math_.sgrt

vurzel_ wert
Math.zgrt

vurzel.wert
Math.szgrt

vurzel.wert
Math.sgrt

vurzel.uert
Hath.sqrt

Test heendet

#.58080000068000086
8.5

LPA7186V811865476
LPA7186Y811865476

H.8668254837844386
B.8668254837844386

i.8
1.8
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5.6.5 Anwendung 2 - Nullstellenbestimmung von Polynomen
Ein Polynom r-ten Grades hat hochstens » verschiedene Nullstellen. Gegeben sei ein Polynom
P(x)=ax"+a,_x""+--+ax+a, und eine erste Niherung x,. Als Ergebnis der

. . P(x . o N
Newtoniteration X = x, = x, —’,(—0) bekommt man in Abhéngigkeit von der Startndherung
P (x,)

eine der » Nullstellen X,. Weitere Nullstellen kann man unter Umsténden experimentell durch
eine geeignete Anderung der Startnéiherungen x, erhalten.

Mathematisch bietet sich ein anderes Vorgehen an. Um weitere Nullstellen X,,X,,---,X, des
Polynoms P.(x) zu berechnen, benutzt man folgendes Losungsverfahren:

Ist X, eine gefundene Nullstellen, so kann P.(x) mittels Polynomdivision ohne Rest durch
(x—X,) geteilt werden. Man erhilt dadurch ein Polynom (r-1)-ten Grades und es gilt
P.(x)=(x-x)P_(x). Nun bestimmt man eine Nullstelle ¥, des Polynoms P._,(x), welche
auch Nullstelle von P.(x) ist. Das Verfahren kann fortgesetzt werden. Es determiniert, da die
Anzahl der Nullstellen endlich ist.

P(x)=ax +a, x"'+-+ax+a,=(x-%)x-%,)(x-X,)
Rechentechnisch besteht das Problem, dass man als Nullstellen Ndherungen erhélt. Bei der
Division verwendet man diese fehlerbehafteten Werte. Als Divisionsergebnis erhélt man ein
fehlerhaftes Polynom. Es ergeben sich Fortpflanzungsfehler und eine weitere
Nullstellenbestimmung wird sehr ungenau.

Beispiel
Das Polynom P,(x)=x’ —5x +7x—3 hat als Nullstelle X, =3. Die Division durch (x-3)

ergibt P,(x)=x*—2x+1, so dass man das Polynom in der Form P,(x)=(x—3)(x> —2x+1)
darstellen kann. Die zweifache Nullstelle X, =1 von P,(x) ist auch Nullstelle von P,(x) und

es gilt P(x)=(x-3)x~- l)2 .

Die notwendige Funktionalitét fiir die Newtoniteration X = x, = x, —M stellt die Klasse
F, (xo)
Pol ynomzur Verfiigung. Unser Programm liefert fiir das Polynom folgende Nullstellen:

P,(x)=x’—5x>+7x—-3 berechnet mit dem Startwert xo = 4 und der Genauigkeit von
£

=10"" nach 6 Schritten den exakten Wert der Nullstelle X, =3:
4.0

3.4

3.1

3. 008695652173913

3. 0000746407911927

3. 000000005570624

Nevvt on (6): 3.0

aRELONREO
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P,(x)=x>—2x+1 liefert mit dem Startwert xo = 2 und der gleichen Genauigkeit nach 25
Schritten einen gendherten Wert der Nullstelle X, =1:

0: 2.0
1: 1.5
2: 1.25

22: 1.000000238418579
23: 1.0000001192092896
24: 1.0000000596046448
Newt on (25): 1.0000000298023224

5.6.6 Klasse PolynomNullstellen

Das folgende Programm berechnet Nullstellen fiir Polynome. Es wird in Abhéngigkeit des
verwendeten Anfangswertes jeweils nur eine Nullstelle berechnet.

PolynomNulistellen.java

/1 Polynom\ul | stellen.java MM 2010
i mport Tools.l1Q *; /'l Ei ngaben
/**

* Nul | stel |l enberechner fur Pol ynone.

*/

public class PolynomNul | stellen

{

/**

* Haupt pr ogr anm
* startet Dialog zw schen Nutzer und Progranm
*/

public static void main( String[] args)

{
/'l Ueberschrift
Systemout.printlin();
Systemout.println( "Polynonmul I stellen");

/1 Dial og
char weiter = "'j"';
do
// Neues Polynom
Pol ynom pol ynom = new Pol ynon() ;
pol ynom konsol enEi ngabe() ;
// Polynomausgabe
Systemout.println();
Systemout.println( "Polynom" + polynom;
do

{
// Eingabe der Startnullstelle
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doubl e x0
= | OTool s. readDoubl e( "Anfangswert x0 = ");

// Newtoniteration
doubl e eps = 1le-15; /'l Genaui gkei t
int max = 30;// Mxinmale Anzahl der lterati onen

Newtonlteration newton = new Newtonlteration();
newton.setNewtonlteration
( polynom, x0, eps, max);

// Nullstellenberechnung
doubl e erg = newton.iterieren();
Systemout.println

(" Newton (" + newton.getAnzahl() + "): " + erg);
Il \Weiter
wei ter = | OTool s. readChar
( "Neuer Anfangswert (j/n)? ");
} while( weiter =="j");
weiter = | OTool s.readChar( "Neues Polynom (j/n)? ");
} while( weiter =="j");
/'l Abschl uss

Systemout.println();
Systemout. println( "Progranm beendet");

}
}

5.6.7 Regula falsi (Sekantenverfahren)
Mit dem Sekantenverfahren konnen Nullstellen stetiger Funktionen f(x) berechnet werden.

Grundgedanke
Ausgehend von zwei bereits vorhandenen Niherungen x,, x, mit y, = f(x,)<0 und

y, = f(x,)> 0, wird durch die Punkte P, =(x,,,) und P, =(x,,y,) eine Sekante S(x) gelegt.

Der Schnittpunkt dieser Sekante mit der Abzisse liefert eine neue Ndherung x, . Der Vorgang

wird so oft wiederholt, bis man eine geeignete Niherung einer Nullstelle x gefunden hat.
y s(x)

Informatik/Numerik 5-23/31



Universitét Leipzig Institut fiir Informatik
Dr. Monika Meiler

Ausgangspunkt

Eine stetige Funktion f(x) und zwei Nullstellenniherung x, und x, mit y, <0 und y, >0.

1. Berechnung der Sekante s(x) von der Funktion f(x) durch die Punkte Py und P;:
Die Sekante s(x) von y = f(x) durch die Punkte P, =(x,,y,) und P, =(x,,»,) wird
mittels Zweipunktegleichung berechnet, so ist

(= 3)= 220 (x-x,)

1 0
und

s(x)=y =y + 220 (x— x,)
X — X

Sekante von y = f(x) durch Pyund P;.
2. Berechnung der Nullstelle x, der Sekante s(x):

Ny il
S(x2)=0 = Yo+ —xg)=0 = xy —xp =y "
X, — X, V1= Vo
= Regula falsi: fz%=%—%%_%
Y1 = Yo

3. Abbruch:
Ausgehend von zwei Naherung x,, x, wird eine Folge von Niherungen x,,x,,---,x

n

berechnet, die gegen X konvergiert (y, = f(x,)— 0) . Als Abbruchkriterium wéhlt man eine
geniigend kleine Grofle € > 0, so dass das Verfahren fiir | f(x, )| < & beendet wird.

y S2(X) P, s1(x)

Abbruch falls | f(x, ) < &, & Rechengenauigkeit.

Der Vorteil dieses Verfahrens gegeniiber der Newtoniteration besteht darin, dass man auf die
Berechnung der ersten Ableitung verzichten kann. Der Nachteil besteht in der langsameren
Konvergenz.

RegulaFalsilteration.java

public double iterieren()

{
double y0 = f.wert( x0); // Funktionswerte
double yl1 = F.wert( x1);
anzahl = O;
do
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{

double x
double y

f.wert( x);
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X0 - (x1 - x0) /7 (yl —y0) * yO0;

1T( Math.signum( y) == Math.signum( yl))

{
x1

yl

x0;
yo;

¥
X0

yO

X

Y,

anzahl ++;
} while(( Math.abs( y0) >= eps)
&% ( anzahl < maxAnzahl));

return x0;

}

5.6.8 Klasse RegulaFalsilteration

RegulaFalsilteration

- f: St eti geFunktion
- x0: doubl e
- x1 doubl e
- maxAnzahl : int
- anzahl : int
- eps : doubl e

+ set Regul aFal silteration
(StetigeFunktion, doubl e, doubl e,int):

+ get Anzahl ():

+ iterieren():

voi d
int
doubl e

RegulaFalsilteration.java
/'l Regul aFal silteration.java

/**

* Interation zur Nullstell enbesti mung
* durch Regul a Fal si.

*/

public class RegulaFalsilteration

{

S

/**
* Funkti on.
*/
private Funktion f = null;

Informatik/Numerik
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/**

* Erste Naeherung.
*/

private double x0

I
o

/**
* Zwei t e Naeherung.

*/
private double x1

0;

/**
* Maximal e lterationstiefe.
*
private int maxAnzahl = 10;

/**

* Aktuelle lIterationstiefe.
*
private int anzahl

0;

/**
* Genaui gkei t.
*/

private double eps 0.0001;

@aram fkt stetige Funktion
@aram xx0 1. Naeherung
@ar am xx1 2. Naeherung
@ar am e Cenaui gkei t

E I T B . . .

~

public boolean setRegulaFalsilteration

@param max maximale Iterationstiefe
@eturn false, falls Voraussetzung nicht erfullt.

Institut fiir Informatik
Dr. Monika Meiler

________________ * |

/] set-Methode

Setzt Attribute flie Ragula falsilteration.

( StetigeFunktion fkt, double xx0, double xx1, double e,

int max)

{

i f( Math.signunm( fkt.wert( xx0))
== Mat h. si gnum( fkt.wert( xx1)))

f = fkt;

x0 xx0

x1 xx1;

eps = e;
maxAnzahl = nmax;
anzahl = O;
return true;

Informatik/Numerik
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/* _________________________________________________ */
/'l get-Met hode
/**
* Liest Anzahl der Durchgaenge.
* @eturn anzahl

*/
public int getAnzahl()
{
return anzahl
}
/* _________________________________________________ */
/'l service-Methoden
/**
* |teration.
*/
public double iterieren()
{
double y0O = f.wert( xO0); /'l Funktionswerte
double y1 = f.wert( x1);
anzahl = 0;
do
{
/'l Systemout.print ( " x0: " + x0);
/1l Systemout.println( "\tx1: " + x1);
double x = x0 - ( x1 - x0) /7 ( yl - yO) * yO;
double y = f.wert( x);
i f( Math.signunm( y) == Math.signun yl))
{
x1 = xO0;
yl = y0;
}
X0 = x;
yo =y;
anzahl ++;
} while(( Math.abs( y0) >= eps)
&& ( anzahl < maxAnzahl));
return xO;
}
}

5.6.9 Anwendung 1 - Wurzelberechnung

Berechnung von x = % mit keN, k>1, aeR, a>0 durch Nullstellenbestimmung von
f (x) =x" —a. Als Anfangsniherungen empfehlen sich x, =1 und x, = a, da gilt:
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Beispiel

Speziell fir a=4, k=2 = f(x)=x"—4 und den Anfangwerten x, =1, x, =4 ergibt sich

f(x): X—a | 0<a<l | a>1
f(l): l-a + -
fla)= da*-a - +

aus Regula falsi auf 6 Stellen gerundet folgende Néherungen (TR):

Institut fiir Informatik
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i X, X | 3, = X2 =4 |y = a2, 4 | Fp =k —y, AT, 2 g
i i+l i i i+l i+l iy Z 2 Vi =V i+2 i+2

0 1 4 -3 12 1.6 -1.44

1 1.6 4 -1.44 12 1.8571429 -0,55102

211.8571429| 4 | -0.55102 12 1.951295 -0.19244

3] 1951295 | 4 | -0.19244 12 1.9836308 -0.0652087

411.9836308| 4 |-0.0652087 12 1.9943517 -0.0225613

Die Berechnung zeigt eine Verbesserung der Startndherung. Allerdings konvergiert dieses
Verfahren sehr langsam gegen die korrekte Nullstelle.

Fir die Berechnung mit einem Programm betrachten wir wiederum f (x)=xk —a als

Polynom. Unser Programm bricht bei einer Genauigkeit von eps = 0.000000000000001 im
33. Schritt die Berechnung mit einem Ndherungswert von 2.0 Wert ab:

x0: 4.0 x1: 1.0
x0: 1.5999999999999996 x1l: 4.0
x0: 1.857142857142857 x1l: 4.0
x0: 1.9999999999999936 x1l: 4.0
x0: 1.9999999999999978 x1l: 4.0
x0: 1.9999999999999993 x1l: 4.0

Regul a (33): 1.9999999999999998

5.6.10 Anwendung 2 - Nullstellenbestimmung von Polynomen

Das Polynom P,(x)=x’—5x’+7x-3 hat als Nullstellen X, =3 und X, =1 und es gilt
P(x)= (x—3)(x2 -2x+ l)z (x=3)(x-1).

Unser Programm liefert mit dem Startwerten xo = 4 und x; = 2 und der Genauigkeit von eps =
0.000000000000001 nach 62 Schritten einen Naherungswert der Nullstelle x, =3:

x0: 4.0 x1l: 2.0
x0: 2.2 x1l: 4.0
x0: 2.404255319148936 x1l: 4.0
x0: 2.588498402555911 x1: 4.0
x0: 2.7345021468888673 x1l: 4.0
x0: 2.837659798424266 x1l: 4.0
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'x0: 2.999999999999997 x1: 4.0

x0: 2.9999999999999982 x1l: 4.0
x0: 2.999999999999999 x1l: 4.0

Regul a (62): 2.9999999999999996

Das Restpolynom P,(x)=x"—2x+1 lisst sich nicht mit Regula Falsi berechnen, da die
Anfangbedingung fiir die Startnéherungen x,,x, mit y, = f(x,)<0 und y, = f(x,)>0 nicht
erfiillt werden kann, denn fiir alle x € R gilt P,(x)=x>-2x+1>0.

Beide Anwendungen wurden mit dem folgenden Testprogramm berechnet.

RegulaFalsilterationTest.java

/'l Regul aFal silterationTest.java MM 2010
/**

* Test der Klasse Ragul aFal silteration.

*/

public class RegulaFalsilterationTest

{

/**

* Zwei Bei spiele:
* 2. Wirzel aus 4
* Polynom-3.0 + 7.0 x*1 + -5.0 x*2 + 1.0 x"3.
*/
public static void main( String[] args)

/'l Regul afal siiteration
doubl e eps = 1le-15; /'l Genaui gkei t
I nt max = 100; /1 Maxi mal e Anzahl der Iterationen

/1 Beispiel 1: Wirzel berechnung
doubl e[] koeffl = new double[ 3];

koeff1[ 0] = -4;
koeffl[ 1] = O;
koeffl[ 2] = 1;

Pol ynom pol ynomlL = new Pol ynom() ;
pol ynoni. set Pol ynon{ koeff1);
Systemout.println( "\'n" + polynoml);

/'l Regul a fal si
RegulaFalsilteration regulal
= new RegulaFalsilteration();
regulal.setRegulaFalsilteration
( polynoml, 4, 1, eps, max);

/1 Null stell enberechnung
doubl e ergl = regulal.iterieren();
Systemout.println
( " Regula (" + regulal.getAnzahl() + "): " + ergl);
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/* _________________________________________________ */
/'l Beispiel 2: Nullstellen eines Polynons

doubl e[] koeff2 = new doubl e[ 4];
koeff2[ 0] = -3;

koeff2[ 1] = 7;

koeff2[ 2] = -5

koeff2[ 3] = 1;

Pol ynom pol ynon2 = new Pol ynom() ;
pol ynon®. set Pol ynon{ koeff2);
Systemout.println( "\'n" + polynon);

/'l Regul a fal si
RegulaFalsilteration regula2
= new RegulaFalsilteration();
regula2.setRegulaFalsilteration
( polynom2, 4, 2, eps, max);

/1 Null stell enberechnung
doubl e erg2 = regula2.iterieren();
Systemout.println
(" Regula (" + regula2.getAnzahl() + "):

}
}

"+ erg2);

5.6.11 Umkehrfunktionen als Nullstellenproblem

Die Wurzelfunktion konnten wir als Nullstellenproblem mittels der Potenzfunktion 16sen.
Weitere Umkehrfunktionen lassen sich analog als Nullstellenprobleme berechnen. Hier einige
Beispiele:

Funktion Nullstellenproblem Newton

Wurzel x=ka f(x)=x"-a S'(x)= k- 1= % _%_éj f 0_%
Mot | 7=1x | W= e | fl)me | wmmator | Ve
Arcussinus |))cc|:<alrcsin x, fx)=sinx—a | f(x)=cosx B=HT Sicn(jcﬁ_oa

Arcustangens | x =arctanx | f(x)=tanx—a | f(x)=1+tan’x | X; =X, + intz—;z_)z ngt;s::s;?g s

Weitere Funktionen lassen sich durch die Anwendung von ausgewéhlter Grundbeziehungen

berechnen, wie zum Beispiel:

x _ _xlna

a’ =e firaeR,a>0,a=1,

logax:in—x firaeR,a>0,a=1,x>0,

na
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arccos(x) = % —arcsin(x) fiirx| <1,
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