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5 Numerische Methoden der praktischen Mathematik (I)

5.1 Einfuhrung

Zwischen Mathematik und Praxis (Technik, Physik, Okonomie, ...) ist {iber die Jahrhunderte
hinweg eine befruchtende Wechselwirkung zu beobachten:

Mit Rechenhilfsmitteln wurden zundchst nur formelmaRig 16sbare Probleme mathematisch
bearbeitet. Spiter, zur Zeit der mechanischen Rechenmaschinen, entwickelten die
Mathematiker Verfahren, welche mittels sogenannten Rechenschemata gelost wurden. Heute
gestatten die modernen elektronischen Rechenanlagen neue numerische Losungsverfahren,
die als Programme auf diesen Anlagen ausgefiihrt werden.

e AusgangsgroBRen bei der Losung praktischer Probleme mittels der Mathematik und der
Rechentechnik sind hdufig durch Messungen ermittelte Werte.

= Fehlerbehaftete Eingabewerte, deren Fehlertoleranzen von der verwendeten Messtechnik
abhéngen (Landvermessung, Elektronenmikroskop).

e Numerische Verfahren sind oft Ndherungsverfahren.
= Verfahrensfehler, deren Grolen von dem verwendeten Algorithmus abhiangen.

e Mathematische Hilfsmittel, frither Rechenschieber, heute elektronische Rechenanlagen,
konnen nicht unbegrenzt genau arbeiten.

= Rechenfehler, diese werden zwar durch die immer genauer arbeitenden Computer
geringer, sind aber durch die Endlichkeit des Speichers, und damit der Endlichkeit der
Zahlendarstellung, und der Endlichkeit der Rechenzeit nicht zu beseitigen.

Die Losung eines Problems ist folglich mit Eingabefehlern, Verfahrensfehlern und
Rechenfehlern behaftet. Die Korrektheit einer Losung wird durch Fehlerfortpflanzung
beeinflusst:

Fehlerbehaftete Eingabewerten werden mittels fehlerbehafteten Verfahren und
ungenauer Rechnung verarbeitet.

Die Numerik, eine Teildisziplin der Mathematik, beschiftigt sich mit Verfahren zur Losung
mathematischer Probleme, deren Fehlerfortpflanzung und der Ergebnisauswertung. Einem
numerischen Verfahren liegt stets ein Algorithmus zugrunde, es enthdlt Kontrollen zur
Fehlerfortpflanzung und entscheidet, in welchem Bereich eine Lésungsmethode verwendbare
Ergebnisse liefert.

Bei der Auswahl eines Verfahrens sind Rechenzeit und Speicher6konomie zu beachten.
Mathematisch elegante Losungen sind manchmal rechentechnisch ungiinstig. Man beurteilt
ein numerisches Verfahren streng nach 6konomischen Gesichtspunkten:

Ein verwendetes numerisches Verfahren muss die notwendige Genauigkeit gewéahren,
aber unndétigen Rechenaufwand vermeiden.
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5.2 Funktionen

Viele Algorithmen arbeiten mit reellen Funktionen einer Verinderlichen, f(x). Da
Werteberechnungen dieser sehr oft notwendig sind, sollen verwendete Verfahren moglichst
Zeit optimierend gestaltet werden. Nicht alle Funktionen lassen sich immer rechentechnisch
exakt bestimmen. Wir werden hier mathematisch exakte Verfahren, welche optimierende
Gesichtspunkte beriicksichtigen, und auch N&herungsverfahren zur Funktionsberechnung
kennenlernen.

5.2.1 Funktionsklassen

Um den Funktionsbegriff systematisch zu modellieren, werden verschiedene, voneinander
abhéngige Funktionsklassen entwickelt. Zunidchst definieren wir eine Klasse Funkti on
allgemein, d.h. abstrakt, ohne auf eine spezielle Funktion einzugehen.

Die wichtigste Fahigkeit einer Funktion ist deren Wertberechnung bei einem gegebenen
Argument:

Eine Funktion ordnet jedem Element x aus einem Definitionsbereich D eindeutig ein
Element y aus einem Wertevorrat W zu.

Diese Abbildung soll in einer Methode wer t realisiert werden. Da wir noch keine spezielle
Funktionen betrachten, bleibt diese Methode ebenfalls abstrakt. Unter der Voraussetzung,
dass es solch eine Methode gibt, kann man ecine weitere Methode t abel | i er en zum
Erstellen einer Wertetabelle angeben. SchlieBlich wird eine Methode toString die
Funktion als Zeichenkette in der mathematisch iiblichen Syntax darstellen. Eine Methode
konsol enEi ngabe ermoglicht eine Tastatureingabe evtl. vorhandener Attribute.

Funktion
+ wert(double): double
+ tabel lieren(double, int, double): double[]
+ konsol enEi ngabe() voi d
+ toString(): String
Funktion.java
/'l Funktion.java MM 2010
/**
* Funktion, abstract.
*/
public abstract class Funktion
{
| % o o o e e e e e e e e e e e e e e e e e emmm e — s * |
/'l service-Methoden
/**

* Berechnen ei nes Funktionswertes, abstract.
* @aram arg Argunent

* @eturn Wert der Funktion an der Stelle arg
*/

public abstract double wert( double arg);
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*

Tabel I i eren von Funkti onswert en.
@aram x0 Startwert

@aram n Anzahl der Werte
@aramh Schrittweite

@eturn Wertetabelle

* % X X X X *

~

public double[] tabellieren
( double x0, int n, double h)

{
doubl e arg = xO0;
doubl e[] tabelle = new doubl e[ n];
for( int i =0; i <n; i+4)
tabelle[ i] = wert( arg);
arg += h;
}
return tabelle;
}
/**

* Ei ngabe von Paranetern einer Funktion ueber Konsol e,
* falls wel che existieren.
*/

public void konsolenEingabe(O){}

/**

* Darstell en ei ner Funkti on.
* @eturn Funktion in |inearer Schrei bweise
*/

public String toString()

{

}
}

return ;

Spezielle Funktionen sind stetige und stetig differenzierbare Funktionen. Von den letzteren
kann dann auch die erste Ableitung berechnet werden. Man leitet diese von der allgemeinen
Klasse Funkt i on ab.
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Funktion

+ wert(double): double
+ tabellieren(double, int, double): double[]
+ konsol enEi ngabe() : voi d
+ toString(): String
StetigeFunktion

/N

DifferenzierbareFunktion

+ wertErsteAbleitung(double): double

StetigeFunktion.java
/| StetigeFunktion.java MM 2008

/**
* Stetige Funktion, abstract,
* besitzt stets eine Funktionswert.
*/
public abstract class StetigeFunktion extends Funktion

{
}

DifferenzierbareFunktion.java
/| Differenzi erbareFunktion.java MM 2008

/**
* Differenzi erbare Funktion, abstract.
*/
public abstract class DifferenzierbareFunktion
extends StetigeFunktion

{

| % o o o e e e e e e e e e e e e e e e e memmm e a s *
!/l service-Mthode

/**

* Berechnen der ersten Ableitung, abstract.
* @aram arg Argunent
* @eturn Wert der ersten Ableitung an der Stelle arg
*/
public abstract double wertErsteAbleitung
( double arg);

}
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5.2.2 Beispiel ,Lineare Funktionen - Geraden®

Um eine Klasse fiir eine spezielle Funktion einzufiihren, muss man zundchst wissen, ob es
sich um eine unstetige, stetige oder stetig differenzierbare Funktion handelt. Oft benodtigt man
zusitzlich noch Attribute, die die Funktion eindeutig bestimmen. Die Methoden wert,
toString wund konsol enEi ngabe sind zu spezifizieren. Die Methode
wer t Er st eAbl ei t ung ist im Fall einer differenzierbaren Funktion festzulegen.

Wir fiihren eine Klasse Ger ade ein. Diese ist eine stetig differenzierbare Funktion und wird
deshalb von der Klasse Di fferenzi er bar eFunkti on abgeleitet. Eine Gerade ist
eindeutig durch zwei Werte definiert, dem linearen Glied, hier das Attribut m und dem
absoluten Glied, hier das Attribut n. Eine Methode set Ger ade setzt deren Werte. Fiir die
Geradenberechnungen sind die Methoden wer t und wer t Er st eAbl ei t ung festzulegen.
Eine Methode toString gibt die Gerade als String aus, eine Methode
konsol enEi ngabe erméglicht die Tastatureingabe der Attribute.

Gerade
- m doubl e
n: doubl e
+ set Gerade(doubl e, double): voi d
+ konsol enEi ngabe(): voi d
+ wert (doubl e): doubl e
+ wert Er st eAbl ei tung(doubl e): doubl e
+ toString(): String
Gerade.java
/'l Cerade.java MM 2010
i mport Tools.l10Q *; /| Ei ngaben
/ * *
* Ceradenfunktion f(x) = nx + n, D= W=R
*/
public class Gerade
extends DifferenzierbareFunktion
{
/ K o o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e */
[l Attribute
/ * *
* Anstieg m
*/
private double m = O;
/ * %
* Absol utglied n.
*/
private double n = O;
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/* _________________________________________________ */
/'l set-Methoden
/**
* Setzt Koeffizienten mund n.
* @aram anstieg Anstieg
* @ar am absol ut Absol utglied

*/
public void setGerade( double anstieg, double absolut)
{
m = ansti egq;
n = absol ut;
}
/**
* Ceradenei ngabe ueber Konsol e.
*/

public void konsolenEingabe()

/'l Ei ngabe der Geradenkoeffizienten
Systemout. println( "CGeradenei ngabe");

doubl e ansti eg

= | OTool s. readDoubl e( " Anstieg m=");
doubl e absol ut
= | OTool s. readDoubl e( " Absolutglied n =");
/1 Setzen der Geradenkoeffizienten
set Gerade( anstieg, absolut);
}
/~k _________________________________________________ */
/| service-Met hoden
/**

* Berechnen ei nes Funkti onswertes.
* @aram arg Argunent
* @eturn f( arg)

*
public double wert( double arg)
{
return m* arg + n;
}
/**

* Berechnen einer ersten Ableitung.
* @aram arg Argunent
* @eturn Wert der ersten Ableitung an der Stelle arg
*/
public double wertErsteAbleitung( double arg)
{

return m

}
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| % o o e e e e e e e e e e e e e e e e e e emmm e *
/'l toString-Methode
/**
* Darstell en der Funktion.
* @eturn Funktion in |inearer Schrei bweise

*/
public String toString()
{
return "f( x) =" +m+ "x +" + n;
}
}

Wir betrachten nun zwei Anwendungen fiir die Klasse Ger ade. Im Ersten Programm werden
Funktionsberechnungen fiir Geraden durchgefiihrt und im zweiten Programm werden
Geraden tabelliert.

GeradenBerechner.java
/'l CGeradenBer echner.java MM 2010
i mport Tools.l1Q *; /'l Ei ngaben

/**

* Berechnet GCeraden.
*/
public class GeradenBerechner

{
/**
* Ceradenber echner:
* Ceradenei ngabe, Wertberechnung, Ergebni sausgabe.
*/
public static void main( String[] args)
{
/1 Dialog
char weiter = "'j";
do
{
/'l Neue GCerade
Systemout.println();
Gerade gerade = new Gerade();
gerade.konsolenEingabe();

/'l Geradenausgabe
Systemout.println();
Systemout.println( "Gerade " + gerade);

do
{
/1 Argunent ei ngabe
Systemout.println();
Systemout. println( "Wrtberechnung");
doubl e x0 = | OTool s. readDouble( " x0 = ");
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/1 \Wertberechnung
doubl e yO
doubl e y1

gerade.wert( x0);
gerade.wertErsteAbleitung( x0);

/'l \Wertausgabe
Systemout.print( " g " +y0 +") =" + y0);
Systemout.println( "\t\tG( " +x0 + ") =" + yl);
Systemout. println();

Il \Weiter
weiter = | OlTool s.readChar( "Neues Argunent (j/n)? ");

} while( weiter == "j");

weiter = | Olool s.readChar( "Neue Cerade (j/n)? ");
} while( weiter == "j");

/* _________________________________________________ */
/'l Test bei spi el

Gerade f( x) = 3.0x + 2.0

Wert berechnung fuer x0 = 3
f( 3 = 11.0
f*( 3 =3.0

/

* X F  *  *  *  F

GeradenTabulator.java

/'l GeradenTabul ator.java MM 2010
i mport Tools.l1Q *; /'l Ei ngaben
/**

* Tabel liert Ceraden.

*/

public class GeradenTabulator

{
/**

* Ceradent abul at or:
* Ger adenei ngabe, Ei ngabe der Tabel | enparaneter,
* Berechnen und Ausgabe der Tabelle.

*/
public static void main( String[] args)
{
/1 Dialog
char weiter = "'j";
do
{

/'l Neue Cerade
System out. println();
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Gerade gerade = new Gerade();
gerade.konsolenEingabe();

/'l Geradenausgabe
Systemout.println();
Systemout.println( "Gerade " + gerade);

do

/'l Ei ngabe der Tabel | enparaneter
Systemout.println();
Systemout.println( "Wertbereich");

doubl e x0
= |1 OlTool s. readDoubl e( " Startargument x0 = ");
int n = 1;
do
{
n = | OlTool s.readlnteger( " Anzahl n (n >0) =");
} while( n < 1);
doubl e h
= | OTool s. readDoubl e( " Schrittweite h =");

/1 \Wertetabelle
doubl e[] tabelle = gerade.tabellieren( x0, n, h);

/| Tabel | enausgabe
doubl e arg = xO0;
0;

for( int i = i < tabelle.length; i++)
{
Systemout.println
(" g " +arg + ")\t=" + tabelle[ 1]);
arg += h;
}
Systemout.println();
Il \Weiter
weiter = | OTool s.readChar( "Neue Tabelle (j/n)? ");
} while( weiter == "j");
weiter = | Olool s.readChar( "Neue Cerade (j/n)? ");
} while( weiter =="j");
}
}
/* _________________________________________________ */
/| Test bei spi el
/*

* Gerade f( x) = 3.0x + 2.0
* Wertbereich

* Startargunment x0
* Anzahl n (n > 0)
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5.3 Polynomberechnung

Polynome spielen in der Numerik eine besondere Rolle. Oft verwendet man sie als
Interpolationspolynome zur angenédherten Darstellung einer Funktion. Die Funktion selbst
muss nicht bekannt sein. Man bendtigt diskret gegebenen Funktionswerte, welche zum
Beispiel durch Messwerte ermittelt wurden, legt durch diese Polynome und approximiert
damit eine Funktion. FEine Funktionsberechnung kann so ndherungsweise mittels
Polynomberechnungen ausgefiihrt werden.

r
P(x)=ax"+a_ X" +--+ax+a, = ax mita, #0
i=0

Wir behandeln hier ein Rechenzeit optimierendes Verfahren zur Polynomberechnung.

5.3.1 Hornerschema

Grundgedanke
Durch geeignetes Ausklammern verhindert man das zeitaufwendige Berechnen von Potenzen
in einem Polynom und spart damit Rechenzeit.

Beispiel
Gegeben sei das Polynom 5. Grades P,(x)=2x" —x* —5x* +3x—9, gesucht sei der Wert des
Polynoms an der Stelle Xy = 3, also P;(3). Nun formt man das Polynom durch Ausklammern
so um, dass keine Potenzen mehr vorhanden sind:

P,(x)=2x" = x* =5x? +3x =9 =((2x = 1)x + 0)x = 5)x +3)x =9
Dieses umgestellte Polynom gestattet eine sehr schnelle Berechnung, auch mit dem
Taschenrechner.

Das hierfiir verwendete Rechenschema tragt den Namen Hornerschema, nach William
Georg Horner (1786 - 1837), und sicht folgendermaf3en aus:

2 -1 0 -5 3 -9
0|+ 6 |+ 15 | + 45 | + 120 | + 369 |+ 3
= 4 =X =X
5 *

40 * 123 * 360 =Ps(3)

[\
*
W
*

Probe
P,(3)=486-81-45+9-9=360.

Allgemein

P(x)=ax +a, X" +--+ax+a,=(-(ax+a,  )x+-+a)x+a,

r

Hornerschema fiir die Polynomwertbestimmung an der Stelle Xg
ar ar-1
0+ b() Xo | +

bo=ar * b, *

br-IXO + Xo
by = Pr(Xo)
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Durch dieses Verfahren wird der Rechenaufwand wesentlich verringert:

Polynomberechnung ohne Hornerschema:

# Mult =Y r(r—“
i=1

# Add =r
r’+3r

# Mult + # Add = 5

Polynomberechnung mit Hornerschema:

# Mult =r

# Add =r

# Mult + # Add =2r

Ein Polynom ist durch seine Koeffizienten eindeutig bestimmt. Deshalb werden diese als
Attribute abgespeichert. Die Wertberechnung erfolgt durch das Hornerschema.

private double[] koeffizienten;

public double wert( double arg)

{
doubl e erg = 0;
for( int 1 = koeffizienten.length - 1; 1 >= 0; 1--)
erg = erg * arg + koeffizienten[ i];
return erg;
}

5.3.2 Erweitertes Hornerschema

Aus dem Hornerschema folgt, dass by = ay, bi+; = ari.; + bi Xo fiiri =1, ..., r und by = Py (Xo).
Umgeformt ergibt sich a; = by und ar.i-; = bi+; - b Xo.
Setze j=r—i—1, so ist &j = brj — brj.1 Xo und wegen a, = by und b, = P, (Xo) folgt:

P(x)=ax"+a,_x"+a, X +-+ax+a,
=byx" + (b, =byx, )X +(b, —b,x, )X +---+(b,_, =D, ,x, )x+ (b, =b, ,%,)

)
_ R(X-R) <>

- = p,(x) mit p,(x)=b,x"" +b,x"? +---+b,_,x+b,_,
0

> ( ) kann als Differenzenquotient zur Berechnung der 1. Ableitung an der Stelle X =
Xo genutzt werden:
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X—=>Xo X _XO

P'(x,)= limM mit P'(x):box”+blxr2+---+br_2x+br_l‘

Beispiel

P,(x)=2x" —x* =5x* +3x -9, gesucht P;(3).

0 -5 3 9
+ 15 |+ 45 |+ 120 | + 369 |+ 3
= R N
* 15 * 40T * 123 * 360
o Jad | /'552: + 3
2= * 1] * 48 —* 184 * 675

Probe
P/(x)=10x* —4x*> —10x+3, P/(3)=810-108—-30+3=675.

Allgemeines Erweitertes Hornerschema fiir die Polynomwertbestimmung und der 1.
Ableitung an der Stelle X:

public double wertErsteAbleitung( double arg)

{
double erg = 0, ergl = 0O;
for( int 1 = koeffizienten.length - 1; 1 > 0; 1--)
{
erg = erg * arg + koeffizienten[ i];
ergl = ergl * arg + erg;
¥

return ergl;

}

5.3.3 Klasse Polynom

Zum Abschluss fassen wir die vollstindige Klasse Pol ynom zusammen. Ein Polynom ist
eine differenzierbare Funktion und wird von der Klasse Di f f er enzi er bar eFunkti on
abgeleitet. Es wird eindeutig durch seine Koeffizienten definiert. Diese werden als Feld
abgelegt. Eine Methode set Pol ynomsetzt deren Werte. Fiir die Polynomberechnungen sind
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die Methoden wer t und wert Er st eAbl ei t ung festzulegen. Eine Methode t 0St ri ng
gibt das Polynom als String aus, eine Methode konsol enEi ngabe ermdoglicht die
Tastatureingabe der Koeffizienten.

Polynom
- koeffizienten: doubl e[ ]
+ set Pol ynon{doubl e[]): voi d
+ konsol enEi ngabe(): voi d
+ wert (doubl e): doubl e
+ wert Er st eAbl ei t ung(doubl e): doubl e
+ toString(): String
Polynom.java
/'l Polynom java MM 2008
i mport Tools. 10 *; /'l Ei ngaben
/ * %
* Pol ynom Berechnung mt Hornerschem
*/

public class Polynom
extends DifferenzierbareFunktion

{
/* _________________________________________________ */
/1 Attribute
/**
* Pol ynonkoef fi zi ent en.
*/
private double[] koeffizienten = { 0};
| o o i e e e o o e e e e e e e e e e e e e e meee e m o *
/'l set-Methoden
/**

* Setzt Pol ynonkoeffizienten fest.
* @aram koeff Koeffizienten des Pol ynons

*/
public void setPolynom( double[] koeffT)
{
koeffi zi enten = koeff;
}
/**
* Pol ynonei ngabe ueber Konsol e.
*/
public void konsolenEingabe()
{

/'l Ei ngabe der Pol ynonkoeffizi enten
System out. println( "Pol ynonei ngabe");
i nt grad,
do
{
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grad = | Olool s. readl nt eger
(" Gad des Polynoms (>=0): ");
} while( grad < 0);
Systemout.println( " " + grad);

doubl e[] koeff = new double[ grad + 1];
for( int i =0; i <grad + 1; i++)

doubl e ei ngabe = | Olool s. readDoubl e
(" " +1 +". Koeffizient: ");
Systemout.println( " " + eingabe);
koeff[ i] = eingabe;
}

/'l Setzen der Pol ynonkoeffizienten
set Pol ynom( koeff);

[/l service-Mthoden

* Berechnen eines Funktionswertes mttels HORNER
* @aram arg Argunent
* @eturn Wert der Funktion an der Stelle arg

*/

public double wert( double arg)

{
double erg = 0;
for( int i = koeffizienten.length - 1; i >=0; i--)

erg = erg * arg + koeffizienten[ i];

return erg;

}

/**

* Berechnen einer Ableitung mttels
* erweitertem HORNER
* @aram arg Argunent
* @eturn Wert der ersten Ableitung an der Stelle arg
*/
public double wertErsteAbleitung( double arg)

{
double erg = 0, ergl = O;
for( int i = koeffizienten.length - 1; i > 0; i--)
{
erg = erg * arg + koeffizienten[ i];
ergl = ergl * arg + erg;
}
return ergl;
}
/* _________________________________________________ */

/'l toString-Methode
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/**

* Darstellung eines Pol ynomns.
* @eturn Polynomin |inearer Schreibweise

*/
public String toString()
{
String str = "" + koeffizienten[ O0];
for( int i =1; i < koeffizienten.length; i++)
str +=" + " + koeffizienten[ i] + " x™ + 1i;
return str;
}
}

5.3.4 Klasse RationaleFunktion

r
ax'
I:)r (X i=0 I

P,(x

f(x)=

S

) _£
) b. x

i
i=0

Rationale Funktionen unterteilt man in ganzrationale (s = 0, r > 0: Polynome) und
gebrochenrationale (s > 0; s <r echte, r > s unechte) Funktionen. Im zweiten Fall sind diese
nicht notwendig stetig. Folglich werden sie direkt von der Klasse Funkti on abgeleitet.
Zidhler und Nenner sind Polynome. Diese werden als Attribute aufgenommen. Die set -
Methode iibergibt diese. Fiir die Wertberechnung wer t , die Methode konsol enEi ngabe
und die Funktionsdarstellung t oSt ri ng werden die entsprechenden Methoden fiir das
Ziahler- und Nennerpolynom der Klasse Pol ynomherangezogen.

RationaleFunktion

- zaehler: Pol ynom
- nenner: Pol ynom
+ set Rati onal eFunkti on(Pol ynom Pol ynon): voi d
+ konsol enEi ngabe(): voi d
+ wert (doubl e): doubl e
+ toString(): String

RationaleFunktion.java

/'l Rational eFunktion.java MM 2010
/**

* Rational e Funktion, Polynom/ Pol ynom

*/

public class RationaleFunktion
extends Funktion

5* _________________________________________________ */
[l Attribute
/**
* Zaehl er.
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*/
private Polynom zaehler;

/**

* Nenner.
*/
private Polynom nenner;

/* _________________________________________________ */
/'l set-Methoden
/**
* Rational e Funktion.
* @aram z Zaehl er pol ynom
* @aram n Nenner pol ynom
*/
public void setRationaleFunktion
( Polynom z, Polynom n)
{
zaehler = z;
nenner = n;

}
/**

* Ei ngabe einer rational e Funki on ueber Konsul e.
*/
public void konsolenEingabe()

/'l Ei ngabe der Zaehl er- und Nennerpol ynone
Systemout.println( "Zaehler");
Pol ynom zaehl er = new Pol ynon();
zaehl er . konsol enEi ngabe() ;

Systemout. println( "Nenner");
Pol ynom nenner = new Pol ynomn();
nenner . konsol enEi ngabe();

/'l Setzen der Funktionskoeffizienten
set Rat i onal eFunkti on( zaehl er, nenner);

| % o o e e e e e e e e e e e e e e e e memmm e *
!/ service-Mthoden

* Berechnen ei nes Funktionswertes,
* muss nicht existieren.
* @aram arg Argunent
* @eturn Wert der Funktion an der Stelle arg
*/
public double wert( double arg)
{

}

return zaehler.wert( arg) / nenner.wert( arg);
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/* _________________________________________________ */
/1 toString-Mthode
/**
* Darstellung einer rational en Funktion.
* @eturn Funktion in |inearer Schrei bweise
*/
public String toString()
{
return "( " + zaehler.toString() + " )" +" [ " +
"(" + nenner.toString() + " )";
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Einige in einem Bereich der reellen Zahlen stetig differenzierbare Funktionen lassen sich als
Grenzwerte konvergenter Potenzreihen entwickeln, so zum Beispiel Exponentialfunktion und
Winkelfunktionen. Da diese Reihen unendlich sind und wir nur endliche Algorithmen und
endliche Datendarstellungen verarbeiten konnen, miissen die Berechnungen geeignet
abgebrochen werden. Wir erhalten Niherungswerte fiir die Funktionsberechnungen. Die dabei
entstehenden Rechenfehler diirfen sich nur unwesentlich auf das Ergebnis auswirken,

ansonsten wird eine Fehlerbehandlung notwendig.

5.4.1 Exponentialfunktion

Y 4 e
J——
> X
. . . © Xi Xz X3
Reihenentwicklung: f(x):e :Z-_,:1+X+§+§+"'
i I! ! !

Konvergenzbereich: X < o0

Algorithmus fiir die Reihenentwicklung

Um die Berechnung zu optimieren, bestimme den neuen Summanden aus dem alten und
addiere ihn zur bis dahin berechneten Summe. Wiederhole das solange, bis der neue
Summand so klein ist, dass er keinen Beitrag zur Summe bildet, d.h. die Summe sich nicht

mehr verdndert (Rechnergenauigkeit).

Programm fiir die Reihenentwicklung

private double myExp( double Xx)

{

doubl e al teSumme, neueSumme = 1, summand = 1;

int i = 0;

do // Reirhenentwicklung

1.
i++;
summand *= x / 1; // neuer Summand
alteSumme = neueSumme; // neue Summe

neueSumme += summand;

} while( neueSumme != alteSumme);
return al teSume;

}
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In einem Testprogramm wurden einige Funktionswerte mit der Reihenentwicklung berechnet
und die Ergebnisse mit der Klassenmethode exp der Klasse Mat h verglichen.

Exp.out

'md und Java auf C

myEx i.68
Math.exp 1.8

’ myExp B.6865386597126333
Math.exp B.6865386597126334

myExp B.3678774411714424%
Math.exp B.36787944117144233

myExp B.223130160814842976
Math.exp B.22313816814842982

'md und Java auf C

.
myExp 3.453758578655889E-9
Math.exp 6.224144622987783E11

.8
myExp 3.44368535428889986E-7
Math.exp 3.7751345442796098E-11

.5
myExp —8.288647456316813E-7
Math.exp 2.289734845645553E11

.8
myExp 8.181278781B2B6B6E-7
Math.exp 1.3887743864964821E-11

Eehlerbehandlung

Fiir sehr kleine x wird der Wert der Funktion negativ. Diese Fehler entstehen als Rechenfehler
und deren Fortpflanzung bedingt durch die Endlichkeit der Zahlendarstellung. Es ist eine
Ergebniskorrektur notwendig:

1
el
private double myExpBesser( double x)

{

Man berechnet deshalb e‘x‘ und setzt fiir X <0 dann e* =

iIf( Xx < 0) return 1 /7 myeExp( -x);
return myExp( Xx);

5.4.2 Klasse Exp

Der Aufbau der Klasse entspricht dem der Klasse Pol ynom wobei Attribute und damit eine
set -Methode fiir die Exponentialfunktion iberfliissig sind. Die Reihenentwicklung und
deren Verbesserung werden in zwei pr i vat e-Methoden vorbereitet.

Informatik/Numerik 5-21/30



Universitét Leipzig Institut fiir Informatik
Dr. Monika Meiler

Exp
+ wert (doubl e): doubl e
+ wert Er st eAbl ei t ung(doubl e): doubl e
+ toString(): String
- nyExp(doubl e): doubl e
- nyExpBesser (doubl e): doubl e
Exp.java
/'l Exp.java MM 2008
| **
* Exponenti al funktion e ™ x.
*/

public class Exp
extends DifferenzierbareFunktion

{

/* _________________________________________________ */
!/l service-Mthoden

/**

* Berechnen ei nes Funktionswertes f( x) = e ™ Xx.
* @aram arg Argunent
* @eturn e N arg
*/
public double wert( double arg)
{

}

/**

* Berechnen der ersten Ableitung f'( x) = e ™ x.
* @aram arg Argunent
* @eturn Wert der ersten Ableitung an der Stelle arg
*/
public double wertErsteAbleitung( double arg)
{

return myExpBesser( arg);

return wert( arg);

| % o o o e e e e e e e e e e e e e e e e e memmm e * |
/'l Rei henent wi ckl ung

Exponenti al f unkti on ( Rei henentw ckl ung):
*erx=1+x+(xn2)/ 2 +(xn™3) [/ 3!
* @aram x Argunent
* @eturn Wert an der Stelle x nach Rei henentw ckl ung
*/
private double myExp( double Xx)
{
doubl e al teSumme, neueSumme = 1, summand = 1;
int i =0;
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do // Reirhenentwicklung
{.
i++;
summand *= x / 1i; // neuer Summand
alteSumme = neueSumme; // neue Summe

neueSumme += summand;
} while(( neueSumme = alteSumme)/*&& (1 < 10)*/);

return alteSumme;

}

/**
* Verbesserte Exponenti al funkti on:
* Fuer x < 0 berechne e » x =1/ (e ™ -X).
* @aram x Argunent
* @eturn Wert an der Stelle x nach Rei henentw ckl ung
*/
private double myExpBesser( double x)

{
1IT( X < 0) return 1 /7 myExp( -X);
return myExp( x);
}
/* _________________________________________________ */
/'l toString-Methode
/**

* Darstell en der Funktion e.
* @eturn Funktion in |inearer Schrei bweise

*/
public String toString()

{
return "f( x) = e ™ x";

}

Das Testprogramm berechnet fiir gegebene Argumente X die Funktion e€*, vergleicht die
Ergebnisse der Reihenentwicklung und der verbesserten Reihenentwicklung mit denen die

Mat h. exp( x) liefert.

ExpTest.java
/'l ExpTest.java MM 2010

/**

* Test der Klasse Exp.
*/

public class ExpTest

{

/**
* Berechnet fuer gegebene x die Funktion e " X,
* vergl ei cht Ergebnis der Rei henentw cklung und
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* Ergebni s der verbesserten Rei henentw ckl ung
* mt Ergebnis der Math.exp( Xx).
*/
public static void main( String[] args)
{
/'l Neue Funktion
Exp fkt = new Exp();

/'l Funktionsausgabe
Systemout.println();
Systemout. println( "Funktion " + fKt);

/1 Wertevergleich
Systemout.println();
Systemout.println
( "Vergleich von 0 bis -25, Schrittweite -0.5");

for( double x = 0; x > -25.5; x -= 0.5)
{
Systemout.println();
Systemout.println( "e " + X);

Systemout.println
( "\tnyExp \t=" + Ffkt.myExp( X));

Systemout.println
( "\tnyExpBesser\t= " + fkt.myExpBesser( X));

Systemout.println
( "\tMath. exp \t=" + Math.exp( X));

}

System out. println();

-23.5
myExp 4537585 78655889E-9
myExpBezzer 224144622907 7B5E-11
Math.exp L2241 44622987783 E-11

.8

myExp 4438535428809 786E-7
myExpBezzer L775134544279@997E-11
Math.exp JP75134544279AYEE-11

.5

myExp —8.288647456316813E-7
myExpBesser .2897348456455514F-11
Math.exp .289734845645553E-11

.8

myExp . FETE182686B6E-7
myExpBesser . 24386476481 3E-11
Math.exp . 43864764821 E—-11
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5.4.3 Winkelfunktionen
Reihenentwicklung:  f(x)=sin(x)= i (- 1)i X

Konvergenzbereich: X <o

Programm fiir die Reihenentwicklung

private double mySin( double Xx)
{

Institut fiir Informatik
Dr. Monika Meiler

doubl e al teSumme, neueSumme = x, summand = Xx;

int j = 1;

do // Reirhenentwicklung
{

J++; summand *= -x * x / j;
J++; summand /= j;

alteSumme = neueSumme;
neueSumme += summand;

} while( neueSumme I= alteSumme);

return alteSunmme;

}

Ausschnitt aus der Wertetabelle fiir x=k -z, k €[0,20] = sin(x)=0

md und Java auf C

=in 53.40878751118265
mySin 701726.7425829438
Math.=sin -1.5681668835452004E-14

56.54B6677646163
mySin —1@48387.2294607762
Math.sin 1.9211171783433777E-14

L9.670260418286894

mySin 3.7338351599725133E8
Math.sin —-2.2542166833223536E-14

62.83185387179587
mySin 1.2114766957620123E16
Math.=sin 2.59724158321893E-14

65.97344572538569
mySin 2.45814844763B587E18
Math.sin —2.74026648307750064E-14

// neuer Summand

// neue Summe

Fehlerbehandlung

Auch hier entstehen, bedingt durch die Endlichkeit der Zahlendarstellung, fiir grofle
Argumente X durch Rechenfehler und deren Fortpflanzung behafte Funktionswerte. Diese
Fehler entstehen fiir groe X durch ihre geringere Darstellungsdichte und lassen sich durch

T

eine Transformation des Wertes X auf das dichtere Intervall X [0, 5 } beheben.
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private double mySinBesser( double x)
{
int s = 1; /1 Vorzei chen
/] x <0
if( x < 0)
{
X = =X
S = -S;
¥
[l x > Pl
while( x > Math.Pl)
{
X -= Math.PI;
S = -S; // Vorzeichenwechsel
/Il x > Pl/2

1IT( x > Math_PI1/2) x = Math.Pl - x;

return s * mySin( x);

}

Ausschnitt aus der Wertetabelle fiir x=k -z, k €[0,20] = sin(x)=0

'mid und Java auf C

zin 56.54B6677646163
mySin
mySinBesser
Math.sin i

-1848387.22946087%62
—3.552713678880581E-15
711191 783433777E-14

=in 57 .6902604182860%94
mySin
mySinBeszer
Math.sin

=in 62.83185387179587
mySin 1.211476695V620123E18
mySinBeszer —3.5527136788BASA1E-15
Math.sin 2.57724158321873E-14

s=in 65.97344572538567

3.7338351599725133E8
3.552713678888581E-15
—2.2542166833223536E-14

mySin

mySinBezszer
Math.zin

2.45814844963858%E18
3.55271367880AB581E-15

—2.9482664830975064E-14

Weitere trigonometrische Funktionen lieBen sich analog durch ihre Reihenentwicklungen
berechnen. Besser ist die Anwendung von ausgewdhlter Grundbeziehungen zwischen den
Winkelfunktionen, wie zum Beispiel

Informatik/Numerik

cos(x) = sin(% + X) fiir|X| < o0,

) ir x| <= und
cos(x)
cot(x) = cos(x) fir 0<x<rx.
sin(x)
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5.4.4 Klasse Sinus

Die Werteberechnung erfolgt unter Verwendung der Potenzreihe:

2i+1

sin(x) = (1) =

i (2i+1)
Sinus
+ wert (doubl e): doubl e
+ wert Er st eAbl ei t ung(doubl e): doubl e
+ toString(): String
- nySi n(doubl e): doubl e
- nySi nBesser (doubl e): doubl e
Sinus.java
/1 Sinus.java MM 2010
| **
* Si nusfunktion.
*/

public class Sinus
extends DifferenzierbareFunktion

{

/~k _________________________________________________ */
!/ service-Mthode

/**

* Berechnen eines Funktionswertes f( x) = sin( x).
* @aram arg Argunent
* @eturn sin( arg)
*/
public double wert( double arg)
{

}

/**
* Berechnen der ersten Ableitung
* f'(x) = cos( x) =sin( PI/2 + x).
* @aram arg Argunent
* @eturn Wert der ersten Ableitung an der Stelle arg
*/
public double wertErsteAbleitung( double arg)
{

}

| % o o o e e e e e e e e e e e e e e e e e e mmmm e *
/'l Rei henentw ckl ung

return mySinBesser( arg);

return wert( Math.Pl / 2 + arg);

/**

* Si nus- Funktion (Rei henentw ckl ung):
*sinx =x- (x”~3 [/ 3 +(x~"5)/ 5
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* @aram x Argunent
* @eturn Wert an der Stelle x nach Rei henentw ckl ung
*/

private double mySin( double Xx)

{
doubl e al teSumme, neueSumme = x, summand = Xx;
int j = 1;
do // Reirhenentwicklung
{
J++; summand *= -x * x / j; // neuer Summand
J++; summand /= j;
alteSumme = neueSumme; // neue Summe
neueSumme += summand;
} while(( neueSumme '= alteSumme)/*&& ( j < 10)*/);
return alteSume;
}
/~k~k

* Verbesserte Sinusfunktion:
* Transformation von x auf den Wertebereich [0, PI/2].
@ar am x Ar gunent
* @eturn Wert an der Stelle x nach Rei henentw ckl ung
*/

private double mySinBesser( double x)

*

{
int s = 1; /] Vorzei chen
[/ x <0
if( x < 0)
{
X = =X;
S = -S;
}
[/ x > Pl
while( x > Math.Pl) // 1. Variante
{
X -= Math.PI;
S = -S; // Vorzeichenwechsel
}
/*
if( x > Math.Pl) /1 2. Variante

{ int tenp = ( int)( x / Math.Pl);
if( temp¥2 !'=0) s = -s;
X =X - tenp * Math. Pl
}
*/
Il x > Pl/2
if( x > Math.P1/2) x = Math.PIl - x;
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return s * mySin( x);

}

| % o o e e e e e e e e e e e e e e e memmm e *
/'l toString-Methode
/~k~k
* Darstell en der Funktion sin.
* @eturn Funktion in |inearer Schrei bweise

*/
public String toString()
{
return "f( x) =sin( x)";
}

}

5.4.5 Klasse Cosinus
Die Wertberechnung erfolgt unter Verwendung der Klasse Si nus und der Beziehung:

cos(x) = sin(% + xj

Cosinus
+ wert (doubl e): doubl e
+ wert Er st eAbl ei t ung(doubl e): doubl e
+ toString(): String
Cosinus.java
/'l Cosinus.java MM 2008
| **
* Cosi nusfunkti on.
*/

public class Cosinus
extends DifferenzierbareFunktion

{

/* _________________________________________________ */
/] service- Mt hode

/**

* Berechnen eines Funktionswertes
* f( x) =cos( x) =sin( Pl/2 + x).
* @aram arg Argunent
* @eturn cos( arg)
*/
public double wert( double arg)
{
Sinus sin = new Sinus();
return sin.wert( Math.P1/2 + arg);
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}
/**

* Berechnen der ersten Ableitung f'(x) = -sin( x).
* @aram arg Argunent
* @eturn Wert der ersten Ableitung an der Stelle arg
*/
public double wertErsteAbleitung( double arg)
{
Sinus sin = new Sinus();
return -sin.wert( arg);

}

/* _________________________________________________ */
/'l toString-Methode

/**

* Darstell en der Funktion cos.

* @eturn Funktion in |inearer Schrei bweise

*/

public String toString()

{

}
}

return "f( x) = cos( x)";

Ausschnitt aus der Wertetabelle fiir x=k -7, k €[0,20] = cos(x)=+1

md und Java auf C

cos 53.40767511168265
cos . wert —1 . G68066REBARARAEBARAEZ
Math.cos -1.68

56 .5486677646163
cos.uwert 1.000660000EEH00OG2
Math.cos 1.8

57.678260418286874

cos . .wert —1 . 00660000066000062
Math.cos -1.8

62.83185307179589
cos . wert 1.606066066EREBEEREGE2
Math.cos 1.8

65.273445725385%69
cos.uwert —1 .008680000BEBH0O0E2
Math.cos -1.8
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