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Thesen II

Thesen

Wir untersuchen in dieser Diplomarbeit gewichtete Automaten mit Deflationsparameter iiber

Spurmonoiden.

Gewichtete Automaten werden in der theoretischen Informatik schon lange untersucht und
haben in der Bildverarbeitung [CK93, CK97] und Sprachverarbeitung [Moh97] Anwendung
gefunden. 2002 haben Droste und Kuske die Semantik gewichteter Automaten verallgemeinert
und Deflationsparameter eingefithrt [DKO03].

Spurmonoide sind endlich erzeugte, freie, partiell kommutative Monoide. Sie werden in der
Automatentheorie eingesetzt um nebenlidufige Prozesse zu modellieren. Droste und Gastin
zeigen in [DGY9] ein grundlegendes Resultat vom Kleene—-Schiitzenberger—Typ fiir gewichtete
Automaten iiber Spurmonoiden.

Analog zu der Arbeit von Droste und Gastin untersuchen wir gewichtete Automaten iiber
Spurmonoiden, jetzt allerdings mit der neuen Semantik. Wir kénnen zeigen:

Sei (X, I) ein Spuralphabet, M := M(X, I) das zugehorige Spurmonoid und C' :={a € ¥ | b :
alb}. Sei weiter K ein Semiring und ® : M — End(K) ein Monoidhomomorphismus. Dann
gilt:

o Ist K kommutativ und ®(M(C,I)) eine endliche Untergruppe von Aut(K), dann ist
K¢ (M)) abgeschlossen unter dem ®-Cauchy-Produkt.

o Ist K kommutativ und ®(M(C,I)) eine endliche Untergruppe von Aut(K), dann ist
K¢ (M)) abgeschlossen unter der Kleene-Iteration, angewendet auf monoalphabetische
und zusammenhéngende quasireguldre Potenzreihen.

o Alle ®—-erkennbaren formalen Potenzreihen sind ®-mc-rational.

Aus diesen Resultaten kénnen wir dann das folgende Hauptresultat dieser Diplomarbeit fol-
gern:

Satz (Hauptresultat) Sei (X,1) ein Spuralphabet, M := M(X, 1) das zugehdrige Spurmo-
noid und C := {a € ¥ | 3b : alb}. Sei weiter K ein Semiring und ® : M — End(K) ein

Monoidhomomorphismus. Dann gilt
1. Ky« ™ (M) 2 Kge(M).
2. Ist K kommutativ und ®(M(C,I)) eine endliche Untergruppe von Aut(K), dann ist
K ™ (M) = Ko (M)
Setzt man I = (), erhalten wir als Korollar das Resultat von Droste und Kuske. Mit ®(u) = idk
fiir alle u € M folgert man dagegen den Satz von Droste und Gastin.

Um die Schérfe der Voraussetzungen zu zeigen, konstruieren wir dariiber hinaus Gegen-
beispiele, die zeigen, dass sowohl die Endlichkeit von ®(M(C, I)) als auch die Einschrénkung
auf Automorphismen im Allgemeinen notwendig ist.
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Einleitung

Seit den fiinfziger Jahren untersucht man endliche Automaten als Modelle fiir terminierende
Prozesse auf endlichen Systemen. 1956 zeigte Kleene den fundamentalen Satz iiber die Aqui-
valenz von erkennbaren und rationalen Sprachen [Kle56]. Dieser Satz wurde dann in verschie-
dene Richtungen verallgemeinert bzw. erweitert.

Biichi untersuchte unendliche Worter iiber endlichen Automaten und konnte hier die die Aqui-
valenz der so genannten w-rationalen und w—erkennbaren Sprachen zeigen [Biic60].
Schiitzenberger untersuchte gewichtete Automaten, d.h. Automaten, deren Aktionen zusétz-
lich mit Kosten aus einem Semiring ausgestattet sind. Die Kosten werden entlang eines Laufs
eines solchen Automaten multipliziert. Fiir ein gegebenes Wort werden die Kosten durch die
Summe iiber alle Laufe des Wortes gebildet. Schiitzenberger zeigte fiir Abbildungen vom freien
Monoid in einen Semiring, so genannten formalen Potenzreihen, die Gleichheit der Klassen
der erkennbaren und rationalen Potenzreihen [Sch61].

Gewichtete Automaten haben erst kiirzlich wegen Threr Anwendungen im Bereich der Sprach-
verarbeitung [Moh97] und der Bildkompression (siehe z. B. [CK93, CK97]), aber auch wegen
Thres Nutzens im Model-Checking grofie Aufmerksamkeit erhalten.

Um unendliche Worter iiber gewichteten Automaten zu betrachten, muss man mit abzihl-
baren Produkten und iiberabzéhlbaren Summen umgehen.

Droste und Kuske schlagen in [DK03] ein neues Konzept vor. Sie verallgemeinern die Semantik
gewichteter Automaten und fithren im tropischen Semiring Ry,.x einen Deflationsparameter
0 < g < 1 ein. Die Kosten einer Transition werden mit einer Potenz von ¢ multipliziert
(Multiplikation im Korper der reellen Zahlen R ), wobei die Potenz umso mehr wéchst, je
spéter die Transition ausgefithrt wird. Das hat zur Folge, dass unendliche Produkte gebildet
werden konnen (geometrische Reihe in R). Die Summe iiber alle Pfade wird durch das Supre-
mum gebildet. Damit kénnen Droste und Kuske ein Biichi-Resultat fiir gewichtete Automaten
zeigen.

Zusétzlich wird es hierdurch moglich auch Prozesse in den Wirtschaftswissenschaften zu
modellieren, wo iiblicherweise die Kosten abhéngig von der Zeit abgezinst werden.

Die Multiplikation mit ¢ ist ein Endomorphismus von Ry,ax und insofern kann dieses Konzept
auf beliebige Automaten mit Kosten erweitert werden. Droste und Kuske, sowie Ulbrich in
[Ulb03] zeigen eine Verallgemeinerung des Satzes von Schiitzenberger fiir dieses Konzept.

Eine andere Verallgemeinerung endlicher Automaten sind Automaten iiber so genannten Spur-
monoiden. Die immer gréfler werdenden Anspriiche an Computer haben dazu gefiihrt, dass
rechenzeitintensive Aufgaben auf Multiprozessorsystemen gelost werden oder grofie Systeme
auf Clustern implementiert werden, wo Aufgaben unabhingig voneinander parallel ablaufen.

v



Einleitung A%

Nicht zuletzt das Internet hat diesen Trend noch verstarkt. Deshalb ist es wichtig Modelle fiir
nebenléufige Prozesse zu haben. Mazurkiewicz fithrte daher Spurmonoide ein; das sind Quo-
tienten des freien Monoids nach einer Kongruenz. Man fasst Worter, die bis auf Vertauschung
unabhéingiger Aktionen gleich sind, zu einem Objekt zusammen.

Ochmarnski zeigte 1984 [Och84, DM97, DR95] ein Kleene-Resultat fiir Spurmonoide. Droste
und Gastin entwickelten 1999 eine gemeinsame Verallgemeinerung der Resultate von Schiit-
zenberger [Sch61] und Ochmanski [Och84] und zeigten, dass die Klasse der erkennbaren
formalen Potenzreihen iiber Mazurkiewicz Spuren #quivalent ist zu der Klasse der so
genannten mc-rationalen Potenzreihen [DG99]. Diese ist die kleinste Klasse formaler Potenz-
reihen, die Monome enthélt, abgeschlossen ist unter punktweiser Addition, dem Cauchy—
Produkt und der auf quasiregulére, monoalphabetische und zusammenhéngende Potenzreihen
eingeschriankten Kleene—Iteration.

In dieser Diplomarbeit untersuchen wir gewichtete Automaten mit Deflationsparameter iiber
Spurmonoiden. Ziel ist eine Verallgemeinerung der Resultate von Droste und Kuske sowie

Droste und Gastin.

Wir fithren zunéichst in die Theorie der formalen Potenzreihen iiber Mazurkiewicz Spuren ein
und definieren gewichtete Automaten mit der Semantik von Droste und Kuske iiber Spur-
monoiden. Die Definition ist so gewihlt, dass sie eine Verallgemeinerung der alten Konzepte

ist.

Im 2. Kapitel zeigen wir dann zuerst den Abschluss der erkennbaren Potenzreihen unter dem
Hadamard Produkt. Danach zeigen wir mittels zweier anspruchsvoller Automatenkonstruk-
tionen, dass die erkennbaren formalen Potenzreihen unter gewissen Voraussetzungen abge-
schlossen sind sowohl unter dem Cauchy—Produkt als auch unter der Kleene-Iteration. Es ist
dann einfach zu folgern, dass unter diesen Voraussetzungen die mc-rationalen Potenzreihen

erkennbar sind.

Umgekehrt gilt aber auch, dass erkennbare Potenzreihen immer mc-rational sind, was wir im
danach folgenden Kapitel beweisen. Dabei gehen wir analog zu der Arbeit von Droste und
Gastin vor.

Zusammenfassend koénnen wir dann folgern, dass unter bestimmten Voraussetzungen die
Klasse der erkennbaren und die Klasse der mc-rationalen Potenzreihen iiber Spurmonoiden
auch mit der neuen Semantik dquivalent ist und damit ein neues Kleene—Schiitzenberger
Resultat beweisen, das sowohl das Resultat von Droste und Kuske als auch das von Droste

und Gastin verallgemeinert.

AuBerdem gebe wir in der Arbeit Gegenbeispiele, falls eine beliebige Voraussetzungen fehlt,
und zeigen damit die Schirfe der genannten Voraussetzungen bzw. die Optimalitit des

Ergebnisses.



1 Einfiihrung und Definitionen

Ein Alphabet ist eine endliche Menge. Thre Elemente heiflen Buchstaben.

Um einen sequentiellen Prozess zu modellieren, benutzt man ein Alphabet von elementaren
Aktionen. Man betrachtet dariiber Worter, d.h. endliche Folgen von Buchstaben bzw.
Aktionen. Die mathematischen Werkzeuge dazu entstammen der Monoidtheorie, da die Menge
aller Worter X* iiber einem endlichen Alphabet ¥ zusammen mit der Konkatenation das freie
Monoid iiber ¥ bildet. Ein Monoid ist eine algebraische Struktur mit einer assoziativen binédren
Operation und einem neutralen Element.

Endliche Automaten modellieren endliche diskrete Systeme und sequentielle Prozesse, die auf
diesen laufen. Sie werden schon seit den fiinfziger Jahren untersucht und ihre Theorie ist gut
entwickelt. Um die Theorie endlicher Automaten auch fiir nebenlédufige Prozesse zu nutzen,
fithrte Mazurkiewicz so genannte Spurmonoide ein. Wir werden im folgenden Abschnitt Spur-
monoide definieren und zwei, fiir diese Arbeit wichtige, Lemmata angeben. Fiir eine ausfiihr-
liche Darstellung der Spurtheorie siehe z. B. [DR95, DM97].

In den beiden darauf folgenden Abschnitten werden wir gewichtete Automaten mit Deflations-
parameter iiber Spurmonoiden definieren und wichtige Klassen von formalen Potenzreihen,
d.h. Abbildungen von einem Monoid in einen Semiring, einfithren. Fiir eine Ubersicht zu
formalen Potenzreihen siehe [Kui97].

1.1 Spurmonoide

Definition 1.1 Sei ¥ eine endliche Menge. Eine symmetrische irreflexive binére Relation [
iiber ¥ heilt Unabhdingigkeitsrelation. Das Paar (X, I) heifit dann Spuralphabet.

Definition 1.2 Sei (X, ) ein Spuralphabet und bezeichne ~ die kleinste Monoidkongru-
enz auf ¥* die die Menge {(ab,ba) | alb} enthélt. Dann heifit das Quotientenmonoid
M(3, 1) := X*/ ~ Spurmonoid iiber (X, 1) und seine Elemente heiflen Spuren. Fiir ein Wort
w € ¥* bezeichnet [w] die zugehoérige Spur. Insbesondere bezeichnet € das neutrale Element
in M(2, 1).

Bemerkung 1.3

(a) Ist I =0, dann ist M(3, I) das freie Monoid X*.

(b) Ist I = ¥ x X\ A, wobei A die Diagonalrelation {(a,a) | a € ¥} bezeichnet, dann ist
M(X, I) das freie abelsche Monoid, welches isomorph zum |¥|-fachen direkten Produkt
der natiirlichen Zahlen (N, +) ist.
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Wir fixieren nun fiir den Rest der Arbeit ein Alphabet ¥ und wéihlen fiir den Rest von
Abschnitt 1.1 eine Unabhéngigkeitsrelation I auf X.

Mit alb meinen wir intuitiv, dass die Aktionen a und b nebenldufig sind, d. h. parallel, unab-
héngig voneinander ausgefiithrt werden kénnen. Wir fassen deshalb im Spurmonoid Worter in
einer Aquivalenzklasse zusammen, die bis auf die Reihenfolge nebenléufiger Aktionen gleich

sind.
Sei w = ay...a, € Y. Fir alle 1 < ¢ < n — 1 definieren wir dann o;(w) :=
aj ...Q;—10;+10;0;12 . .. ay falls a;la;y1 und o;(w) := w sonst. Sei auBlerdem op(w) = w

fir alle w € ¥*.

Lemma 1.4 Sei u,v € ¥*. Dann ist [u] = [v] genau dann, wenn es eine endliche Folge
ki,...,kn in N gibt mit oy, ...o0k, (u) = v.

Beweis. Bezeichne ~ die kleinste Monoidkongruenz auf ¥*, die {(ab,ba) | alb} enthilt. Sei
u = ura;a;p1ug € 3*. Wir zeigen zunichst o;(u) ~ u. Ist (a;,a;41) ¢ I oder i = 0, dann gilt
oi(u) = u ~ u. Sei also (a;,a;+1) € I und i > 1. Es ist dann a;a;41 ~ a;+1a; und da ~ eine
Kongruenz ist, bekommen wir u = uja;aj+1us ~ uja;yia;uz = o;(u).

Da ~ transitiv ist erhalten wir

{(ab,ba) | aIb} C {(u,v) € ¥* x X* | ImIk1, ..., km : 0p,, ... 0k, (u) =0} T ~.

Man rechnet nun leicht nach, dass {(u,v) € ¥* x ¥* | Im3ky, ..., kn : ok, ... 0k, (u) = v}
schon eine Kongruenz ist. Da ~ die kleinste Kongruenz war, die {(ab,ba) | alb} enthilt,
bekommen wir

{(u,v) € X* x X* | ImIky,... ,kpm : 0k, ... 0, (u) =0V} = ~. m
Fiir v,w € ¥* und A, B C ¥ legen wir folgende Abkiirzungen fest:

(i) Seiw=ay...a, € ¥* mit a; € 3. Dann bezeichnet |w| := n den Betrag oder die Linge
von w. Die Lange des leeren Wortes ist 0.

(ii) a(w) bezeichnet die Menge aller Buchstaben, d. h. Elemente aus ¥, die in w vorkommen.
(iii) Man sagt zwei Mengen A, B C ¥ sind unabhdngig, in Zeichen AIB, wenn A x B C 1.

(iv) Zwei Worte w, v heilen unabhingig, falls a(w)Ia(v). Wir schreiben dann wlv. Weiter
ist wlA < a(w)IA.

(v) Eine Menge A C ¥ heif}t zusammenhdngend, wenn es keine echte Zerlegung CUD = A
mit CID gibt.

(vi) w heiit zusammenhdingend, wenn «(w) zusammenhéngend ist.
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Wir definieren diese Bergriffe in dhnlicher Weise fiir Spuren. Mit Lemma 1.4 sieht man leicht,
dass die folgenden Definitionen wohldefiniert sind.

Definition 1.5 Sei [w], [v] € M(X, ). Wir definieren:

1wl = .
2. a(jw]) = a(w).

3. [w]Iv] :& wlv. Wir sagen dann, w und v sind unabhingig. Analog definieren wir fiir
ein A C ¥ auch [w]lA.

4. [w] heiit zusammenhingend, wenn w zusammenhéingend ist.

5. Gibt es eine Spur [z] mit [v][z] = [w] ( bzw. [z][v] = [w]), dann heiit [v] Prdfiz (bzw.
Suffiz) von [w].

Definition 1.6 Eine Sprache L C M(X, ) heifit zusammenhdingend, wenn jedes Element

zusammenhéngend ist. Sie heifit monoalphabetisch, falls a(w) = a(w’) fiir alle w,w’ € L.

Folgendes zentrale Lemma zur Faktorisierung von Spuren ist auch als Levi-Lemma fiir Spuren
bekannt:

Lemma 1.7 (siehe z. B. [Die90]) Sei u,v,z1...2, € M(3,I). Dann ist uv = z1...z2,
genau dann, wenn es r;,s; € M(3,1) gibt, mit w = 71 ...70, UV = S1...8n, 2 = 1r;i8; fur
allei=1,...n und s;Ir; fir alle1 <i<j<n.

1.2 Gewichtete Automaten

In dieser Arbeit werden gewichtete Automaten untersucht. Die Gewichte stammen dabei aus
einer algebraischen Struktur, die viele unterschiedliche Anwendungen erlaubt — dem Semiring.

Ein Semiring ist, kurz gesagt, ein Ring ohne Subtraktion:

Definition 1.8 Ein Semiring ist eine algebraische Struktur K = (K,+,-,0,1), in der
Folgendes gilt:

(i) (K,+,0) ist ein kommutatives Monoid.
(ii) (K,-,1) ist ein Monoid.
(iii) - ist (sowohl von links als auch von rechts) distributiv iiber +.

(iv) 0-x=2-0=0 fiir alle z € K.
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Ein Semiring heifit kommutativ, wenn die Multiplikation - zusétzlich kommutativ ist.
Bezeichne im Folgenden K immer einen Semiring.

Wir geben nun wichtige Beispiele fiir Semiringe. Hier wird auch schon deutlich, warum sich
mit gewichteten Automaten viele unterschiedliche Systeme modellieren lassen.

Beispiel 1.9
1. Die natiirlichen Zahlen (N, +,-,0,1).

2. Der Semiring Ryax = (R> U {—00}, max, 4+, —00, 0).
3. Der probalistische Semiring ([0, 1] , max, -, 0, 1).

4. Der boolesche Semiring B = ({0, 1}, max, min, 0, 1).

Eine Abbildung ¢ : K; — Ky zwischen zwei Semiringen K; = (K, +1,1,01,11) und
Ky = (Kg,+9,2,09,12) heiBt Semiringhomomorphismus oder kurz Homomorphismus, falls
Folgendes gilt:

¢(01) = 02 p(11) =1z
oz +1y) = p(x) +2 p(y) ez 1Y) = o) 2 0(y) fiir alle z,y € Kj.

Ein Homomorphismus ¢ : K — K heifit Endomorphismus von K. Die Menge aller Endomor-
phismen eines Semirings K bilden, ausgestattet mit der Komposition von Abbildungen o und
der identischen Abbildung idk als neutralem Element, ein Monoid. Dies ist das so genannte

Endomorphismenmonoid, welches wir mit End(K) bezeichnen.

End(Rpax) ist wohlbekannt, denn es gilt das folgende Lemma:

Lemma 1.10 ([DKO03, Lemma 5.1]) Sei ¢ ein Endomorphismus von Rmax. Dann gibt es
ein ¢ > 0, sodass p(x) = q - x fir alle © € Ryax-

Umgekehrt gilt aber auch fiir alle ¢ > 0, dass die Abbildung x — ¢ -z ein Rpax—
Endomorphismus ist. Deshalb ist End(Rmpax) isomorph zu (R>o,-), wobei - die gew6hn-
liche Multiplikation im Koérper R bezeichnet. Wir werden aus diesem Grund End(Ry,ax) mit
(R>p, -) identifizieren.

In der klassischen Theorie gewichteter Automaten betrachtet man ein Wort von elementaren
Aktionen. Die Aktionen werden sequentiell gelesen und 16sen Zustandsiibergéinge des Systems
aus, die Kosten aus K verursachen. Um die Kosten eines Wortes zu erhalten, multipliziert
man die Kosten der Aktionen in der Reihenfolge ihres Auftretens. Die Hohe der Kosten ist
allerdings unabhéngig vom Zeitpunkt der Ausfithrung.

Modelliert man Prozesse z. B. in den Wirtschaftswissenschaften so wirkt sich aber der Zeit-
punkt auf die Hohe der zu kalkulierenden Kosten aus, da das Kapital in der Zwischenzeit
Zinsen abwirft. Die Hohe einer Zahlung in der Zukunft wird abgezinst. Um diesem Sachverhalt
Rechnung zu tragen, wenden wir auf die Kosten einen IK—-Endomorphismus an, der abhéngig
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von den schon abgearbeiteten Aktionen ist. Wir fithren dazu einen Deflationsparameter ® ein,
der jedem Wort w ein IK—Endomorphismus zuordnet.

Wir geben ein Beispiel: Angenommen wir berechnen Kosten in Ry und kénnen Aktionen
a und b ausfithren. Nehmen wir weiter an, dass das Ausfithren von Aktion a eine Periode
und das Ausfithren von Aktion b zwei Perioden dauert. Sei der marktiibliche Zinssatz fiir eine
Periode 7% bei kontinuierlicher Verzinsung und sei ¢ := ¢ ~%97. Wurden Aktionen w = a ... ay,
schon ausgefiihrt, so wenden wir auf die Kosten der folgenden Aktion den Endomorphismus
glat2vle an (Jw|, bzw. |w|, bezeichnet die Anzahl von a’s bzw. b’s in w). Dies entspricht
genau dem iiblichen Abzinsen in den Wirtschaftswissenschaften.

Ein Modellierungsbeispiel mit einem Faktor ¢ > 1, findet man in [Ulb03].

Wir werden diese Beschreibung jetzt formalisieren und gewichtete Automaten mit Deflations-
parameter einfiihren.

Sei @Q eine endliche Menge. Wir fassen dann die Menge K9*? als Menge von Matrizen
auf, die durch @ indiziert werden. Wie man leicht nachrechnet, bildet K@*? zusammen
mit der punktweisen Addition + und der iiblichen Matrizenmultiplikation - einen Semiring
(]I{QXQ,+, -,O,E). Hierbei bezeichnet 0 die Matrix, deren Eintrdge alle 0 sind und E die
iibliche Einheitsmatrix.

Sei fiir den Rest des Kapitels 1 ein Spuralphabet (3,1) fixiert und sei M = M(X,I).
Wir fixieren weiter mit ® : M — End(IK) einen Monoidhomomorphismus. Es gibt dann
einen korrespondierenden Monoidhomomorphismus, von IM nach End(]KQXQ)7 definiert durch
[@(u)(B)];; := ®(u)(Bjj) fiir alle Matrizen B € K®*?, Diesen bezeichnen wir wieder mit .
Beachte auflerdem, dass ¢ durch das Bild von ¥ eindeutig bestimmt ist. Deshalb ist durch ¢
auch fiir jedes weitere Spurmonoid M(X, I') mit I’ C I, ein Monoidhomomorphismus ® von
M(X, I’) nach K bzw. K&*® gegeben.

Definition 1.11 Sei @ eine endliche Menge und M(X, I) ein Spurmonoid. Eine Abbildung
p: M(Z,I) — KX heiflt & Morphismus, falls

w(uv) = p(u)®(u)(p(v)) fir alle u,v € M(X,1).

Um die Notation zu entlasten, werden wir auch p(uv) = p(u)®(u)p(v) schreiben.
Wir kommen nun zur zentralen Definition dieses Abschnitts:

Definition 1.12 Ein gewichteter ®—Automat mit Kosten in K, oder kurz ®—Automat, ist
ein Quadrupel (Q, \, i, y), wobei gilt:

(i) Q ist eine endliche Menge.
(ii) p: M — K@*? ist ein ®-Morphismus.

(iii) A € K@ und v € K@x1,

i € @ heifit initial, falls A\(7) # 0 und final, falls v(i) # 0.
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Wie bei allen folgenden Definitionen werden wir auch hier auf ® in der Notation verzichten,
falls ®(u) = idgk fiir alle v € M.

Gewichtete d—Automaten modellieren diskrete Systeme mit Kosten. Man interpretiert die
Menge @ als die Menge aller moglichen Zustdnde des Systems. Befindet sich das System
im Zustand 4 so induziert eine Aktion a € X beispielsweise einen Zustandsiibergang nach
7. Im klassischen Fall der Kostenberechnung verursacht dieser Zustandsiibergang Kosten in
Hohe von pa;;. Wir dndern die Semantik wie oben beschrieben.Wurden schon Aktionen w
ausgefiihrt, so entstehen in unserem Modell Kosten von ®(w)pa,;. Dies sind die Kosten, die
entstehen, wéhrend das System lduft. Zusétzlich entstehen noch Kosten A(i) bzw. v(i) beim
Eintreten bzw. Verlassen des Systems im Zustand q.

Es ist oft hilfreich einen gewichteten ®—Automaten als gerichteten Graphen zu visualisieren.
Dabei identifiziert man die Knoten mit ¢ und zeichnet eine Kante von ¢ nach j, falls pa;; # 0,
fir alle i, j € Q und a € ¥. Diese Kante wird mit ,,a/pa;;* beschriftet.

Beispiel 1.13 Sei K = Rpax, @ = {1,2,3}, ¥ = {a,b}, I = {(a,b),(b,a)} und ®(a) =
®(b) = 1. Sei weiter

1 0 2 1 —00 2
pa=|-occ 2 0 po=|-0 2 1
-0 —00 3 —00 —o0 3

Dies visualisieren wir durch den folgenden Graphen:

Die Beschreibung als Graph benutzt nur g auf ¥ und beriicksichtigt nicht, dass p ein
®-Morphismus von M nach K?*? sein soll. Ist M das freie Monoid ¥*, gilt jedoch das
folgende Lemma:

Lemma 1.14 Sei Q eine endliche Menge und 11 : ¥ — K@% eine Abbildung. Dann gibt es
eine eindeutig bestimmte Fortsetzung p : ©* — K@*Q 2y einem ®-Morphismus.

Beweis. Der Beweis geht analog zum klassischen Fall, wo man ,,®-Morphismus* durch ,,Homo-
morphismus* ersetzt. ]
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Um Nebenlaufigkeiten zu simulieren, betrachten wir unser Modell iiber Spuren und miissen
deshalb fiir den Automaten fordern, dass er sich fiir dquivalente Worter gleich verhalt,
d. h. dass gilt: pab = pba falls alb.

Lemma 1.15 i : Y — K®@*Q [gsst sich genau dann zu einem ®-Morphismus pu : M — K@*Q
fortsetzen, wenn

wu(a) - @(a)(u(d)) = u®d) - @(b)(u(a)) fir alle a,b € ¥ mit alb. (1.1)

Beweis.
»,=" Klar.

,<=* Wir setzen mit Lemma 1.14 p zu einem ®—Morphismus p : 3* — K™*" fort. Sei
u = uja;aiuz € X*. Wir zeigen p faktorisiert zu einem ®-Morphismus auf M, d.h. u(v) =
p(u) fir alle v € [u]. Dazu reicht es nach Lemma 1.4 zu zeigen, dass u(u) = u(o;(u)). Ist
(ai,ait1) ¢ I oder ¢ = 0, so folgt p(u) = p(oi(u)) sofort. Sei also (a;,a;4+1) € I, i > 1 und
gelte Gleichung (1.1). Dann bekommen wir:

p(uraiaipiug) =pun ®(ur) (pa; ®(a;)pairr) P(uraa;41) pus
=pur @ (u1) (paiv1 P (aiv1)paq) P(uraivia;)pus

:M(u1a¢+1aiu2) = :U'(O-Z(u)) "

Wir interessieren uns fiir endliche Folgen von Aktionen und ihre Kosten im folgenden Sinn:
Sei A ein gewichteter ®—Automat und w = aj...a, eine Folge von Aktionen aus Y. Sei
weiter P : ty...t, ein Pfad durch den Graphen, der mit w beschriftet ist, d. h. eine Folge von
Transitionen der Form t; = (q;, s, (14a;)g;q4 .- ¢i+1), Wobei ¢; € Q einen Zustand bezeichnet.
Wir schreiben P : q; — g,11 und definieren die Kosten von P durch cost(P) := (pa1)g,qs -
P(a1)(pa2)gogs - - - P(ar ... apn—1)(1an)g,gns, - Die Kosten von w im System A definieren wir
nun als die Summe iiber alle Pfade, die w realisieren, multipliziert mit den entsprechenden
Kosten zum Eintreten und Verlassen des Systems:

Z Z Aq1)cost(P)®(w)y(gn+1)

TAn+1 Pigy Bqny
Wie man schnell nachrechnet, ist das Verhalten eines ®—Automaten in diesem Sinn &dquivalent
zur folgenden algebraischen Beschreibung:

Definition 1.16 Sei A = (Q, A\, i,7) ein ®—Automat mit Kosten in K. Das Verhalten ||A||
von A ist die Abbildung

lA: M — K
u = Ap(u)®(u)y = Z (@) ()i P (u) (v())-

Definition 1.17 Eine Abbildung S : M — K heifit ®-erkennbar, wenn es einen
d—-Automaten A gibt, sodass S =||A]|. In diesem Fall heifit A auch ®—-Darstellung von S.
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Es ist zunéchst unklar, wie Losungen aussehen, die Nebenbedingung (1.1) aus Lemma 1.15
erfiillen, da wir auf der einen Seite durch den Homomorphismus ® den Zeitpunkt mit ins Spiel
bringen, aber zugleich fordern, dass die Reihenfolge bestimmter Aktionen keine Rolle spielen
soll.

Die Existenz von Losungen ist trivial, da man ®(a) = ®(b) und pa = pb oder pa = 0
wéihlen kann. Auflerdem ist sowohl die klassische Definition von gewichteten Automaten iiber
Spurmonoiden, als auch die Definition von ®-Automaten iiber dem freien Monoid (siehe
[DKO03] oder [Ulb03]) ein Spezialfall von Definition 1.12. (Setze ®(u) = idk fiir alle u € K
bzw. I = ()). Weiterhin sind alle Polynome ®—erkennbar, wie wir spéter sehen werden.

Abgesehen von diesen Fillen gibt es weitere Beispiele:

Beispiel 1.18 Sei K = Rpax, £ = {a,b}, I = {(a,b), (b,a)}. Wegen Lemma 1.10 identi-
fizieren wir End(Rmax) mit (R>o, ).

Der Automat in Beispiel 1.13, sowie die folgenden beiden Automaten, erfiillen die Neben-
bedingung (1.1) aus Lemma 1.15.

1. Sei @ = {1,2}, ®(a) = ®(b) = % und
—o0 3 g 2 —00
pa = pb = = [O —oo} v =
—oo 1 -0 1 0
a/3 a/l
by b
Dieser Automat erkennt S, definiert durch
3+ % (1 - (%)nﬂgfz) sfalls n #£ 0
(S.a"0) = 2 (1= () ) +2(H)"" sfallsn=0und k £0
—00 ; sonst
2. Sei Q = {1,2}, ®(a) = ®(b) = 1 und
—oo 1 % 1 —00
pa = pb = = [O —oo} Y=
3 —o0 3 2 0



Formale Potenzreihen

Dieser Automat erkennt S definiert durch

n+k—1
1—-(L 2 1\n+k—1
2 (91% +(3)
(S, a"b") 1 (1)n9+12€—2 k—2 k-1
) = —\5 1\nthk— 1\ntk=1 19
2 =+ (5) +(3) "y

—0o0

1.3 Formale Potenzreihen

; falls n 4+ k ungerade

;falls n + k > 0 gerade und k£ > 1

; sonst

Das Verhalten eines gewichteten ®—Automaten ist eine Abbildung S : M(3,I) — K. Solche
Abbildungen heilen formale Potenzreihen. Das Bild von u unter S bezeichnen wir mit (.S, u).

Weiter schreiben wir auch in Anlehnung an die iiblichen Potenzreihen

S = Z (S, u).u.

ueM

Wir statten die Menge der formalen Potenzreihen IK™ mit folgenden Operationen aus:

Seien S,T € KM. Dann definieren wir die Addition @ punktweise

(SeT,u)=(S,u)+ (T,u).

Das Hadamard—Produkt S ® T von S und T wird wie folgt definiert:

(S@T,u):= (S,u) - (T,u).

Das Hadamard—Produkt ist also einfach nur das punktweise Produkt zweier Reihen.

Zuletzt definieren wir das ®-Cauchy—Produkt ®¢ durch

(SOeTu)= > (Su1)®(ur)T(ug).

u1,u2€M
ulUI=1u

AuBerdem zeichnen wir zwei Abbildungen aus:

0:M—-K 1:M—-K

1
ut— 0 U —
{CD

sfalls u =€

; sonst
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Sei A C M. Dann bezeichnet im Weiteren 1 4 die Indikatorfunktion von A, d. h. die Abbildung,
die 1 fiir alle u € A annimmt und 0 sonst.

Die durch (KM @&, ©¢,0,1) gegebene Struktur bezeichnen wir mit Kg{(IM)). Wie iiblich
schreiben wir auch kurz ST fiir S ©®¢ T'.

Lemma 1.19 Die Strukturen Kg(M)) und (KM, @, ®,0, 1) sind Semiringe.

Beweis. Ulbrich zeigt in [Ulb03], dass Kg((¥*)) ein Semiring ist. Wie man an Definition 1.8
erkennt, ist die Klasse der Semiringe gleichungsdefiniert und bildet deshalb nach Birkhoffs
berithmten HSP-Theorem ([Bir35]) eine Varietét. Wie wir in Lemma 3.2 zeigen, ist die Ab-
bildung 77 : Kg(¥*)) — Ke(IM)), definiert durch

((S),u) =Y (S,w),
weu]

ein Homomorphismus. Dariiber hinaus ist sie surjektiv, wie man in Kapitel 3 sieht. Da
Varietéten abgeschlossen sind unter homomorphen Bildern, ist also auch Kg(IM)) ein Semi-
ring.

Natiirlich kann man den Beweis auch elementar fithren.

Da (KM, @,®,0,1) das M-fache direkte Produkt von K ist, folgt unmittelbar, dass
(KM @, ®,0,1p) ein Semiring ist. n

Fiir eine formale Potenzreihe S € Kg((IM)) heifit supp(S) := {u € M | (S,u) # 0} Trdger von
S. Gilt (S,e) =0, so heifit S quasireguldr.

Definition 1.20 Eine formale Potenzreihe mit endlichem Trager heifit Polynom. Die Menge
der Polynome bezeichnen wir mit Kg(IM).

Bestimmte Polynome zeichnen wir zusétzlich aus:

Definition 1.21 Seia € ¥U{e} und k € K. Dann heift die formale Potenzreihe k,, definiert

durch
(ko 10) = k fallsu=a ,
0 ;sonst

Monom.

Fiir k. ©®4 S schreiben wir auch kurz kS, denn (k. ©¢ S,u) = k - (S, u).

Sei S eine formale Potenzreihe. Wir setzen SY := 1 und induktiv fiir n € N : S := S Og
Sl = §"=1 ©4 S. Fiir eine quasiregulire formale Potenzreihe kénnen wir dann wie folgt
definieren:

Definition 1.22 Sei S eine quasiregulére formale Potenzreihe. Dann ist S* definiert durch:

|ul n

(S*,u) := Z(Si,u) = Z(Si,u) fir alle n > |ul.

=0 =0
Wir definieren auferdem St := S ®¢ S*.
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Sei v € M. Die Menge der Zerlegungen von u in n Faktoren ist die Menge Z; :=
{(u1,...,up) € M" | uy -+ u, = u}. Insbesondere ist Z0 = (), falls u # ¢ und Z0 = {e}.

Auflerdem definieren wir die Menge aller Zerlegungen von u: 2, := |J,cn 2, Wir haben
dann fiir eine formale Potenzreihe S:
(S"uw)y = > (Su)@wr)(S ug) - P(u .. un 1) (S, un)

(U1seun )EZT

und folglich, falls S quasiregulér

|ul

(S*u)=> > (Su)®(ur)(S,up) - Blu ... un_1)(S, un).

n=0 (U1,yun )EZT

Definition 1.23 Sei S € Kg(IM)) eine formale Potenzreihe.

1. S heifit zusammenhdingend, falls supp(S) zusammenhéngend ist.

2. S heifit monoalphabetisch, falls supp(S) monoalphabetisch ist. Wir setzen dann «(S) =
a(u) fiir ein u € supp(S), falls S # 0 und sonst «(0) = 0.

Wir kénnen nun folgende Familien von formalen Potenzreihen definieren:
Definition 1.24 Ki°(M)) bezeichnet die Familie aller ®-erkennbaren formalen Potenz-
reihen.

Definition 1.25
1. Die Familie KP*(M) der ®-rationalen Potenzreihen ist die kleinste Familie von
formalen Potenzreihen, fiir die Folgendes gilt:
(i) KP*(M)) enthilt alle Monome.
(i) KP*(M)) ist abgeschlossen unter & und ®g.
(i) KP*(M) ist abgeschlossen unter -Iteration, angewendet auf quasireguléire

Potenzreihen.

2. Die Familie ]Kglc_mt (M)) der d—mc-rationalen Potenzreihen ist die kleinste Familie von
formalen Potenzreihen, fiir die Folgendes gilt:
(i) Ky ™"(M) enthlt alle Monome.
(i) K ™M) ist abgeschlossen unter @& und Gg.

(iif) Ko ™"(M) ist abgeschlossen unter sIteration, angewendet nur auf Potenz-
reihen, die quasiregulér, monoalphabetisch und zusammenhéngend sind.

Folgendes wohlbekannte Lemma aus der Theorie der klassischen formalen Potenzreihen
itber dem freien Monoid kénnen wir auf formale Potenzreihen iiber Spurmonoiden mit dem
d—Cauchy—Produkt iibertragen:
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Lemma 1.26 (vgl. [BR88, Lemma 4.1]) Seien U,T € Kg(M)) zwei formale Potenz-
rethen mit T quasiregulir. Die eindeutige Liosung der Gleichung S = U @ T ©g S (bzw.
S=U®SoeT)ist die Reihe S =T* ©3 U (bzw. S=U ©¢ T*).

Beweis. Da Kg(M)) ein Semiring ist, geht der Beweis weitgehend analog zu [BR88]. Wir
geben ihn der Vollsténdigkeit halber trotzdem an.

Wie man mit der Distributivitét von K leicht sieht, ist (7%, u) = (T ©®¢ T%, u) fir alle u # ¢.
Deshalb bekommen wir T* = 10T O T und damit T* ©e U = U ®T O T* ®4 U. Also ist
T* ®4 U eine Losung. Das es die einzige ist, sieht man wie folgt:

Sei S=U®T ©¢ S. Dann bekommen wir fiir alle n € N:

S=UaT 0o UdT e S)=UdTU ®T?S
=UQTUST*UaTosS)=UcTUOT*UST?S

—1eT®..0THYU TS

Sei nun v € M und n = |u|. Dann ist (T""! ®¢ S,u) = 0 , da T quasiregulir und deshalb
(S,u) = (T* ®¢ U,u), was die Aussage beweist. Der andere Fall geht analog. n



2 Abschlusseigenschaften

Im folgenden Kapitel untersuchen wir die Klasse der ®—erkennbaren formalen Potenzreihen
auf Abschlusseigenschaften. Zuerst werden wir den Abschluss unter dem Hadamard—Produkt
untersuchen und feststellen, dass man das klassische Resultat iibertragen kann, d.h. wir er-
halten den Abschluss falls der Semiring kommutativ ist.

In den darauf folgenden Abschnitten untersuchen wir das ®—Cauchy—Produkt und die
x—Iteration. Nur unter sehr eingeschriankten Voraussetzungen kénnen wir hier den Abschluss
zeigen.

Wir wéhlen nun fiir den Rest der Arbeit ein Spuralphabet (X, I) und einen Semiring K. Wir
kiirzen ab: M := M(X, I). AuBerdem fixieren wir mit ® : M — End(K) einen Endomorphis-
mus. Wir definieren noch folgende Menge, die sich als zentral erweisen wird:

C:={acX|IbeX:alb}

2.1 Hadamard-Produkt

Wir zeigen jetzt, dass fiir einen kommutativen Semiring die Klasse der ®—erkennbaren
formalen Potenzreihen abgeschlossen ist unter dem Hadamard—Produkt.

Definition 2.1 Sei K ein Semiring und n = {0,1,...,n — 1} und m = {0,1,...,m — 1}
natiirliche Zahlen. Sei weiter A € K™*" und B € K™*™. Das Tensorprodukt A ® B ist
definiert durch

AgoB An B ce Apn_1B
App. | 0B AnB o AnaB K xnm. (2.1)
| Ap—10B Ap-1B ... Ap_1p1B)

wobei A;; B die Blockmatrix bezeichnet, die entsteht wenn man jeden Eintrag der Matrix B
mit A;; multipliziert.

Lemma 2.2 Sei K ein kommutativer Semiring und n = {0,1,...,n — 1} und m =
{0,1,...,m — 1} natiirliche Zahlen. Sei weiter A,C € K"*™ und B, D € K™*™. Dann gilt

AC ® BD = (A® B)(C ® D).

13
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Beweis. AC ® BD und (A® B)(C ® D) sowie A® B und C' ® D sind Matrizen aus K™™>*"™,
Wir zerlegen alle in n? Blocke der Grofie m x m und schreiben [AC' ® BD]Y fiir den Block von

AC ® BD mit dem Index 4, j. Analog fiir die anderen Matrizen. Dann gilt, da K kommutativ
ist:

[AC ® BD]" = (AC)y;BD = <Z Aszkj) BD

Z sz Ck] )

:Z [A® B]"*[C @ D] = [(A® B)(C ® D)]" . n
k

Satz 2.1 Sei K kommutativ. Dann ist KF(M(X,1))) abgeschlossen unter dem Hadamard—
Produkt.

Beweis. Seien S, T € KE(M(X,I)) mit den @-Darstellungen (Q, A, ut,4!) bzw.
(Q?, )2, u2,+?). Wir identifizieren Q' mit der natiirlichen Zahl n = {0,1,...,]|Q' — 1} und

Q% mit m = {0,1,...,|Q? —1}. Sei pu(u) := p!(u) ® p?(u) fiir alle u € M das Tensor-Produkt
der Matrizen p'(u) und p?(u).

Weiter definieren wir:
71(0)y?
A= [AN0)A2 ... Al(n—1)A2| e KM und 7y = : e Kmnx1
Y (n—1)y

wobei wieder A!(i)A? den Vektor bezeichnet, der entsteht indem man jeden Eintrag von A2
mit A!(i) multipliziert. Analog fiir v* und ~2.

Direkt aus (2.1) liest man ab: u(e) = p'(e) ® p?(e) = E und fiir alle u,v € M gilt
M(UU) = pl(uwv) @ p’(wo) = (u' (W@ (u)p! (v) @ (1 (W)@ (u)u’(v))
1

B2 (1) @ () (D(w)pr! (v) © (u)? (v)) = (! () © p(w) @ () (! (v) © i (v)
= w)®(u)pu(v).

Also ist p wieder ein ®-Morphismus. Da K kommutativ gilt weiter
At (u )®N Z)‘ AQﬂluZJM u®(u)(y (j)'YQ)
= ZA i) g @ (u)y ()N P ud (u)y”

A B Vb — (S.0) - (T,

D.h. (mn, A, p,7) ist eine ®-Darstellung von S ® T'.
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2.2 Cauchy—-Produkt

Im klassischen Beweis des Satzes von Schiitzenberger zeigt man den Abschluss der
®-erkennbaren formalen Potenzreihen K'*°((¥*)) unter dem Cauchy—Produkt mittels einer
Automatenkonstruktion. Aus zwei gegebenen gewichteten Automaten A; und Ay wird ein
Automat A konstruiert, der || A1| ® ||A2|| erkennt. Zuerst normalisiert man A; so, dass
er genau einen finalen Zustand hat, aus dem keine Transition herausfithrt und As so, dass
er genau einen initialen Zustand hat, in den keine Transition hineinfiihrt. Nimmt man nun
beide Automaten zusammen und identifiziert den finalen und den initialen Zustand, dann
erhilt man A. Fiir einen Lauf eines Wortes w auf A wird ein Teil auf A; und ein Teil auf A,
realisiert, d.h. man hat eine Zerlegung von w in wy und wsy, wobei wy auf A; und wy auf A,
realisiert wird. Die Summe iiber alle Pfade ist dann genau der Wert des Cauchy—Produktes

bel w.

Betrachtet man nun Spurmonoide und hat ein Wort w als Input fiir einen Automaten und
eine Zerlegung von [w] in uq,ug, so liest der Automat im Allgemeinen die Zerlegungen nicht
nacheinander, sondern es kann passieren, dass er Teile von us liest, bevor er u; vollstdndig
gelesen hat. Man braucht also kein sequentielles Produkt, sondern eine Art paralleles Produkt
der beiden Automaten. Diese Konstruktion machen Droste und Gastin in [DG99]. Die Grund-
idee, dass einem Lauf von w eine Zerlegung wq,us entspricht bleibt erhalten, wobei u; auf
dem ersten Automaten und us auf dem zweiten Automaten realisiert wird. Da es sich jedoch
um ein paralleles Produkt der beiden Automaten handelt, muss bei jedem gelesenen Buch-
staben entschieden werden, auf welchem Automaten er realisiert wird. Man braucht also eine
Moglichkeit sich in den Zustdnden zu merken, was schon gelesen wurde bzw. was noch kommen

soll.

Definition 2.3 Sei S € Ki§°(M)). Eine & Darstellung (Q, A, 1,y) von S ist alphabetisch,
wenn es zwei Abbildungen

@, d:Q— 2(%)
gibt mit folgenden Eigenschaften:
1. Aus pu;j # 0 folgt, ‘@ (j) = @ (i) Ua(u) und @ (i) = @' (§) U a(u) fiir alle u € M.
2. Aus A(i) # 0 folgt @ (i) = 0.
3. Aus v(j) # 0 folgt @' (i) = 0.

«—

Wir nennen (Q, \, i1,7, @, @) dann alphabetische ®-Darstellung von S.
Lemma 2.4 Sei S € KF°(M)). Dann gibt es eine alphabetische ®-Darstellung von S.

Beweis. Weitgehend analog zu [DG99, Proposition 6]. Wir geben ihn trotzdem an, da an
einigen Stellen mit dem Homomorphismus ® argumentiert werden muss.
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Sei (Q', N, 1',7) eine d-Darstellung von S. Wir definieren Q := Q' x £(X) x 2 (X). Weiter
sei p: M — K9*Q und X € K9 sowie v € K@*! definiert durch

- {,u'uij ; falls Yy = <)_(Ua(u) und X = ?Ua(u)
(6,X,X)(G,Y,Y) "

0 ; sonst

N(i) falls X =
AT X o N0 Tl X =

0 ; sonst

(i) falls X =
i X X) = {’Y (i) ;falls 0

0 ; sonst

—

AuBlerdem setzen wir @ (i, <)_(, X):= X und o (4, y, }) = X.
Wir zeigen nun, dass das eben definierte y ein -Morphismus ist.
— = - =
) (Wuv)y; sfalls YV = X Ua(uv) und X =Y Ua(uw)
) 0 ; sonst
) 2 i ®(u)p vy falls Y=XU a(uv) und X=YU a(uv)
0 ; sonst

@(U)Mv(k7yua(u)77ua(q)))(j,(?7?)

Offensichtlich ist (Q, A, i,7, @, @) eine alphabetische ®-Darstellung. Wir zeigen nun noch,
dass sie S darstellt.

Apud(u Z N (7) ,uu )67 )q)(u)vl(j)
zX,],Y
—ZA DI 9,0(u)) () 0) ZA Dp'ui®(u)y' (j) = (S;u)  m

Bezieht man in obige Uberlegungen nun noch den Endomorphismus ® mit ein, so ergeben
sich weitere Schwierigkeiten. Fiir ein Wort w und eine Zerlegung uqus liest ein Automat Teile
von us eventuell schon bevor er u; vollstindig gelesen hat. Beim Cauchy—Produkt sollen aber
die Kosten von ug durch ®(u;) manipuliert werden. Der Automat miisste also ®(u;) schon
kennen, obwohl er u; noch nicht gelesen hat.

Er kénnte ®(uq) raten und dann verifizieren, wenn er auf dem ersten Automaten in einen
finalen Zustand kommt, er also u; vollstindig gelesen hat. Ist ®(IM) allerdings unendlich, so
ist dies nicht moglich, da man nur endlich viele Zustédnde zur Verfiigung hat. Das Gegenbeispiel
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4.1 zeigt, dass das ®—Cauchy—Produkt zweier erkennbarer Reihen nicht zwingend erkennbar
ist.

Wie wir spéter sehen werden, brauchen wir allerdings nicht zu fordern, dass ®(IM) endlich
ist, sondern es geniigt, wenn wir fiir eine Teilmenge von M voraussetzen, dass ihr Bild unter
® endlich ist. Dazu fithren wir das folgende neue Konzept ein:

Definition 2.5 Sei w € ¥*, dann bezeichne sufw das ldngste Suffix von w aus C*. Fiir
u = [w] € M ist sufu := [sufw] wohldefiniert. Das wohldefinierte komplementére Préfix

bezeichnen wir mit preu.

Dass diese Definition wohldefiniert ist, sieht man wieder mit Lemma 1.4. Sei w = wia;a;41w2 €
¥*. Es reicht zu zeigen, dass [sufw] = [sufo;(w)]. Ist (a;,ai+1) ¢ I oder ¢ = 0, dann ist
oi(w) = w, also [sufw] = [sufo;(w)]. Sei also ¢ # 0 und a;la;+;. Dann ist a;,a,41 € C und

wir bekommen

[sufw] = {[(SUfwl)az‘az‘+1w2] ;falls a(wy) C C

[sufws] ; sonst

_ J[(sufwy)aiprawe]  sfalls a(we) CC
[sufws] ; sonst
=[sufo;(w)]

Also ist suf wohldefiniert. Da man in Spurmonoiden kiirzen kann, folgt nun, dass auch pre
wohldefiniert ist.

—

Definition 2.6 Die alphabetische ® Darstellung (Q, A, it,, ‘@, @) einer erkennbaren Reihe
S heifit erweiterte ®—Darstellung, falls es eine Abbildung ¥ : Q@ — ®(M(C,I)) gibt, sodass
fir alle u € M gilt:

(i) o (sufu) = (i) o ®(u) ;falls a(u) C C

1. Wenn pu;; # 0, dann ist ¢(j) =
! G) O (sufu) ; sonst

2. Wenn \(i) # 0, dann ist ¥ (i) = idk.

In diesem Fall bezeichnen wir auch (Q, A, i1, 7, ‘@, @,1) als erweiterte ®-Darstellung.

Definition 2.7 Fiir eine erweiterte ® Darstellung A = (Q, \, it,7, ‘@, ,1)) definieren wir
die Abbildung suf 4 : Q@ x M — ®(M(C, I)) durch

P(i) o ®(sufu) = (i) o ®(u) ;falls a(u) CC

O (sufu) ; sonst

suf 4(i,u) := {

Lemma 2.8 Ist ®(M(C,I)) endlich und S € KF°(M)). Dann gibt es eine erweiterte
®-Darstellung von S.
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Beweis. Sei (Q', N, 1/,7/, @’, @) eine alphabetische ®-Darstellung von S. Wir definieren Q :=
Q' x ®(M(C,I)). Weiter sei p: M — K*? und A € K!*@ sowie v € K?*! definiert durch

Wuij sfalls = po ®(u) und a(u) C C
PG o)) = § W s falls T = @(sufu) und a(u) ¢ C

0 ; sonst
N N(i) ;falls p = idk
i) =
0 ; sonst

(i @) = 7'(i).
AuBlerdem setzen wir @ (i, ¢) := ‘a’(i) und @ (i, ) := @' (i) sowie ¥ (i, p) = ¢.
Wir zeigen nun, dass das eben definierte y ein -Morphismus ist.
puvij falls = @ o ®(uv) und a(uv) C C
(1) .0\ Gm) = § HWuvy;  ;falls 7 = @(sufuv) und a(uv) € C
0 ; sonst
(zk pug®(u)p'vg;  sfalls T = @ o @(uv) und a(uv) C C
= 0>k Wuip®(u)p'vg; s falls 7 = (sufuv) und a(uww) ¢ C

0 ; sonst

{Zk 13 0) (oo () P () 10k o (u)) (i) 3 Talls a(u) € C
D HUG ) (k,d (sufu)) P (W) BV @ (sufw))(x) 3 falls a(u) € C

= 3 1.0 (k) P (W) B0 () (i)

= (pu®(u) uv) (i,0) ()

Offensichtlich ist (Q,\, u,7, @, ‘@,%) eine erweiterte ®-Darstellung. Wir zeigen nun noch,
dass sie S darstellt.

)‘:U'UJ(I) 7 = Z )‘ :U'u (4,idKk) (7, w)q)(u)’Y,(J)

7.]7T

—ZA U ) (j,D(sufu)) P ZA Dp'uip®(w)y'(7) = (S;u) =

Wir werden in Satz 2.2 zeigen, dass die ®—erkennbaren formalen Potenzreihen unter gewissen
Umsténden abgeschlossen sind unter dem ®—Cauchy—Produkt. Um die Automatenkonstruk-
tion im Beweis technisch iibersichtlicher zu halten, werden wir uns auf quasireguléire Potenz-
reihen beschridnken und fiir diese eine einfache Darstellung wihlen, die es uns erlaubt die
Einstiegs- und Ausstiegskosten zu ignorieren.

Lemma 2.9 (vgl. [DG99, Proposition 8]) Sei S quasiregulir und ®—erkennbar. Sei
weiter ®(M(C, I)) endlich. Dann gibt es eine erweiterte ®—Darstellung von S, sodass i initial
ist, genau dann, wenn \(i) =1 und j final, genau dann, wenn v(j) = 1.
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Beweis. Nach Lemma 2.8 hat S eine erweiterte ®-Darstellung (Q, A, 1,7y, @, @, ). Sei u # .
Wir definieren X', p/ und 4/ wie folgt:

Ty ;falls A(i) # 0 und ~(j) # 0

g = (@) pr; ;falls A(7) = 0 und v(j) # 0
Y ) g ®)y(j)  sfalls A(i) # 0 und y(j) = 0
A(@)pug@(u)y(j)  sfalls A(Z) = 0 und y(j) = 0

0 ;sonst

V(i) — {11 falls A(i) # 0

/

Auflerdem setzen wir p'e = E. Offensichtlich ist (p/e®(e)p'v);; = (Wev)i; = (Wve)i; =
(v®(v)p'e);; fiir alle v € M und i,j € Q. Sei nun u,v # &. Da (Q,\,u,7, @, @) eine
alphabetische ®-Darstellung ist, gilt: aus (k) # 0 folgt p'u; = 0 und aus (k) # 0 folgt

pvg; = 0 fiir alle 4, j € Q. Deshalb bekommen wir

(W u®(u)p'v)ij =Y puir®(u)u'vg

keQ

>k e ®(u) oy ;falls A(i) # 0 und y(j) # 0

_ > A(0) g @ (w) o ;falls A(i) = 0 und ~(j) # 0
>k ke ® () g @ (wv)y(5) ; falls A(i) # 0 und y(j) =0
>k M0 pti @ (u) pog @ (wv)y () - falls A(i) = 0 und y(j) =0

((,uuv)ij ;falls A(7) # 0 und ~(j) #

_ (1) (puv)gj ;falls A(i) = 0 und ~(j) # 0
(puw) ;P (uv)y(J) ;falls A(7) # 0 und v(j) =0
A1) (puv);; ®(uv)y(j) ;falls A(4) = 0 und v(j) =0

—('uv),

Also ist auch p/ ein ®-Morphismus. Man sieht leicht, dass (Q, N, u/,~', @, @) eine erwei-
terte d—Darstellung mit der Eigenschaft aus dem Lemma ist.Wir zeigen nun noch, dass sie
wieder S darstellt. Da S quasiregulér ist, ist A'p/ey’ = 0. Weiter gilt

)‘I,U'qu) Z M Uij = Z A(i Nuz] Z)‘ i) pui; P @) =(Su) m
i }rﬁltlsil i 1%11:15{1
Jj fina j fina

Wir kommen nun zum angekiindigten Satz iiber das ®—Cauchy—Produkt.

Satz 2.2 Sei K kommutativ. Sei weiter ®(M(C,I)) endlich und ¢ bijektiv fir alle ¢ €
O(M(C,1I)). Seien S,T € Kig(M)) quasiregulir. Dann ist das Cauchy-Produkt S©®¢T wieder
®—erkennbar.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels einer Automatenkonstruktion dhnlich der in [DG99,
Theorem 7.
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Seien A; = (Q', AL, put, 41, al, @ 9t) und As = (Q%, A2, 1%, 2, @2, @2, 4?) erweiterte Dar-
stellungen von S bzw. T der Form aus Lemma 2.9. Auflerdem seien alle Zusténde erreichbar.
Definiere Q := Q! x Q? x ®(M(C, I)). Seien im Weiteren a,b € ¥.

Wir kiirzen ab: i := (i1,12,9), j := (J1,72,X), k := (k1,ke,m) € Q. AuBlerdem schreiben wir
fir o' und @? (bzw. @! und ‘@?) kurz @ (bzw. ‘@), falls keine Verwechslung auftreten
kann.

Wir definieren

(@)ij = 0pxBin 0" (i2) " (' aiyj,)

(@)ij = OpiOiy gy [ (i2) ™ 0 (i) " o (i2)] (1 aiyj,)
pla)ij == HiHj [fi(a);; + fu(a)]

= ™

(i) == M (i) A% (i0)
1(5) =7 (1) (G2)
mit
sfalls @ (i1) # 0 und o (i1) 1@ (io)
H; =<1 ;falls @ (i) =0 und ¥'(i1) = ¢
;sonst
und
1 falls iy = 1 sfalls p=x
Oiy gy = Opx = '
0 ;sonst 0 ;sonst

Beachte H; # 0 = o (i)l @ (ia).

Beachte aufierdem: Ist H; # 0, dann ist hochstens einer der beiden Summanden fia;; und jia;;
ungleich 0. Denn angenommen fia;; # 0 und fia;; # 0 und H; # 0, dann ist 4 = j und da
H; =1, bekommt man a € & (i1) '@ (i2) = ‘@ (j2) > a. Widerspruch!

Der konstruierte Automat besteht aus dem kartesischen Produkt der beiden Darstellungen
von S und 7. i reprasentiert die Aktionen auf .4; und i die Aktionen auf Ay. Der Automat
arbeitet, wie gerade gesehen, entweder auf dem ersten oder auf dem zweiten Automaten. Man
kann solange Aktionen auf .4; durchfithren, wie die gelesenen Buchstaben unabhéngig von
jenen sind, die schon auf As bearbeitet wurden. In der dritten Komponente von @ ,réat* der
Automat das Bild unter ® von suf der Spur, die auf A; abgearbeitet wird. Die Wahl wird
iiberpriift, sobald @ (i1) = 0, d. h. auf A; nicht mehr gearbeitet wird.

Wir zeigen zunéchst ein Hilfsresultat.

Sei alb und

H,H; [i(a)x + @) @(a) (B0 + i(B)is) # 0. (2.2)

Dann ist H; = 1.
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Offensichtlich ist ¢ = x = 7. Gilt i1 # k1, so folgt pla;p, # 0. Also ist dann (i) =
(k1) U{a} und ‘a (k1) = @(i1) U {a}. Analog fiir is, ko und kq,j; sowie ko.jo. Folgende
Uberlegungen implizieren die Aussage:

(i) Sei @ (k1) = 0. Dann ist (u'b)g,;, = 0. Aus (2.2) folgt nun fby; # 0. Also ist ky = j;
und damit (k1) = ¢ (j1) = ¢, da H; # 0.

(i) Sei @ (k1) # 0 und ke = is. Aus (2.2) folgt (k; = i1 oder o (k1) U {a} = @ (i1)). Also
gilt @ (k1) C @ (i1)I @ (i2) = a (k2), da H; # 0.

(iii) Sei @ (k1) # 0 und k1 = j;. Aus (2.2) folgt (ks = jo oder @ (ko) U {b} = @ (ja)). Also
gilt @' (k1) = @ (j1)I '@ (j2) 2 @ (ko), da H; # 0.

(iv) Sei @ (k1) # 0 und kl = 41 und ko = jo. Ist k; = j1, dann ist & = j, also Hp = 1.

)
Sei also ki # ji. Wir zeigen o (k1)l'a (k). Aus (2.2) folgt o (k1) = @ (j1) U {b}.
Da oz(]l) ‘@ (jo) = ‘a(kg), bleibt bI'a(j2) zu zeigen. Ist iy = jo, so folgt b €
(ki) = (i) (iz) = @(jz). Ist dagegen jo # iy, folgt a'(j2) = a(iz) U {a}. Mit
b € @ (i1)I'a (iz) und alb folgt nun die Behauptung.

(v) In allen anderen Féllen gilt: H;H; [fi(a)ix + fi(a)ik] ®(a) ((b)r; + (b)) = 0.

Wir kénnen nun zeigen, dass p zu einem ®—Morphismus auf M faktorisiert. Sei a,b € 3 mit
alb. Dann gilt mit dem eben Gezeigten:

pa®(a)(ub)];; = paix®(a)(uby;) =

keQ
=Y HiHiH; [ji(a)i + fi(a)ix] ®(a) (A(b)k; + i(b)rj)
keQ
=HiHjbpy Y fla)ix®(a)fi(b)r; + )i ®(a)is(b)r; + f@)ixP(@)i(b)i; + i(@)in® (@) (D)
k,m=¢
=HiHjbpx Y 0ir ot (i2) " (1 aiyky) [(@)0h? (i2) 7] (1 brojy)+ (2.3)
k1
+ 2 (in) " aiygy) [P(a)9?(i2) T (1) T P (in) ] (WPhinsy)+ (2.4)
+ [ (i2) 7 (i1) ey (ia)] (1P aingy) [(a)9? (G2) ] (11 bi )+ (2.5)
+ D Gy [V (02) T (01) T e (i2)] (P aisky ) [@(a)90? (k)T 0 (i) T o (k)] (1B )
ko

(2.6)
Wir machen folgende Beobachtungen:
(i) zu (2.3) bzw. (2.4): Ist paik, # O (bzw. pa;j, # 0) und H; # 0, dann folgt a €

o (i1) '@ (i2). Da iy erreichbar ist, gibt es ein u € M und ein initiales 2, sodass p?uy,;, #
0. Damit folgt 1% (ip) = ®(sufu) und @ (iz) = a(u). Also ist 1 (iz)®(a) = ®(a)y?(iz).

(ii) zu (2.6) : Aus p2ai,r, # 0 folgt, da alb, dass ¥?(ka) = 2 (i2)®(a).
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(iii) zu (2.4) : Aus pla;,;, # 0 folgt ¥ (j1) = ¢(i1)®(a).
(iv) zu (2.5) : Aus p2bjyj, # 0 folgt Y2 (j2) = 12 (i) ®(b).
Vertauscht man in (2.4) und (2.5) a und b, so sieht man mit Beobachtungen (i), (iii) und (iv),

dass die Terme gegenseitig ineinander iibergehen.
(2.3) ist wegen Beobachtung (i) dquivalent zu

5i27j2¢2 (Z.Z)il(ulabiljl)'
(2.6) ist wegen Beobachtung (ii) dquivalent zu
Gy [W2(i2) " (i) " oy (in)] (1 abiyjy)-

Da p!' und p? ®Morphismen sind, bekommen wir [na®(a)(ub)];; = [pb®(b)(pa)];; Nach
Lemma 1.15 faktorisiert p also zu einem ®-Morphismus auf M.

Es bleibt zu zeigen, dass (Q, A, p,7y) eine ®—Darstellung fiir S ®¢ T ist. Sei w # ¢ und
A (i1) # 0 und A\%(iy) # 0. Wir zeigen

pwij = HiHjop o > pluiy, [®(prew)e] (1viyg,) -

Uv=w

Wir zeigen dies mittels Induktion iiber die Spurlédnge. Sei a € 3. Dann gilt:
pai; = HiHjd, (%(ia) " i aiyjy [@(prea)p] (8iy ) + 8iy gy [07(i2) 7190 (1) b (d2)] 1Paings) -
Da A2 (ig) # 0 = ¢?(iz) = idk, und A (i1) # 0 = ! (i1) = idk, folgt der Induktionsanfang.
Fiir den Induktionsschritt definieren wir:

) 1 ;falls al'a(j
I(a7j2) = {@ . sonst ( 2)

und zeigen zunéchst ein paar Hilfsiiberlegungen bzw. Beobachtungen. Sei, wie erwéhnt,
A (i) # 0 und A2 (ig) # 0.
(i) Sei H; =1 und plag,;, # 0 sowie jo = ko. Dann ist Hy = I(a, jo).

Beweis. Aus plag,;, # 0 folgt a'(k1) = @ (j1) U {a} # 0. Also gilt Hy = 1 &
o (k1) I (ko). Mit & (j1)I'@ (j2) = ‘@ (ko) folgt jetzt die Behauptung. .

(ii) Sei H; =1 und p2ay,j, # 0. Sei weiter k1 = j; und m = . Dann ist H = 1.

Beweis. Ist (k1) = 0 so folgt Hy, = 1 direkt aus H; = 1. Ist dagegen o (k1) # 0, so
folgt die Behauptung aus @ (k1) = o (j1)I @ (j2) 2 ‘@ (k2), da p?ak,;, # 0. .

(iii) Sei pviyj, # 0 und I(a,ja) # 0. Dann ist ¢?(ja) = ®(sufv) = ®(v).
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Beweis. Aus A\2(ig) # 0 folgt 1% (ja) = ®(sufv). Die Behauptung folgt nun aus I(a, j2) #
0, da ‘@ (j2) = ‘@ (iz) U a(v). .

(iv) Sei plui;, # 0 und H; = 1. Sei weiter p?vi5, # 0 und p2ay,j, # 0. Dann ist
[@(uv)y? (k) "' (1)~ y? (ko) = [(preu)p®(v)].
Beweis. Da \%(iy) # 0, ist % (ko) = ®(sufv). Ist a(v) C C, so folgt 12(ko) = ®(v). Ist
dagegen a(v) ¢ C, dann ist & (1)@ (j2) € C, also ist @ (j1) = (). Damit erhélt man
P1(j1) = p = ®(sufu), da A\'(i1) # 0. R
(v) Sei pvi,j, # 0 und I(a, j2) = 1. Dann [®(preua)y] (1*viyj,) = [®(prew)y] (12viy),)-

Beweis. Aus A\%(iy) # 0 folgt ‘@ (j2) = a(v). Ist v # &, dann folgt aus I(a,j2) = 1,
dass ¢ € C und damit preu = preua. Ist dagegen v = ¢, gilt offensichtlich
[@(preua)gp] (szi2j2) = [@(preu)«p] (:U’2vi2j2)' .

(vi) Sei pluiyj, # 0 und H; # 0 und ¢ = x. Dann ist H; = 1.

Beweis. \?(iz) # 0 impliziert @ (iz) = 0. Also ist H; =1 < (d(i1) =0 = ' (i1) = ¢).
Sei nun also @ (i;) = 0, dann ist u = ¢ und somit 4; = j;. Da H; = 1, ist also auch
H;, =1. "

(vii) Sei v!(j1) # 0 und plug,j, # 0. Dann ist H; =1 < x = ®(sufu).

Beweis. v(j1) # 0 impliziert @ (j1) = 0. Also H; = 1 < x = ¥'(j1). Da plu;,j, # 0
und A\ (i) # 0, ist ¥!(j;) = ®(sufu). R

Wir beweisen nun den Induktionsschritt fiir eine Spur wa.

pes; = 3 ®(w)an; —

keQ
= Y HiHibor Y pluik, [P(prew)g] (1 vik, ) (w) (HyH; [fi(a)k; + ii(a)r;])
keQ uv=w

= HiHj5<p,X Z Z Hk:uluiﬂﬁ [(I)(preu)(p] (/‘202‘2192)

UU=w k,mr=¢
< P(w) (S 1o % (G2) ™ (1 anyy) + Oy gy [07 (ko) ~1 0 (1) Hpd? (o) ] (1P asyy,))
= HiHibpy > > Hibpy ot ik, [®(w)y (G2) '] (' ak,j,) [(prew)g] (n*viy,)

UvV=w ]g77r:¢

+ Z Hk(skhjllu’luiljl [(I)(preu)(p] (/‘202‘2192) [(I)(w)w2(k2)ilw1(j1)71¢¢2(k2)] (:u2ak2j2)
k,t=¢

.:. HiHj(Scp,x Z ZI(a7j2)M1ui1k1 [(I)(w)wz(jZ)_l] (:U'lakljl) [@(preu)ap] (Iu’2vi2j2)

uv=w kq

+ Zlu'luiljl [(p(preu)()o] (/’LQUiQkQ) [‘I>(w)¢2(k2)_1¢1(jl)_1¢1/12(k2)] (Mzalm]é)
ko
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D BHbe Y3 Ia gtk [@(w)] (4 g, ) [B(preu)d] (4vs,)

uv=w kq

+ Zlu’luiljl [@(preu)cp] (:u2vi2k2) [q)(w)%Z)Z(kz)_lwl(J'l)_1%0¢2(k‘2)} (ﬂ2ak2j2)
ko

(i) H;Hjb, Z ZI(G,jQ)Mluilkl [@(w)] (1 ar,j,) [®(preu)p] (uviyj,)

uv=w kq

+ Z plug g, [P(preu)e] (1Pviyr, ) [@(Prew)p®(v)] (1Pak,j,)

= HH 6<PX Z a ]2 ,u Uiy 54 [@(preu)cp] (:u2vi2j2) + :uluiljl [(I)(preu)(p] (MQUainQ)

Uv=w

) .
= HiH;dpy > I(a,jo)p uai,j, [B(preua)e] (1 viy,) + p'uij, [P(preu)e] (1 vas,j, )

Uv=w

L 7
eml H;H; 5<PX Z ,U' lel [(Ib(preu/)(p] (/1'20£2j2)

u'v'=wa
Das beweist die Behauptung.

Wir kénnen nun den Beweis abschliefien, indem wir zeigen, dass (Q, A, i, y) tatséchlich eine
d—Darstellung fiir S ©¢ T ist.

> M@ pwiy(§) =
i7j
oD e N ()N (i) HiHy Y ptuiy, [B(prew)e) p?vi oy (177 (2)
11,12,71,J2 ¥5X UV=w
(vi) . ) ) .
= S ME)N(G2)Hy Y ity g, [@(prew)x] pPvi i,y ()7 (j2)
i17i27j1,j2 X wv=w
POST N )N () S i, ()07 ()7 i)
117127]17]2 uv=w

= > M)t ui iy )N (i2) @(w) v, 5,77 (o)
UV=W 11,12,51,]2
= (S Oo T, w)
Beachte, dass A*(i2),v'(j1),7*(j2) € {0,1}.
Fir € rechnen wir dhnlich:

Z)\(i)/LEij’Y(j) = Z)‘ /L&““"}/ Z )‘ Z1 Z2 :u 5@121M EigigY ( )'72(1.2)

11,82,

=> (S,8)(Te) =0=(5@s Tc).
[

Damit ist Satz 2.2 bewiesen. =
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Zu den Voraussetzungen machen wir folgende Bemerkungen:

Bemerkung 2.10 Im Satz 2.2 haben wir uns auf quasiregulédre Reihen beschrénkt um Darstel-
lungen der Reihen wie in Lemma 2.9 nutzen zu koénnen, die es uns erlauben die Einstiegs—
und Ausstiegskosten zu ignorieren.

Die klassischen Kleene—Schiitzenberger Theoreme kommen ohne diese Einschréankung aus. Im
letzten Abschnitt dieses Kapitels werden wir sehen, dass man auch in unserem Fall diese
Einschrénkung leicht aufheben kann.

Bemerkung 2.11 Betrachten wir fiir eine Spur u ein Wort w € u, das auf dem konstruierten
Automaten abgearbeitet wird. Wie gezeigt wird eine Aktion entweder auf A; oder auf As
abgearbeitet. Sei der Automat im Zustand ¢ zu einem Zeitpunkt, zu dem schon w; auf .4; und
ug auf Ay abgearbeitet wurde.

(Seien auBerdem H; # 0 und @ (i1) = a(uy), @ (iz) = a(uz) und ! (iy) = ®(sufu,), > (is) =
O (sufuy). )

Liest der Automat nun a und wechselt in Zustand j, so moéchten wir, dass folgende Kosten
entstehen:

(a) Wenn a € a (i1): ‘I)(U1),ulaz‘1j1-

(b) Wenn a ¢ o (i1) # 0: ®(preus)p®(uz)p’ai, -
(Intuitiv: Auf A; werden danach nur noch Elemente aus C' bearbeitet)

(c) Wenn & (i1) = 0: ®(u1)P(u2)p’ai,j,.

Da die Aktion aber zum Zeitpunkt stattfindet zu dem wujus schon gelesen wurde, entstehen
tatséchlich Kosten von ®(ujus)pai;. Es soll also sein:

(a) Im Fall (a): ®(u2)uai; = plai,;, < V2 (i2)pay; = plag,j, .
(b) Im Fall (b): ®(sufu;)®(uz)pa;; = w@(ug)u%mh & wl(il)wQ(ig),uaij = <pw2(i2)u2ai2j2.

(¢) Im Fall (c): paij = p2ai,j,.

Man sieht, dass man diese Bedingung erfiillen kann, wenn lediglich 12 (i) und ¢ surjektiv sind.
Es scheint also moglich einen Automaten iiber ¥* so zu konstruieren, dass man nur die Sur-
jektivitit fordern muss. In der Tat kann man, den Beweis, dass (@, \, i, 7) eine ®—Darstellung
von S ®g T ist, genau wie oben fithren, wenn man nur Surjektivitéit voraussetzt. Es ist jedoch
keineswegs klar, ob man g immer so wéahlen kann, dass es zu einem ®-Morphismus auf M
faktorisiert.

Bemerkung 2.12 Man muss sich natiirlich auch die Frage stellen, ob die Voraussetzungen in
Satz 2.2 iiberhaupt erfiillbar sind oder ob wir hier einen Satz {iber die leere Menge bewiesen

haben. Wir suchen also endliche Teilmonoide von Aut(IK) fiir einen Semiring K. Es gilt:
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(i) Ist K endlich, dann ist Aut(K) = Epi(K) endlich. Indem man die Automorphismen in
die Zustédnde kodiert, kann man aber in diesem Fall zeigen, dass

K (M) = K™ (M) = K™ (M)

(ii) Ist K ein Korper, dann gilt Aut(K) = Epi(K). Weiter gilt siche [DG97]:
Sei G eine Gruppe und X eine beliebige unendliche Kardinalzahl grifler gleich |K| - |G|.
Dann gibt es eine Korpererweiterung F von K mit Aut(F) = G und X = |F|.

(iii) Sei K = C der Kérper der komplexen Zahlen und bezeichne conj die Konjugation
komplexer Zahlen, dann ist {idg, conj} eine endliche Untergruppe von Aut(C).

2.3 Kleene-lteration

Wir zeigen im folgenden Abschnitt, dass die ®—erkennbaren formalen Potenzreihen unter
bestimmten Voraussetzungen abgeschlossen sind unter der x—Iteration, angewendet auf
Potenzreihen, die quasiregulédr, monoalphabetisch und zusammenhéngend sind.

Um zu zeigen, dass die P—erkennbaren Potenzreihen abgeschlossen sind unter Kleene—
Iteration, normalisiert man im klassischen Fall einen Automaten so, dass er noch genau einen
initialen und einen finalen Zustand hat. Dies geht mit erweiterten Darstellungen nicht so ein-
fach, da ein Finalzustand i die zusitzliche Information ‘@ (i) und (i) trigt. Ist die Reihe
monoalphabetisch, so ist ‘@ (i) fiir alle relevanten, d.h. erreichbaren finalen Zustinde gleich.
Fiir die Information (i) gilt dies jedoch nicht. Wir werden den Automaten deshalb so nor-
malisieren, dass er genau einen initialen Zustand hat und fiir jedes ¢ € M(C, I) einen finalen
Zustand i mit (i) = .

Definition 2.13 Eine erweiterte ® Darstellung (Q, A, it,7, ‘@, @,1) ist normalisiert, falls
Folgendes gilt:

e Es existiert genau ein initialer Zustand 1 mit A(1) = 1.
e i ist final genau dann, wenn (i) = 1.

e Es existiert eine Abbildung F : ®(M(C,I)) — @, sodass fiir alle i € @ und ¢ €
O(M(C, 1)) gilt
F(p) =i < i ist final und ¢ (i) = ¢.

Dann nennen wir (Q, \, 1,7, @, &, 1, F) normalisierte erweiterte ®-Darstellung.

Bemerkung 2.14 Bei einer normalisierten erweiterten ®—Darstellung haben wir also nur einen
initialen Zustand und zusétzlich eine Bijektion F' zwischen ®(IM(C,I)) und der Menge der
finalen Zusténde. D.h. wir haben fiir jedes ¢ € M(C,I) genau einen finalen Zustand i mit

P(i) = ¢.
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Beachte auBerdem: Sei (Q,\,u,7, @, @,, F) eine normalisierte erweiterte ®-Darstellung
einer formalen Potenzreihe S. Dann gilt: Aus puy; # 0 folgt ¥(i) = ®(sufu). Also gilt
pury(i) # 0 impliziert i = F(®(sufu)). Und damit bekommen wir (S, u) = pt p(@(sufu))-

Lemma 2.15 (vgl. [DG99, Proposition 9]) Sei S € K§°(M)) eine monoalphabetische
Potenzreihe. Sei weiter ®(M(C,I)) endlich. Dann g¢ibt es eine normalisierte erweiterte
®-Darstellung von S mit & (1) = a(S) und @ (F(p)) = a(S) fiir alle ¢ € ®(M(C,I)).

Beweis. Sei A := a(S). Sei weiter (Q, \, i,7, ‘@, @ ,1) eine erweiterte ®-Darstellung von S.
Offensichtlich ist dann

(Su)y= > > (i) gy (j).-
i, a(z) 3, (4)=0
a(i)=0 a(j)= Aw( )=®(sufu)

Motiviert durch diese Beobachtung definieren wir folgende Mengen:
I:={ieQ]|d(i)=A,a()=0}
Jo= Q| T() =0, F() = Awd 0(j) = ¢} fiir alle ¢ € BM(C, 1)),
Wir definieren Q" := QW {1} W{f, | ¢ € ®(M(C,I))} und setzen

a’(1) =A a’(1) =0 P'(1) =idg  N(1) =1 +/(1) =0
a)l(fga) =0 /(fga) =A wl(ftp) =¥ )‘I(fga) =0 ~ (fga) =1 fiir alle p € ®(M(C, 1))
')y =a() @'t =a@)  Y6E) =p@E)  N@GE) =0 (i) =0 fiir alle i € Q.
Weiter definieren wir fiir ein v € M mit v # € und 7,5 € Q":
(,uuij falls 4,7 € Q
> Ap) puy; ;fallsi=1und j € Q
pel
Wi = ZJ puig®(u)y(q) ifalls i € Q und j = f, fiir ein p € ®(M(C, 1))
[[SP%)
Yo Ap)pupg®(u)y(q) falls i =1 und j = f, fiir ein p € ®(M(C, 1))
pel,qeJ,
0 ; sonst

und setzten p'e := E € KIQXIQT Offensichtlich ist dann (u/'e®(e)p'v);; = (p'ev)y; =
(Wve)ij = (WvP(v)pe);; fiir alle v € M und i, j € Q. Sei nun u,v # . Wir rechnen:

(Wu®(u)p'v)iy = > pug®@)p'veg =Y pluip®(u)p'veg =

ke’ keQ
> i ®(u) pug sfalls 4,7 € Q
k
o> Ap) pupk®(u) pog ;falls i =1 und j € Q
k pel
=42 > uip®(u) (pokg®(v)v(q)) sfalls i € Q und j = f,, fiir ein ¢ € 2(M(C, 1))
k q€J,
Yo > Ap)pupk®(u) (pugg®(v)y(q)) falls i =1 und j = f, fiir ein p € ®(M(C, 1))
k pel,ged,
0 ; sonst

\
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Huv;; falls 4,7 € Q

> per Mp)puvy; ;fallsi=1und j € Q
) > puwig®(uv)y(q) ;falls i € Q und j = f, fiir ein ¢ € ®(M(C, 1))
=\ cJp

Y. Ap)puvpg®(uv)y(q) sfallsi=1und j = f, fiir ein ¢ € ®(M(C, 1))

pel,qeJy,

0 ; sonst
= ,u'uvl-j

w ist also ein ®—Morphismus.

Ist A(p) # O und puy,, # 0 , dann folgt ¥(q) = ®(sufu). Mit dieser Uberlegung bekommen
wir fiir alle w € M

ZX i)y (7 ZA Juiyy, V(f) = Y plug, = Z > AD)pupg®(u)y(q)

] v pel,gedy

= Y A@nue®(e) = (S,u).

pe[vquCI)(sufu)

Wir definieren jetzt F' : ®(M(C,I)) — @ durch F(¢) = f,. Man sieht nun leicht, dass
Q' N, i, ', a’,’a’ 4, F) eine normalisierte erweiterte ®-Darstellung von S ist. n

Satz 2.3 Sei K kommutativ und S € Kg(M)) quasirequldr, monoalphabetisch und
zusammenhdingend. Sei weiter ®(M(C,I)) endlich und ¢ bijektiv fiir alle ¢ € ®(M(C,I)).
Dann ist S* ®—erkennbar.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels einer Automatenkonstruktion dhnlich der in [DG99,
Theorem 10]

Sei 0.B.d. A. S # 0, denn 0* = 1. ist ®—erkennbar. Wir setzen A := «(S).

Sei A = (Q',\, 11,7, @, @,1, F) eine normalisierte erweiterte ®-Darstellung von S, wobei 1
den eindeutig bestimmten initialen Zustand bezeichnet. Seien alle Zustéinde erreichbar.

Versucht man die Konstruktion aus Satz 2.2 fiir S™ zu machen, braucht man m parallele
Kopien von A. Versucht man die Automatenkonstruktion auf S* zu iibertragen, scheint die
Anzahl benétigter Kopien zunéchst unbeschriankt zu sein. Im klassischen Fall kénnen Droste
und Gastin in [DG99, Lemma 13] zeigen, dass man mit |A| Kopien auskommt, wenn man sich
auf monoalphabetische und zusammenhéngende Reihen beschrankt.

Fiir m := max(2, |A|) definieren wir Q := [Q’ x ®(M(C,I))]™. Im Weiteren bezeichnen 7 :=
(1,01 yimsOm)s = (J1,01 - s Jms tm) und k := (ky, K1 -, km, i) Elemente aus Q.

AuBerdem kiirzen wir folgendermaflen ab: ¥, ;, := Héill Dy, by gy = H%:ll U, Kiy iy i= Héill Kl,
( )l1 Iy - Hl =l ( ) Analog fiir \Ij(k)lhlz und \I’(j)lhlz'
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Wir definieren Abbildungen p°,--- , ™ : ¥ — K?*? durch

\Il(i)iinﬂailF(ﬁQ) ; falls 99 = suf 4(i1,a) und
1laz; == §=(ig, 02, - ,im,Om, 1,0) fiir ein ¢« € (M(C, I))

0 ; sonst

und fir 1 <p<m

Pa e \I’(i)i}nﬂgypw(ip) pai,j, ;falls iy = j; fiir alle [ # p und 9; = ¢ fiir alle [
Y 0 ; sonst

Fiir 1 < p < m beschreibt p? eine Aktion auf der p-ten Kopie von A. 1 dagegen beschreibt
eine Art Verschiebung, die die erste Kopie beendet und eine neue an letzter Stelle startet.
Wir definiere weiter:
1 ;falls @ (ip) U ‘@ (ip) = A fiir alle p,
H; .= A (i1) # 0 und o (ip)Ia (iy) fiir alle p < g
0 ;sonst.
Sei H € K9*? definiert durch Hy; = HyH;. Wir definieren nun p* : ¥ — K9*Q durch:
pr= HOE (0 4 ™),
wobei [ das punktweise Produkt von Matrizen bezeichnet. Wir setzen p* auf ¥* zu einem
d—-Morphismus fort.
Wir definieren nun noch A* und ~*:
1 ;falls i), =1 fiir alle p und ¥ = idk
0 ;sonst
.- 1 ;falls j, =1 fiir alle p und ¢, = idk fiir alle p > 1
() = :
0 ;sonst
Wir werden zeigen, dass (Q, \*, u*,~*) ein gewichteter ®—Automat ist, der S* erkennt.

Intuitiv besteht die Konstruktion aus m parallel aktiven Kopien von A, wobei i), den Zustand
der p—ten Kopie in 7 représentiert. H stellt sicher, dass man, wie bei der Konstruktion in Satz
2.2, nur auf der j-ten Kopie arbeitet, wenn die Operation unabhéngig ist von den Aktionen,
die auf den Kopien j + 1,--- ,m schon bearbeitet wurden. Wurde die erste Kopie beendet, so
findet mittels x° ein Verschiebung aller Kopien um eins nach vorn statt und eine neue Kopie
von A wird gestartet. Mit ¥, ,,rit“ der Automat das Bild unter ® von suf des Wortes das auf
der Kopie p — 1 abgearbeitet wurde. Bei jedem Verschiebung wird die Wahl der momentan
zweiten aktiven Kopie iiberpriift.
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Wir zeigen die beiden folgenden Lemma, aus denen der Satz 2.3 folgt:

Lemma 2.16 Es gilt p*ab = p*ba fir alle a,b € 3 mit alb.

Also faktorisiert p* zu einem ® Morphismus von M nach K@*€.

Lemma 2.17 Es ist (Q, \*, u*,~v*) eine ®—Darstellung von S*.

Um diese beiden Lemmata zu zeigen, beginnen wir mit einigen technischen Resultaten. Das
folgenden Lemma zeigt, dass nur die ersten |A| — 1 Kopien wirklich aktiv sind. Man kann
sich also in der Tat auf m Kopien beschrénken. Wie schon Droste und Gastin bemerken zeigt
das Lemma, dass die |A|-te Kopie von A nicht benutzt wird. Es sollte also mdglich sein die
Konstruktion auch mit nur |A| — 1 Kopien von A zu machen. Die Konstruktion wird dann
allerdings technisch noch anspruchsvoller.

Lemma 2.18 ([DG99, Lemma 13]) Sei H; # 0. Dann ist:

Lemma 2.19 (vgl. [DG99, Lemma 14]) Sei a,b € ¥ mit alb. Dann gilt fir alle 7,7 und

p,q:
HgHjupaﬂ;@(a)uqb,%j 7& 0= H]; =1

Beweis. Der Beweis geht analog zum Beweis von Lemma 14 in [DG99]. An einigen Stellen
muss jedoch mit ® argumentiert werden. Wir geben ihn deshalb hier an.

Sei also H;Hjupaﬂgfb(a)uqbl;j #£0.

Wir betrachten zunéchst den Fall p = 0. Da uoaﬂ; #£ 0, ist k= (i2,02, "+ yim,Om, 1, k) fir
ein k € ®(M(C,I)). Da H; # 0, folgt aus Lemma 2.18 @' (k1) = @ (i2) # 0. AuBerdem ist
A (k) U '@ (k) = AUD = A. Fiir alle | < m bekommen wir o (k;)I0) = @ (ky,). Also ist
H; =1.

k

Sei nun p > 1. Da HypPa # 0, bekommen wir k; = i; fiir alle I # p. Weiter gilt @ (k,) =
@ (ip) U{a} und @ (ip) = @ (k) U {a}. Also gilt @ (k) U e (k) = o (4;) U @ (i) = A fiir alle
[ # p und auflerdem

(E(kp) U a)(kp) = H(Z.p) U{a} U a)(kp) = H(Z‘p) U E)(ip) = A
Damit ist die erste Bedingung von Hj = 1 gezeigt.

Sei jetzt zusétzlich ¢ = 0. Aus uob];j # 0 folgern wir 7 = (ko, Ko, - , km, km, 1,¢) fiir ein
L€ (I)(M(C, I)) und :uble(squ(kl,b)) 75 0. Damit gllt a(k‘l) = B(F(Squ(kil,b))) U {b} =
{b} # 0. Weiter folgt aus Hj # 0 fiir alle 1 < [ < I’ dass @ (k) = @ (ji_1) '@ (jr—1) = ‘o (k).
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AuBerdem folgt aus pPay; # 0, dass ‘@ (k) € ‘@ (i) U{a} fiir I > 1 und {b} = @ (k1) C @ (i1).
Nun kénnen wir mit H; # 0 und alb folgern, dass « (k1)I'a (k) fiir I > 1 und damit folgt die
Behauptung fiir p > 1 und ¢ = 0.

Es bleibt nur noch der Fall p > 1 und ¢ > 1 zu zeigen. Es gilt § # o (j1) C o (k). Weiter gilt

(k) = (G)I'a () D ‘a(ky) fiir alle g £ 1 <l
o (k) € (i) a(iy) = a (k) fiir alle | < 1" # q.

Es bleibt folglich nur noch @ (k,)I'a (k) fiir ¢ < p zu zeigen. Dies bekommen wir mit alb, da

(k) = @ (jg) U {b} = @ (ig) I @ (ip)
(E(kp) = (E(ip) Ufa} = (E( )IE)( a) o

Bevor wir mit dem Beweis von Lemma 2.16 beginnen, machen wir zunéchst die folgenden
Beobachtungen:

Lemma 2.20
(a) Sei Hy =1 und pas,k, # 0. Dann ist ¥(7)p11,,m®(a) = ®(a)¥(7)pr1,m-

Beweis. Sei p +1 < | < m. Da i erreichbar ist, gibt es ein v € M mit puy;, # 0.
Daraus folgt, dass 9(i;) = ®(sufu) und @ (i;) = a(u). Es ist jedoch H; # 0 und damit
o (ip) @ (i;). Wir bekommen also a € @ (ip)I '@ (i;) = a(u) und damit ua = au. Es folgt
also fiir alle p+1 <1 < m, dass ®(a)1(i;) = ¥(i;)P(a) und somit folgt die Behauptung.,

(b) Sei a,b € ¥ mit alb und pa; g, # 0. Dann ist (k,) = ¥(ip) o P(a)
(c) Sei a,b € X mit alb und pb;, p(y,)) # 0. Dann ist P(i1) "1y = ®(b).
Beweis. Wir haben 95 = 1)(F(J2)) = 9(i1) o ®(b) und damit (i)~ 1y = ®(b). .

Weiter zeigen wir:

Lemma 2.21 (vgl. [DG99, Lemma 15]) Seia,b € ¥ mit alb, dann gilt:

HOpm™b =0 (2.7)
(H® pla)®(a)(H D ub) =0 (2.8)
(H O pla)®(a)(H B p°b) = (H & p'o)®(b)(H B 10a) (2.9)
(HB pPa)®(a)(H E pid) = (H B pd)@(b)(H O pPa) fir p,g>1 (2.10)
(H [ pPa)®(a)(H B p°b) = (H B p°b)®(b)(H B P~ ta) fiir p > 1 (2.11)

Beweis. (2.7) Sei u™b;; # 0, dann ist @ (jm) = @ (im) U {b} # 0; also ist nach Lemma 2.18
H; =0.

Fiir die anderen Fille machen wir zundchst mit Lemma 2.19 folgende Beobachtung;:

[(H B pPa)®(a)(H B pb)]; = Z HiHj HypPa.®(a)pby; = Z HiHjpPaz;.®(a) pby;
: -
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(2.8) Sei uoa%@(a)uob,}j # 0. Dann ist @ (i1) = @ (F(92))U{a} = {a} und & (iz) = @ (k1) =
o (F(¥3)) U {b} = {b}. Also ist nach Lemma 2.18 H; = 0.

(2.9) Esist
[(H O pla)0(a)(H B %)),

= Z Hijplaiéq)(a)uob,;j
k

>, HiH59 (1), mﬂ%kl‘b( )‘P(i)iinﬂbm(ﬁz)
= sfalls 7= (ig, V9, ,im, Om, 1,¢) fiir ein ¢ € ®(M(C, I) und 99 = suf 4(i1,ad)
\(D ; sonst
(HZHJ‘I’(i)iin >y iy P(@) by, p9,)
sfalls 7= (ig, V9, ,im, Om, 1,¢) fiir ein ¢ € P(M(C, 1)
und W9 = suf 4(i1,ab) = suf 4(i1, ba)

0 ; sonst
— [(H O p'0)@(b)(H B 1 )],
wobei die vorletzte Gleichung aus Lemma 2.20 (a) folgt und die letzte da pab = pba.
(2.10) Seip=g¢q>1. Es ist
[(H O pPa)®(a) (H B b)),

_ZH jH a7 8 (a) by,

ka H;Hj [\I}@)f,}nﬁ?,pw(iz))] ,Uaipkpq)(a) [\II(5)1,p—1¢(kp)\1’(i)p+l,m]71 792,p¢(kp)ﬂbk‘pjp
= s falls ¢ = j; fiir alle [ # p und ¥; = ¢; fir alle [

0 ; sonst

( ~ — .

HiH; [ 0); 5022000)| S, 11,2 ()b,

= ;falls 4; = j; fiir alle [ # p und ¥ = ¢; fiir alle [

0 ; sonst
= ((H O pb)(5) (H B )],
wobei die vorletzte Gleichung aus Lemma 2.20 (a) und (b) folgt.
(2.10) Sei jetzt p # q. Es ist
[(H E pPa)®(a)(H E/ﬂb)]ﬁ

_ZH P az®(a)pby;

H;Hj [\Il(i)l_,mﬁlpw(ip) Maipqu)(a) [\II(E)1,p—17/}(jp)qj(€)p+1,m]_l ﬁQ,qw(iq)ﬂbiq]‘q
= ;falls 4 = j; fiir alle [ # p und [ # g und ¥; = ¢; fir alle [

0 ; sonst
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HiHj [‘I'(i)i}nﬁquﬁ(iq) ,Ubiqjqq)(b) [\I’(z)1,q71¢(jq)‘l’(z)q+1,m]il 792,p¢(ip)ﬂbipjp
= ;falls 4 = j; fiir alle [ # p und [ # g und ¥; = ¢; fir alle [

0 ; sonst

= [(H E pb)®(b)(H [ Mpa)]Zj

wobei die vorletzte Gleichung aus Lemma 2.20 (a) und (b) folgt und da K kommutativ ist.
(2.11) Esist

[(H B pPa)®(a)(H B p°b)]

:ZH 1P az; O( a)p® bi;

(HH; (W0 02,50()| 104,52 (@) [ )25 16 (1) @] b1y
sfalls j = (2,92, -+, Jp—1,Up, -+ * i, U, 1, ¢) fiir ein ¢ € @(M(C, 1)
und 9y = suf 4(i1,b)

0 ; sonst
( — .
HiH30 (1), 30 1003, 19,) [[ (D1p—28(Ep) ¥ (D] ™ (I)(b)LQ,p—lw(Zp)} gy
sfalls j = (2,92, -+, Jp—1,Up, -+ im, U, 1, ¢) fiir ein ¢ € @(M(C, 1)
und 9y = suf 4(i1,b)

[

0 ; sonst
H H;7¥(7), mubllF(192)q)(b) {[\I’(j)l,p—ﬂ/’(ip)qj(j)pm]_1 LQ,p—lw(ip)} Ky, 1
o sfalls j = (2,92, -+, Jp—1,Up,  * * i, U, 1, ¢) fiir ein ¢ € @(M(C, 1)
und 9y = suf 4(i1,b)
; sonst

= ZHHJM% (@)’ ay;
= [(H [ %)@ (b) (H T = 10)] 5

wobei die Gleichung * aus Lemma 2.20 (a), (b) und (c) folgt und da K kommutativ ist. Die
Giiltigkeit von ** zeigt man wie Lemma 2.20 (a). .

Wir kénnen nun Lemma 2.16 analog zu [DG99] zeigen.

Beweis (Lemma 2.16).

prab = pra®(a)p*b = Z(H O pPa)®(a)(H B pib) =

p,q
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= > (HOpPa)®(a)(H D p®) + Y (H E pPa)®(a)(H E %)
p,q>1 p>1

+ (H B pta)®(a)(H O p°b) + (H B p°a)®(a)(H 3 1°b)
+ Z (H @ pla)®(a)(H B pib) + (H & pla)®(a)(H E ™b)
1<g<m
= Z (H O pid)®(b)(H O pPa) + Z (H B 1°b)®(b)(H & pPa)
p,q=21 1<p<m
+ (H B ptb)®(b)(H B 1) + (H B p°b)®(b)(H O 1i°a)
+ ) (H B pib)®(b)(H B pla) + (H B pb)®(b)(H 0 i a)
qg>1
= pbP(b)pu*a = p*ba .

Wir haben nun Lemma 2.16 bewiesen und damit gezeigt, dass p* in der Tat zu einem
& Morphismus von M nach K@*? faktorisiert. Deshalb werden wir von nun an p* als einen
d—-Morphismus interpretieren.

Wir miissen nun noch Lemma 2.17 zeigen, d.h. zeigen, dass (Q, \*, u*,v*) tatséchlich eine
d—Darstellung fiir S* ist. Sei u € M. Wir erinnern uns, dass

|ul n

(S u)=>" > J[®w.. w_1)(S w).

n=0 (u1,...,un)€ZP I=1

Ist 2 = (u1,...,up) eine Zerlegung von u und a € X, dann definieren wir 2} :=
(uy,...,uka,...,uy,). Aus technischen Griinden definieren wir noch wug := ¢ fiir alle u € M.

Sei nun 1 = (L1, 1,02,1,03, -+ ,1,0p) € Q mit ¢ = idkg. Wir geben eine Formel vuj; an,
die das Verhalten des konstruierten Automaten von 1 nach j fiir eine Spur u beschreibt. Wir
zeigen dann, dass tatséchlich vui; = ,u*uij gilt. Daraus konnen wir Lemma 2.17 folgern und
damit Satz 2.3 beweisen. Wir definieren:

|ul n
Vuij ::Z Z I(l,j,Z,TL)H‘I)(Ul...Ul_l)(S,Ul)(I)(Ul...’U,n)(lLL’U,nJrl)ljl'
n=0 zEZﬁ+m =1
2=(U1,e s Untm)
m
T 1@ wn) @ (Preun 1)iz,q) (Bt t)1;,
q=2

mit
1 ;falls Hy =1, ®(sufwy;) = ¢4 fiir alle 1 <1 < min(n,m — 1),
I(1,7,2,n) = ®(sufu,) =13 und ¢ = @y, firallel <l <m-—n
0 ;sonst
In vuj; représentiert der Faktor [T, @(ur...w—1)(S,u;) die Kopien von A, die schon

durch eine Verschiebung mittels 1 beendet wurden. Die restlichen Faktoren beschreiben die
momentan aktiven Kopien von A.
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Bevor wir mit dem Beweis von Lemma 2.17 beginnen, machen wir folgende Beobachtungen:

Lemma 2.22 Seia € ¥ und n, p € N. Seien weiter u,v € M und z = (uq,...,Upim) € Z0TM
sowie y := (U1, ..., Untm,€) € ZPHH™ Dann gilt:

(a)

(b)

(ug - un) (Pt 1)1iy [Tgen [P(ur - . up) @(Prewny1)92 g] (Huntq)1i, ®(w)pPazzHi Hy # 0
genau dann, wenn

D(ut ... un) (Htnt1)1i, [Tgls [R(wr - un) R(Preuns1) Vo] (Htntg)ii, ®(w)pPazH;  # 0
und entweder p = 0 und aluo4y, ... Uptm oder p > 0 und altyipt1 - - - Untm-

Beweis. vgl. [DG99] Beweis zu Theorem 10. Sei
D(us - . up) (pting1)16; [Igts [P(u1 - - up) @ (Preuntt)Vs,q) (ttntq) i, ®(u)pPazHiHz # 0.
Ist p = 0, dann haben wir {a} = @ (i)l @ (i2) U... U @ (in) = a(tns2 ... Unim). Ist

dagegen p > 0, dann gilt @ € @ (ip) '@ (ip41) U... U @ (i) = a(Unipi1 - - Untm)-

Fiir die andere Implikation der Aussage sei

D(ur ... un) (Hunt1)1i [Tgls [R(ur - un) R(Preuns1)Va,q] (ttntg)ii, ®(u)pPazH;  # 0
und zunéchst p = 0 und alugiy, . . . Upim. Wir haben dann j = (ig, Y2, -+ ,im, Im, 1,¢) fir
ein . € ®(M(C, 1)) und @ (i1) = {a} # 0. Weiter gilt ‘a (i1)U{a} = & (F(suf 4(i1,a))) =
Aund @(i) U (i) = @(i_1) U@ (ji1) = A fiir alle I > 1. Also gilt @ (i;) =
(i) la (jy_1) = a(ip) fiir alle 1 < 1 < I'. Weiter @ (i1) = {a}a(upi2 ... Unim) =
@ (ig) U...U Q (ip,). Damit folgt H; = 1.

Sei nun p > 0 und altyipi1 - - - Untm- Dann gilt j; = 4 fiir alle [ # p und weiter @ (i) =
A (jp) U{a} und @ (j,) = @ (ip) U{a}. Alsoist o/ (i1) 2 @ (j1) # 0 und @ (ip) U ‘@ (ip) =
A (jp) U @ (jp) = A. AuBerdem ist ‘o (ip) C ‘@ (jp)Ia(j;) = @ (4) fiir alle | < p. Fiir
I > p dagegen gilt' @ (jp)Ia (j;) = @ (i;) und al'a (i;) = u,4; nach Voraussetzung. Wir
bekommen a (i) '@ (4;) und damit H; = 1. .

Sei H;H; # 0 und pla;; # 0. Sei weiter (punt1)15, # 0 und 91 = ®(sufu,,). Dann ist
I(1,5,y%,,n+1)=I(1,7,2,n).

Bewels. ,uoazj # 0 und (pupn41)1s, # 0 impliziert 7 = (41,91, 1,015+« Jm—1, bm—1) und
11 = 9 = ®(suf(up41a)). Nun bekommen wir:

(]l ;falls @(sufy;) = pj4q fir alle 1 <! < min(n,m — 1),

- d(suf(uyi1a)) = fallsn+1<m—1
I
und ¢ = @pipgq firalle 1 <l<m-—-n-—1

0 ;sonst

1 ;falls ®(sufu;) = ¢jq fiir alle 1 <! < min(n,m — 1) und

= 1= @ne firalle 1 <I<m-n-1

0 ;sonst
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1 ;falls ®(sufu;) = ¢y4q fiir alle 1 <! < min(n,m — 1) und
= Y=, firalle 1 <l <m-—n

0 ;sonst

(c) Sei (pun)1i, # 0 und I(1,7, 22,n) # 0. Dann ist ¢; = suf 4(i1,a) = ®(suf(u,a)).

Beweis. (puy,)1;, 7 0 impliziert suf 4(iy,a) = ®(suf(u,a)) und I(1,7, 2%, n) # 0 impli-

n’

ziert 11 = ®(suf(uya)). Also ¢1 = suf 4(i1,a) = ®(suf(u,a)). R
(d) Sei 1 = ®(suf(upa)) und auBerdem gelte aluptq...Uptm. Dann ist
[D(u1 ... up—1)P(Preuy )i q) (Mntg)1j, =  [®(ur...upa)P(prev, 1)iaq) (Hiniqg)ij,

fir alle 1 < g <m.

Beweis. Ist a ¢ C, dann gilt: alu,, impliziert u,, = €. Damit folgt die Behauptung
fir a ¢ C. Sei also a € C. Aus aluy4; folgt preu, 1 = . Damit folgt die Behauptung,
da ®(preuy)t; = ®(upa). R

(e) Sei alupig...Uptm. Dann gilt fiir alle 2 < g < m:
[P(ug ... up)P(Preuy,+1)i,q) (,uunJrq)qu = [®(ug ... up)P(pPreuyia)ia 4 (,uunJrq)qu.

Beweis. Ist a ¢ C, dann gilt alu,, impliziert u,4, = €. Ist dagegen a € C, dann ist

preu, 1 = preu,1a. .
(f) Sei j= (1,¢1,1,idKk, -+ ,1,idk) und w,4q = € fiir alle 1 < ¢ < m. Dann ist

1 ;falls ¢; = ®(sufu,) und
1(1,7,2,n) = o141 = B(sufy) firalle 1 <1 <m — 1

0 ;sonst

Beweis. Aus der Definition von H folgt Hj = 1. Ist n > m —1, dann folgt die Behauptung
direkt aus der Definition von I. Sei also n < m — 1. Dann gilt

(1 ;falls 11 = ®(sufy;) fir alle 1 <1 <n und

I(1,7,2,n) = 11 = ®(sufu,) und @iy, = ¢ = ®(sufe) firalle2 </ <m-n

0 ;sonst

1 ;falls ¢; = ®(sufu,) und

= o141 = P(sufy) firalle 1 <l <m—1 .

0 ;sonst

(g) Sei 1l <p < m.Ist pPaz; # 0, dann ist I(1,7,z,n) = I1(1,7,2,n) = I(1,}, 2y M)
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(h) Ist (S,u;) # 0 und alv;, dann folgt a ¢ «(S) und damit (S,va) = 0 fir alle v € M.
(i) Sei pvi;, # 0 und alv. Dann folgt sufv = v und damit (i,) = ®(v).
() pon #0 s v=c & pon =1

k) Sei p’az; # 0. Dann ist j,, = 1. Also ist pvy; Oev=c& pvy;, =1.
/‘I’ Iu’ Jm Jm

Wir kénnen nun wie angekiindigt zeigen:
Lemma 2.23 FEs gilt vuj; = w g

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mittels Induktion iiber |u].

Sei u = ¢, dann ist

Wir betrachten nun eine Spur der Form wua fiir ein a € X. Beachte, dass aus Lemma 1.7

Folgendes folgt: Sei n > 0. Dann ist 2’ = (u),...,ul,,,,) € ZI™ genau dann, wenn es
2= (U1, ., Uptm) € Z27™ und p > 0 gibt mit u;, = upa, wy = fiir alle [ # p und alu, fir
alle ¢ > p.

Hiermit bekommen wir:

|ual

I/UCL1~—Z Z I(Lj,z’,n)H@(u/l...u;_l)(S,u;)-

2 eZntm =1
Zﬁ(ulv B n+m)
() ) (g )y ][R ul) B (preul, 1 )iag] (o hj,
q=2
(1) o - ot
=Y > 1@ [] @ ) (S u)®ur - un1)(S, una)- (2.12)

alun+1 - Un+m

m
“D(ug .. upa)(pting1)14, H [®(ug ... upa)P(preun1)iaq) (Htiniq)1j,
q=2
|ul n
+ Z oo 1@ ) [[ @ w1) (S w)- (2.13)
zeZptm I=1
z2=(u1,-- Untm)
alup42...Untm
m

S D(ug .. up) (pUp 1)1, H [D(ug ... up)P(Preuyia)ia ) (,uunJrq)qu—F
q=2
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|ul

+Y > > 11, 2 pm) [T @Cur - 1) (S, w)- (2.14)

n=0p>2 zeZntm =1

2=(U1,- s Un+tm)
alun+p+1 o Un+m

p—1
B (un - ) (g )1y [ (@ . ) B(Dretn 1) ia,q] (Hiinq)1s,"
q=2

“O(up .. up)P(Preun 1) (Hn4pa) 1,

[T (@ un)@(Prewn )] (punsq),

Da S quasiregulér ist, reicht es in (2.13) und (2.14) iiber n von 0 bis |u| zu summieren.

Weiter haben wir nach Induktionsvoraussetzung

,u*uaij :Z,u*uii u)ptay = Z pwrug; P (u) pP az Hy Hy

p>0,7
= Z vug®(u)pu’az; Hy Hy (2.15)
Zl/u1~ w)ptazyHy Hy (2.16)
+ Z Z vui;®(u)puPaz;H; H; (2.17)

p>2 1

Wir zeigen: (2.12) = (2.15), (2.13) = (2.16), (2.14) = (2.17). Daraus folgt dann offensichtlich
Lemma 2.23.

(2.15) Z vug;®(u)p awH H; =

\UI

k
ZZ Z I(i,i,z,k)HCI)(ul...ul,l)(S,ul)Q(ul...uk)(uukﬂ)lil-

2=(U1 e, Uk )

T 1@ - . ug) B (preur1)Va.q) (1t q)1i, ®(w)u’ azzHi H;

T
I

|ul

k
ZZ o ILa k) [[ @ wr) (S w)-

7 k=0 zEZk+m
2=(U1 )W)

<P (ur ) (g )1y @ (w) ' azgHy Hy-

N
Il
—_

T 1@ - . w)®(preus1)va,q) (1tnq)1i, (1)1,
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|ul

k
Z > Yoo I@ G Ak D @ w) (S, w):
=1

zeZkT1Tm - t
2= (UL ooyt 1 )1917<I>(sufuk)

<P (ur - ug) (g )1y @ (w) ' azpHy Hy-

T 1@ - . wg) B (preus1)va,q) (1t q)1i, (Btth414m )15,
q=2
(@) |u|+1 n—1
= Z Z I(l,j,zg,n)H@(ul...ul,l)(é’,ul)-

alup41.. Untm

Z <1>(u1 e Unfl)(,uun)lhq)(u)\ll(i)iiniuailvF(ﬁQ).

7=(11,91,J1,t 1,2 Jm—1,tm—1)
=P (sufun—_1)

m

) H [ (ur . .. ugp) P(pPreugi1)a,q) (Huk+q)1i, (HUk+14m )1,
q=2

|ual n—1

.. ul,l)(S, ul)-

=
~
—
<%
S
—
KA
—
E

zeZntm =1
2=(U1 e s Untm)
aluptm.. . Untm
) (I)(ul s unfl) Z(:U’un)lilq)(un):uahF(‘i)(sufuna))'

11

m
T2 - . un—1)@(preun )i q] (Htniq)1j,
q=1
|ual n—1

—
=

n=1 ZeZn-Fm =1

2=(U1 e Untm)
altni1.. Untm

[®(u .. upa)@(preuns )] ()1, -

m

T 1@ - . una)®(preun i1)ia.q) (piiniq)1;,
q=2

= (212)

Die beiden anderen Fille gehen dhnlich:

(2.16) Zuuh u)p aZJHH =

= > I@ G [] @ we)(Sw)®(us - un—1)(S, ua)-
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- ZZ Z I(i,i,z,n)H@(ul...ul,l)(S,ul)CI)(ul...un)(uunﬂ)lil-

(g):,(a)z Z (1,7 ]H@ 1) (S5 )

n=0 zeZntm

Z:(ulv---vun+m)
aluny2.. Untm

> O(ur . un) (g 1)10y @ () W (7) 5 iy oy

i:(ilvblv---vjmybm)

i H [P (g ... up) P(Preuns1)V2,q] (Hintq)1i,
q=2
Jul n
() Z Z I(i’j’z’n)HjHQ(ul---ul—l)(S,Ul)-

zeZntm =1

z2=(U1,. s Un+m)
alun+2---un+m

cD(uy .. .up) Z(uunﬂ)m@(unﬂ)ﬂaim'
1
m

H )@ (Preun41)ta,4] (,“UnJrq)lJ'q
q=
(eMg)i Z 7 ﬁ@ )(S,w)-
A3 1,7, 2040, -u—1) (S, w)
n=0 z623+m =1

Z:(ulv---vun+m)
aluny2.. Untm

m
cD(ug .. up) (pUup 1)1, H [®(ug ... up)P(Preuy1a)ia q) (Hniqg)1j,
q=2
= (2.13)
Sei nun p > 2. Dann gilt
Zl/u1~ w)pPaHiHy =
|ul n
3N @z [[® ) (S w)®(ur - ) (1)1,
7 n=0 zeZﬁ+m =1

2=(U1,. s Untm)

T @ - . un)@(Preun1)d2,4] (wtin+q) 1, ®(u)pPazsHy Hj
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(Ehia) = .
g),(a T o~
=7y > 11,5, 2,n)Hy [T @(ur - - 1) (S, w)@(us - ) (it 1)1,
Z:(ulv"'aun+m)
alun+p+1...un+m
p—1
T @ .. wn)@(preun 1)da,q) (ttn4q)1i,
q=2
> [ (u1 ... un)P(Prevunt1)de,p] (Hntp)ii, P(u) ‘1’(5)1_,7171792471?(%)] i,
E:(jlyLl7~~'7i177"'7j77’L7Lm)
m
I @ ... un)®(preun1)02,] (tiniq)1s,
q=p+1
|“‘ n
Z S I0 g ) H [[ @ur - we1) (S w) @ - ) (1)1,
zeZntm =1
= (Uh 7Un+m)
alUntpt1.-Untm
p—1
T @ (ur - . un)@(Preun1)iaq) ()1,
q=2
(P(ug ... up)P(Preus 1)) Z(uunﬂ)mfb(unﬂ)uaim-
Z’P
m
I @ ... un)®(preun 1)z (Biinsq)1j,
g=p+1
|l n
Z Z I(l’ja Zngpa H(I) S U1 (Saul)q)(ul ---un)(:uunJrl)ljl'
zeZntm =1
= (Uh 7Un+m)
alUntpt1.-Untm
p—1
. H [D(ug ... up)P(Preuyt1)ie,ql (,Ltun+q)1jq [D(ug ... up)P(Preuy,1)ia,p) (,uunﬂ,a)ljp-
q=2
m
I1 (@@ wp)®(prewn i)ia ] (tun gy,
g=p+1

Also bekommen wir auch (2.14) = (2.17) und somit Lemma 2.23.
Jetzt sind wir soweit, dass wir den Beweis von Satz 2.3 abschlieen kénnen, indem wir nun
Lemma 2.17 zeigen.
Beweis (Lemma 2.17).

ZA Dy (7) = ) Wiy = ) viug; =

7(17id]K717<)027"' 717307”) i:(l,idﬂ(,l,@27"' ,1790m)
j:(17[/17171d]K7"' 7171d]K) 52(17[/17171(1]1(7"' 7171d]K)
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= ZZ Z I(Lj,z,n)HCID(ul...ul,l)(S,ul)Q(ul...un)(uun+1)11-

175 n=0 Zegqffrm =1
2=(U1,- s Un+tm)

. H [®(u ... up)P(Preun+1)] (Hinig)11
q=2
|ul n

(1. Z Z H D(uy...up—1)(S,u)P(uy ... up) (Btpt1)11

n=0 zezntm =1
z=(U1,-- Untm)

. H [®(ur ... up)P(Preunt1)] (Hinig)i1

n

Damit ist Satz 2.3 bewiesen. n

Bemerkungen 2.11 und 2.12 kénnen sinngeméfl auch fiir die Voraussetzungen von Satz 2.3
iibernommen werden.

2.4 mc—Rationalitat impliziert Erkennbarkeit

Wir werden nun die Ergebnisse der vorangegangenen Abschnitte zusammenfassen und den
ersten Teil unseres Hauptresultats beweisen, dass K3 " (M)) C K¢(IM), falls K kommu-
tativ ist und ®(M(C, I)) eine endliche Untergruppe von Aut(K) ist.

Zunéachst brauchen wir den Abschluss der ®—erkennbaren Potenzreihen unter @.

Satz 2.4 Seien S, T ®—erkennbare formale Potenzreihen. Dann ist S@®T auch ®—erkennbar.

Beweis. Der Beweis geht analog zum klassischen Fall.

Seien (QY, AL, ut,4Y) und (Q2%, A2, u2,~4?) ®-Darstellungen von S bzw. T. Als neue Zustands-
menge wihlen wir Q = Q' & Q? und definiere u, ), v wie folgt:

plug;  sfalls 4,5 € Q1

Hugj = ,u2uij falls i, j € Q?
0 ; sonst

M) = {Al(i) falls i € Q1 ) = {fyl(j) falls i € Q!
A2(7) sfalls i € Q? v2(5) ;falls i € Q?
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Wir sehen wie folgt, dass p wieder ®—Morphismus ist:

Zkte puip®(v)pvg;  sfalls 4,5 € Q!
puvi; = zkeQQ puip®(v)pvg;  sfalls 4,5 € Q?

0 ; sonst
= (:uuq)(u)/”))ij

Wir zeigen nun, dass (Q, A, i,y) eine ®-Darstellung von S @ T ist.

Z (1) prui; @ Z )\ ,u u;; P Z )\ M ui P (u)y Q(j)

1,J€EQ i,jeQ! i,j€EQ?
=(S,u) + (T, u) [

Lemma 2.24 Sei S € KE°(M)) und k € K. Dann gilt:

(a) ke ©g S ist P—erkennbar.

(b) S ©o ke ist P-erkennbar.

Beweis. Sei (Q, A, i, y) eine ®-Darstellung von S.

u (a): Wir definieren kA durch kA(i) := k- A(d) fiir alle i € Q. Dann ist (Q, kA, i, y) eine
d—Darstellung von k. ©g S.

Zu (b): Wir definieren jetzt vk durch vk(i) := ~(i) - k fiir alle ¢ € Q. Dann ist (Q, X, u, vk)
eine ®—Darstellung von S O¢ k.. =

Die Klasse der ®—mc-rationalen Potenzreihen enthélt alle Monome. Wir miissen also zeigen,
dass Monome ®—erkennbar sind. Wir zeigen jedoch noch mehr: Alle formalen Potenzreihen
mit endlichem Triger sind ®—erkennbar.

Satz 2.5 Alle Polynome aus Ko((M)) sind ®—erkennbar.

Beweis. Sei P € Kg(M)) ein Polynom, d.h. supp(P) ist endlich. Wir bekommen also

P= > (Pul,

u€supp(P)
Nach Satz 2.4 und Lemma 2.24 reicht es zu zeigen, dass fiir alle v € M, 1,, $—erkennbar ist.

Sei also u € M und sei Q := {v € M | v ist Préfix von u}, die Menge aller Prifixe von u. Wir
definieren p : M — K®*? und A € K9 sowie v € K¢*! durch:

1 ;falls v’ =ovw 1 ;fallsv=c¢ 1 ;fallsv=u
HWyy! = )‘(U) = 7(”) =

0 ;sonst 0 ;sonst 0 ;sonst
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Da wir in der Definition nur 0 und 1 als Kosten benutzt haben, brauchen wir ® in den
folgenden Rechnungen nicht zu beriicksichtigen.

Dass p ein ®-Morphismus ist, sicht man wie folgt: Sei w,w’ € M und v,v" € Q. Dann gilt:

, 1 ;falls v/ = vww’
pww,,, =
0 ;sonst

_ {,uuv(vw) uwsz)v, s falls v/ = vww’

0 ; sonst

= Z vav”ﬂw;ﬂv/ = (uwuw,)vv“
V' EQ

Auflerdem ist fiir alle w € M:
AWy = piey, = 1y (w)

und damit die Aussage bewiesen. ]

Die Klasse der ®—mc-rationalen Potenzreihen ist abgeschlossen unter dem ®—Cauchy—
Produkt. Satz 2.2 zeigt den Abschluss unter dem ®—Cauchy—Produkt nur fiir quasiregulére
Reihen. Im néchsten Lemma werden wir zeigen, dass man den Abschluss fiir alle Reihen leicht
folgern kann.

Lemma 2.25 Sei K kommutativ. Sei weiter ®(M(C,I)) eine endliche Untergruppe von
Aut(K). Dann ist Kg¢(M)) abgeschlossen unter dem ®-Cauchy-Produkt.

Beweis. Seien S und T' € Kg°(M)). Wir definieren S? bzw. T'? durch

(Sq’u):{(s,u) sfalls u # ¢ (Tq,u):{(T’u) sfalls u # ¢

0 sfalls u =€ 0 falls u =€

Beachte, dass sowohl T'? als auch S? quasiregulir sind und es gilt: S = S? @ (S,¢e). bzw.
T=T1®(T,e¢)..
Wir bekommen also
ST =(S1®(S,¢):) 03 (T ® (T,¢)c)
=510 T® (S,6)e ©a T1® S ®g (T,e): ® (S,e)(T,€)e

Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.4, Satz 2.2 sowie Lemma 2.24 und Satz 2.5. ]

Wir folgern nun den ersten Teil des Hauptresultats dieser Arbeit.

Satz 2.6 Sei K kommutativ. Sei weiter ®(IM(C, I)) eine endliche Untergruppe von Aut(K).
Dann ist jede mc—rationale Potenzreihe ®—erkennbar.

Beweis. Der Satz folgt direkt aus Satz 2.5, Satz 2.4, Lemma 2.4 und Satz 2.3. Beachte, dass
endliche Untermonoide von Aut(K) Untergruppen sind. ]



3 Alle erkennbaren Reihen sind mc—rational

Nachdem wir im letzten Abschnitt gezeigt haben, dass unter gewissen Voraussetzungen
d-rationale Potenzreihen ®—erkennbar sind, werden wir im folgenden Kapitel die umgekehrte
Implikation untersuchen und zeigen, dass ®—erkennbare Potenzreihen immer ®—mc-rational
sind. Dazu greifen wir wieder auf die Ideen von Droste und Gastin zuriick.

Wir definieren eine Abbildung, die Ki°(IM)) auf eine Teilmenge der ®-erkennbaren Potenz-
reihen iiber dem freien Monoid X* abbildet. Weiter definieren wir eine zweite Abbildung, von
den formalen Potenzreihen iiber dem freien Monoid zuriick in die formalen Potenzreihen {iber
M, welche ®-Rationalitéit erhilt. Wir werden diese Abbildungen so definieren, dass Ihre Ver-
kettung die Identitét ergibt. Da Georg Ulbrich in [Ulb03] zeigt, dass iiber dem freien Monoid
die Klasse der ®—erkennbaren und die Klasse der ®-rationalen Potenzreihen &dquivalent ist,
folgt dann sofort die Inklusion K¥°(M)) C K2t (IM)).

Im zweiten Abschnitt des Kapitels werden wir zeigen, dass sogar die schérfere Inklusion
Kiec (M) C Kpe ™8 (M)) gilt. Dazu zeigen wir zuerst, dass die im ersten Abschnitt definierte
Abbildung nicht nur ®—Rationalitit sondern auch ®—mc—Rationalitét erhilt. Nach dem ersten
Abschnitt reicht es dann zu zeigen, dass das Bild von K°(M)) unter der oben genannten
Abbildung in den ®-mc-rationalen Potenzreihen iiber dem freien Monoid liegt.

3.1 Erkennbarkeit impliziert Rationalitat

Wie oben bereits erwihnt, suchen wir eine Abbildung von Kg(¥X*) nach Ke(M)), die
®—Rationalitét erhilt. Hier bietet sich natiirlich ein Semiringhomomorphismus an, da die-
ser vertriglich ist mit & und Og.

Definition 3.1 Seien M; und My zwei Spurmonoide und h : M; — My ein Monoidhomo-
morphismus mit der Eigenschaft h=!(¢) = {e}. Dann definieren wir h : Kg(M;)) — Ko{(Ma2))
durch

((S),u) == > (Sw). (3.1)

weh~1(u)

Beachte, dass die Summe aufgrund der Bedingung h~!(g) = {e} definiert ist, denn dann gilt:
Aus w € h=Y(u) folgt |w| < |ul.

Fiir den klassischen Fall ist bekannt, dass sich jeder Monoidhomomorphismus A durch die
Definition (3.1) zu einem Semiringhomomorphismus fortsetzen lisst; vorausgesetzt die Summe

45
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ist definiert (siehe z.B. [SS78, S.13-14]). Ist h ein Homomorphismus zwischen zwei Spur-
monoiden mit der oben genannten Eigenschaft, dann ist h sogar vertriglich mit der Kleene—
Iteration.

Wir verallgemeinern dieses Resultat auf Potenzreihen mit Deflationsparameter ®.

Lemma 3.2 Seien M := M(X1, 1) und My := M(Xo, I5) zwei Spurmonoide und ®1 : M —
End(K), ®5 : My — End(K) Monoidhomomorphismen. Sei h : My — My ein Monoidhomo-
morphismus mit den folgenden Figenschaften:

1. h=1(e) = {e}.
2. &30 h = Pq.

Dann ist h ein Semiringhomomorphismus. Auferdem ist h wvertrdglich mit der Kleene—
Tteration und erhdlt ®—Rationalitdt.

Beweis. Die Vertréglichkeit mit & miissen wir nicht zeigen, da @& wie im klassischen Fall
definiert war. Gleiches gilt fiir die Aussagen h(0) = 0 und k(1) = 1.

Seien S, T € K({(M)). Wir zeigen die Vertréglichkeit mit ©g:

(W(S e, T)u) = Y (Sos, T,w)
weh~1(u)

— Z Z (S,v1) - @1(v1)(T, v2)

weh~1(u) vive=w

=S (S @)@ w)

ULU2=U ) Ehil(ul)

Ugeh_l(ug)
uru2=u vy €h=1(u; ) va€h~1(u2)
= Z (h(S),u1) - P2(ur) (R(T), uz)
ulu2=u

= (B(S) O, B(T),u)

Wir haben also gezeigt, dass h in der Tat ein Semiringhomomorphismus ist. Wir zeigen nun
die Vertriglichkeit mit der Kleene-Iteration. Sei S jetzt quasiregulir. Da h~!(e) = {e} folgt
(h(S),e) = (S,e) = 0. h(S) ist also wieder quasiregulér. Weiterhin folgt daraus, dass h
verldngernd ist, denn |h(a)| > 1 fiir alle @ € ¥;. Sei w = ay...a, € My, dann ist h(w) =
h(ai) -+ h(ay) und deshalb |h(w)| > n = |w|. Wir kénnen nun fiir u # € berechnen:

(R(S*)u) = D (S%,w)
weh=1(u)

|w|

= Z Z(Sk,w)

weh~1(u) k=1
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|ul

- ¥ Yetw

weh~1(u) k=1

I
M
M
s

Um zu zeigen, dass h ®Rationalitit erhilt, zeigen wir nun noch, dass Monome auf Monome
abgebildet werden. In der Tat gilt:

(ko). ) = Z (o) = {k ;falls u = h(a)
)

weh—1(u 0 ;sonst

Also ist h(kq) = kp(q) und damit ist der Satz bewiesen. m

Bezeichnet 7 : ¥* — M den kanonischen Epimorphismus, dann erhélt 7 : Kg((3*)) — Kg((IM))
nach Lemma 3.2 also ®-Rationalitét.

Wir definieren nun noch eine Abbildung von Ki°(M)) nach KF°(>X*)). Der kanonische
Ansatz ist hier n~! definiert durch (n=1(S),w) = (S, [w]) zu wihlen; also einen gegebenen
®—-Automaten iiber M einfach als ®-Automat iiber dem freien Monoid zu interpretieren.
Verkettet mit 7 ergibt dies jedoch nicht die Identitét, da (7(S),u) = >, c, (S, w).

Wir werden deshalb fiir jede Aquivalenzklasse u € M genau ein Wort w € v auswéhlen und
dort das Bild einer formalen Potenzreihe S wie oben definieren. Auf allen anderen Worten
lassen wir es verschwinden. Dabei miissen wir beachten, dass die so definierte Abbildung
d—FErkennbarkeit erhélt. Deshalb fithren wir das Konzept der lexikographischen Normalformen
ein.

Sei < eine lineare Ordnung auf 3. Die durch < induzierte lexikographische Ordnung auf ¥*
bezeichnen wir wieder mit <.
Definition 3.3
1. Ein Wort w hat die lexikographische Normalform, falls es das beziiglich < kleinste
Element von [w] ist.

2. LNF ist die Menge aller Worter {iber > mit lexikographischer Normalform. LNF ist
eine erkennbare Sprache (siehe z. B. [DR95, Proposition 6.3.4]) und abgeschossen unter
Bildung von Priifixen und Suffixen, wie man leicht sieht.

3. Aine = (QunrE, A, qo, F)) bezeichnet einen reduzierten (d.h. alle Zusténde sind so-
wohl erreichbar als auch coerreichbar) deterministischen Automaten, der LNF erkennt.
Beachte: Da LNF abgeschlossen ist gegeniiber Bildung von Prifixen, folgt F' = QrNF.
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Definition 3.4 Ein ® Morphismus p : ©* — K@X@ heifit & -LNF -Morphismus, falls es eine
Funktion 7 : Q — QinF gibt, sodass fiir alle a € ¥ und alle 7,5 € @ gilt: pa;; # 0 impliziert
7(i) % 7(j) in Arnp. Eine ® Darstellung (Q, A, i1, ) einer Reihe S heiBt ® -LNF -Darstellung
von S, wenn p ein $-LNF-Morphismus ist.

Lemma 3.5 (vgl. [DG99, Proposition 28]) Ein ® Morphismus pu : ©* — K@X? st ein
O-LNF-Morphismus, falls es eine Funktion w : Q — QLNF gibt, sodass fiir alle w € ¥X* und
alle 1,5 € Q gilt: pi; # 0 impliziert w(i) % 7(4) in ALNr.

Beweis. Wir kénnen die Behauptung mittels einer einfachen Induktion iiber die Wortlinge
beweisen. Sei w € X*. Fiir w = ¢ folgt aus pw;; # 0, dass ¢ = j und damit der Induktions-
anfang, da per Definition 7(i) = (i) in Apxg. Sei nun 0 # pwa;; = >, pwip®(w)pay;. Wir
kénnen also ein k so wihlen, dass sowohl pw;, # 0 als auch pay; # 0. Nach Induktionsvor-
aussetzung folgt nun 7 (i) = w(k) = n(j) in ALNF. n

Da LNF erkennbar ist, konnen wir durch eine einfache Produktkonstruktion fiir alle S €
K (X*)) zeigen, dass S @ 1pnF wieder ®—erkennbar ist.

Lemma 3.6 (vgl. [DG99, Proposition 28]) Sei S € KF°(X*)). Dann hat S ® 1inr eine
®-LNF-Darstellung.

Beweis. Sei A= (Q', N, u',7) eine ®-Darstellung von S. Wir definieren @ := Q" x Qrnr und
X, v, sowie p1 : ¥ — K@XQ folgendermafen:

v, p) =7 (3) 7(i,p) :=p A, p) = {)‘ (1) sfalls p=qo

0 ; sonst
und

Wai; ;falls p 2 ¢ in Arnr
Ha(i,p)(j,q) *=

0 ; sonst

Wir setzen p mit Lemma 1.14 zu einem ®—Morphismus fort. Wir lesen direkt aus der Definition
ab, dass p ein ®-LNF-Morphismus ist. Zunéchst zeigen wir mittels Induktion tiber die Wort-
lange

Wwg; falls p 2 ¢ in AN

0 ; sonst

HW (G p)(j,q) = {

Fiir w = ¢ erhalten wir

1 ;fallsi=jund p=gq
HE(@ip)(j.a) =

0 ;sonst

_ {M/Eij falls p = ¢ in ApLxp

0 ; sonst



Erkennbarkeit impliziert sogar mc—Rationalitét 49

Fiir den Induktionsschritt betrachten wir pwa; ) (j.q) = ka ,uw(i,p)(kﬂa)@(w)ua(k,r)(j7q). Da

Arnp deterministisch ist, gibt es maximal einen Zustand r mit p — r — ¢ in Apnp. Wir
bekommen also

Yo Wwi®(w)p'ag; ;s falls p 22 ¢ in Ainr

0 ; sonst

HWAa(; p)(5,q) = {

womit die Behauptung bewiesen ist. Wir kénnen nun zeigen, dass (Q, A, u,7y) tatséchlich
S ® 1nF darstellt.

Z )‘Zp:uw(zp(]q .7 q Z)‘ ,LLU)(Z,qo .7(1)(1)( ) (j)
(4,p)(4,9) 0:3:q
- {Zi,j N (i)u'wij®(w)y'(j)  sfalls go = in Arnp

0 ; sonst

= (S ® 1LNF, w) n

Wir kénnen nun recht einfach zeigen, dass alle ®—erkennbaren Reihen ®-rational sind.

Satz 3.1 Sei S € Kg°(M)) dann ist S ®-rational.

Beweis. Sei A = (Q, A, u,7y) eine ®-Darstellung von S. Dann ist (Q,\,u o n,\) eine
d—Darstellung von 77*1(5). Nach Lemma 3.6 ist also auch 77*1(5) ® 1linp P—erkennbar
und deshalb nach [Ulb03] ®-rational. Mit Lemma 3.2 bekommen wir, dass dann auch
7l (77_1(5) ® 1LNF) ®-rational ist. Wir haben aber fiir jedes u € M:

(7 (0~ (S) ® 1rnr) s u) = Z (n1(S) ® Linr, w)

weu

= > ((S),w)

weuNLNF

= Z (57 [w]) = (Svu)

weuNLNF

Also ist 77 (77_1(5) ® 1LNF) =5, was die Behauptung beweist. m

3.2 Erkennbarkeit impliziert sogar mc—Rationalitat

Im folgenden Abschnitt zeigen wir die strengere Inklusion Ki¢(M)) C K¢ ™ (M).
Wir werden zuerst zeigen, dass 7 nicht nur ®-Rationalitdt erhélt, sondern sogar
d—mc—Rationalitdt. Um zu zeigen, dass aus der ®—Erkennbarkeit einer formalen Potenzreihe
ihre ®—mc—Rationalitét folgt, reicht es deshalb nach dem vorausgegangenen Abschnitt zu
zeigen, dass alle Potenzreihen der Form S ® 1y fiir S € KF°(X*)) ®-mc-rational sind.
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Lemma 3.7 Sei S € Kg(X*)). Dann gilt

1. Ist S monoalphabetisch, dann ist auch 7(S) monoalphabetisch.

2. Ist S zusammenhdingend, dann ist auch 17(S) zusammenhdngend.
Beweis. Zu (1): Sei S monoalphabetisch und sei u € supp(7(S)). Dann ist ) . (S, w) # 0.
Also gibt es ein w € u mit (S, w) # 0. Und damit folgt a(u) = a(S) fir alle u € supp(7(S5)).

Zu (2): Sei S zusammenhéngend und sei u € supp(7(S)). Dann ist » . (S,w) # 0. Also gibt

es ein w € u mit (S,w) # 0. Damit folgt a(u) = a(w). Da S zusammenhéngend ist, folgt,
dass a(u) zusammenhéngend ist fiir alle u € supp(7(5)). n

Wir miissen nun zuniichst einige vorbereitenden Lemmata aus [DG99] fiir Potenzreihen aus
Ka((X*)) nachvollziehen.

Definition 3.8 Sei S € Kg(X*)) und A C ¥. Dann ist die Einschrinkung von S auf A die
formale Potenzreihe S 4, die durch

S,w) ; falls a(w) = A
(Sa1) = {( ) (w)
0 ; sonst

definiert ist.

Lemma 3.9 (vgl. [DG99, Proposition 21]) Se: S € Kg((X*)) ®-mc—rational. Dann ist
auch S4 ®-mc-rational.

Beweis. Der Beweis kann fast wortlich aus [DG99] ibernommen werden. n

Lemma 3.10 (vgl. [DG99, Proposition 22]) Sei S € Kg(X*)) quasirequlir und A C %
nichtleer. Dann ist (S*)a = Z1 G X mit X =3 5 4(S*)p und Z = (X ©g S)a.

Beweis. Sei w € ¥*. Es gilt:

(X.w) = {(S*,w) sfalls a(w) C A
; sonst
Sei (Z1 ®¢ X,w) # 0, dann gibt es eine Zerlegung ws ... wywy,1 Mit n > 1 von w mit
(Z,wy) - ®(wy ... wp—1)(Z,wn)P(wy ... wy) (X, wpt1) # 0. Also folgt a(wy) = ... a(wy,) =

A und a(wp41) C A. Damit ist also a(w) = A. Per Kontraposition schliefen wir a(w) # A
impliziert (Z1 ®¢ X, w) =0 = ((S*)4, w).

Sei nun also a(w) = A. Dann gilt:
(Z1 0 X,w) =
= Z (Zywy) - ®(wy ... wp—1)(Z,wn)P(wy ... wy ) (X, Wpt1)

W=W1...WnWnt1
n>1
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= Z (X, up)®(u1)(S,v1) - Plugvy .. Up—10p4+1) (X, wn) P (uy ) (S, vy)]

W=UTV1 ... Un VnUn41
n>1,0(ujvj)=A

cP(urvy . U U ) (X Upp1)
= Z (8™, u1)®(ur)(S,v1) - P(uqv1 - Up—1Up41) [(S™, un) P (un) (S, vy)]

W=U1V] ... UnVUnUn+1

n>1,a(uj)CAa(ujvj)=A

cD(ugvy .. UpVR) (ST, Upt1)

= Z (S,un)---CI)(un...ulil,l)(S,uul)(I)(ul)(S,vl)---

cD(ugvy . Up—1Up—1) [(Sy un1) - o - (Ut - - - Upg, ) (S, vn)]

D (urv1 - - unvn) [(S, Ung11) -+ P (Untting -1 (S5 Ungting, )] s

wobei wir im letzten Term iiber alle Zerlegungen von w der Form

W= U1 --- UL VL -+ - Upl - - - Ui, UnUn 411 - - - Unt 14,41
summieren mit u; = wuj1...uj;, n > 1,4; > 0, a(uj) C A und a(ujv;) = A fiir alle j. Da
a(w) = A # () vorausgesetzt war, siecht man, dass die letzte Summe dquivalent ist zu

S (Sw) - B(wr e wn)(S wm) = (ST, w) = (5%, w). -

W=W1... W, ,m>1

Lemma 3.11 (vgl. [DG99, Theorem 23]) Sei S € Ky "™ (S*) quasiregulir, sodass S*
zusammenhdngend ist. Dann ist S* ®—mc—rational.

Beweis. Der Beweis kann fast wortlich aus [DG99] iibernommen werden. n

Um im klassischen Satz von Schiitzenberger zu zeigen, dass das Verhalten ||.A| eines ge-
wichteten Automaten A = (Q, A, i, 7y) rational ist, untersucht man die formale Potenzreihe
p € KOXQ(*). Man interpretiert diese jedoch nicht als eine Potenzreihe in den Matrizen-
semiring sondern als Matrix von Potenzreihen. Zeigt man nun, dass diese Matrix nur rationale
Eintrége hat, hat man auch gezeigt, dass das Verhalten ||.4] rational ist, da es eine Linear-
kombination dieser Eintrége ist.

Wir werden analog vorgehen. Dazu miissen wir zuniichst zeigen, dass man p € K@*Qg(3*)

wieder als Matrix von Potenzreihen auffassen kann.

Definition 3.12 Sei Q eine endliche Menge. Dann ist die Abbildung ¥ : Kg(¥*)@*¢ —
K@*@g(¥*)) definiert durch

(W(S), w)ij = (Sij,w)
fir alle w € ¥* und 4,j € Q.

Lemma 3.13 Die Abbildung ¥ : Ke(E*)9*CQ — K@*Qu(X*) ist ein Semiringisomor-
phismus.
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Beweis. Aus der klassischen Theorie formaler Potenzreihen ist bekannt, dass ¥ ein Semiring-
isomorphismus zwischen K{¥*)@*? und K@*@(X*)) ist (siehe z. B. [KS86]). Es bleibt daher
lediglich zu zeigen, dass ¥ auch vertriglich mit dem ®—Cauchy—Produkt ®¢ ist.

Seien nun also M, N € K(X*)@*?. Dann gilt fiir alle 4,7 € Q und w € X*

(W(MN),w);; = (MNy,w) = 3 (M, @0 Ny, w)

k
=> ) (Mg, u) - ®(u)(Nyj, v)

k uv=w
= > D (WM), u)i - D) (T(N), v)y
uv=w k
=Y (T(M),u)  (u)(T(N),v));; = (F(M) O T(N),w),;m

Wir werden wegen dieses Lemmas eine Matrix M € Kg(X*)@*¥ und die zugehorige Rei-
he U(M) identifizieren. Insbesondere heifit M quasiregulér, wenn ¥(M) quasiregulér ist. In
diesem Fall bezeichnet die Matrix M* dann W1 (W (M)*).

Fiir die folgenden Betrachtungen ist die Beobachtung

M =E+ MM* (3.2)
zentral (E bezeichnet hierbei die Einheitsmatrix). Sie folgt direkt aus Lemma 3.13, denn fiir
eine quasiregulédre formale Potenzreihe S gilt S* =1 & 5 ©g 5*.

Durch Induktion iiber die Wortlinge sieht man damit auch, dass fiir u € K@*X@g(X*) gilt:

w= <Z ua.a) (3.3)

aex

Denn ist S := ) .y pa.a, dann gilt (S*,wa) = (1 ®© S* O S,wa) = (5* Op S,wa) =
(8%, w)®(w)(S,a) = pwd(w)pa = pwa.
Wesentliches Ziel des Rests des Abschnitts ist es zu zeigen, dass fiir einen ®-LNF-Morphismus

1 die Matrix (3 ex pa.a)” € Ke((E*)@*? d-me-rationale Eintréige hat. Wir beginnen dazu
mit einer Verallgemeinerung von Lemma 1.26.

Lemma 3.14 (vgl. [BR88] ) Seien Q, P endlichen Mengen. Sei weiter A € Kg((X*)@*?
quasirequldr. Dann gilt:
1. Sei C € Kg(X*HP*P dann hat die Gleichung B = AB + C die eindeutige Ldsung
B = A*C.

2. Sei C € Kg(X*)F*Q, dann hat die Gleichung B = BA + C die eindeutige Lisung
B =CA".
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Beweis (Skizze). Der Beweis geht analog zu dem von Lemma 1.26. Mit der Gleichung (3.2)
sieht man, dass A*C bzw. CA* eine Losung ist und da ¥ ein Semiringisomorphismus ist, kann
man wie im Beweis zu Lemma 1.26 zeigen, dass es auch die einzige Losung ist. ]

Lemma 3.15 (vgl. [DG99, Proposition 32]) Sei M ¢ Kg(X*)@*?Q quasiregulir, und
zerfalle in folgende Blocks

wobei A, D quadratische Matrizen sind. Dann gilt

A* + A*C(D + BA*C)*BA* A*C(D + BA*C)*

(D + BA*C)*BA* (D + BA*C)*

Beweis. Der Beweis kann wieder fast wortlich aus [DG99] iibernommen werden. m

Folgendes Lemma von Ochmanski wird sich als wichtig erweisen:

Lemma 3.16 (Ochmaniski [Die90]) Sei w € X*, sodass w,w? € LNF. Dann ist w
zusammenhdngend.

Nun kénnen wir das angekiindigte Lemma zeigen:

Lemma 3.17 (vgl. [DG99, Proposition 34]) Sei u : ¥* — K99 ein & LNF-
Morphismus und sei

M=) paa € KQgx").
a€y

Dann sind die Eintrdge von M* € Kg(X*)@*Q ®-mc-rational.

Beweis. Wir identifizieren @ o.B.d. A. mit der natiirlichen Zahl n = {0,1,...,[|Q| — 1}.

Wir beweisen die Behauptung per Induktion iiber die Michtigkeit von (). Sei also Q = 1.
Es ist M € Kg(X*) quasireguldr; und da es ein Polynom ist, ist M ®—mc-rational. Sei w €
supp(M*). Wie in Gleichung (3.3) gesehen, gilt M* = p und damit folgt pw # 0. Da p
ein ®-LNF-Morphismus ist, gibt es einen Pfad in Apxp: 7(0) = 7(0). Da Apnp sowohl
reduziert als auch deterministisch und LNF abgeschlossen gegen Bildung von Préfixen und
Suffixen ist, folgt nun w,w? € LNF und deshalb aus Lemma 3.16, dass w und damit M*
zusammenhéngend ist. Lemma 3.11 impliziert, dass M* ®-mc-rational ist und damit folgt
der Induktionsanfang.

Sei nun Q = n > 1. Wir definieren g/ : ¥ — K™ U*M=1 qurch p/a;; = pay; fiir alle
i,7 €n—1und a € ¥. Mit Lemma 1.14 setzen wir u' zu einem ®-Morphismus fort. Da u
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ein ®-LNF-Morphismus ist, ist offensichtlich auch p' einer. Wir setzen A = )~ v pfa.a €
K®=Dx(0=1) 5(3*) . Nach Induktionsvoraussetzung hat A ®-mc rationale Eintriige. M zer-
fallt in Blocke der Form

und mit Lemma 3.15 erhalten wir:

A* + A*C(D + BA*C)*BA* A*C(D + BA*C)*
(D + BA*C)*BA* (D + BA*C)*

Sei T := D + BA*C € Kg(¥*). Nach Induktionsvoraussetzung ist mit A* auch T
d—mc-rational. Um den Beweis abzuschlielen, miissen wir noch zeigen, dass T* ®—mc-rational
ist.

Sei w € ¥*. Ist |w| # 1, dann gilt (M,w) = 0 und somit auch (A,w) = 0, (B,w) = 0,
(Cy,w) =0 und (D,w) = 0. Wir erhalten also fiir w =ay ...ax:

0 ;falls k=0
(T, w) = ¢ (D, a1) falls k = 1
(Bya1)(A,az2) - (A ap—1)(C,ax) ;sonst

Wir lesen ab, dass T' quasiregulér ist. Wie oben werden wir nun zeigen, dass es einen Pfad in
Apng: m(n —1) 5 7(n — 1) gibt, falls (T, w) # 0.

Sei w = aj...a € supp(T). Ist k = 1, dann folgt (D,a1) = (na1)n—1n—1 # 0 und deshalb
ail

m(n —1) = w(n — 1), da p ein ®-LNF-Morphismus ist. Sei jetzt also k& > 2. Dann gibt es
11,...,0k—1 € n— 1 mit:

(1a1)n—1,i; ®(a1)(pa2)iiy - - (a1 . . . ag—2)(Hak—1)i,_oir_ Plar ... ag—1)(pag)i,_yn—1

und folglich gibt es Pfade in Ay Ng:

m(n—1) B 7(iy) B a(iz) = - — w(ip_1) B w(n—1)

Sei jetzt w € supp(TT). Dann gibt es eine Zerlegung w = w;p...wy, sodass
(T, w1)®(w)(T,wz) -+ P(wy ... w—1)(T,wg) # 0. Also gibt es nach dem eben Gezeigten
einen Pfad w(n — 1) % 7(n —1). Da Apxr sowohl reduziert als auch deterministisch und LNF
abgeschlossen gegen Bildung von Prifixen und Suffixen ist, folgt w,w? € LNF und damit aus
Lemma 3.16, dass T+ zusammenhéngend ist. Da T* = 1®T™T, ist auch T* zusammenhé#ngend
und das Lemma folgt nun aus Lemma 3.11. n
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Wir kénnen nun folgern:

Lemma 3.18 (vgl. [DG99, Proposition 35]) Sei S € KF°(X*). Dann ist S @ 1inr
®-mc-rational.

Beweis. Da S ®—erkennbar ist, gibt es nach Lemma 3.6 eine ®-LNF-Darstellung (Q, A, i, ),
die S ® 1pnr erkennt. Wir setzen M := )" 5 pa.a. Wie erwéhnt gilt nun M* = p.

Wir identifizieren wie iiblich k& € K mit k. € Kg((X*)) und interpretieren A (bzw. ) als Vekto-
ren aus Kg{(E*)1*? (bzw. aus Kg(X*)@*!). Nach Lemma 3.17 hat M* nur ® mc-rationale
Eintrage. Also ist AM™*vy eine ®—mc-rationale Reihe. Das Lemma folgt nun, denn fiir jedes
Wort w € ¥* gilt

(AM™y, w) = Z/\(i)ch(M*)zj@cm(j%w ZZA(i)((M*)zj,W)q)(w)v(j)

:Z A() pwi ® (w)y(5) = (S ® 1Law, w) "

Analog zu Satz 3.1 formulieren wir jetzt noch schérfer:

Satz 3.2 (vgl. [DG99, Theorem 37]) Sei S € KF°(M)). Dann ist S ®-mc-rational.

Beweis. Der Beweis geht analog zum Beweis von Satz 3.1.

n71(9) ist ®-erkennbar. Nach Lemma 3.18 ist dann ! (S)®1xF ®-mc-rational. Mit Lemma
3.7 und Lemma 3.2 erhalten wir, dass dann auch 7 (77_1(5) ® 1LNF) ®-—mc-rational ist. Wie
im Beweis von Satz 3.1 gesehen, ist aber 7 (77_1(5) ® 1LNF) =S. n



4 Zusammenfassung

Wir werden im folgenden Kapitel die Ergebnisse der Arbeit zusammenfassen und sie zu
bekannten Resultaten in Zusammenhang stellen.

Dariiber hinaus werden wir die Schérfe der Voraussetzungen untersuchen und Gegenbeispiele
geben fiir den Fall, dass die Voraussetzungen verletzt sind. Das zeigt, dass in diesem Sinn die
erzielten Ergebnisse optimal sind, da man im Allgemeinen auf keine Voraussetzung verzichten
kann.

4.1 Ein Kleene—Schiitzenberger Theorem

Das erste Resultat, das erkennbare Mengen durch rationale Ausdriicke algebraisch charakter-
isiert, stammt von Kleene aus dem Jahre 1956. Er untersuchte endliche Automaten,
d.h. Automaten ohne Gewichte, und charakterisiert erkennbare Sprachen durch rationale Aus-
driicke. Man kann endliche Automaten als gewichtete Automaten mit Kosten in der trivialen
booleschen Algebra B interpretieren.

Satz 4.1 (Kleene 1956, [Kle56]) Sei ¥ ein endliches Alphabet. Dann gilt

B(s") = B

1961 hat Schiitzenberger dann das Resultat auf gewichtete Automaten iiber beliebigen Semi-
ringen verallgemeinert.

Satz 4.2 (Schiitzenberger 1961, [Sch61]) Sei ¥ ein endliches Alphabet und K ein
beliebiger Semiring. Dann gilt

Ko ((57) = KH(5))

Seit dieser Zeit wurden viele Resultate vom Kleene-Schiitzenberger—Typ fiir verschiedene
Strukturen bewiesen. Ochmariski zeigte 1984 ein Kleene—Resultat fiir Spurmonoide.

Satz 4.3 (Ochmaniski 1985, [Och84]) Sei M ein Spurmonoid. Dann gilt

B (M) = B (M)

o6
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Droste und Gastin entwickelten 1999 eine gemeinsame Verallgemeinerung der Resultate von
Schiitzenberger und Ochmarnski.

Satz 4.4 (Droste & Gastin 1999, [DG99]) Sei M ein Spurmonoid und K ein Semiring.
Dann gilt:

1. [Kmc—rat <<M>> D Krec«m»'
2. Ist K kommutativ, dann ist K™ 28 (M)) = K*¢(M)).

Setzt man im vorangegangenen Satz M = X*, dann erhélt man fiir kommutative Semi-
ringe K™Merat (33*) = K ((X*)). Der Satz ist also sogar eine Verschirfung des Satzes von
Schiitzenberger. Zusammen mit Satz 4.2 erhilt man nun die bemerkenswerte Aquivalenz von
Kme=rat ((37*)) und K (($*)). Man kann also die Kleene—Tteration auf monoalphabetische und
zusammenhéngende Reihen einschrinken ohne die Klasse der rationalen Potenzreihen zu ver-
kleinern.

Droste und Kuske bzw. Ulbrich zeigten 2002 bzw. 2003 eine Verallgemeinerung der Resultate

von Kleene und Schiitzenberger fiir Potenzreihen mit Deflationsparameter ®.

Satz 4.5 (Droste & Kuske 2002, [DKO03]) Sei X ein endliches Alphabet, K ein Semiring
und @ : * — End(K) ein Monoidhomomorphismus. Dann gilt K (X*)) = K (X*)).

Dass dies eine Verallgemeinerung von Satz 4.2 ist, sieht man wenn man ®(w) = idk fiir alle
w € X setzt.

Auch wir konnen die Ergebnisse der vorangegangen Abschnitte zu einem Kleene—
Schiitzenberger Theorem zusammenfassen.

Satz 4.6 (Hauptresultat) Sei (X, 1) ein Spuralphabet, M := M(X, I) das zugehdrige Spur-
monoid und C := {a € X | 3b : alb}. Sei weiter K ein Semiring und ® : M — End(K) ein
Monoidhomomorphismus. Dann gilt

1 Ky ™ (M) 2 K§e(M).
2. Ist K kommutativ und ®(M(C,I)) eine endliche Untergruppe von Aut(K), dann ist
K ™ (M) = Ko (M),

Beweis. Aussage 1 ist gerade Satz 3.2. Die Aussage 2 folgt dann aus Satz 2.6. ]

Betrachten wir den Spezialfall I = (), so ist C = () und deshalb ®(M(C,I)) = {idk} eine
endliche Untergruppe von Aut(K). Wir erhalten deshalb als Folgerung aus 2 von Satz 4.6
eine verschérfte Version von Satz 4.5 fiir kommutative Semiringe. Zusammen mit Satz 4.5
sieht man, dass sogar fiir alle Semiringe gilt:

K () = Ko™ () = Ky
Aber auch der Satz von Droste und Gastin folgt aus unserem Hauptresultat. Setzt man

®(u) = idk fiir alle u € M, dann gilt natiirlich ®(M(C,I)) = {idk } und damit folgt der Satz
direkt.
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4.2 Gegenbeispiele

Wir werden in diesem Abschnitt die Voraussetzungen des Hauptresultats 4.6 untersuchen
und anhand von Gegenbeispielen zeigen, dass sie tatséchlich notwendig sind. Wir haben in
Satz 4.6 gezeigt, dass zwar fiir beliebige Semiringe und Homomorphismen & die Inklusion
Kiee (M) C Kpe ™ (M) gilt, die umgekehrte Inklusion konnten wir aber nur zeigen, wenn
K kommutativ ist und ®(M(C, I) eine endliche Untergruppe von Aut(K) ist.

Droste und Gastin geben in [DG99] ein Gegenbeispiel fiir K = B({a,b}*), das zeigt: Ist K
nicht kommutativ, dann ist die Klasse der erkennbaren Potenzreihen im Allgemeinen nicht
abgeschlossen unter dem Cauchy—Produkt.

Ein zweites Gegenbeispiel aus [DG99] zeigt, dass wir die Kleene—Iteration im Allgemeinen auf
monoalphabetische Potenzreihen einschrinken miissen um den Abschluss der erkennbaren
Potenzreihen zu erhalten. Dass auch die Einschrénkung auf zusammenhéngende Potenz-
reihen notig ist, ist schon lange bekannt. Sei M = {a}* x {b}*, dann ist die Sprache
{(a,b)}* = {(a",b") | n € N} € B{(M)) nicht erkennbar, denn ihr Urbild unter dem
kanonischen Epimorphismus ist nicht erkennbar.

Folgendes Gegenbeispiel zeigt, dass die Voraussetzung ®(IM(C,I)) endlich im Allgemeinen
notwendig ist.

Beispiel 4.1 Sei K = Ry,ax und 0 < ¢ < 1. Wegen Lemma 1.10 identifizieren wir End(Rpax)
mit (Rxo,-). Sei weiter M(X, 1) = {a}* x {b}* und ® : M(Z,1) — Aut(Rpax) : w — gl
Seien zwei formale Potenzreihen S7 und Sy wie folgt definiert:

1—¢* . _
JET L)

(S1,akb™) = { 1-a

—00  ;sonst

0 k=0
—0o0 ;sonst

(Sy,akb™) == {

S1 und S5 werden durch die folgenden Automaten erkannt:

a/l b/0

Sy: Sa:

Wir zeigen: S := 51 ®g S9 ist nicht ®—erkennbar.

Angenommen S ist ®—erkennbar und (Q, A, u,7y) ist eine ®-Darstellung von S. Mit dem
Schubfachprinzip wihlen wir zuerst 0 < k' < k, sodass xu(a*)¢*(v) und p(a*)¢* () genau an
den gleichen Stellen —oo haben. Auflerdem wihlen wir nochmal mit dem Schubfachprinzip
eine echt aufsteigende Folge (m;);en und einen Zustand i, sodass

i = argmax yu(™)]; + ¢ (u(a")g ()] .
JEQ J
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Es gilt nun

ok K
O™+ g (e ()], = T > = )+ [ el

Damit folgt
1-— qk 1-— qk/

>0
i~ 1—gq 1—gq

|4 (1(aP)g* ()]
fiir alle m; € M. Dies ist ein Widerspruch, da 0 < g < 1 gewéhlt war.

Mit dem folgenden Gegenbeispiel zeigen wir, dass wir uns im Satz 4.6 wirklich auf Automor-
phismen beschrinken miissen. Wir wihlen als Semiring wieder Ryax- Rmax hat nur einen

Endomorphismus, der kein Automorphismus ist: die Abbildung k& +— 0 - k.

Beispiel 4.2 Sei K = Ry,ax. Wieder identifizieren wir End(Rpax) mit (R>o,). Sei weiter
M(X,I) = {a}* x{b}* und ® : M(X,I) — End(Rmax) definiert durch ®(a) = 1 und ®(b) = 0.
Seien zwei formale Potenzreihen S7 und S wie folgt definiert:

k ;ym =10
(S1,akb™) = "
—0o0 ;sonst

0 k=0
(Sy, akp™) = { ’

—00  ;sonst

Wie im Gegenbeispiel 4.1 werden S7 und S5 durch zwei Automaten erkannt.

a/l b/0

Sy: Sa:

Wir zeigen: S := 51 ®g S9 ist nicht ®—erkennbar.

Angenommen S ist ®—erkennbar und (Q, A\, u,y) ist eine ®-Darstellung von S. Es ist
(S,a™b) = n fiir alle n € N. Aber Aub ®(b) (na™y) € {[Aub];, | i € Q} U {—oo} nimmt

nur endlich viele Werte an. Widerspruch!

4.3 Ausblick

Die beiden letzten Gegenbeispiele zeigen, dass die Voraussetzungen in unserem Hauptresultat
notwendig sind. Wir kénnen die Klasse der ®—erkennbaren Potenzreihen also nur charakte-
risieren, wenn ®(M(C, I)) endlich ist. Offen bleibt demnach die Frage nach einer Charakter-
isierung der ®—erkennbaren formalen Potenzreihen, wenn die Voraussetzungen nicht erfiillt
sind.
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AuBerdem fordern wir, dass ®(M(C, I)) ein Monoid von Automorphismen ist. In Bemerkung
2.11 haben wir die Frage aufgeworfen, inwieweit man tatséchlich Injektivitéit und Surjektivitit
der Endomorphismen in ®(IM(C, I)) braucht. Dass eins von beiden im Allgemeinen notwendig
ist, zeigt das letzte Gegenbeispiel. Verzichtet man auf die Injektivitéit, so kann man den ersten
Teil der Beweise der Sitze 2.2 und 2.3 nachvollziehen, wie wir in Bemerkung 2.11 gezeigt
haben. Der zweite Teil des Beweises bleibt jedoch offen.

Das Konzept der gewichteten Automaten mit Deflationsparameter wurde von Droste und
Kuske in [DKO03] eingefiihrt. Ziel ihrer Arbeit ist es, ein Kostenkonzept fiir unendliche Worter
zu entwickeln und damit ein Biichi-Resultat fiir gewichtete Automaten zu beweisen. Es stellt
sich daher natiirlich die Frage ob man das in Kapitel 1 eingefiihrte Konzept fiir gewichte-
te Automaten mit Deflationsparameter iiber Spurmonoide auf unendliche Spuren erweitern
kann.

In [DKO3] untersuchen die Autoren auflerdem die Klasse der erkennbaren Potenzreihen fiir
verschiedene Deflationsparameter und beweisen, dass im Semiring Ry, die Klassen un-
vergleichbar sind. Eine analoge Fragestellung eroffnet sich natiirlich auch in unserem all-
gemeineren Kontext.
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