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7. Ubungsblatt zur Vorlesung
»Modelle nebenlidufiger Prozesse: Spurtheorie*

Das Ubungsblatt ist zu finden unter www.informatik.uni-leipzig.de/~mathissen. Die
Aufgaben sind bis zur Ubung am 31. Januar 2008 vorzubereiten und werden von Ihnen dort
an der Tafel vorgestellt.

Im Folgenden sei A ein Alphabet, I C A x A eine Unabhingigkeitsrelation und n : A* —
M (A, I) der kanonische Epimorphismus. Sei t € M (A, I) und I'(t) = (V*, E*,1") der Abhéingig-
keitsgraph von ¢t. Wir identifizieren ¢ mit der relationalen Struktur (V, EY, (P!)aca), wobei
P! die einstellige Relation P! = {v € V! | [}(v) = a} ist. Fiir diese Strukturen betrachten wir
monadische Logik 2. Stufe (MSO(A, I)) analog zur monadischen Logik 2. Stufe fiir Worter
(MSO(A)), wie Sie sie aus der Vorlesung Automatentheorie von Prof. Droste kennen. (Falls
Ihnen die Definition nicht klar ist, lesen Sie bitte auf der Riickseite weiter.)

Aufgabe 7-1. Geben Sie eine Formel ¢(z,y) € MSO(A, I) an, so dass t |= ¢[v1, v2] genau
dann, wenn v; < v9 in der durch den Abhéngigkeitsgraphen I'(t) beschriebenen partiellen
Ordnung. (Finden Sie auch eine Formel ohne Variablen 2. Ordnung?)

Aufgabe 7-2.
a) Geben Sie eine Formel ¢(z,y) € FO(A) iiber Wortern an, so dass
({1,...,n}, ", 1") =T([w]) fir alle w = ay ...a, € A%,
wobei ¢ = {(i,7) | w = ¢[i, 7]} und 1" (i) = a; fir 1 <i <n.
b) Zeigen Sie: Ist L C M (A, I) MSO-definierbar, so ist auch n~!(L) MSO-definierbar.
c) Folgern Sie, dass L C M(A, I) erkennbar ist, falls L MSO-definierbar ist.

(Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Biichi fiir Worter)

Fiir Spurmonoide ist die Familie der stern-freien Sprachen definiert wie fiir das freie Monoid,
d.h. es ist der Abschluss der endlichen Sprachen unter den Booleschen Operationen und
Konkatenation. Auch fiir Spurmonoide gilt: Eine Sprache L C M(A,I) ist stern-frei genau
dann, wenn ihr syntaktisches Monoid aperiodisch ist. (Guaiana, Restivo, Salemi 92)

Aufgabe 7-3. Zeigen Sie: Eine Sprache L C M(A,I) ist FO-definierbar genau dann, wenn
L stern-frei ist.



Der Syntax von MSO(A, I) ist gegeben durch
pu=Po(x) | E(z,y) [z € X [ oV |p|Tze|IX.p,

wobei  aus einer abzéhlbaren Menge von Variablen 1. Ordnung und X aus eine abzéhlbaren
Menge von Variablen 2. Ordnung stammt.

Sei V1 eine endliche Menge von Variablen 1. Ordnung und Vs eine endliche Menge von Va-
riablen 2. Ordnung, sowie V = V; W V. Eine (V,t)-Zuweisung ist eine Abbildung o : V —
ViU 2(V') mit der Eigenschaft, dass o(x) € V! fiir alle x € Vi und o(X) € 2(V?!) fiir
alle X € V. Die Semantik einer Formel ¢ € MSO(A, ) ist dann fiir eine Spur ¢ und eine
(V, t)-Zuweisung o (wobei V alle freien Variablen von ¢ enthalte) induktiv definiert durch

(t,0) = Pa() = Py(o()),

(t,0) = Ea(z,y) = Eqy(o(),0(y)),

(t,o)FreX = o(xz) Co(X),

(t,o) Fe Ve = (t,0) F ¢ oder (t,0) =,

(t,o0) E = nicht (t,0) = ¢,

(t,0) =3z = es existiert i € V' so dass  (t,0[x — i]) = ¢,
(t,0) =3X.¢ = es existiert I C V' so dass (¢, 0[X — I]) = ¢.

Fiir eine Formel ¢ mit zwei freien Variablen z,y schreiben wir auch ¢(z,y). Da die Semantik
nur von der Belegung der freien Variablen abhéngt, schreiben wir in diesem Fall t |= p[vy, vo],
falls (t,olx — v1,y — v2]) | ¢ fiir eine Zuweisung o. Eine Formel ¢ heifit Satz, falls sie
kein freien Variablen enthélt. Dann ist £ () :={t € M(A,I) | t = ¢}. In diesem Fall sagen
wir Z(p) ist MSO-definierbar. Enthélt ¢ keine Variable 2. Ordnung, so sagen wir Z () ist
FO-definierbar.

Aufgabe 7-4 (Zusatzaufgabe). Sei < eine lin. Ordnung auf A, w = a; ...a, € A* NLNF
und ¢t = [w]. Wir identifizieren V! mit den Positionen von w, d.h. mit {1,...,n} (siehe
Konstruktion 3.2 der Vorlesung). Sei < die durch I'(t) beschriebene partielle Ordnung.

a) Zeigen Sie: i < j <= i < j oder Fk. (i<kund a; < ag undkjj).

b) Finden Sie eine Formel ¢(x,y) € FO(A,I), so dass t = ¢[i, j| genau dann, wenn i < j.
(Hinweis: Man kann die Charakterisierung in a) auffalten in dem man i < k durch ,nicht
k < i“ersetzt und dann fiir k£ < ¢ wieder die entsprechende rechte Seite der Charakterisie-
rung einsetzt.)

c¢) Folgern Sie nun wieder mit Hilfe des Satzes von Biichi fiir Worter (und Aufgabe 7-2), dass
L C M(A,I) erkennbar ist genau dann, wenn L MSO-definierbar ist.



