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Zusammenfassung

Die in [3] bzw. in [15] definierten sequentiellen Transducer charakterisieren un-
terschiedliche Klassen von rationalen Funktionen. Die Erweiterungen der beiden
Modelle zu subsequentiellen Transducern beschreiben dann allerdings identische
Klassen. Entgegen der Behauptung von Mohri in [15, S. 273, Theorem 2| muss
die Vereinigung zweier sequentieller Funktionen nicht 2-subsequentiell und die
Vereinigung einer p-subsequentiellen mit einer g-subsequentiellen keine (p + ¢)-
subsequentielle Funktion sein. Fiir links-sequentielle Funktionen ist die Verei-
nigung, falls sie eine partielle Funktion darstellt, erneut links-sequentiell. Mit
einem Gegenbeispiel widerlege ich die von Mohri in [15] angegebene Charakteri-
sierung der sequentiellen Funktionen und beweise einen Satz, der die sequentiellen
unter den subsequentiellen Funktionen beschreibt. In [16] werden A-sequentielle
Transducer eingefiihrt. Sie bilden eine echte Erweiterung der sequentiellen Trans-
ducer. Es gibt Funktionen, deren minimaler sequentieller Transducer einen Zu-
stand mehr besitzt als der minimale A-sequentielle Transducer. Es wird die Kon-
struktion des minimalen Transducers der beiden Modelle untersucht. Daraufthin
werden in diesem Zusammenhang konkrete Algorithmen verschiedener Autoren
(16, 2, 8, 5] angegeben, diskutiert und auf A-p-subsequentielle Transducer erwei-
tert. Auflerdem wird gezeigt, wie die definierten Klassen von Funktionen men-
gentheoretisch in Beziehung stehen.

Weiterhin wird in das Gebiet der gewichteten Automaten eingefiihrt. Zunéchst
wird ein Beispiel angegeben, welches belegt, dass die Behauptung von Mohri [15,
Theorem 9, S. 283] nicht korrekt ist. Es existieren rationale Potenzreihen mit be-
schrankter Variation, welche nicht subsequentiell sind. Daraufhin wird eine neue
Klasse von rationalen Potenzreihen definiert. Diese durch pfadneutrale gewich-
tete Automaten berechenbare Funktionen haben die Eigenschaft, dass sie genau
dann beschréinkte Variation besitzen, wenn sie subsequentiell sind. Auflerdem ter-
miniert fiir diese gewichteten Automaten (falls sie schlank sind) der von Mohri
angegebene Determinisierungsalgorithmus [15, S. 185] genau dann, wenn die dar-
gestellte Funktion tatséchlich subsequentiell ist, was wiederum &dquivalent dazu
ist, dass in dem betrachteten gewichteten Automaten die Zwillingseigenschaft gilt.
Fiir pfadneutrale gewichtete Automaten ist es entscheidbar, ob sie beschriankte
Variation haben oder ob sie subsequentiell sind. Setzt man zusétzlich voraus, dass
sie schlank sind, ist es entscheidbar, ob sie die Zwillingseigenschaft besitzen und
ob der Algorithmus von Mohri terminiert.
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1 Einleitung

Diese Arbeit beinhaltet eine Untersuchung sequentieller Transducer. Das sind
endliche Automaten, welche aber bei Zustandsiibergdngen auch Worter eines
Alphabets ausgeben kénnen. Durch jede Transition werden Buchstaben einge-
lesen, aber Worter ausgegeben. Deshalb bezeichnet man solche Transducer auch
als sequentiell, da die Eingabe (Input) Buchstabe fiir Buchstabe gelesen wird.
Natiirlich kann man sich auch viele andere Transducer vorstellen. Wenn zum Bei-
spiel Zahlen anstatt Worter ausgegeben werden, fiihrt das zur Definition von ge-
wichteten Automaten. Endliche Automaten und Transducer haben einen grofien
Anwendungsbereich in Sprachverarbeitung, lexikalischer Analyse und natiirlicher
Textverarbeitung. Dabei kann es bei der konkreten Modellierung eines Transdu-
cers oder eines endlichen Automaten Millionen von Zustédnden geben. Eine ganz
entscheidende Aufgabe ist es deshalb, die Anzahl der Zusténde, die den Transdu-
cer oder den endlichen Automaten beschreiben, auf ein Minimum zu reduzieren,
wobei es auf die Komplexitit der Algorithmen ankommt. Fiir endliche Automaten
ist dieses Problem der Minimalisierung vollstindig gelost [17]. Daraufhin begann
man, sich mit diesem Problem im Kontext von Transducern zu beschéftigen.
Verschiedene Autoren publizierten zum Thema [13, 5, 15, 16, 2, 8].

Mit Hilfe der Arbeit von M. Mohri [15] und den Ausfiihrungen in [3] soll im
zweiten Kapitel in das Thema eingefiihrt werden. Dabei gebe ich Definitionen
und Aussagen, die im Verlauf der Diplomarbeit wichtig sind. Die beiden Autoren
stellen verschiedene Modelle von Transducern vor, verwenden allerdings gleiche
Bezeichnungen. Ich zeige, wie die durch diese unterschiedlichen Transducer dar-
gestellten Funktionen in Beziehung stehen, und gebe Beispiele, die den Leser
mit der gesamten Thematik vertraut machen sollen. Mohri [15] betrachtet die
Vereinigung von Transducern. Durch ein Gegenbeispiel beweise ich, dass seine
angegebene Behauptung [15, S. 273, Theorem 2] falsch ist und auch ein Satz mit
der Aussage, dass die Vereinigung zweier sequentieller Funktionen (falls sie eine
Funktion darstellt), erneut sequentiell ist, nicht moglich ist. Allerdings zeige ich
einen solchen Satz fiir die in [3] definierten Transducer. Weiterhin zeige ich, dass
die von Mohri in [15] angegebene Charakterisierung der sequentiellen Funktio-
nen (das sind die Funktionen, welche durch sequentielle Transducer berechnet
werden, vgl. Definition 2.9) nicht korrekt ist. Stattdessen gebe ich einen eigenen
Satz zur Beschreibung der sequentiellen Funktionen an. Der Satz lehnt an eine
Ausfiihrung in [3, S. 102] an und verwendet subsequentielle Funktionen, welche
eine Erweiterung der in [15] definierten sequentiellen Funktionen sind.

In Kapitel 3 gehe ich auf die konkrete Minimalisierung von Transducern ein,
welche den Input deterministisch lesen. Den ersten Teil bildet ein kurzer Ab-
schnitt iiber die Minimalisierung endlicher Automaten. Der Leser kann dann im
weiteren Verlauf der Arbeit Vergleiche ziehen und die Analogie zur klassischen
Theorie der endlichen Automaten erkennen. Mohri gibt in [16] ein neues Modell
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von Transducern an, welche ich A-sequentielle Transducer nenne. Durch Beispiele
und Aussagen beschreibe ich, wie diese mit der Menge der sequentiellen Transdu-
cer in Beziehung stehen. Der minimale Transducer zu einer Funktion ist derjenige,
der die minimale Anzahl von Zustédnden besitzt, um diese Funktion darzustellen.
Wichtig sind bei dieser Betrachtung die Eigenschaften, welche wir fiir das be-
schreibende Modell des minimalen Transducers annehmen. So zeige ich, dass es
entscheidend ist, ob der minimale Transducer A-sequentiell ist oder sequentiell.
Danach stelle ich spezielle Algorithmen verschiedener Autoren [13, 16, 2, 8, 5]
zur Minimalisierung vor. Mit geeigneten Gegenbeispielen widerlege ich das Lem-
ma 1 und das Theorem 1 [13] von Mohri, welche die Minimalisierung sequenti-
eller Transducer beschreiben. Der Autor bezieht sich bei seinen Ausfiihrungen
auf Spezialfille. Ich untersuche, wie man bei der Minimalisierung im allgemei-
nen Fall vorgehen muss, und gebe die entsprechenden Sétze an. Im Anschluss
erweitere ich die Algorithmen fiir die Minimalisierung p-subsequentieller und \-
p-subsequentieller Transducer.

Im anschlieenden Kapitel stelle ich gewichtete Automaten und damit verbun-
dene Definitionen vor. Mohri gibt in [15, S. 283] einen Charakterisierungssatz fiir
subsequentielle Funktionen an. Dieser besagt, dass fiir eine rationale Potenzreihe
die Eigenschaft der beschrankten Variation mit der Aussage, dass die Potenzreihe
durch einen deterministischen gewichteten Automaten dargestellt werden kann,
gleichbedeutend ist. Mit einem Gegenbeispiel beweise ich, dass dieser Satz nicht
korrekt ist, die Eigenschaft der beschrénkten Variation ist zu schwach. Anschlie-
Bend beschreibe ich eine Klasse von Funktionen, die durch bestimmte gewichtete
Automaten (ich nenne diese pfadneutrale gewichtete Automaten) dargestellt wer-
den konnen. Fiir diese Funktionen ist die Behauptung von Mohri dann richtig.
Auf der Menge der Funktionen, welche durch einen pfadneutralen gewichteten
Automaten berechnet werden, ist es entscheidbar, ob die Funktion subsequenti-
ell, also deterministisch darstellbar, ist. Dariiberhinaus zeige ich, dass fiir einen
pfadneutralen und schlanken gewichteten Automaten der von Mohri angegebene
Algorithmus fiir die Determinisierung gewichteter Automaten genau dann anhélt,
wenn die berechnete Funktion subsequentiell ist (vgl. Satz 4.26). Dazu dquivalent
ist die Bedingung, dass der betrachtete gewichtete Automat die Zwillingseigen-
schaft besitzt.

Die Definitionen werden mit eigenen Beispielen unterlegt. Ich zeige, wie die
unterschiedlichen Mengen von Funktionen, die durch solche gewichtete Automa-
ten berechnet werden, mengentheoretisch in Beziehung stehen.

Den Abschluss bildet ein kurzes Kapitel mit Themen und Problemen, die
ausblickend zu l6sen sind. Am Ende der Arbeit ist eine Liste der verwendenten
Abkiirzungen zu finden.

Satze und Beispiele, welche vollstindig im gleichen Kontext wie in dieser
Arbeit auch in der Literatur zu finden sind, gebe ich ohne Beweis oder weitere
Ausfithrungen wieder.



2 Einfiihrung in das Thema

Anhand einer Publikation von Mohri [15] und einer klassischen Arbeit [3] gebe
ich in diesem Abschnitt Definitionen und Sétze iiber Transducer an. Mohri und
andere Autoren [5, 7] betrachten sequentielle Transducer, definieren sie allerdings
anders als Berstel [3], der den gleichen Begriff verwendet. Sie erhalten dadurch
eine echt groflere Menge von rationalen Funktionen. Im Folgenden werde ich die in
[3] definierten sequentiellen Transducer links-sequentielle Transducer nennen. In
[15] bzw. [3] werden subsequentielle Transducer betrachtet, die eine Erweiterung
der sequentiellen bzw. links-sequentiellen Transducer bilden. Ich stelle fest, dass
diese jedoch die gleiche Menge von Funktionen beschreiben koénnen. Die durch
bestimmte Transducer realisierten Relationen oder Funktionen bilden Teilmengen
der rationalen Relationen bzw. der rationalen Funktionen. Ich untersuche, wie die
definierten Mengen von Transduktionen in Beziehung stehen und gebe Beispiele
an. Dabei gehe ich néher auf eine Art der Vereinigung von Transducern ein, die
Mohri in [15] betrachtet. Ich definiere einen Transducer, welcher die Behauptung
von Mohri (Theorem 2, S. 273) fiir sequentielle Transducer widerlegt, und beweise
dann einen dhnlichen Satz fiir links-sequentielle Transducer.

Den Abschluss dieses Kapitels bildet eine Charakterisierung der sequentiellen
Funktionen unter den rationalen Funktionen. Zunéchst widerlege ich das Theorem
3 von Mohri [15] und gebe dann eine eigene Charakterisierung unter Verwendung
der subsequentiellen Funktionen an.

2.1 Definitionen und Hintergrund

Definition 2.1. Sei M ein Monoid. Die Familie Rat(M) der rationalen Teilmen-
gen von M ist die kleinste Familie von Teilmengen aus M, die die folgenden drei
Eigenschaften erfiillt:

1. 0 € Rat(M); fiir alle m € M gilt: {m} € Rat(M);
2. A, B € Rat(M) = AU B, AB € Rat(M);
3. A€ Rat(M) = A+ =], A" € Rat(M).

Definition 2.2. Seien > und A Alphabete. Eine rationale Teilmenge des Monoids
¥* x A* heifit rationale Relation iiber 3 und A.

Definition 2.3. Eine Transduktion 7 von %* nach A* ist eine Funktion von X*
in die Potenzmenge P(A*) von A*. Der Graph von 7 ist dann die Relation

G={(f9) eX* x A" ger(f)}

Ist G eine rationale Relation iiber ¥ und A, so wird 7 rational genannt.



Definition 2.4. Ein Transducer T = (X, A, @, 1, F, E') besteht aus einem Einga-
be-Alphabet ¥, einem Ausgabe-Alphabet A, einer endlichen Menge von Zustén-
den @), einem Anfangszustand ¢ € (), einer Menge von Endzustéinden F' C () und
einer endlichen Menge von Transitionen F mit

ECQQxYX xA"xQ.

Ich gebe jetzt Definitionen und Formulierungen an, die in der gesamten Diplom-
arbeit eine grundlegende Rolle spielen. Sei T' = (3, A, @, i, F, F) ein fester Trans-
ducer.

Transducer haben eine graphische Représentation, dhnlich wie endliche Auto-
maten. Im Beispiel 2.5 ist dies dargestellt. Jeder Zustand ¢ des Transducers wird
durch einen Kreis mit dem Symbol ¢, jeder Endzustand durch einen Doppelkreis
charakterisiert. Anfangszustdnde kennzeichnen einfithrende Pfeile. Einer Transi-
tion e = (p,u,v,q) € E wird ein mit u/v beschrifteter Pfeil von p nach ¢ zugeord-
net. Ein Pfad 7 von qg € ) nach ¢, € @) der Liange n iiber dem Wort xgzy - - - 2,1
ist eine Folge ((qo, xo, a0, 1), (q1, 1,01,92), - - -, (Gn—-1, Tn_1, An_1,qn)) von Transi-
tionen aus E. Die Ausgabe von 7 ist o(7w) = apa; -+ -a,—1 € A*. Ein erfolgrei-
cher Pfad fiihrt von einem Anfangszustand zu einem Endzustand. Die Menge
der Worter aus ¥*, iiber denen es einen erfolgreichen Pfad in T gibt, bilden
den Definitionsbereich von T', Dom(T"). Einem Wort w € Dom(T") wird durch T’
die Menge der Ausgaben von erfolgreichen Pfaden iiber w zugeordnet. Dadurch
beschreibt jeder Transducer eine Abbildung |T'| : ¥* — PB(A*) bzw. eine Rela-
tion auf ¥* x A*. Zwei Transducer sind dquivalent, wenn sie gleiche Relationen
beschreiben.

Beispiel 2.5. Der Transducer aus Abbildung 1 ist das Tupel T} = ({z,y, z},
{a,b,c},{1,2,3,4,5},1,{3,4,5}, E1), dabei ist £y = {(1, z,ab,2), (1, 22y, a, 3),
(2,y,ba,4),(3,z,¢,4),(3,2,ab,5),(3,2,¢,5), (4,y,a,4), (4,zy,¢,5), (5,e,aa,1)}.

y/ba

x/ab

Abbildung 1: Allgemeiner Transducer T

Der Definitionsbereich der durch 77 dargestellten Funktion ist die folgende Menge:
Dom(Ty) = (zyTayUz?yzy*ryUz2yz)* (zy T Uzy ToyUz2yUz2yzy* Uz y 2y *zy). Der
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Satz 2.6 zeigt, dass die rationalen Transduktionen genau mit den Abbildungen
zusammenfallen, die iiber Transducer definiert werden kénnen.

Satz 2.6. (Berstel [3]) Sei T : ¥* — A* eine Transduktion. Dann sind die beiden
Aussagen dquivalent:

(1) T ist rational.

(2) T wird durch einen Transducer realisiert.

Eine rationale Transduktion 7 : ¥* — A*, die eine partielle Funktion von >*
nach A* darstellt, bezeichnet man als rationale Funktion.

Es folgt die Definition des in der Einleitung erwidhnten speziellen Transdu-
cers, der die Eingabe sequentiell liest, nur Endzusténde besitzt und dessen Zu-
standsiibergéinge deterministisch sind. In [3] wird dafiir der Begriff , sequentieller
Transducer” verwendet.

Definition 2.7. Ein links-sequentieller Transducer (kurz LST) ist ein Transducer
L=(3,AQ,iF F) mit

1. F=Q
2. FECQQxYxA"xQ

3. Fir alle q,q1,¢2 € Q,x € 3, wy,we € A* mit (q,z,w1,q1),(q, T, ws,q2) € E
gilt: wy = wy, q1 = ¢a.

Fiir solche Transducer enthalten die Transitionen also keine Worter aus *, son-
dern Buchstaben. Man kann dann die Transitionsmenge E auch durch zwei par-
tielle Funktionen

0:QxY—Q, o:Q x X — A"

beschreiben, wenn man fiir jede Transition e = (p,z,w,q), 0(p,z) := ¢ und
o(p, ) := w setzt. Mit den Eigenschaften in der Definition 2.7 sind beide Funk-
tionen dann korrekt definiert, haben den gleichen Definitionsbereich und werden
Zustandsfunktion bzw. Ausgabefunktion genannt. Sie werden auf ) x ¥* fortge-
setzt, indem man 6(p, w) := ¢q und o(p, w) := v setzt, falls es in dem betrachteten
Transducer einen Pfad von p nach ¢ iiber w mit Ausgabe v gibt. Ein LST kann
nun ebenso durch ein 7-Tupel (X, A, Q, 1, F, 0, 0) dargestellt werden. Man beach-
te, dass alle Zustdnde Endzustdnde bilden, so dass u.a. das leere Wort ¢ immer
auf e selber abgebildet wird. Auflerdem ist jeder LST préfix-abgeschlossen, das
heif}t, falls ein Wort erkannt wird, so wird auch jeder Prifix dieses Wortes er-
kannt. Wenn genau fest steht, dass es sich bei einem betrachteten Transducer
um einen LST handelt, miissen die Endzusténde in der graphischen Darstellung
nicht extra gekennzeichnet werden. Ebenso muss F' in der Tupel-Schreibweise
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nicht angegeben werden. Die Ausgabe iiber einem Pfad mit zugehorigem Einga-
bewort w (bezeichnet mit o(w), Pfade sind eindeutig festgelegt) fallt hier also mit
|L|(w) zusammen, da alle Pfade erfolgreich sind. Solche, durch LSTs beschriebe-
ne, links-sequentielle Funktionen stellen also rationale Funktionen dar.

Beispiel 2.8. Der Transducer Ty = ({z,y, 2}, {a,b},{1,2,3},1, 5, 02) aus Ab-
bildung 2 beschreibt eine links-sequentielle Funktion.

z/e

x/a z/a
y/a z/b
Abbildung 2: Links-sequentieller Transducer T,

Betrachtet man in der Definition links-sequentieller Transducer auch Zusténde,
die nicht final sind, gelangt man zu sequentiellen Transducern, welche sequentielle
Funktionen beschreiben. In [13, 15, 5] werden diese Transducer verwendet. Es
folgt die genaue Definition.

Definition 2.9. Ein sequentieller Transducer (kurz ST) T = (X, A,Q, i, F, F)
ist ein Transducer mit

1. FECQXxXXxA*"XQ

2. Fiir alle 4,491,992 € er S an17w2 € A* mit (q7x7w17q1)7 (Q7x7w27q2) ek
gilt: w1 = wa, 1 = @o.

Analog zu den Ausfiihrungen, die der Definition 2.7 folgen, konnen 6 und o zur
Beschreibung von E eingefiihrt werden.

Historisch betrachtete man zunéchst links-sequentielle Transducer [3, 10] und
fiihrte spéter nicht-finale Zustéande ein [13, 15, 5, 7]. Fiir beide Modelle wurden
die gleichen Begriffe verwendet. Mit Beispiel 2.10 zeige ich kurz, dass mit der
Definition der sequentiellen Transducer eine echt grofliere Menge von rationalen
Funktionen beschrieben wird.

Beispiel 2.10. Setzt man in Beispiel 2.5 F' := {4,5} und schrinkt den Defini-
tionsbereich auf (zy*UzyTxy) ein, so erhilt man einen ST T3, der eine sequentielle
Funktion f5 beschreibt und e nicht auf ¢ abbildet:

£ = T3] {

Deshalb kann f3 nicht links-sequentiell sein. Auflerdem ist f3 nicht prafix-abge-
schlossen. Abbildung 3 gibt die graphische Darstellung von 7.

ry" — ab’a”, n>1
xy"wy — ab’a”, n > 1.
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Abbildung 3: Sequentieller Transducer T3

2.2 Subsequentielle Transducer

Ich gebe nun die Definitionen fiir subsequentielle und p-subsequentielle Transdu-
cer an. In der Literatur tritt der Begriff der subsequentiellen Transducer zunéchst
als Erweiterung der links-sequentiellen Transducer [3, 8] und spéter ausgehend
von sequentiellen Transducern auf [13, 15]. Wir haben aber gesehen, dass LSTs
und STs unterschiedliche Mengen von Funktionen beschreiben. Deshalb bezeich-
ne ich in der folgenden Definition die Erweiterung der LSTs zunéchst als links-
subsequentielle Transducer.

Definition 2.11. Ein links-subsequentieller (bzw. subsequentieller) Transducer,
kurz LSST (bzw. SST), S = (3,A,Q,14, F,d,0,p) setzt sich aus einem LST
(bzw. ST) (X, A,Q,1, F,0,0) sowie einer partiellen Funktion p : F© — A* (der
Endausgabe-Funktion) zusammen. Die links-subsequentielle (bzw. subsequentiel-
le) Funktion |S|: ¥* — A*, die durch S berechnet wird, ist definiert durch:

1S|(w) = { o (i, w)p(6(i,w)), falls p(0(i,w)) und o(é,w) definiert sind

4, sonst.

Fiir Ausgaben o(m) iiber Pfade 7 wird die Endausgabe-Funktion p nicht bertick-
sichtigt, sie fallen, falls 7 ein Pfad iiber w € Dom(S) ist, nicht zwangsldufig mit
|S](w) zusammen.

Bemerkung 2.12. Im Weiteren ist eine Funktion, die sich aus Komposition an-
derer Funktionen ergibt, genau dann definiert, wenn alle Komponenten definiert
sind.

Da p eine partielle Funktion ist, werden so fiir links-sequentielle Transducer indi-
rekt doch nicht-finale Zusténde eingefiihrt. Dass die Menge der subsequentiellen
mit der Menge der links-subsequentiellen Funktionen zusammenféllt, kann ich
nun leicht zeigen (Satz 2.13), so dass wir dann allgemein von subsequentiellen
Funktionen sprechen kénnen.
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Satz 2.13. Sei f: X" — A* eine rationale Funktion. Dann sind dquivalent:

(1) f ist links-subsequentiell.
(2) f ist subsequentiell.

Beweis: (1) = (2): Nach Voraussetzung existiert ein LSST T = (X, A, Q, 1,6, 0,
p) mit f = |T.

Dann ist 7" := (X, A, Q,4,Q, 6,0, p) ein dquivalenter subsequentieller Trans-
ducer, der f berechnet.

(2) = (1):Seinun T = (X, A, Q, 4, F, 0,0, p) ein f berechnender SST. Ich setze
T = (3,A,Q,1,0,0,p). Die Endausgabe-Funktion p ist partiell auf F' definiert,
also auch partiell auf Q. Es gilt Dom(7") = Dom(7"”) und fiir w € Dom(T") folgt

T|(w) = (o(i, w))p(5(i; w)) = |T"|(w). B

Eine Erweiterung der sequentiellen Transducer bilden p-subsequentielle Trans-
ducer, die von Mohri [12] eingefiihrt wurden. Diese ermoglichen es durch eine
Endausgabe-Funktion p an finalen Zustédnden bis zu p Endausgabeworter zu bil-
den.

Definition 2.14. Ein p-subsequentieller Transducer (pSST) T = (3, A, Q, 1, F 6,
o, p) setzt sich aus einem ST (X, A, Q,1, F,J,0) und einer partiellen Funktion
p: F — (A, p=(p1,...,pp), p € N zusammen. Einem Eingabewort w €
Dom(T'), welches zu einem Endzustand fithrt, wird die Menge der méglichen
p zugehorigen Ausgaben entlang des Pfades unter Beachtung der zusétzlichen
Endausgabewérter zugeordnet:

T (w) = {(o(i,w))p;(6(i, w)) [ J =1,...,p}

Der Fall der subsequentiellen Transducer ist fiir p = 1 enthalten. Solche p-
subsequentiellen Transducer beschreiben p-subsequentielle Funktionen bzw. Re-
lationen.

Beispiel 2.15. Subsequentielle Transducer realisieren im Vergleich zu STs ei-
ne echt groflere Menge von rationalen Funktionen. Durch den subsequentiellen
Transducer in Abbildung 4 wird ¢ auf a (# ) abgebildet, die beschriebene Funk-
tion kann somit durch keine sequentielle Funktion dargestellt werden.

Abbildung 4: Subsequentieller Transducer
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Wir kénnten auch fiir links-sequentielle Transducer eine partielle Funktion de-
finieren, die Zusténden bis zu p Endausgabewérter zuordnet. Die so definierten
Relationen wiirden dann aber, analog zum Beweis im Satz 2.13, mit denen, die
durch p-subsequentielle Transducer definiert werden, zusammenfallen.

Sequentielle Funktionen sind auch subsequentiell. Es gelten die beiden folgen-
den Séatze: (vgl. u. a. in [7, 15]).

Satz 2.16. (Berstel [3]) Jede subsequentielle Funktion ist rational.

Satz 2.17. (Berstel [3], Mohri [15]) Seien a : £* — A* und [ : A* — QF zwei
subsequentielle (bzw. links-sequentielle, sequentielle) Funktionen. Dann ist 3 o «
eine subsequentielle (bzw. links-sequentielle, sequentielle) Funktion.

Die definierten Funktionen sind also abgeschlossen unter Komposition.

Mohri betrachtet [15, S. 273f] die Vereinigung von Transducern. Darauf soll
im néchsten Abschnitt eingegangen werden.

2.3 Vereinigung von Transducern und Charakterisierung
der sequentiellen Funktionen

Fiihrt man eine weitere Operation , Vereinigung® auf der Menge der rationalen
Relationen ein, welche zwei Relationen f; und f, auf diejenige Relation f; + fo
abbildet, die jedem Eingabewort w € (Dom( f;) U Dom(f3)) die Vereinigung der
Anwendung von f; und fy auf w zuordnet, so ergeben sich einige interessante
Eigenschaften. Zunéchst stellt fi; 4 f> eine rationale Relation dar und wird somit
von einem Transducer realisiert. Entgegen der Behauptung von Mohri [15, Theo-
rem 2, S. 273, ohne Beweis] muss die Vereinigung zweier sequentieller Funktionen
keine 2-subsequentielle und die Vereinigung einer p-subsequentiellen und einer ¢-
subsequentiellen Funktion keine (p+ ¢)-subsequentielle Funktion darstellen. Dazu
habe ich das folgende Gegenbeispiel 2.18 gefunden. In Satz 2.19 beweise ich, dass
damit die erwdhnte Annahme von Mohri tatséchlich falsch ist.

Beispiel 2.18.

7] (") = { @ 1 aerade o
A O
z/a
I (27) = { b", mn ungerade @/
e - O
x/b
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Satz 2.19. Die Vereinigung der beiden sequentiellen Funktionen |1i| und |m
aus Beispiel 2.18 realisiert fir alle p € IN keine p-subsequentielle Funktion, ist
isbesondere also nicht 2-subsequentiell.

Beweis: Sei 7 := 11+7,. Es geniigt zu zeigen, dass 7 nicht subsequentiell ist, denn
7 stellt eine Funktion dar. Ware 7 p-subsequentiell fiir p > 2, so auch subsequen-
tiell. Nehmen wir also an, 7 sei subsequentiell mit 7 = |T'| fiir einen subsequenti-
ellen Transducer T'= (X, A, Q, 1, F, 0,0, p), wir setzen K := max{|p(q)|: ¢ € Q}.
Dann gilt fiir gerade n:

a" = [T|(z") = (o (i, 2"))p(6(i, "))
b =T (@) = (o (i, a™)o (3, "), 2)p(d(i, 2" 1)).

Fir n > K ist w := o(i,2") # € und w € a* N b*. Dies ist ein Widerspruch. O

Aus diesem Beispiel ergeben sich Schlussfolgerungen, die im Gegensatz zu Mohris
Artikel [15] stehen. Wenn 71 und 75 sequentiell sind, dann sind sie fiir p > 1 auch p-
subsequentiell. Es gibt demnach stets Funktionen f, g, die p- bzw. ¢g-subsequentiell
sind, deren Vereinigung g+ f jedoch nicht (p—+ ¢)-subsequentiell ist. Da die Funk-
tion 7 nicht subsequentiell ist, kann sie auch nicht durch einen SST dargestellt
werden, so dass es somit einen moglichen Satz dariiber, dass die Vereinigung f+ g
sequentieller Funktionen f, g, falls sie eine partielle Funktion ergibt, sequentiell
ist, nicht geben kann.

Den Fall, bei dem die Eigenschaft der Funktionen f,g bei der Vereinigung
f + g erhalten bleibt, bilden die links-sequentiellen Funktionen. Den Beweis gebe
ich mit Satz 2.20. Im darauf folgenden Beispiel 2.21 habe ich die Konstruktion,
die im Beweis verwendet wird, nachvollzogen.

Satz 2.20. Seien f,g: X" — A* zwei links-sequentielle Funktionen derart, dass
h = f + g eine partielle Funktion darstellt. Dann ist auch h links-sequentiell.
Beweis: Seien T; = (X, A, Q;,14,0;,0;) (j = 1,2) zwei LSTs, die f bzw. g reali-
sieren. Die Funktionen ¢; und o; (j = 1, 2) seien durch Mengen von Transitionen
E; dargestellt. Ohne Einschrinkung gelte Q1 N Q2 = (. Wir konstruieren einen
neuen links-sequentiellen Transducer 7' = (X, A, Q,4,6,9,0), der h realisiert. Sei
dazu i := {iy,i2}; 0’ := 01 Ude und ¢’ := 01 U 09. Wir definieren:

0 P(RQ1UQ2) x T — P(Q1 UQ2) mit
(P, a) — Uyepd(p,a) falls Uyep &' (p,a) # 0.

Sei nun @ die kleinste Teilmenge von P(Q; U Qs), die {i1,i2} enthilt, und unter

Anwendung von ¢ abgeschlossen ist, d. h. fiir beliebige {¢1,¢2} € @ und a € X
ist 0({q1,q2},a) € Q, falls 6({q1, q2}, a) definiert ist.
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Sel weiterhin

o:Q x X — A* mit
(P,a) — d’'(p,a) fiir ein beliebiges p € P.

Den Hintergrund bildet also die iibliche Potenzmengen-Konstruktion bei der De-
terminisierung endlicher Automaten. Intuitiv kann man diese anwenden, da ja
beide Transducer, die wir hier betrachten, als Eingabe-Automat endliche Automa-
ten darstellen. Die gesamten Zustandsmengen sind dabei final. Da h eine Funktion
darstellt, konnen wir die Ausgaben der alten Transitionen direkt iibernehmen, die
neuen Zustandsiibergédnge sind korrekt definiert. Wie in der Theorie der endlichen
Automaten kann man nun zeigen, dass der neu definierte Transducer 7 genau h
realisiert. O

Beispiel 2.21. In Abbildung 5 entsteht 7 durch Vereinigung der beiden links-
sequentiellen Transducer 7 und 75. Dabei werden diese zunéchst als ein Trans-
ducer (mit mehreren Initialzustéinden) aufgefasst. Im Anschluss wenden wir die
klassische Determinisierung endlicher Automaten an und {ibernehmen die Aus-
gaben.

Abbildung 5: Vereinigung zweier LSTs

In [15] wird auf S. 275 auch auf eine mogliche Charakterisierung der sequen-
tiellen Funktionen unter den rationalen Funktionen eingegangen. Es wird eine
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dquivalente Eigenschaft dazu gesucht, dass eine rationale Funktion sequentiell
ist. Mohri bezieht sich dabei auf eine Arbeit von S. Ginsburg und G.F. Rose
[10]. Diese behandelt allerdings sogenannte GSMs (generalized sequential machi-
nes), welche genau die links-sequentiellen Transducer darstellen und somit eine
echt kleinere Menge von Funktionen beschreiben als die in [15] verwendeten STs.
Ein Satz, welcher eine Transducer-unabhéngige Bedingung dafiir angibt, dass ei-
ne rationale Funktion links-sequentiell ist, kann deswegen auf die Klasse aller
sequentieller Funktionen nicht angewendet werden. Die von Mohri angegebene
Bedingung ist die folgende:

IK>0: VueX VaeX JweA": |w <K und f(ua) = f(u)w]. (1)

Ich gebe ein Beispiel. Fiir den sequentiellen Transducer 73:

soll gelten |73|(zx) = |73|(z)w fur ein w aus {b}*, aber |73|(x) ist undefiniert, da
Zustand 2 nicht final ist. Der angegebene Transducer 73 ist sequentiell, es gilt
jedoch die zugehorige dquivalente Aussage (1) nicht. Umgekehrt konnen wir aber
auch eine Funktion angeben, welche zwar die Charakterisierung (1) erfiillt und ra-
tional ist, jedoch nicht sequentiell. Ein Beispiel dafiir ist der folgende Transducer
Ty

e
x +— cab
xy +— cab

Dieser ist subsequentiell (also auch rational), aber nicht sequentiell, da gilt:
|74|(e) = c(# ¢€). Andererseits erfiillt 7, die Bedingung (1), zum Beispiel fiir
K :=5.

Ein Charakterisierungssatz fiir sequentielle Funktionen sollte also in der &dqui-
valenten Bedingung nicht den Funktionswert eines Prifixes enthalten (da dieser
nicht existieren muss), sondern eine Aussage iiber die Ausgabe eines entsprechen-
den Pfades fiir dieses Teilwort verwenden. In [3] wird eine Charakterisierung der
links-sequentiellen Funktionen unter allen partiellen Funktionen angegeben, wel-
che auch subsequentielle Funktionen verwendet. Diese Idee gibt Anlass zu Satz
2.26. Dazu fithre ich zundchst den Begriff préfix-erhaltend fiir subsequentielle
Funktionen ein.

Definition 2.22. Eine subsequentielle Funktion f heifit préfix-erhaltend, falls
es einen subsequentiellen Transducer 7 gibt, der f berechnet und folgende zwei
Eigenschaften erfiillt sind:
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1. |7|(e) =¢ oder |7|(¢) =L und
2. fur alle w,ww’ € Dom(7) gilt: o(ww') € |T](w)A*.

Dabei ist o(w), wie oben bereits erwiahnt, die Ausgabe iiber dem Pfad fiir w unter
7 ohne Beriicksichtigung der Endausgabe p. Fiir ein Wort w € Dom(7) fallt also
o(w) nicht immer mit |7|(w) zusammen. Auf den Satz 2.25 wird ausfiihrlich im
Abschnitt 3.5 mit Lemma 3.30 und Satz 3.31 eingegangen. Ich verwende ihn hier
im Beweis von Satz 2.26. Zuvor fiihre ich den Begriff schlank (trim in [3, 15, u.
a. ]) fur Transducer ein, er ist grundlegend fiir die néchsten Abschnitte.

Definition 2.23. Ein Transducer 7 heifit schlank, wenn durch jeden Zustand
von 7 ein erfolgreicher Pfad verlduft.

Definition 2.24. Ein Transducer (bzw. ST, SST) 7 ist ein minimaler Transducer
(bzw. ST, SST) fiir |7], falls jeder zu 7 dquivalente Transducer (bzw. ST, SST)
mindestens so viele Zusténde wie 7 besitzt.

Satz 2.25. Zu jedem subsequentiellen Transducer T existiert ein dquivalenter
minimaler SST ', fir den insbesondere gilt, dass der griofite gemeinsame Prifix
von Ausgaben iber erfolgreichen Pfaden, die von ein und demselben Zustand q (q
ist kein Initialzustand von ') starten, gleich  ist.

Satz 2.26. Sei f : X — A* eine rationale Funktion. Dann sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent:

(1) f ist sequentiell.
(2) [ ist subsequentiell und prdifiz-erhaltend.

Beweis: (1) = (2): Diese Folgerung ist klar, da jede sequentielle Funktion auch
subsequentiell ist und es einen f berechnenden ST gibt, welcher prifix-erhaltend
ist, denn es gibt keine zusétzliche Endausgabe p.

(2) <= (1): Der subsequentielle Transducer 7 = (X, A, @, 4, F, 0, 0, p) realisiere f.
Wir untersuchen die Zustandsmenge (). Ohne Einschrénkung kann man anneh-
men, dass p auf F' total definiert ist. Aulerdem nehmen wir mit Satz 2.25 an,
dass 7 minimal ist und die dort angegebene Prifixbedingung erfiillt.

Seinun ¢ € F, q #1i, 6(i,w) = ¢, w' € ¥* mit ww’ € Dom(f). Dann gilt:
flww) = o(i,w)o(g,w)p(5(q,w))
= f(w)g=o0o(i,w)p(q)g ,9 € A" (f prafix-erhaltend)
= pla)g = olgw)p(d(g,w))
Die Ausgabe jedes erfolgreichen Pfades von ¢ beginnt also mit p(q). Da wegen
der Préfixbedingung der gréfite gemeinsame Préafix der Ausgaben iiber diesen
Pfaden ¢ ist, folgt p(q) = . Wenn ¢ = i gilt, dann ist p(q) ebenfalls ¢, da f

Prifix-erhaltend ist. Fiir alle Zusténde aus F ist also p(q) = e. Das heifit aber,
dass 7 := (3,A,Q, 1, F,§,0) einen ST darstellt, der f berechnet. O
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3 Minimalisierung sequentieller Transducer

Bei der Minimalisierung von Transducern oder Automaten geht es um das Pro-
blem, zu einem konkret gegebenen Transducer bzw. Automaten einen dquivalenten
zu finden, der eine Minimalitédtsbedingung erfiillt. Gewo6hnlich betrachtet man die
Anzahl der Zusténde. Oft sind dann bei einer angegebenen Konstruktion aber
auch andere Parameter des Transducers oder Automaten, wie zum Beispiel die
Anzahl der Transitionen, minimal. Dabei spielt die Komplexitét der Algorithmen,
die man verwendet, eine entscheidende Rolle. Im klassischen Fall der endlichen
Automaten ist das Problem der Minimalisierung gelost: Zu jedem determini-
stischen endlichen Automaten (DEA) kann man einen dquivalenten Minimal-
Automaten angeben [1, 11, 17, u. a.]. Der Algorithmus mit der bisher kleinsten
Komplexitét ist von Hoperoft [11].

Erstaunlich ist die folgende Betrachtung: Transformiert man einen gegebenen
DEA A in den (nichtdeterministischen) Umkehr-Automaten, diesen in einen DEA
durch die iibliche Teilmengen-Konstruktion (nur wirklich erreichbare Zustédnde
werden konstruiert), konstruiert daraus erneut zunéchst den Umkehr-Automaten
und daraufhin den dquivalenten DEA, dann ist der resultierende Automat ein
minimaler Automat fiir A. Im ersten Teil dieses Kapitels wollen wir grob die
Resultate der Minimalisierung endlicher Automaten zusammenfassen.

Choffrut gibt in seiner Dissertation die entscheidenden Schritte fiir die Kon-
struktion des minimalen sequentiellen Transducers zu einem gegebenen ST an.
Anlehnend an die Theorie endlicher Automaten, fasst er gewisse dquivalente
Zustdnde zusammen. Mohri geht in [13, 16] erstmals in diesem Kontext auf Al-
gorithmen und ihre Komplexitét ein. Im zweiten Teil wird die Grundidee der Mi-
nimalisierung sequentieller Transducer vorgestellt und diskutiert. Ich folge dabei
den beiden Arbeiten [13, 16], gebe Beispiele und gehe auf Annahmen und Be-
hauptungen ein, welche nicht korrekt sind. Verschiedene Autoren [13, 16, 5, 8, 2]
geben Algorithmen fiir einige Schritte dieser Minimalisierung an, sie werden dar-
gestellt und im Kontext der bisherigen Ergebnisse untersucht. Ich erweitere diese
Algorithmen fiir die Minimalisierung der p-subsequentiellen Transducer.

3.1 Endliche Automaten

In diesem Abschnitt verwende ich zwei zunéchst unterschiedliche Automatenmo-
delle: DEA und NEA. Sie akzeptieren genau die gleiche Familie von reguldaren
Sprachen. Zu jedem solchen Automaten gibt es einen bis auf Isomorphie eindeu-
tigen dquivalenten DEA mit minimaler Zustandsmenge. Genaue Definitionen,
Beweise und weitere Sétze sind u. a. in [1, 11, 17] nachzulesen.

Darauf folgend wird auf den schon in der Einleitung dieses Kapitels erwéhnten
Satz iiber den Umkehr-Automaten und die daraus resultierende Konstruktion des
Minimalautomaten eingegangen. Diese Idee wurde erstmals durch J. A. Brzozow-
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ski [6] gegeben, deshalb habe ich den Satz nach ihm benannt.

3.1.1 Minimalisierung

Ein DEA A wird durch ein 5-Tupel A = (@, %, i, F, ) beschrieben. Falls die Zu-
standsiibergangsfunktion ¢ : ) x ¥ — @) total definiert ist, so heifit A vollstandig.
Bildet § auf die Potenzmenge von @ ab: §: Q x ¥ — P(Q), so gelangt man zu
einem NEA. Die akzeptierte Sprache eines Automaten A wird mit L(A) bezeich-
net.

Satz 3.1. (Yu [17]) Zu jedem NEA A existiert ein vollstindiger DEA A" mit
L(A) = L(A"). (Potenzmengenkonstruktion)

Die Sprachen, welche durch DEAs dargestellt werden kénnen, bilden die regulédren
Sprachen. Um nun zu dem minimalen Automaten eines DEA A mit L(A) = L
zu gelangen, wird fiir L C ¥* eine Aquivalenzrelation =, auf ¥* x ¥* eingefiihrt:

reX*: D, L:={ye¥|zyecl}
r=ry<& D, L=D,L.

Entweder man betrachtet vollstindige DEAs und kann Satz 3.2 beweisen, oder
man schrinkt = auf die Menge der Préfixe von erkennbaren Woértern in A ein:

z,y € D(A) x D(A): v =ty < D,L = D,L mit
DA)={ue¥* | FweX*:uw e Dom(A)} :

Bei der Konstruktion des Minimalautomaten fasst man solche Zustande zusam-
men, welche durch dquivalente Worter erreichbar sind.

Satz 3.2. (Yu [17]) Die minimale Anzahl von Zustinden eines vollstindigen
DEA, der L akzeptiert, ist gleich dem Index von =p.

Satz 3.3. (Yu [17] bez. weitere Uberlegungen) Die minimale Anzahl von Zustinden

eines DEA, der L akzeptiert, ist gleich dem Index von =*.

Satz 3.4. (Hopcroft [11]) Die Komplexitit, um zu einem gegebenen DEA mit n
Zustinden den dquivalenten minimalen DEA zu konstruieren, ist O(nlogn).

3.1.2 Satz von Brzozowski

Hier soll kurz ein anderer Weg zur Konstruktion des minimalen DEA zu einem
gegebenen NEA vorgestellt werden [6, 17].

Ein NEA mit nichtdeterministischer Initialzustandsmenge (NNEA) ist durch
ein 5-Tupel (Q,3, 1, F,0) gegeben. Es kann eine Menge von Anfangszusténden
geben. Dadurch wird ebenfalls die Klasse der reguldren Sprachen definiert, denn
zu jedem NNEA gibt es einen dquivalenten DEA.

21



Definition 3.5. Sei A = (Q, X%, 1, F, ) ein deterministischer endlicher Automat.
Der Umkehr-Automat A® = (Q, %, F, {i},6%) von A ist der NNEA mit der Funk-
tion 6% : Q — P(Q), 6%(p,a) := {q € Q|6(¢,a) = p}, der durch Anderung der
Pfeilrichtung entsteht. Mit 7(A) = (Q', 2,4, F’, ") bezeichnen wir den DEA mit
L(7(A)) = L(A), welcher durch die Potenzmengenkonstruktion gegeben ist. Da-
bei soll Q' C P(Q) die Menge der Zustéande sein, die von i’ erreichbar sind.

Satz 3.6. (Brzozowski [6], Yu [17]) Sei A ein NEA. Der DEA A’ entstehe aus
A wie folgt:

1. Konstruktion des Umkehr-Automaten : AR
2. Determinisierung : 7(AR)
3. Konstruktion des Umkehr-Automaten : (17(AT))%
4. Determinisierung : 7(7(AR))R) = A’
Dann ist A" der zu A dquivalente minimale DEA.

Der Beweis zu diesem Satz ist ausfiihrlich in [17, S. 95] angegeben.

3.2 Charakterisierung der minimalen sequentiellen
Transducer

In diesem Abschnitt mochte ich deutlich machen, dass die in [13] und [16] un-
ter ein und dem selben Begriff definierten Transducer sehr verschiedene Modelle
sind, welche im Zusammenhang mit der Frage nach dem minimalen Transducer
zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihren. Zum Beispiel gibt es sequentielle Funk-
tionen, deren minimaler Transducer in dem ersten Modell einen Zustand mehr
besitzt als der zugehorige minimale Transducer des zweiten Modells.

In der Einfithrung wurden zwei unterschiedliche Transducer, die den Input
Buchstabe fiir Buchstabe einlesen, definiert. Nun betrachte ich die sequentiellen
Transducer. Genau diese Klasse von Funktionen bildet die Grundlage in [13, 2,
8]. Mohri [16] erweitert sie, indem er ein zusétzliches Wort von links an jede
Ausgabe konkateniert. Im Folgenden werde ich solche Transducer A-sequentiell
nennen und zeigen, dass sie eine echte Erweiterung der bisherigen sequentiellen
Transducer darstellen. Es wird die Charakterisierung und die Konstruktion der
minimalen sequentiellen bzw. A-sequentiellen Transducer untersucht. Dabei folge
ich Mohris Ausfiihrungen und widerlege sowohl Lemma 1 als auch Theorem 1
in [13]. Mohri nimmt bei dem Problem der Minimalisierung an, dass der grofite
gemeinsame Préfix von Ausgaben iiber Pfade, welche im Initialzustand starten
und zu finalen Zusténden fiihren, gleich ¢ ist. Er gibt die Begriindung, dass dies
keine Beschriankung der Allgemeinheit darstelle. Mit Beispielen zeige ich, dass es
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mit dieser Begriindung jedoch eine Beschrankung ist, und untersuche, wie man bei
der Minimalisierung im allgemeinen Fall korrekt vorgehen muss. Ich gebe an, wie
man den minimalen AST zu einem gegebenen AST berechnet. Aulerdem zeige ich
Schritte zur Konstruktion des minimalen STs zu einem sequentiellen Transducer
oder einem AST, welcher eine sequentielle Funktion berechnet. Dabei forme ich
einen gegebenen A-sequentiellen Transducer in den dquivalenten minimalen AST
und darauf folgend in einen ST mit minimaler Anzahl von Zustédnden um.

Ferner stelle ich fest, dass es fiir sequentielle Funktionen bisher keine definierte
Aquivalenzrelation (die nur von der Funktion selber abhingt) gibt, deren Index,
analog der klassischen Theorie der endlichen Automaten, mit der Anzahl der
Zusténde im minimalen sequentiellen Transducer zusammenfillt. Ich gebe zwei
Beispiele an, die beweisen, dass die durch Mohri definierten Relationen die eben
erwahnte Eigenschaft nicht erfiillen.

Definition 3.7. Ein A-sequentieller Transducer (AST) T'= (X, A, Q, i, F, X\, d,0)
setzt sich aus einem sequentiellen Transducer (X, A, @, 4, F, §,0) und einem Wort
A € A* zusammen, welches von links an jede Ausgabe konkateniert wird. Die
partielle Funktion |T'| : ¥* — A* die durch T beschrieben wird (A-sequentielle
Funktion), ist definiert durch:

T|(w) = Mo (i, w)).

Mohri verwendet fiir diese Definition erneut den Begriff ,,sequentieller Transdu-
cer”. Allerdings wird dadurch die Klasse der so beschriebenen Funktionen echt
vergroflert. Ich zeige dies in Lemma 3.8.

Lemma 3.8. Die Menge der sequentiellen Funktionen ist eine echte Teilmenge
der \-sequentiellen Funktionen. Sei f A-sequentiell und T = (3, A, Q, 1, F, X\, 9, 0)
ein beliebiger N\ST, der f berechnet. Dann sind die beiden folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) Die Funktion f ist sequentiell.
(2) Der Zustand i ist nicht in F' oder \ = €.

Beweis: (2) = (1): Falls A = ¢, so ist f trivialerweise sequentiell. Fiir den
Fall, dass der Initialzustand kein Endzustand ist, konnen wir durch eine einfache
Konstruktion einen &dquivalenten ST definieren. Dazu fithren wir einen neuen
Initialzustand j ein, alle Transitionen, welche in 7" von ¢ starteten, zeigen jetzt
auf die gleichen Zusténde, jedoch von j aus. Dabei wird A auf diese Transitionen
von links an die Ausgabe konkateniert (Es entsteht eine neue Transitionsmenge,
die durch ¢’ und ¢’ beschrieben wird.). Der gesuchte dquivalente ST ist dann 7" =
(X, A,QU{j}, 7, F,¢,0'), er berechnet f. Beispiel 3.9 zeigt diese Konstruktion.

(1) = (2): Wenn umgekehrt f sequentiell ist, so muss entweder A = ¢ sein,
oder i ist kein finaler Zustand von 7', denn andernfalls wire ¢ € Dom(f) und
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f(e) # e. Alle sequentiellen Transducer kénnen aber das leere Wort nur wieder
auf das leere Wort abbilden. O

Beispiel 3.9. Sei T' = ({a,b,¢,d},{A, B,C},{i,2,3,4,5,6},i,{4,5}, BC,6,0).
Dann ist 77 = ({a,b,¢,d},{A, B,C},{i,2,3,4,5,6,5},7,{4,5},0',0’) ein dquiva-
lenter ST. Abbildung 6 zeigt die graphischen Darstellungen.

b/BCB

¢/CCA

Abbildung 6: Konstruktion des STs 7" aus einem aquivalenten AST T

Fiir die Beschreibung der minimalen Transducer unter den STs wird fiir eine
sequentielle Funktion f eine Aquivalenzrelation R/ auf ¥* definiert [13].

Ju v e A*:
Vu,v € 2% uRMv <= { VYw € ¥* : uw € Dom(f) < vw € Dom(f),
ww € Dom(f) = o'~ f(uw) = v~ f(vw).

Um nun anlehnend an die Theorie der endlichen Automaten die Eigenschaft zu
erhalten, dass die Anzahl der Zusténde des minimalen Transducers fiir f mit
dem Index von R/ zusammenfillt, miisste die Relation zunichst anders definiert
werden. Ich gebe ein Beispiel.

Beispiel 3.10. Gegeben sei der ST T' = ({a,b},{A4, B},{1,2,3},1,0,0). Die
Aquivalenzklassen beziiglich Rf sind % pr = {a, 6,0} = {{a}, {e}, 2"\ {a,e}}.
Der minimale Transducer T,,;, zu T besteht aber aus zwei Zustanden. Die Ab-
bildung 7 zeigt die graphischen Darstellungen.

Man kann nun wie Mohri annehmen, der Transducer sei schlank. Dann wiirde
zwar der Zustand 3 in Abbildung 7 wegfallen und der Transducer wére minimal.
Aber ¥ pr besteht noch immer aus 3 Elementen. Das ist ja auch ganz natiirlich,
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T: CL/A @ Trnin
aA
(s —~(=0)

Abbildung 7: Die Relation R/ muss gréber definiert werden.

denn die Definition der Aquivalenzrelation ist unabhéngig von dem betrachteten
Transducer. Im Folgenden wird obige Relation fiir allgemeine AST's auf der Menge
der Prifixe von erkennbaren Wortern definiert.

Definition 3.11. Sei f eine A-sequentielle Funktion iiber ¥. Dann ist R, die
obige Relation R/ eingeschrinkt auf die Menge

D(f)={ue ¥ : 3w e ¥ uvw e Dom(f)}.

Die definierte Relation ist eine Aquivalenzrelation. Wenn man R/ betrachtet, gibt
es eine zusitzliche Aquivalenzklasse fiir alle Worter, welche nicht ,,gebraucht®
werden, also nicht in D(f) liegen. Der Index von R/ fillt nicht zwingend mit der
Anzahl der Zustdnde im minimalen ST zusammen. Der in Beispiel 3.10 angegebe-
nen Transducer widerlegt das Lemma 1 sowie das Theorem 1 [13, S. 158]. Mohri
betrachtet im Beweis seiner Behauptungen die zusétzliche Klasse der Worter
w ¢ D(f) nicht, fithrt aber dafiir einen unnétigen Zustand ein.

In [16] wird die Relation auf D(f) definiert, jedoch fiir A-sequentielle Funk-
tionen. Mit Lemma 3.8 habe ich zwar gezeigt, dass diese die STs als Teilmenge
enthalten, bei der Konstruktion im Beweis wurde jedoch ein neuer Zustand ein-
gefiihrt. Jetzt soll untersucht werden, inwiefern dieser neu eingefiihrte Zustand
wirklich notwendig ist. Tatséchlich gibt es sequentielle Funktionen, fiir die der
minimale sequentielle Transducer mehr Zustédnde als der minimale A-sequentielle
Transducer besitzt. Nach der Konstruktion im Lemma 3.8 kann die Differenz
dann hochstens eins sein. Im Beispiel 3.12 gebe ich eine solche Funktion an
und es gilt somit Lemma 3.13. Ich folgere, dass es einen Satz, der besagt, dass
fiir STs die Anzahl der Zustdnde im minimalen ST mit dem Index einer dieser
Aquivalenzrelationen, Rf oder Ry, zusammenféllt, nicht geben kann.

Beispiel 3.12. Abbildung 8 stellt einen minimalen ST 77 dar, der f berechnet.
Der minimale AST fiir f, T5, hat jedoch nur 2 Zusténde.

Lemma 3.13. Es gibt eine sequentielle Funktion f, deren minimaler AST einen
Zustand weniger besitzt als der minimale ST zu f.
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Tl . a/)\A @ T2 :
G ] e A0
b/B

Abbildung 8: f als minimaler ST bzw. minimaler A\-ST

Korollar 3.14. Es gibt eine sequentielle Funktion f, so dass die Anzahl der
Zustinde des minimalen sequentiellen Transducers zu f nicht mit dem Index von
RY oder Ry zusammen fillt

Beweis: Die Beispiele 3.10 und 3.12 zeigen die Behauptung. O

Da die Aquivalenzrelation fiir eine sequentielle Funktion f, jetzt auf der Menge
D(f) definiert, unabhéngig von dem Transducer fiir f ist, konnen einige Séitze
und Lemmata aus [16] iibertragen werden, sie enthalten zunichst den Fall der
sequentiellen Funktionen. Man kénnte ebenso die Beweise Mohris [13] auf die neue
Menge anwenden. Darauf soll in dieser Arbeit nicht weiter eingegangen werden.
Zunichst gilt mit dem Beweis von Mohri [16, S. 191]:

Lemma 3.15. (Mohri [16]) Fiir jede \-sequentielle Funktion f ist der Index von
Ry endlich. Jeder AST, der f darstellt, hat mindestens so viele Zustdinde, wie
dieser Index angibt.

Die folgenden Definitionen und Bezeichnungen sind entscheidend fiir die eigent-
liche Konstruktion des minimalen Transducers und Satz 3.19. Dabei bezeichnet
x Ay den groBiten gemeinsamen Prifix zweier Worter. Wir fixieren einen ST
T=(3AQ,1F d0)bzw. einen ASTT = (X, A,Q,1, F, \,0,0). Jedem sequen-
tiellen Transducer 7" wird in [13] ein Transducer (Prifix von T') zugeordnet, der
die Ausgabe so frith wie moglich liefert. Dieser soll die gleiche Funktion berechnen.
Zur Definition dieses Prifixes eines STs wird eine Funktion, ich nenne sie hier
Prp, eingefiihrt, welche jedem Zustand von 7' den grofiten gemeinsamen Préfix
der moglichen Ausgaben iiber alle Pfade dieses Zustandes zu Endzusténden zu-
ordnet. Der Index T soll kennzeichnen, dass die Préfixe im Transducer T' gebildet

werden. Der Préfix Pr(T') entsteht dann, indem man Transitionen (g v P)

w/[Prr(q)]~'w’ Prer(p) /

aus T in (g p) mit ¢ # ¢ und Transitionen (i A p) in

(i Lofer Perle), p) umwandelt [13, S. 153]. Initialzustand, Zustandsmenge und fi-

nale Zustdnde bleiben erhalten. Der Prifix Pr(7") unterscheidet sich von 7' nur
durch die Verteilung der Ausgaben entlang der Pfade, kann aber gegebenenfalls
eine andere Funktion berechnen. Die Eigenschaften in [13, 16] gelten nur mit
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einigen Einschrinkungen und tieferen Uberlegungen, die uns jetzt beschéftigen
sollen. Die Definition des Prifixes eines STs fiihrt nicht zwangsldufig zu einem
dquivalenten Automaten, die Behauptung von Mohri [13, S. 153] ist deshalb nicht
korrekt. Ich zeige dies mit Beispiel 3.16. Wenn es in dem Transducer, der be-
trachtet wird, keine erfolgreichen Pfade gibt, die mehrmals den Initialzustand
enthalten, oder Prr (i) das leere Wort ist, fiithrt die Definition des Préfixes eines
STs in [13] zu einem dquivalenten Transducer.

Beispiel 3.16. Sei T der folgende in Abbildung 9 dargestellt ST mit der Prafix-
Funktion Prr : @ — A*. Dann berechnen 7" und Pr(7") verschiedene Funktionen,
denn es gilt:

T(aba®b) = ABC?*AB; (Pr(T))(abah) = ABC*ABAB.

T Prr(1) = AB
Prp(2) =B
Prr(3)=c¢
Prr(4) = CAB
Prr(5) =¢
Prp(6) =¢

Abbildung 9: Es kann gelten: Pr(7T) 2 T.

Entweder man beweist nun, dass ohne Beschriankung der Allgemeinheit angenom-
men werden kann, Pry(i) = ¢ (¢ Initialzustand), oder man erweitert die Definition
eines sequentiellen Transducers in der Hinsicht, dass man Pry (i) auch ,vorzie-
hen* kann. Das wiirde genau zu dem Modell des ASTs fithren. An Beispiel 3.12
haben wir aber gesehen, dass dies zwei verschiedene Ansétze sind. Ebenso wenig
kann man Prr(i) = ¢ setzen und somit die Préfixe nur bis zu dem Initialzustand
,vorziehen“. Ein Beispiel dazu gebe ich am Ende dieses Abschnitts. Zunéchst
mochte ich auf A\-sequentielle Transducer eingehen.
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In dem iiberarbeiteten Artikel [16, S. 180], der nun auf der Definition der ASTs
beruht, gibt Mohri den Prafix-Transducer zu einem AST T’ leicht anders an:

Pr:@Q — A" sei:

Vge F: Pr(q)=c¢
Vge Q\F: Pr(q) = Noes 0(g,a)Pr(6(g, a)).

Allerdings ist das keine korrekte Definition, sondern ein Gleichungssystem, da
durch die Rekursion Mehrdeutigkeiten entstehen konnen. Die maximale Losung
ist die eigentlich gesuchte.

Beispiel 3.17. Betrachten wir dazu den folgenden Transducer:

o

b/A b/A

aje

Dann ist Pr(3) = €. Der Wert Pr(1) verwendet Pr(2), aber Pr(2) verwendet
wiederum Pr(1). Tatsédchlich gibt es fiir Pr mehrere Losungen:

1. PT(l) = PT(Q) =&
2. Pr(1) = Pr(2) = A

Wir wollen hier die (intuitive) Definition tiber die Transitionen verwenden. Die
Funktion (Préafixfunktion) Pr : @ — A* ordnet jedem Zustand von T den grofiten
gemeinsamen Préfix der moglichen Ausgaben {iber alle Pfade dieses Zustandes
zu Endzustdnden von T' zu. Der Prifix P(T') entsteht indem man Transitionen

(¢ N p) aus T'in (g w/Pr(@) ™ w'Pr(r) p) umwandelt [16, S. 180]. In P(T))

gilt dann fiir alle Zustdnde Pp(r)(q) = €. Mohri macht die Einschrénkung, dass
gilt: Pr(i) = €. Seine angegebenen Theoreme 1 [16, S. 191] und 2 [16, S. 195]
gelten fiir diesen Fall. Mit dieser Bedingung kann ich die beiden Sétze direkt auf
STs {ibertragen, denn der minimale AST zu einem ST mit Initialzustand ¢ und
Pr(i) = ¢ ist auch der minimale ST.

Im Weiteren nehme ich an, dass das Ergebnis einer Minimalisierung endlicher
Automaten schlank ist. So muss bei der Minimalisierung von Transducern nicht
angenommen werden, dass der Transducer schlank ist, da diese eine Minimalisie-
rung endlicher Automaten enthélt.
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Satz 3.18. (Mohri [16] erweitert auf STs) Zu jeder A-sequentiellen (bzw. sequen-
tiellen) Funktion f, die durch einen AST (bzw. ST) dargestellt wird mit

Pr(i) =e¢,

gibt es einen minimalen AST (bzw. ST) fir f. Die Anzahl der Zustinde ist dabei
gleich dem Index von Rj.

Satz 3.19. (Mohri [16] erweitert auf STs) Sei T ein AST (bzw. ST) mit Pr(i) =
e. Der minimale AST (bzw. ST) zu T entsteht durch Anwendung der Minimali-
sierung im Sinne der klassischen Automatentheorie (die Ein- und Ausgaben der
Transitionen werden zu Buchstaben eines Alphabetes konkateniert) auf den Prdifiz

P(T) [13, 16].

Mohri argumentiert wie folgt: die Definition des Préfixes ist unabhéngig von .
Falls Pr(i) # ¢, ersetze A durch A+ Pp(z). Dann soll wie im Satz 3.19 vorgegangen
werden. Mit Beispiel 3.20 zeige ich, dass dies nicht zu P(i) = ¢ fithrt. Es kann
Kreise geben, die mehrmals den Initialzustand durchlaufen und deshalb auch
Pr(7) mehrmals ausgeben.

Abbildung 10: P(i) = € ist zunéchst eine Beschrankung der Allgemeinheit.

Beispiel 3.20. Sei 7" der AST aus Abbildung 10 mit || = f unter Vernach-
lissigung des Eingabe-Automaten. Wenn A = A%B durch \ - Pr(i) = A2BDC
ersetzt wird, erhélt man T;. Die beiden Transducer T und T} stellen verschiedene
Funktionen dar. Der Prifix-Transducer P(T}) zu T; berechnet dann allerdings
f. Analog dazu kénnte man in einem ersten Schritt den Préfix zu T bilden,
im zweiten Schritt dann A durch A - Pr(i) in T ersetzen. Eine Reduzierung des
Problems auf Pr(i) = ¢ ist also nur nach einer Prafix-Bildung P(T") moglich.
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Dann ist jedoch der lingste gemeinsame Prifix iiber Pfade von i aus sowieso das
leere Wort (73). Bei der graphischen Darstellung der Transducer T} und 75 wird
der Eingabe-Automat ebenfalls vernachléssigt.

Ich werde nun zeigen, wie man vorgehen muss, um den minimalen AST zu einem
gegebenen AST zu erhalten, skizziere die Konstruktion des minimalen ST zu
einem gegebenen ST, und untersuche welche Annahmen ohne Einschrénkungen
dabei gemacht werden diirfen. Ich gebe die bené6tigten Sétze, um den gewiinschten
Satz 3.19 fiir alle ASTs (und méglicherweise fiir STs) zu erhalten, und gehe dabei
zunéchst auf A-sequentielle Transducer ein. Dazu will ich anlehnend an Mohris
spiteren Artikel [16] vorgehen, einen Préfix-Transducer konstruieren und darauf
eine Minimalisierung endlicher Automaten anwenden.

Sei T'= (X,A,Q,14, F, \,6,0) ein fest vorgegebener AST, der die Funktion f
berechnet. Fiir A = Pr(i) = € sind die Sdtze und Beweise, die angegeben werden
[16, S. 191ff.], dann korrekt, es gilt Satz 3.19. Andernfalls benétigen wir weitere
Eigenschaften. Ich beweise zunéchst den folgenden Satz, den ich im Beweis von
Satz 3.22 benotigen werde.

Satz 3.21. Sei T'= (3, A,Q, i, F,\,0,0) ein AST, der f berechnet. Der sequen-
tielle Transducer T' entstehe aus T durch Vernachlissigung von A und berechne
die Funktion f' = |T'| fir T' = (3, A, Q,1, F,e,0,0). Dann besitzen f und f' die
gleiche Anzahl von Aquivalenzklassen bez. Ry bzw. Ry.

Beweis: Es gilt D(T') = D(1"). Fiir uRv existieren «’, v’ mit maximaler Lénge

(VwEZ*: uw € Dom(f) < vw € Dom(f), )
uw € Dom(f) = o'~ f(uw) = v fvw) |-

up = A"y vy := A~ (Definition ist korrekt) fiihren zu uRpv. Aus der Bedin-
gung ulR v folgt in analoger Weise uRRfv, indem wir A von links konkatenieren.
O

Aus T konstruiere ich unter Vernachlédssigung von A den Prifix 77 = (X, A, @, 1,
F,0,01), der jetzt einen ST darstellt:

Fiir 0(q,a) =z, 0(q,a) = p setze:

o1(g. a) = [Pr(q)] "'z Pr(p).

Wenn ich auf 77 nun klassische Minimalisierung (der Transducer als DEA be-
trachtet) anwende und das Resultat mit geeignetem A betrachte, erhalte ich den
gesuchten minimalen AST zu 7.

Satz 3.22. Der ST Ty, = (X,A,Q2, 12, Iy, 09,09) entstehe durch Automaten-
Minimalisierung des sequentiellen Transducers Ty, die Ein- und Ausgabewdrter
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werden als Buchstaben eines Alphabetes aufgefasst. Dann ist Tz = (3, A, Qa, ia, F3,
N, 69, 09) der minimale N\ST dquivalent zu T, wobei N := X\- Pr(i) ist. Die Anzahl
der Zustinde in T ist gleich dem Index bez. Ryp,.

kl. Min. +\

P(T), ohne x T T T,

Beweis: T

Fiir den ST Tj gilt Pp (i) = € und P(T7) = Tj. Der ST T ist der minimale
Transducer zu |T| nach Satz 3.19. Ich betrachte ein Wort w = ajas---a, aus
dem Definitionsbereich von T'. Der Transducer T ist beziiglich der Eingabe de-
terministisch. Sei

(iu 41,071, (J1)(Q1, A2, 09, (J2) T (anla Qp,, Op, qn)

der erfolgreiche Pfad fiir w in T' mit g, € F. Dann ist |T|(w) = Aoy - - -0, und

(¢, a1, Pr(i)"to1Pr(q1), ¢1)(q1, az, Pr(q1) " 'oaPr(ge), ¢2) - - -
e <Qn717 Ay, PT(anl)_lo'nPT«]n)v Qn)

der erfolgreiche Pfad fiir w in T}. Es gilt also

=
Ty |(w) = Pr(i)"'o1Pr(q1)- Pr(q1) ' o2 Pr(q2) - - - Pr(gn—1)""on Pr(qn)

= Pr(i) Loy - 0 = Pr(i)" AT |(w).

Die Transducer T und T3 stellen die gleiche Funktion dar, denn die Definitions-
bereiche sind identisch. Sei also w € Dom(7") mit |T'|(w) = APr(i)w’. Dann gilt:

Th|(w) = w' = |T2|(w)
| Ts|(w) = N|T2|(w) = APr(i)| T2|(w) = APr(i)w" = [T|(w).

Nach Satz 3.21 haben die Transducer T5, T die gleiche Anzahl von Aquivalenzklas-
sen bez. der Funktion, die sie jeweils berechnen. Der Transducer 75 ist minimal,
nach Satz 3.18 also ist Index(|T3|) = |Q2] = Index(|T5]). Der Transducer T3 ist ein
AST, der genau so viele Zustande besitzt, wie der Index von |T5| angibt. Lemma
3.15 zeigt die Behauptung. O

Das eigentliche Problem der Minimalisierung eines A-sequentiellen Transducers
ist also tatséchlich auf die Minimalisierung mit A = Pr(i) = ¢ reduzierbar. Eine
Prifix-Bildung mit gegebenenfalls Pr(i) # ¢ ist allerdings nicht zu umgehen.
Deshalb ist dann bei Angabe des allgemeinen Algorithmus Satz 3.22 wesentlich.
Dieser ist der gesuchte analoge Satz zu den Sétzen 3.18 und 3.19 fiir allgemeine

ASTs.

Wie geht man nun im Fall der minimalen sequentiellen Transducer vor? Wenn
wir einen AST T gegeben haben, welcher auch sequentiell ist, konnen wir nach
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Lemma 3.8 einen dquivalenten ST konstruieren und daraus wiederum den mini-
malen ST, dquivalent zu T'. Ohne Einschréankung l&sst sich die Frage also auf das
Problem reduzieren, zu einem sequentiellen Transducer den minimalen sequen-
tiellen Transducer zu finden. Die A-sequentiellen Transducer enthalten zwar die
STs als Teilmenge, aber der Transducer T3 aus Satz 3.22 muss nicht sequenti-
ell sein. Fiir Pr(i) # € oder A # ¢ ist T3 ein AST, fiir den zunéchst gilt: \' # e.
Die folgenden Untersuchungen sollen als Vermutung oder Konstruktionsanleitung
verstanden werden. In der Literatur wurden bisher keine korrekten Ergebnisse fiir
die Konstruktion des minimalen STs zu einer sequentiellen Funktion angegeben.
Das Lemma 3.13 und das Korollar 3.14 lassen eine grundlegend neue Herange-
hensweise vermuten.

Sei T' = (X,A,Q, 14, F,0,0) ein fester ST. Nach Anwendung der Schritte aus
Satz 3.22 auf T konnten wir aus dem erhaltenen A-sequentiellen Transducer
T3 = (X,A,Qq, 19, F5, N, 09,05), der den minimalen AST zu T darstellt, einen
aquivalenten ST mit minimaler Anzahl von Zustédnden konstruieren. Nach dem
obigen Lemma 3.8 bleibt die Anzahl der Zusténde dann erhalten oder erhéht sich
gegebenenfalls um eins. Die Transitionsmenge von T3 sei E3. Wir untersuchen T3
genauer.

Gilt N =¢,s0ist T":= (X, A, Q9, 12, Iy, 02, 09) der minimale ST zu T'.

T: Ty T
o/ b/B aje aje

Gibt es in T3 keine Transitionen, welche zu i, fithren, so kann )\ von links an die
Ausgabe von Transitionen startend in i5 konkateniert werden und als Eingangs-
wort selbst vernachlissigt werden. Hier im Beispiel ist A gleich A.

Im Falle, dass zwar Transitionen in T3 zu 4o fithren, jedoch eine , Suffix-Eigen-
schaft“ gilt, konnen wir aus T3 ebenfalls einen dquivalenten ST mit gleicher An-
zahl von Zustdnden konstruieren. Die Eigenschaft ist die folgende:

Wir betrachten zum einen Pfade von i, nach iy, welche keinen finalen Zustand
(aus F3) passieren, zum anderen Pfade von Fy nach is. Enthélt der grofite gemein-

32



same Suffix von Ausgaben iiber der Menge dieser Pfade )\ selbst als Suffix, so
konnten wir uns einen ,, Suffix-Transducer” iiber X, A vorstellen (oder gedanklich
konstruieren) mit gleichen Zustdnden und gleicher Anzahl von Transitionen, glei-
chem )\ und gleichem Input-Automat, der die Ausgabe bis iy so spit wie moglich
ausgibt. Nennen wir diesen Transducer S(73). Die Ausgaben von Transitionen in
S(T3), die auf iy treffen, enthalten A’ als Suffix und kénnten von rechts mit (\')~?
konkateniert werden (oder dquivalent: gestrichen werden). Dann kénnten wir \
von links an die Ausgabe der Transitionen startend in i, konkatenieren.

a/XN A
T3 : T -
VA a/A a/\ A
b/BX IH b/BX A I b/B

Bei all diesen drei vorgestellten Féllen bilden wir aus 73 den minimalen ST zu T,
dieser hat die gleiche Anzahl von Zustidnden, wie der Index von R; angibt.

Die Menge der sequentiellen Transducer, welche bisher nicht in den obigen
drei Féllen betrachtet wurden, bezeichne ich mit L. Das sind also diejenigen
sequentiellen Transducer T, fiir die, nach Anwendung der Schritte aus Satz 3.22,
der resultierende AST T3 folgende Eigenschaften besitzt:

1. N #£e

2. Es gibt einen Pfad 7 € iy ~5 i, so dass X kein Suffix von o5(7) ist oder es
gibt einen Pfad 7 von f € F5 nach iy, so dass A kein Suffix von oy(7) ist.

Ich bezeichne die Menge der sequentiellen Funktionen, die durch Transducer aus
L dargestellt werden, mit F;. Auflerdem sei Fy; die Menge derjenigen sequen-
tiellen Funktionen, fiir die der minimale ST einen Zustand mehr besitzt als der
minimale AST. Jetzt kann man eventuell zeigen, dass die beiden Mengen F; und
Fu zusammen fallen. Gegebenenfalls muss die Menge F7, vergroflert werden.

Ein moglicher Satz zur Berechnung des minimalen sequentiellen Transducers
zu einem gegebenen ST konnte dann wie folgt aussehen:

Vermutung 3.23. Sei T = (X,A,Q, i, F,0,0) ein ST, der die Funktion [ dar-
stellt. Der mit Satz 3.22 aus T konstruierte AST ist Ty = (X, A, Qo 12, F5, N, 09, 09)
mit der Transitionsmenge Es3. Ein minimaler sequentieller Transducer zu T, T,
entsteht mit einer Fallunterscheidung wie folgt:

1. Es gilt N = €. Dann ist T := (3, A, Qa, 12, F3, 02, 03).

2. Es gibt in T3 keine Transition (q, a,z,i3) € E3. Die Transitionsmenge E" fiir
T" entsteht aus E3, indem Kanten (is, a, x,q) durch (is,a, Nz, q) ersetzt wer-
den. Die neue Ausgabefunktion ist o'. Es ist T' := (X5, A, Qo 19, Fy, 09, 0").
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3. Fir S(T3) = (X,A,Qs, 19, Fy,05,05) mit der Transitionsmenge Eg gilt,
dass alle Transitionen, die auf iy treffen, X' als Suffix enthalten. Die Men-
ge E' entsteht aus Eg, indem Kanten (ig, a,x,q) durch (iy,a, Nx,q) bzw.
(q,a, 2N,
ia) durch (q,a,x,is) ersetzt werden, und wird durch o' und 09 beschrieben.
Dann ist T' = (3, A, Qa, 1o, F, 02, 0").

4. Auf den Transducer Ty treffen nicht obige drei Fille zu. Dann ist T" derje-
nige ST, der durch die im Beweis von Lemma 3.8 angegebene Konstruktion
entsteht. Dieser hat genau einen Zustand mehr als der minimale AST zu T'.

M. P. Béal und O. Carton geben in [2] einen Algorithmus fiir die Berechnung
der Prifix-Funktion an. Dieser soll als Vorstufe der Minimalisierung sequentieller
Transducer dienen. Die beiden Autoren betrachten dabei die Ausgabe von Pfaden
zu finalen oder initialen Zusténden. Ich gebe ein Beispiel dafiir an, dass eine
darauf folgende klassische Minimalisierung zu keinem minimalen sequentiellen
Transducer fiihrt. Die betrachtete Funktion liegt nicht in L.

Seien dazu S und S’ definiert durch:

/

b/C’B b/CBA

Der Transducer S’ entsteht aus S mit Bildung des Préfixes, welcher auch den
Initialzustand einschlieBt (der Préfix von i ist also ¢, deshalb wurde die Ausgabe
BA nicht vorgezogen), und einer Minimalisierung endlicher Automaten. Aller-
dings ist .S’ nicht minimal, denn

a/BA

b/C

ist ein dquivalenter Transducer zu .

Bemerkung 3.24. Es ist ein offenes Problem, eine (transducer-unabhéngige)
Aquivalenzrelation anzugeben, deren Index fiir eine sequentielle Funktion f mit
der Anzahl der Zustinde des minimalen sequentiellen Transducers zu f zusam-
menfillt. Wenn man die bereits definierten Relationen verwendet, miisste man
eine Bedingung fiir eine sequentielle Funktion f finden, aus der folgt, dass diese
Funktion durch keinen Transducer aus der oben definierten Menge L dargestellt
werden kann. Die Bedingung muss unabhéngig von einem f darstellenden Trans-
ducer sein.

34



3.3 Ein Algorithmus zur Minimalisierung sequentieller
Transducer

In seinen beiden Publikationen [13, 16] gibt Mohri Algorithmen zur Minimalisie-
rung sequentieller bzw. A-sequentieller Transducer an. Dabei auftretende Fehler,
z. B. die Definition des Préfixes, die sicher stellen soll, dass nach Ausfithrung des
gesamten Algorithmus die Aquivalenz der dargestellten Funktion erhalten bleibt,
habe ich im vorherigen Abschnitt diskutiert. Die grundlegende Vorgehensweise ist
in zwei Schritte unterteilt, die im Satz 3.22 dargestellt wurden. Im ersten Schritt
geht man zu dem Préfix des Transducers iiber. Darauf wendet man im zweiten
Schritt die klassische Minimalisierung von deterministischen endlichen Automa-
ten an. Der Transducer wird dabei als DEA betrachtet mit den Ein- und Ausga-
ben der Transitionen als Buchstaben. Der Prifix-Automat eines Transducers ist
im Wesentlichen ein Transducer mit gleichem zugrunde liegenden Graphen, der
die Ausgabe so frith wie moglich gibt. Die durch Mohri angegebenen Algorithmen
fiir die Minimalisierung sequentieller und A-sequentieller Transducer haben eine
Komplexitat von O(S+|Q|+|E|- (log |Q|+ |Pmaz|)). Dabei ist S die Summe aller
Langen von Wortern, die iiber Transitionen ausgegeben werden, E die Transiti-
onsmenge und P, die maximale Lange aller Pr(q) (¢ € Q). Der Algorithmus
fiir STs [13] funktioniert, entgegen der Behauptung von Mohri, nur fiir STs mit
Pr(i) = ¢ (siehe Beispiel 3.16 bzw. vorheriger Abschnitt). Im Folgenden werden
wir das Prinzip von Mohri anwenden. Das Entscheidende fiir die Konstruktion
des minimalen ASTs oder STs ist die Berechnung der Prifix-Funktion. Fiir alle
Zusténde des betrachteten Transducers muss der grofite gemeinsame Préfix von
Ausgaben {iber Pfade dieses Zustandes zu finalen Zustdnden berechnet werden.
Ich stelle die Idee von Mohri zu dieser Berechnung grofiter gemeinsamer Préfixe
vor. Eine vollstdndige Betrachtung der Algorithmen und ihrer Komplexitét fiir
die Minimalisierung A-sequentieller (und mit Vermutung 3.23 eventuell sequenti-
eller) Transducer (der Satz 3.22 ist dann wesentlich) folgt in 3.3.2 und 3.3.3. Ein
Problem entsteht, wenn der gegebene Transducer Kreise enthélt, iiber denen e
ausgegeben wird.

3.3.1 Der Prifix eines Automaten

Die Idee der Konstruktion des Préfixes ist unabhéngig von dem Konzept der
Transducer, da die Eingabe dabei vernachléssigt wird. Der Préifix kann somit
auch allgemein fir Automaten definiert werden [13]. Diese enthalten allerdings
nicht alle Fille, welche dann bei der Minimalisierung der ST's eine Rolle spielen.
Ein sequentieller Transducer kann beispielsweise folgendermaflen aussehen:
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x/a

/b

y/a

Deshalb miissen die Zustandsiibergénge des Automaten mit Multimengen defi-
niert werden. (In [16] wird das berticksichtigt, allerdings nicht in [13] bei der
Betrachtung sequentieller Transducer.) Ich beschrinke mich hier auf die Betrach-
tung eines einzelnen Initialzustandes, da der Prifix fiir Automaten im Kontext
der Minimalisierung sequentieller Transducer gesehen wird. Mohri [16, S. 197]
definiert Automaten mit einer Initialzustandsmenge.

Definition 3.25. Ein Automat ist ein 6-Tupel G = (A, Q, 1, F, )\, ), wobei A
ein Alphabet, () eine Menge von Zustédnden, i € @) der Initialzustand, F' C @
eine Menge von Endzustdnden und A € A* das Initialwort ist, welches von
links an jedes erkannte Wort konkateniert wird. Die Funktion ¢ ist die Zu-
standsiibergangsfunktion, die @ x A* nach IN? abbildet, die Menge der Mul-
timengen von (). Die zu G gehérige Multimenge von Transitionen ist dann Eg =
{(q,w,0(q,w)) | (¢, w) € QxA*}. Das Wort A\-w wird genau dann von G erkannt,
falls es fiir w einen Pfad von 7 zu einem finalen Zustand gibt.

Sei Py : Q — A* die Prafix-Funktion aus dem letzten Abschnitt, welche jedem
Zustand den grofiten gemeinsamen Préfix von erkennbaren Wortern startend in
q zuordnet. Wir verwenden, soweit dies moglich ist, die Notationen und Begriffe
von Mohri [16, S. 1791ff.]. So ist trans[q] die Menge der Transitionen startend in g,
trans” [q] die Menge der Transitionen, die zu ¢ fithren, 1(¢) das einzulesende Wort
einer Transition ¢ und n(¢) der Zustand, auf den die Transition ¢ zeigt. Mit der
Préfix-Funktion ergibt sich ein Préfix fiir Automaten:

Definition 3.26. Der Prifix P(G) = (A,Q,i, F,\ - Pg(i),dp) zu dem Auto-
maten G = (A, Q, 1, F, \,0) mit der Transitionsmenge Fg ist ein Automat mit
verdndertem Initialwort und neuer Transitionsmenge:

Pc(q)tuP u
Ep) = {(q Lo wFel) ) | (¢ —— p) GEG}-

Der Prifix P(G) ist dann #dquivalent zu G. Man konnte sich erneut ein Glei-
chungssystem

Vge F: Pgq)=¢

90 € Q\F: Pola) = (Asctransiy () Po0(1)))

vorstellen, welches mdoglicherweise mehrere Losungen hat. Dies suggeriert einen
rekursiven Algorithmus fiir P(G). Um Pg(q) zu berechnen, missten alle Werte
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von P fiir die Zusténde aus der Adjazenzliste von ¢ bereits vorhanden sein. Al-
lerdings muss es eine solche lineare Ordnung nicht geben, denn zwei Zustéinde
kénnen auf einem Kreis liegen.

Fiir den Fall, dass G' einem direkten azyklischen Graphen entspricht, erfiillt
die Breitensuche mit Start in F' entgegen der Pfeilrichtung die Bedingung. Man
betrachtet Zusténde in dieser Ordnung und kann mit obiger Definition fiir alle
Zustéinde aus G Pg(q) und damit auch P(G) berechnen. Die Komplexitét ist
O(lQI + |E]) [16].

Enthélt G Kreise, werden SCCs (starke Zusammenhangskomponenten) be-
trachtet, denn es gibt dann eine solche gesuchte lineare Ordnung der SCCs, ge-
geben jetzt durch die Breitensuche im Komponentengraphen G°¢“ von G, so
dass man dann wie im azyklischen Fall vorgehen kann, wobei aber die Transitio-
nen innerhalb der SCCs extra verdndert werden miissen. Der Komponentengraph
G kann in O(|Q| + |E|) berechnet werden. Falls die Adjazenzliste eines Zu-
standes ¢ € scey (scep ist ein Zustand von GSY) den Zustand p € scc, enthiilt,
dann erscheint p vor ¢ in der linearen Ordnung. Um P(G) zu berechnen, werden
Transitionen entsprechend der Ordnung der SC'C's verdndert. Wenn eine Kompo-
nente scc betrachtet wird, werden die grofiten Préfixe in scc berechnet, dann alle
Transitionen, startend in bzw. ausgehend von ¢q € scc, folgendermaflen veréndert:

Vt € trans|q] : 1(t) := Pg(q) ' 1(t), falls ¢ nicht auf scc zeigt
Vt € trans?[q] : 1(t) := 1(t)Pg(q), falls t auf scc zeigt.

Alle Transitionen innerhalb scc werden wie in der Préfix-Definition verandert.
Seien scc aus G¥YC und alle SCCs, die vor scc in der Ordnung erscheinen, bereits
berechnet. Der Start ist durch den Anfang der Ordnung gegeben, denn dort gibt
es keine Transitionen, die herausfithren. Wir nehmen ohne Einschrinkung an, G
sei schlank. Mohri definiert fiir u € scc ([16)):

I[u] = {t € trans[u] : n(t) € scc}
Olu] = {t € trans[u] : n(t) ¢ scc}

als Transitionen innerhalb von scc bzw. herausfithrend aus sce. Dann betrachtet
er fiir u € scc dieses Gleichungssystem:

ue F: X, =¢,

w@ F, Ol =0: X,=|[ /\ 1t)Xu | (2)

w@ F, Ol #0:  Xy=| N\ 10Xae | A /\ 1)



Es soll fiir alle u € scc auf die eindeutige Losung X, = Pg(u) fithren. M. P.
Béal, O. Carton und C. Choffrut [2, 8] erkannten, dass dieses Gleichungssystem
(kurz GS) fiir den Fall, dass der Automat Kreise enthélt, deren Transitionen
alle ¢ einlesen, nicht zwangsldufig eine eindeutige Losung besitzt und Mohris
Algorithmus somit fiir bestimmte Fiélle nicht korrekt ist. In Beispiel 3.17 wurde
bereits auf das Problem bei der rekursiven Angabe von Pg hingewiesen. Ich gebe
ein weiteres Beispiel. Wenn wir den Komponentengraphen 7' in Beispiel 3.27
betrachten, gibt es genau 3 Losungen fiir das zugehorige Gleichungssystem,

Xy = Xy, Nde, Xy, = Xy = Xy, = Xoy,
der 3. Komponente des Komponentengraphen, namlich:

1 Xy, = Xoy = Xy = X, =¢
2. Xy, = Xuy = Xuy = Xu, = d
3. Xuy = Xu, = Xuy = X, = de.

Dabei ist die 3. Losung die eigentlich gesuchte.

Beispiel 3.27. In Abbildung 11 entsteht der Automat 7" aus T nach Bearbeitung
der letzten beiden Komponenten durch den Algorithmus und der zweiten Losung

des GS.

T

Abbildung 11: Automat mit mehreren Losungen

Wir schlieen zunéchst solche e-Kreise aus und gehen wie Mohri vor, im Abschnitt
3.4 werden die restlichen Falle vorgestellt.
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Das GS (2) hat nun fiir alle u € scc eine eindeutige Losung X, = Pg(u). Um diese
zu finden geht man von (2) schrittweise, durch Verédnderungen von Variablen, zu
neuen Gleichungssystemen iiber, aus deren Losung man die eigentlich gesuchte
konstruieren kann. Fiir u € scc definiert Mohri:

Ty — N 1) |, u¢gF

tetrans|u]

(3)

Ty < €&, Sonst.

Fiir genau einen Zustand ug € scc mit m,, # € verandert er dann die zugehorige
Variable:

Xug — Tuy Y
Fiir alle u € scc \ {ug} : Xy < Y,

So wird zu einem neuen System iibergegangen:

ueF: Y, =-¢,

w@ F, Oul=0: Y.=[ A\ TtV | (4)
tellu]

w@ F, Ol #0:  Yu=|[ N\ TtV | A ) |,
telu] teO[u]

mit
Vt ¢ (trans[ug] U trans” [ug)) :  1'(¢) = 1(¢),
Vt € trans|uo] \ (trans[ug] N trans” [ug]) : V() = my, *1(1), (5)
Vt € trans [ o] \ (trans[ug] Ntrans” [ug)) : V() = 1(t) 7y,
t € (trans[ug] N trans” [ug]) : 1 (t) = Ty, 1(t) 7y,

Nun kann man zeigen [16, S. 182f.], dass das System (2) endlich viele der obigen
Verénderungen von Variablen zulidsst und man dann zu einem System (7, )uesces
7., = ¢ gelangt. Wenn man jetzt die einzelnen 7, welche bei den Ubergéingen eine
Rolle gespielt haben, konkateniert, kann man fiir alle ¢ € scc die Losung Pg(q)
konstruieren. Bei jedem Schritt veriindert man auch die Transitionen (I'(t)), so
dass gilt:

Lemma 3.28. (Mohri [16]) Sei S = (Zy)uesce mit Z, = & das GS, welches aus
(2) durch schrittweise Verdnderung von Variablen entsteht. Sei {1(t),t € scc}
die neue Menge von Transitionen von S (definiert durch (5)). Dann sind diese
Transitionen genau die Transitionen aus scc im Prifiv P(G).
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In jedem einzelnen Schritt, in dem man zu einem neuen System iibergeht, wird
bei einem bestimmten Zustand ein Buchstabe des Alphabetes vorgezogen. Nach
endlich vielen solchen Systemumwandlungen kommt man zu dem trivialen System
aus Lemma 3.28.

3.3.2 Der Algorithmus

In Anlehnung an Mohri kann sein angegebener Algorithmus [16, S. 183f.] QUA-
SIDETERMINIZATION fiir unsere Berechnung des Priifixes eines Automaten G
tibernommen werden. Fiir uns gilt die Einschrinkung P (i) = ¢ nicht. Der von
Mohri angegebene Algorithmus behandelt allerdings den allgemeinen Fall bereits,
es ist im eigentlichen Algorithmus an keiner Stelle notwendig, dass Pg(i) = € ist.
Der Algorithmus wird hier nicht noch einmal aufgefiihrt. Wéhrend des Abarbei-
tens muss Pg(i) gespeichert werden und das neue Initialwort von P(G) gleich
A - Pg(i) gesetzt werden.

In [16] gibt es auch den Korrektheitsbeweis fiir seine Anwendung, welche fiir
uns in analoger Weise gilt. Wir konstruieren uns also in Gedanken eine Algorith-
mus PRAFIX, der Mohris QUASIDETERMINIZATION verwendet, anschlieBend das
neue Initialwort berechnet und den Préfix P(G) ausgibt.

Im Abschnitt 3.2 wurden die Schritte zur Minimalisierung der STs ASTs be-
schrieben. Wie obiger Algorithmus in Bezug auf die Komplexitéit darin eingebet-
tet ist, soll jetzt beschrieben werden. Dabei iibernehme ich die Uberlegungen von
Mohri und verwende Satz 3.4.

3.3.3 Komplexitit und Konstruktion des minimalen ASTs bzw. ST's

Fiir die Komplexitdt von PRAFIX ergibt sich analog zu Mohri O(|Q| + |E| +
(IE| = (|1Q| = |F])) - | Pmaz|), wobei Py, einer der langsten der grofiten gemein-
samen Prifixe P(q) ist [16, S. 185f.]. Darin sind die Bildung des Komponenten-
graphen, Initialisierung und die Definition der Ordnung enthalten. Betrachten
wir zunéchst einen AST 7. Es soll dabei keine Kreise geben, iiber deren Tran-
sitionen ¢ ausgegeben wird. Ob alle Zusténde auf einem erfolgreichen Pfad lie-
gen, also T schlank ist, spielt fiir den Préfix keine Rolle. Man beachte, dass das
Resultat einer Minimalisierung endlicher Automaten stets ein Automat ist, wel-
cher schlank ist. Der Ausgabe-Transducer von T ist ein Automat, auf den wir
PRAFIX anwenden. Im Folgenden konstruieren wir den &dquivalenten Transdu-
cer zu T, dessen Ausgabe-Automat nun das Ergebnis des Algorithmus ist. Unter
Vernachlédssigung des Initialwortes fassen wir den resultierenden Transducer als
DEA auf (Eingabe und Ausgabe einer Transition jeweils als ein Buchstabe be-
trachtet) und bilden den Minimalautomaten. Nach Satz 3.4 und [16] ergibt sich
fiir die Minimalisierung eines A-sequentiellen Transducers eine Komplexitéit von
OS + |Q| + |E| - (log|Q| + |Pnaz|))- Die GroBe S bezeichnet die Summe al-
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ler Langen von Wortern, die iiber Transitionen ausgegeben werden. Unter der
Annahme, dass die Anzahl der Transitionen |E| grofier ist als die Anzahl der
Zusténde |@Q|, konnen wir dies mit O(S + |E| - (Ppas + |Q] + 1)) abschétzen.

Gehen wir von einem AST 7" aus und wollen den dquivalenten minimalen ST
konstruieren, so muss die Vermutung 3.23 beachtet werden. Zunéchst berechnen
wir den minimalen AST zu T'. Danach iiberpriifen wir die Falle in 3.23. Fiir die Be-
rechnung des grofiten gemeinsamen Suffixes von Ausgaben iiber Pfade startend in
FU{i}, wenden wir PRAFIX auf den Umkehr-Automaten des Ausgabe-Automaten
von T" an, wobei die Werte fiir FU{7} mit ¢ vorgegeben sind. Die Ausgaben kénnen
dann in Richtung Initialzustand verschoben werden (die Ausgabe wird vor i al-
so so spit wie moglich ausgegeben). Sonst werden die Anweisungen, die in 3.23
angegeben sind, befolgt. Die Konstruktion im Lemma 3.8 hat eine Komplexitét
von O(|E|), damit wiirde die Komplexitidt der Konstruktion des minimalen ST
zu einem gegebenen AST ebenso O(S + |Q| + | E| - (log |Q] + | Praz|)) sein.

3.4 Die Vervollstindigung von Mohris Algorithmus

M. P. Béal und O. Carton geben in [2] einen anderen Algorithmus fiir die Kon-
struktion des Prifixes eines Automaten an. Dieser funktioniert fiir alle Auto-
maten in der Hinsicht, dass der Fehler von Mohri bei Kreisen, iiber denen e
ausgegeben wird, nicht mehr auftritt. Allerdings betrachten die beiden Auto-
ren die groften gemeinsamen Prifixe der Ausgaben von Pfaden eines Zustandes
zu finalen Zustdnden oder dem Initialzustand. Im letzten Teil von 3.2 habe ich
ein Beispiel angegeben, welches zeigt, dass diese Berechnung mit einer darauf
folgenden Minimalisierung nicht zu dem Minimal-Transducer fiihrt. Die Unter-
suchungen der beiden Autoren zur Minimalisierung sequentieller Transducer ist
somit nicht korrekt.

In diesem Abschnitt beschreibe ich die Idee von M. P. Béal und O. Carton
2] zur Konstruktion des Préfixes eines Automaten. Wir dndern den Algorith-
mus auf die Betrachtung von Pfaden, die zu finalen Zustdnden gehen, ab. So
erhalten wir mit 3.3.2 und 3.3.3 einen weiteren Algorithmus fiir die Minimali-
sierung A-sequentieller Transducer. Zunéchst variieren wir die Definition eines
Automaten [2, S. 3]. Die Transitionen werden nun iiber Multimengen definiert:
E € IN9*A™Q 5o dass wir mit / := {4} in unserer alten Definition (3.25) von
Automaten sind. Wir fixieren einen Automaten G = (A, @, i, F), A, 0). Der grofite
gemeinsame Prifix iiber Pfade, die von einem Zustand ¢ zu einem finalen Zustand
in G fithren, wurde mit P;(q) bezeichnet. Es sei pi(q) der erste Buchstabe (ggf. €)
von Pg(q). Jetzt bezeichne Py das Wort P, im Automaten G. Wenn |Pg| > 0,
wird aus G = (A, Q, 1, F, E) ein dquivalenter Automat G’ = (A, @, 14, F, E’) kon-
struiert mit:

,lu w
El _ {(q G (q) PG (p) p> ‘ (q , p> c E} )
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Dieser Vorgang wird wiederholt und fiithrt zu P(G), denn in G’ wird iiber ei-
nem Pfad von ¢; zu ¢o genau pg(q1) *w pg(gz) eingelesen, falls in G das Wort w
eingelesen wurde. Worter iiber erfolgreichen Pfaden bleiben also identisch. Um
G’ zu konstruieren, wird wie folgt vorgegangen. Sei GG, der Teilautomat, welcher
aus G entsteht, indem man die e-Kanten betrachtet. Die Zustandsmenge bleibt
erhalten. In dem zu G. gehorigen Komponentengraph GS¢¢ fallen die Prifixe
Pg(q) und damit auch die pg(q) fiir Zustdnde der gleichen Komponente zusam-
men und miissen nur einmal berechnet werden. In einem ersten Schritt wird fiir
alle Zusténde ¢ des Gesamtautomaten der Buchstabe pg(q) berechnet. Im zweiten
Schritt werden dann die notigen Verdnderungen der Transitionen vorgenommen,
um G’ zu erhalten. Wie wird nun pg(q) fiir einen Zustand g berechnet? Es be-
zeichne S(q) die Menge der Anfangs-Buchstaben von Wortern 1(f) # e, deren
Transitionen in ¢ starten. Die Autoren fiithren ein Feld letter[q] ein, welches mit

£, q€F
letter[q] == ¢ Asesq s S@) #0
1, sonst

initialisiert wird. Wir haben hier letter[q] nur fiir finale Zusténde auf e gesetzt.
Dieses Feld wird nun fiir alle Zustidnde ¢ schrittweise zu letter[q] := pa(q), al-
so Werten aus 3 U {e} verdndert. Entweder man setzt pg(q) = ¢ fiir Zusténde
mit transfg] = @ oder man nimmt an, dass G schlank ist, und muss dann nur
diejenigen Zustdnde weiter untersuchen, von denen e-Kanten abgehen und gege-
benenfalls A . S(g) S # ¢ ist. Dann werden e-Kanten solange weiter verfolgt, bis
man entweder zu einem Zustand gelangt, von dem keine weiteren e-Kanten abge-
hen, oder man auf einen Zustand trifft, welchen man bei der ,, Verfolgung® bereits
tiberschritten hat. (Dies wiirde ndmlich bedeuten, dass der betrachtete Pfad in ei-
ner Komponente von G2 liegt.) Von dem durch (ry, &, r5) erreichten Zustand ry
verdndert man nun riickwérts die Werte letter|rs] := letter[ri] := ... := letter[q].
Schliefllich gilt fiir alle Zustiande g € @Q: letter[q] = pg(q). Der angegebene Algo-
rithmus lasst sich problemlos auf die Betrachtung der Pfade zu finalen Zustanden
erweitern.

Fiir die Komplexitit des gesamten Algorithmus ergibt sich, wie in [2, S. 11f]
gezeigt, O((|Q| + |E|) - (Pmaz + 1)), was unter der Annahme, dass es hochstens
eine Kante weniger als Zustidnde gibt (dies ist u. a. der Fall, wenn G schlank
ist), zu O(|E| - (Ppas + 1)) fithrt. Die Erweiterung der Transitionsmenge E auf
Multimengen ist darin enthalten. Der Algorithmus, den M. P. Béal und O. Car-
ton zur Konstruktion des Préfix-Automaten angeben, hat demnach die gleiche
Komplexitiat wie Mohris, ist allerdings mit unserer Erweiterung auf alle Auto-
maten anwendbar. Sieht man den Algorithmus im Kontext von Transducern, so
wird dadurch auch ein Algorithmus fiir die Minimalisierung von sequentiellen und
A-sequentiellen Transducern gegeben. Das Ergebnis einer Minimalisierung eines
endlichen Automaten soll erneut schlank sein. Um die vollstandigen Algorithmen
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auch fir M. P. Béal und O. Carton zu erhalten, kommen die gleichen Berech-
nungen wie bei Mohri dazu. So muss fiir ASTs zum Beispiel mindestens einmal
P (i) einfliefen. Die Idee von Mohri, die pg(q) iiber die Transitionen auszurech-
nen, welche direkt vom Zustand ¢ abgehen, kann man in dieser Form nicht auf
alle STs bzw. A-STs erweitern. Wenn e-Pfade zu pg(q) fithren, miisste man sie
verfolgen und somit die direkten Transitionen verlassen. Dies wiirde dann genau
zum Algorithmus von M. P. Béal und O. Carton fiihren.

3.5 Subsequentielle und p-subsequentielle Transducer

Im Abschnitt 2.2 wurden subsequentielle bzw. p-subsequentielle Transducer als
Erweiterung der STs vorgestellt. Durch Mohri [16] werden diese Transducer er-
neut mit einem zusétzlichen Initialwort A definiert. Wir sprechen hier also von
A-subsequentiellen und A-p-subsequentiellen Funktionen sowie von ASSTs und
ApSSTs. Wie stehen diese nun in Beziehung?

Dazu fiihre ich neue Bezeichnungen ein. Die Menge der Funktionen bzw. Re-
lationen, die durch einen ST (bzw. AST, SST, ASST, pSST, ApSST) dargstellt
werden konnen, wird mit Fer (bzw. Fasr, Fssr, Fasst, Fpssts Fapssr) bezeich-
net. Sie stehen in der folgenden Beziehung:

Satz 3.29. Firp > 2 qilt:
Fsr © Fast S Fssr = Fasst S Fpsst = Fopsst.

Beweis: Die erste (echte) Inklusion folgt aus Lemma 3.8. Aus jedem AST T
kann man analog zur Konstruktion 3.9 einen dquivalenten SST T” konstruieren,
kann durch 7" auf X\ abgebildet werden, so dass das Problem in 3.9 nicht auftritt.
Die echte Inklusion folgt mit Abbildung 12. Mit dem Charakterisierungssatz fiir
subsequentielle Funktionen, 2.26, wissen wir aber auch bereits, dass es sequentielle
Funktionen gibt, die nicht in Fggr sind.

Jeder SST ist auf natiirliche Weise ein ASST, die umgekehrte Inklusion folgt
erneut mit einer Konstruktion analog 3.9.

Frsst © Fpssr ist trivial, da Fpgsr bereits Relationen enthilt. Die anderen
Beziehungen wurden gezeigt oder folgen auf dhnliche Weise. O

a ¢/B @ : b/B @

Abbildung 12: Ein subsequentieller Transducer, der nicht \-sequentiell ist.

Im Weiteren werde ich die Algorithmen aus der Literatur zur Minimalisierung
von ApSSTs vorstellen, vergleichen und gegebenenfalls erweitern. Es soll auch
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auf die Probleme, wie sie im Abschnitt 3.2 auftraten, eingegangen werden. So
konnte zum Beispiel der minimale SST zu einer subsequentiellen Funktion mehr
Zusténde als der minimale ASST besitzen, da bei der Konstruktion 3.9 ein neuer
Zustand eingefithrt wurde. Im Falle der endlichen Automaten oder der sequenti-
ellen Transducer haben die minimalen Automaten bzw. STs auch eine minimale
Transitionsmenge [15]. Was gilt fiir die erweiterten Transducer und wie ist die
Komplexitét aller betrachteten Algorithmen?

Da mit einem SST auch Endausgaben moglich sind, kénnte es sequentielle
Funktionen geben, deren minimaler ST mehr Zustdnde besitzt als der minimale
SST. Mit Satz 3.31 zeige ich, dass dies nicht der Fall ist.

Lemma 3.30. Zu jedem subsequentiellen Transducer, welcher eine sequentielle
Funktion darstellt, gibt es einen dquivalenten sequentiellen Transducer mit glei-
cher Anzahl von Zustinden.

Beweis: Sei T'= (X,A,Q, 14, F,0,0,p) ein SST fiir die sequentielle Funktion f.
Ohne Einschrinkung kann ich annehmen, dass die Endausgabe-Funktion p auf
F total definiert ist. Ich betrachte den Ausgabe-Automaten von T, A7, mit der
Transitionsmenge F 4 und fasse die Endausgaben als eigene Transitionen auf, zum
Beispiel indem ich fiir alle Zustédnde ¢ mit p(q) # € einen zusétzlichen Zustand ¢
definiere und jeweils die Transition (¢, p(q),q+) zu E4 hinzu nehme. Zu diesem
Automaten Ar konstruiere ich den Prifix (betrachte groite gemeinsame Priifixe
von Pfaden zu F oder zu ), der ohnen Einschrankung als schlank vorausgesetzt
werden kann. Dabei wird die Ausgabe von Pfaden zu F U {i} betrachtet. Ich er-

halte einen dquivalenten Automaten, fiir den insbesondere gilt, dass Transitionen

(q 9, ¢+ ) in Transitionen der Art (¢ R ¢y ) iibergehen, denn 7" beschreibt

eine sequentielle Funktion und der konstruierte Préfix ist schlank. Falls ¢ ein fina-
ler Zustand ist, so gilt p(i) = ¢, da |T| sequentiell ist. Der zu dem resultierenden
Automaten gehoérende Transducer ist unter Vernachléssigung der Endausgabe der
gesuchte dquivalente sequentielle Transducer zu T'. Fiir alle Zustdnde ¢ # i ist
die Préfix-Funktion gleich . O

Satz 3.31. Der minimale ST zu einer sequentiellen Funktion [ besitzt genau so
viele Zustdande, wie der minimale SST, der f darstellt.

Beweis: Aus dem minimalen SST zu f koénnen wir mit Lemma 3.30 einen
aquivalenten ST konstruieren. Aulerdem ist jeder ST auch ein SST. O

Damit gibt es nach Satz 3.13 und Satz 3.29 auch Funktionen aus Fygsr, deren
minimaler SST einen Zustand mehr als der minimale AST besitzt.

3.5.1 Erweiterung der Algorithmen von Mohri und Béal/Carton

In [16] wird auf die Minimalisierung von A-p-subsequentiellen Transducern ein-
gegangen. Dies soll kurz vorgestellt werden. Dazu wird jedem ApSST ein AST

44



zugeordnet, der minimalisiert und anschlieend in einen ApSST umgewandelt
wird. Dieser ist der gesuchte minimale ApSST.

Sei T = (X,A,Q,1, F, )\, 6,0,p), mit der partiellen Funktion p : F — (A*)?
(p=(p1,---,pp)), ein ApSST. Fiir jeden finalen Zustand ¢ € F sollen die Ausga-
bewoérter p1(q), ..., pp(q) in steigender lexikographischer Ordnung stehen. T" wird
ein AST, U(T), zugeordnet:

e Erweiterung von ¥ durch p neue Symbole ¢, 1 < k <p
e Einfiihrung eines allgemeinen Endzustandes f ¢ Q

e Definition neuer Transitionen von jedem Zustand aus F' zu f mit Eingaben
¢ und Ausgaben pg, 1 < k < p, entsprechend der Ordnung. Das Wort ¢, ist
also die Eingabe der Transition mit der ersten Ausgabe in lexikographischer
Ordnung.

Es ist dann
\II(T) = (Z U {¢k}1§k§p7 Aa Q U {f},l, {f}a )‘7 6I7 Ul)u 5I = 5 U (517 J/ =oU 01,

Vge FYke{l,...,p}:0(q, ¢x) = f,01(q, 0r) = pr(q).

Zu dieser Konstruktion kann man eine inverse Konstruktion ¥~! definieren, die
riickwirts aus einem AST obiger Gestalt einen ApSST angibt. Sei F die Menge
der ASTs iiber ¥ U {¢x}1<k<p, und A, die nur einen finalen Zustand f besitzen,
fiir die zu f nur Kanten mit Eingaben aus {¢y}1<x<, und Ausgaben, lexikogra-
phisch entsprechend der ¢, geordnet, fithren. Die Menge der ApSSTs iiber ¥, A
ist Fypssr. Dann wird mit ¥ oder U1 eine Bijektion zwischen F und Fapsst
definiert [16].

Satz 3.32. (Mohri [16]) Sei T ein ApSST, dessen Endausgaben lexikographisch
geordnet sind. Der A\ST T" entstehe aus V(T) durch Minimalisierung nach Satz
8.22. Dann ist W=YT") ein minimaler \pSST 2u T [16].

Wenn wir nun den minimalen pSST zu einem ApSST konstruieren wollen, kénnten
wir das gleiche Prinzip wie Mohri anwenden und dabei die im Kapitel 3.2 in Ver-
mutung 3.23 beschriebene Charakterisierung verwenden. Abbildung 13 zeigt eine
subsequentielle Funktion f, deren minimaler ASST T5 einen Zustand weniger be-
sitzt als der zugehorige minimale SST T7. Dieses Beispiel ist auch fiir allgemeine
pSSTs anwendbar. Das konkrete p bleibt bei den Konstruktionen zunéchst erhal-
ten.

Vermutung 3.33. Sei T ein pSST, dessen Endausgaben lexikographisch geordnet
sind. T" entstehe aus V(T') durch Minimalisierung nach Vermutung 3.23. Dann
ist W"YT") ein minimaler pSST 2u T.

Beweis: Analog zu Mohris Beweis fiir den vorhergehenden Satz, [16, S. 199] O
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Abbildung 13: f als minimaler SST bzw. minimaler A-SST

Béal und Carton weisen in [2] darauf hin, dass der beschriebene Algorithmus auch
auf SSTs anwendbar ist. Wir wissen, dass dieser Algorithmus eigentlich den mini-
malen ST zu einem ST berechnet, fiir den die Einschrankung gilt, dass der grofite
gemeinsame Prifix von Ausgaben iiber Pfade beginnend im Initialzustand, gleich
dem leeren Wort ist. Im Abschnitt 3.4 habe ich den angegebenen Algorithmus
fiir die Minimalisierung sequentieller und A-sequentieller Transducer verwendet
und somit erweitert. Durch den Satz 3.32 bzw. die Vermutung 3.33 ist der Algo-
rithmus in [2] auch fir die Konstruktion des minimalen ApSSTs bzw. pSSTs zu
einem gegebenen ApSST bzw. pSST anwendbar.

3.5.2 Choffruts Minimalisierungsverfahren

C. Choffrut [8] betrachtet die Minimalisierung von A-subsequentiellen Transdu-
cern. Er bildet jeden Transducer, der schlank ist, auf den Minimal-Transducer
ab. Dabei benutzt er die Relation R; aus 3.2 und zeigt, dass eine Funktion
f X" — A" genau dann A-subsequentiell ist, wenn der Index von R endlich ist.
Die Aquivalenzrelation ist also gerade stark genug, um A-subsequentielle Funktio-
nen zu beschreiben. Bei dem Algorithmus zur Minimalisierung eines ASSTs wird
aus T = (%,A,Q,14, F, )\, 0,0, p) ein Automat A = (A, QU{s, f},s,{f},cU0ca)
mit o4(s, ) = i konstruiert, so dass fiir alle Zusténde g € @ gilt: 04(q, p(q)) = f.
Der Automat A ist also der Ausgabe-Automat von 7' zusammen mit neuem Initial
und Endzustand, deren Transitionen A und die Ausgabefunktion p widerspiegeln.
Zu A wird nun der Prifix P(A) = (A, QU{s, f},s,{f},op)) berechnet und
klassische Minimalisierung angewendet. Danach werden die beiden Zustédnde s, f
wieder entfernt.

Genau nach diesem Prinzip konnten wir auch bei der Minimalisierung der
SSTs, ApSSTs oder pSSTs vorgehen, so dass die lexikographische Ordnung dann
keine Rolle spielt. Um fiir ApSSTs eine Charakterisierung der Anzahl der Zustédnde
des Minimaltransducers zu erhalten, betrachten wir mit Ry jetzt Mengen von
Ausgaben:
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Fiir alle (u,v) € D(f) x D(f) gilt genau dann uRsv , wenn

A, v") € A* x A*:
Vw € ¥* : uww € Dom(f) < vw € Dom(f),
uw € Dom(f) = v/~ f(uw) = v f(vw)

Dabei ist f eine Relation, die durch einen ApSST dargestellt wird, '~ f(uw) also
eine Menge von Wortern. Die Anzahl der Zusténde eines minimalen ApSST fiir
f ist gleich dem Index von Rj.

Wenn wir uns die Frage nach der Minimalisisierung der Transitionsmenge E
bzw. des p stellen, miissten wir nach der Minimalisierung gleiche Endausgaben
fiir ein und denselben Zustand streichen. Alle verbliebenen Endausgaben sind
notwendig zur Beschreibung der Relation. Die maximale Anzahl solcher Endaus-
gaben fiir einen Zustand gibt dann das kleinste p, so dass ein pSST oder ein
ApSST die betrachtete Relation Ry beschreibt. Die Anzahl der Transitionen ist
nach der Minimalisierung kleinst moglich, da den Abschluss eine Minimalisierung
endlicher Automaten folgt.

Bei der Komplexitét iibernehme ich die Betrachtungen von Mohri und erhal-
te O(S + |E| - (Ppaz + |Q| + 1)), dabei ist S erneut die Summe aller Lingen
von Wortern, die iiber Transitionen ausgegeben werden. Dazu zdhlen auch die
Worter, die iiber die Endausgabe-Funktion p ausgegeben werden, sie werden zu
|E| gezéhlt. Bei keinem der Algorithmen miissen wir voraussetzen, dass der be-
trachtete Transducer schlank ist, denn den Schluss der Algorithmen bildet immer
eine Minimalisierung endlicher Automaten, deren Ergebnis schlank ist.

3.5.3 Der Suffix-Baum eines Baumes

D. Breslauer gibt in einer Arbeit [5] eine andere Idee fiir die Konstruktion des
Préfixes eines Automaten. Er bezieht sich dabei direkt auf den Artikel von Mohri
[13] und betrachtet die Minimalisierung sequentieller Transducer. Breslauer nimmt
gleiche Bedingungen wie Mohri an (u. a. Pr(i) = €)), was zu gleichen Problemen
wie in 3.2 fithrt. So muss erneut die Definition des Automaten auf Multimengen
erweitert werden. Es soll nun seine eigentliche Idee vorgestellt werden. Sei dazu
T = (X,A,Q,14, F,6,0) ein sequentieller Transducer. Breslauer betrachtet den
Suffix-Baum eines Baumes. Das ist eine Datenstruktur, die in geeigneter Weise
alle Suffixe einer Menge von Wértern enthélt. Level-Probleme iiber gemeinsame
Vorgénger von Knoten sind in konstanter Zeit 16sbar (nachdem man den Baum
in linearer Zeit zur Anzahl der Knoten iiberarbeitet hat) und spiegeln die Frage
nach dem grofiten gemeinsamen Suffix zweier Suffixe der betrachteten Worter wi-
der. Die Vorgehensweise ist nun die folgende. Um fiir Zusténde ¢ € ) den grofiten
gemeinsamen Préfix Pr(q) von Ausgaben iiber Pfade zu F' zu berechnen, konnte
man genauso die Ausgabe o(7) iiber einen ganz bestimmten dieser Pfade von ¢
berechnen und zusétzlich |Pr(q)|. Das Wort Pr(q) ist dann der Prifix der Lange
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|Pr(q)| von o(m). Fiir die Lange der Préfixe ist ein , Kiirzester Pfad-Problem* zu
16sen, was ausfiihrlich in [5, S. 139ff.] beschrieben wird.

Die Komplexitéat des Algorithmus fiir die Konstruktion des Préfixes eines Au-
tomaten ist O(|Q| + |E| + Lin - log(|A]), hierbei ist L;, die Summe iiber alle
Léngen von Ausgabewortern. Wenn also die Anzahl der Kanten |E| des Auto-
maten klein ist, hat dieser Algorithmus eine bessere Komplexitét als die bisher
betrachteten. In den tatséchlich vorkommenden Systemen treten allerdings sehr
viele Zustandsiibergidnge auf und P,,,, ist klein, so dass die Algorithmen der an-
deren Autoren fast linear sind. Ein direkter Komplexitatsvergleich ist nur schwer
moglich, da unterschiedliche Parameter verwendet werden [16].

Den Algorithmus von Breslauer kann man auf die Minimalisierung sequenti-
eller und A-sequentieller Transducer erweitern, indem man die Préfix-Definition
abdandert (damit der Prifix zu einem &quivalenten Transducer fiihrt) und ge-
gebenenfalls zu ASTs iibergeht. Ich mochte darauf nicht nédher eingehen. Die
Einschrankung Pr(i) = ¢ wird im eigentlichen Algorithmus nicht benétigt, ist
aber in Breslauers Publikation fiir die Aquivalenz der betrachteten Transducer
notwendig. Man konnte mit seiner Idee auch (\-)p-subsequentielle Transducer
betrachten. Dazu fiithrt man einen neuen Endzustand f ein und verbindet die p
moglichen Endausgaben jeweils mit f. Es konnen hochstens p - |F'| Transitionen
dazukommen, die Komplexitét fiir die Konstruktion des Préfixes eines pSST ist
dann ebenso O(|Q| + |E| 4 Lqy - log(|Al), wobei fiir |E| bzw. L;, die neu konstru-
ierten Transitionen dazuzihlen.
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4 Gewichtete Automaten

Hier wird zunéchst kurz in das Gebiet der gewichteten Automaten eingefiihrt.
Daraufhin gebe ich eine rationale Funktion an, welche beschrénkte Variation be-
sitzt, jedoch nicht subsequentiell ist, und widerlege damit das Theorem 9 von
Mohri [15].

Eine wichtige Aufgabe ist die Determinisierung gewichteter Automaten. Mohri
gibt in [15] einen solchen Algorithmus an. Allerdings muss dieser fiir gewichte-
te Automaten, die eine sequentielle Funktion berechnen, nicht notwendigerweise
terminieren. Es wird eine neue Klasse von gewichteten Automaten iiber IR, de-
finiert. Fiir Automaten dieser Klasse terminiert (wenn der Automat zusétzlich
schlank ist) der Algorithmus von Mohri genau dann, wenn sie determinisierbar
sind, auflerdem ist es entscheidbar, ob sie eine subsequentielle Funktion berech-
nen.

4.1 Hintergrund

Definition 4.1. Ein gewichteter Automat (kurz GA) T' = (3,Q, I, F, E, \, p) ist
ein 7-Tupel mit:

Q@ , endliche Menge von Zustanden

Eingabe-Alphabet X
I CQ,F CQ, Mengen von Anfangs- bzw. Endzusténden

ECQ@QxY xR, x@, endliche Menge von Transitionen
e \: [ — R, , Eingangsgewichtsfunktion
e p: I'— R, , Ausgangsgewichtsfunktion.

Dabei ist Ry = {r € R | r > 0} sowie R® = IRy U {oo} mit den kanoni-
schen Operationen min, + auf RS ((IR°, min, +, 0o, 0) bezeichnet man auch als
tropischen Seminring.). Fiir den gewichteten Automaten 7" kann man durch:

V(p,a) € @ x X,6(p,a) :={q|IreR;:(pa,rq) €L}

eine Zustandsfunktion § : Q) x X — PB(Q) definieren, die auf @) x 3* oder auch
PB(Q) x X* fortgesetzt wird. Die Ausgaben iiber Transitionen sind nun keine
Woérter mehr, sondern Zahlen. Die Funktion o : £ — R, festgelegt durch:

YVt = (p,a,r,q) € E,o(t) =r,

ist die Ausgabefunktion zu T'. Ein Pfad m von p € () nach ¢ € @) der Lange n iiber
dem Wort agay - - - an—1 ist eine Folge ((qo, a0, 70, 1), - - -, (qn-1, Gn—1,Tn—1,qn)) VO
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Transitionen aus F, so dass fiir allei = 0, ..., (n—1) der Zustand ¢; 1 in §(¢;, a;)
liegt. Die Ausgabefunktion kann mit o(w) = rg + - - - + r,_1 auf Pfade erweitert
werden. Falls ¢y ein Anfangszustand und ¢, ein Endzustand ist, so ist 7 erfolg-
reich, das Wort ag - - - a,_1 ist dann das zugehorige akzeptierte Wort. Die Menge
der Pfade iiber w von einem Zustand p zu einem Zustand ¢ wird mit p ~> ¢
bezeichnet. Die Funktion # beschreibt das Minimum der Ausgaben iiber Pfade
zwischen zwei Zustédnden iiber einem konstanten Wort:

0(p,w,q) = min{o(r) : 7 € p~> q}.

Das Minimum iiber der leeren Menge soll hier co sein. Den Definitionsbereich
Dom(T') von T bilden die akzeptierten Worter. Der gewichtete Automat 7" ordnet
nun einen Wert wie folgt zu:

|T| : Dom(7T) — R, mit
|T|(w) = min{ (i) + 0(i,w, f)+p(f) | i€ I, fedli,w)NF}.

Die Funktion |T'| ist die von 7" berechnete Funktion.

Definition 4.2. Ein kritischer Pfad 7 iiber w € Dom(T’), der von einem Zustand
1 zu einem Zustand f fiihrt, ist ein erfolgreicher Pfad fiir den gilt:

A(@) + o (m) + p(f) = [T|(w).

Bemerkung 4.3. Der Begriff , kritisch“ wurde in Anlehnung an die Netzplan-
technik der Optimierung ausgewéhlt. Dort werden Graphen, die Ereignisse und
deren Abhéngigkeiten widerspiegeln, betrachtet. Die Losungen der , kritischen
Pfad-Methode“ (CPM, Critical path method) heiflen kritische Pfade bzw. kriti-
sche Ereignisse.

Abbildung 14 ist ein Beispiel fiir einen GA. Der Begriff schlank soll erneut fiir die-
jenigen GAs eingefiihrt werden, die die Eigenschaft haben, dass jeder Zustand auf
einem erfolgreichen Pfad liegt. Gewichtete Automaten berechnen formale Potenz-
reihen (PR), da sie partiell von einem freien Monoid in einen Semiring abbilden
[4]. Formale Potenzreihen sind nach dem Theorem von Schiitzenberger [4] sogar
genau dann rational, wenn sie durch einen GA dargestellt werden koénnen. Im
Weiteren betrachten wir nur Potenzreihen iiber dem tropischen Semiring.

Definition 4.4. Ein gewichteter Automat T iiber ¥ ist eindeutig, falls es in T
fiir jedes Eingabewort w € ¥* hochstens einen erfolgreichen Pfad gibt.

4.2 Subsequentielle gewichtete Automaten

Eine Teilmenge der gewichteten Automaten stellen die subsequentiellen GAs dar.
Sie werden wie folgt beschrieben.
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Abbildung 14: Ein schlanker gewichteter Automat

Definition 4.5. Ein gewichteter Automat 7" = (X, Q, I, F, E, \, p) heifit subse-
quentiell, falls gilt:

o [ = {i} (es gibt nur einen Anfangszustand) und

o Fiir q,q1,q0 € Q,a € X,r,r5 € Ry gilt:
Aus (q,a,71,q1), (¢, 0,72, q2) € E folgt 1 =13, q1 = qo.

Fiir subsequentielle GAs ist die Zustandsfunktion § deterministisch definiert, da
mit jedem gegebenen Zustand sowie einem Buchstaben a aus ¥ der Folgezustand
eindeutig festgelegt ist (falls es iiberhaupt einen gibt). In diesem Falle identifiziere
ich die Menge, die genau einen Zustand enthélt, mit diesem Zustand. Man kann
eine Funktion ¢ : @ x ¥* — IR definieren, die die Ausgabe eines Pfades iiber
einem Wort beschreibt, wobei der Pfad in einem bestimmten Zustand startet:

D(p, w) = { o(n), falls: Am,qgeQ :mEp~>yq
00, sonst.

Jeder subsequentielle GA ist eindeutig, es gilt 0(p, w, q¢) = ¥ (p, w) fiir alle Zustdnde
p,q € Q und Worter w € ¥*. Sie stellen subsequentielle Potenzreihen dar. Ein
Beispiel ist die Abbildung 15.

Auf ¥* kann man durch:
Vu,v € X d(u,v) = |u| + |v] — 2|u Av|

eine Metrik definieren. Dabei ist |u| die Lénge, also die Anzahl der Buchstaben,
eines Wortes v und u A v der gréfite gemeinsame Préfix von u und v. Fiir zwei
reelle Zahlen r1, 75 bezeichnet |r; — 75| die euklidische Metrik.

Definition 4.6. Eine partielle Funktion o : ¥* — IR, hat beschréinkte Variation,
falls es fiir alle £ > 0 ein K > 0 gibt mit:

Vu,v € Dom(a) : d(u,v) <k = |a(u) — a(v)| < K.
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Abbildung 15: Ein subsequentieller GA

In [15] gibt Mohri auf Seite 283 durch sein Theorem 9 eine Charakterisierung
derjenigen rationalen Potenzreihen, die subsequentiell sind, also fiir die es einen
subsequentiellen GA gibt, der die betrachtete PR berechnet. Er behauptet, ra-
tionale Potenzreihen seien genau dann subsequentiell, wenn sie beschréinkte Va-
riation besitzen. Mit Satz 4.9 zeige ich, dass diese Behauptung von Mohri nicht
gilt. Mohri nimmt an, dass es zu jedem GA einen dquivalenten gibt, der eindeutig
ist. Es existieren jedoch rationale PRs, die beschrankte Variation haben, jedoch
durch keinen subsequentiellen GA realisiert werden kénnen. Dazu gebe ich eine
spezielle Funktion an, welche durch keinen eindeutigen gewichteten Automaten
darstellbar ist, deren Variation jedoch beschrankt ist. Fiir rationale Potenzreihen,
die subsequentiell sind, folgt zwar die Eigenschaft der beschrénkten Variation, die
Riickrichtung gilt allerdings nicht. Die Idee zum Beweis des folgenden Lemmas
stammt von D. Kirsten (Dresden).

Lemma 4.7. Es gibt eine rationale Potenzreihe, die durch keinen eindeutigen
gewichteten Automaten berechnet wird.

Beweis: Sei ¥ = {a,b}. Wir definieren f : ¥* — IR, durch:
w e X f(w) == min{|w|q, |w|p}.

Dabei bezeichne |w|, die Anzahl der Vorkommnisse von a € ¥ in w. Abbildung
16 stellt einen GA T dar, der f berechnet, somit ist f rational.

Angenommen, die definierte Funktion f liele sich durch einen eindeutigen
GA S = (3,Q,1,F,E,\ p) mit n Zustdnden berechnen. Wir betrachten das
Eingabewort w = a"b"™ mit zugehorigem erfolgreichem Pfad 7. Da S nur n
Zustinde besitzt, lisst sich nun w wie folgt zerlegen: w = a'a’a*b*b’b* mit
it+j+k=x+y+2z=mnund 5 > 1,y > 1, sowie i,j,k,z,y,z € IN, so
dass 7 bei @/ bzw. bY jeweils einen Zyklus durchliduft. Die Teile von 7 seien ent-
sprechend T = T4, Tq; Ta, Tp, Tp, Tp, - Dann darf sich, wegen der Eindeutigkeit der
erfolgreichen Pfade, bei zweimaligem Durchlaufen der Zyklen die Ausgabe durch
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S nicht erhdhen:
S(a'a” a"b"bb*) = S(a'a’a*b"bb*) = n , also: o(m,,) =0
S(a'd d*b"b*?b*) = S(a’a’a*b"bb*) = n , also: o(m,) = 0.

Werden jedoch beide Zyklen zweifach durchlaufen, so muss sich die Ausgabe
erhohen:

S(a'a® a*b"b*b*) = n 4 2 - min{j, y} , also: o(ma;) +o(m,) # 0.

Wegen der Eindeutigkeit der erfolgreichen Pfade ist dies ein Widerspruch. O

- _ - —_

Abbildung 16: Ty berechnet die Funktion f.

Lemma 4.8. Die angegebene Funktion f aus Lemma 4.7 hat beschrinkte Varia-
tion.

Beweis: Angenommen, f habe nicht beschrankte Variation. Das heift, es gibt
ein k > 0 und zwei Folgen (u;), (v;), ¢ € IN, aus ¥* mit d(u;,v;) < k und
|f(wi) = f(vi)] PENURERS S

Man kann den in Abbildung 16 angegebenen GA betrachten, der f berechnet.
Dieser setzt sich aus den beiden GAs T, bzw. T, zusammen, die fiir Worter w
jeweils |w|, bzw. |w|, zdhlen und deterministisch sind. Dann kann man leicht
beweisen, dass f beschrinkte Variation besitzt. Die Definition der Funktion f ist
aber zundchst an keinen Automaten gebunden, deshalb mochte ich den Beweis
automatenunabhéngig fithren.

Seien u, v zwei Worter iiber {a, b} mit w = u A v, also:
Ve u=wu, v=wv.

Wir zeigen: |f(u) — f(v)| < d(u,v). Dazu nehme ich im ersten Fall an, dass in u
und v durch f entweder nur Buchstaben a oder nur Buchstaben b gezéhlt werden,
ohne Einschrankung zum Beispiel a. Es ist:

| (u) = f(v)]

[l = [o]al = [l = [v]a]
< Jila+ o'l < )+ ] = d(u,v).
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Werden durch die Funktion f in v und v im zweiten Fall unterschiedliche Buch-
staben gezahlt, zum Beispiel in u das a und in v das b, so gilt:

|wla + []a < Jw]y + |u']y (6)

wly + [Vl < fwla + [v']a- (7)

Dann kann ich die Differenz der Funktionswerte von v und v mit einer Fallunter-
scheidung aber ebenfalls abschétzen. Angenommen, f(u) > f(v), dann ist:

[f(w) = f)l = lwla + [@]a = [wlo = [0's] = [wla + [u']a = Jw]s = 0]y
6
< lwl + [u'fy = Jwly = 'y = [ulo — [V']o
< |+ | = d(u,v).

Andernfalls (f(u) < f(v)) gilt:

[f(w) = f)l = wla+[w'la = [w]y = ['s] = [wlo + [v']y = [w]a — 0]
7
< Jwle + Ve = wle = [u]a = [V']a — W4
< |+ | = d(u,v).

Wenn ich nun K := k setze, so erfiillt f die Bedingungen der Definition 4.6 und
besitzt somit beschrinkte Variation. O

Satz 4.9. Es gibt eine rationale Potenzreihe mit beschrinkter Variation, die nicht
subsequentiell ist.

Beweis: Nach Lemma 4.7 und 4.8 ist f (Abbildung 16) eine rationale PR mit
beschriankter Variation, die durch keinen eindeutigen GA darstellbar ist. Jeder
subsequentielle GA ist auch eindeutig. Deshalb kann f nicht subsequentiell sein.
O

Im Weiteren werde ich eine Klasse von rationalen Potenzreihen angeben, fiir
die die Behauptung von Mohri gilt. Diese Potenzreihen sind also genau dann
subsequentiell wenn sie beschrénkte Variation besitzen. Dazu gehe ich zunéchst
auf die Determinisierung von gewichteten Automaten ein und stelle in diesem
Zusammenhang einige Resultate von Mohri dar [15]. Sie werden in einem Korollar
zusammengefasst.

4.3 Ein Algorithmus zur Determinisierung von
gewichteten Automaten

In [15, S. 285ff.] geht es um das Problem, wann es zu einem gewichteten Au-
tomaten einen dquivalenten geben kann, der subsequentiell ist und wie dieser
moglicherweise berechnet werden kénnte. Eine wichtige Figenschaft dabei ist die
folgende.
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Definition 4.10. Sei T'= (X, Q, I, F, E, A, p) ein GA mit zugehériger Zustands-
funktion 0. Zwei Zustdnde p,q € @ heiflen Zwillinge, falls fiir alle moglichen
Worter u,v € X* gilt:

[p,q € 6(1,u), p €6(p,v),q € (q,v)] = [0(p,v,p) = 0(q, v, q)].

Ein gewichteter Automat T besitzt die Zwillingseigenschaft, falls je zwei Zustdnde
von T' Zwillinge sind.

Ohne Einschrankung kann man bei obiger Definition annehmen, dass die Zustédnde
p und ¢ verschieden sind.

Auf Seite 285 in [15] wird ein konkreter Algorithmus, POWER SERIES DE-
TERMINIZATION, fiir eine Determinisierung eines GA angegeben. Dieser hat als
Eingabe einen GA 7 = (Q1,%, I1, F1, Eq, A1, p1) und konstruiert, falls er ter-
miniert, einen dquivalenten subsequentiellen GA 75 = (Q2, X, {ia}, Fs, Ea, Ao, p2).
Ich werde den Algorithmus von Mohri in dieser Arbeit PSDET nennen. Abbildung
17 stellt den Pseudocode des Algorithmus dar.

Es gibt gewichtete Automaten T, die eine subsequentielle Funktion berech-
nen, aber fiir die PSDET(7") nicht terminiert:

/o @' a/0
(V)
a/1 @' o

Der Algorithmus wiirde unendlich viele Zustédnde erzeugen und somit nicht an-
halten:

Die entscheidende Frage ist, welche Klasse von gewichteten Automaten durch
den Algorithmus PSDET determinisiert werden kann. Darauf gehe ich im zwei-
ten Teil des néchsten Abschnittes ein. Mohri zeigt, wenn der gegebene GA die
Zwillingseigenschaft besitzt, so hdlt PSDET an, aulerdem ist das Ergebnis eines
terminierenden Ablaufes des Algorithmus ein subsequentieller GA [15, S. 2871f.].

Bemerkung 4.11. In Abbildung 17 werden folgende Notation verwendet:
hd F(QQ,(J,) = {((Lx) € q2 | (Q7a'7 Tvp) € El}
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® Y(q2,a) = {(¢,7,t) € 2 x By | t = (q,a,7,p) € E1}
o v(qp,a)={¢ |3 (¢,x) € ¢2,3 t =(q,a,7,q) € E1}.

Der Zustand g5 ist der gerade betrachtete Zustand des neuen GA 75. Er enthélt
Paar von Zustédnden aus 7; und Zahlen. Es wird eine Schlange ) verwendet, die
die noch zu untersuchenden Zusténde des neuen GA enthélt. Die Zustands- und
Ausgabefunktionen der GAs 7 und 75 sind jeweils §; und d5 bzw. o und 5. Die
Funktion der deterministischen Ausgabe fiir 75 ist ¥5. Die Restausgabe zu einem
Zustand g € @)1 und einem Wort w € X* ist definiert durch:

clg, w) = min{As (i) + 01 (i1, w, q) = Y2(iz, w) — Az}

Wie der angegebene Algorithmus intuitiv arbeitet, wird ausfiihrlich in der Publi-
kation von Mohri [15, S. 185f.] beschrieben.

PSDET(7)

1 F«—10

2 N — min{\ (i) | i€}

3 iy = Uier, {(5,A(0) — A2)}

4 Q i, Qy « {in}, By 0

5 while Q #0

6 do ¢ «— head(Q)

7 if (es gibt (¢, ) € g2 mit ¢ € Fy)

8 then F2 — F2 U {QQ}

9 p2(q2) < min{z + pi(q) | ¢ € F1, (¢, 2) € g2}

10 for (jedes a mit I'(go, a) # 0)

11 do ¥3(g2, a) — min { [z + min( g0, @e)er 01(8)] | (¢,2) € D(go,a)}
12 02(42, @) = Ugen(gaay (€ minganey(ga)m =g (¥ + 01(t) — 02(g2, 0)) }
13 if (92(ge, a) ist neuer Zustand)

14 then (hénge 02(g2,a) an @ an)

15 Q — taﬂ(Q)7 QQ — QQ U {52((]27 a’)}7 Ey — Fy U {(qu a, wQ(Q% a’)7 52(q27 a’))
Abbildung 17: Der Algorithmus PSDET.

Die folgenden Ausfithrungen von Mohri werden von mir verwendet:

Lemma 4.12. (Mohri [15]) Sei T ein GA, so dass PSDET(7) terminiert. Dann
ist PSDET(T) ein dquivalenter subsequentieller GA zu T.

Lemma 4.13. (Mohri [15]) Sei T ein GA, der die Zwillingseigenschaft besitzt.
Dann terminiert PSDET(T).

Lemma 4.14. (erster Teil des Beweises zu Theorem 9 [15]) Sei f eine rationale
Potenzreihe, die subsequentiell ist. Dann besitzt f beschrdnkte Variation.
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Im Beweis seiner Behauptung in Theorem 9 [15, S. 283] nimmt Mohri félsch-
licherweise an, dass es zu jedem gewichteten Automaten einen dquivalenten ein-
deutigen GA gibt und zeigt dann, dass dieser, falls er beschrinkte Variation
besitzt, auch die Zwillingseigenschaft hat. Die Aussage, dass aus der Eindeutig-
keit eines GA, welcher beschrinkte Variation hat, die Zwillingseigenschaft folgt,
ist dabei korrekt und fithrt zu diesem Lemma:

Lemma 4.15. (Teile des Beweises zu Theorem 9 [15]) Sei T ein eindeutiger und
schlanker GA, der eine Funktion mit beschrdnkter Variation berechnet. Dann hat
T die Zwillingseigenschaft.

Wenn ein gewichteter Automat die Zwillingseigenschaft hat, so ist er durch den
Algorithmus PSDET determinisierbar und berechnet somit eine subsequentielle
Funktion. Die Lemmata 4.15, 4.13 und 4.12 lassen sich also in dem folgenden
Korollar zusammenfassen:

Korollar 4.16. Sei 7 ein eindeutiger GA, der eine Funktion mit beschrinkter
Variation berechnet. Dann ist |T| subsequentiell.

4.4 Pfadneutrale gewichtete Automaten

Ich mo6chte eine neue Klasse von GAs beschreiben. Dazu fithre ich die folgen-
de Definition eines pfadneutralen GA ein und zeige, dass es zu jedem solchen
pfadneutralen gewichteten Automaten einen dquivalenten eindeutigen GA gibt.

Definition 4.17. Ein GA heifit pfadneutral, falls jeder erfolgreiche Pfad kri-
tisch ist. Eine formale PR f heifit dann pfadneutral darstellbar, wenn es einen
pfadneutralen GA gibt, der f berechnet.

Bemerkung 4.18. In diesem Teil verwende ich auch schlanke gewichtete Auto-
maten. Zu jedem GA T gibt es einen dquivalenten GA, der schlank ist. Bei der
Konstruktion ,streicht® man effektiv bestimmte Zusténde, so dass Eigenschaften
von T, zum Beispiel, dass er eindeutig oder pfadneutral ist, bei der Konstruktion
erhalten bleiben.

Es gilt der folgende Satz [3, S. 111f.]:

Satz 4.19. (Eilenberg) Seien X und Y zwei Alphabete und o : X* — Y* ein
Homomorphismus. Zu jeder rationalen Teilmenge A C X* existiert eine rationale
Menge B C A, so dass « diese Menge B bijektiv auf a(A) abbildet.

Lemma 4.20. Zu jedem gewichteten Automaten T = (X,Q, 1, F,E, X\, p) mit
e ¢ Dom(7) existiert ein dquivalenter GA ™" = (X,Q",{i},{f}, E', N, p'), wobei
gilt: N(i) =0 und p'(f) = 0.
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Bemerkung 4.21. Dieses Resultat ist wohlbekannt (siehe z. B. in [9]). Man
kann zeigen, dass es fiir den Beweis des Lemmas 4.20 eine Konstruktion gibt,
die die Eigenschaft, dass der gewichtete Automat pfadneutral ist, erhélt und die
auflerdem angewandt auf einen GA T, der € im Definitionsbereich hat, einen GA
T angibt mit ‘T" = ‘T|/Dom(T)\{8}-

Satz 4.22. Zu jedem pfadneutralen GA existiert ein dquivalenter schlanker GA,
der eindeutiq ist.

Beweis: Sei 7 = (X,Q,1,F, E, ), p) ein pfadneutraler GA. Zunéchst betrachte
ich den Fall, wie im obigen Lemma, dass |7|(¢) nicht definiert ist. Ohne Ein-
schrankung kénnen wir also annehmen: I = {i}, F = {f}, A\(i) = 0, p(f) = 0. Ich
definiere

R:={reRy|3IpqeQ,ac X mit (p,a,rq) € E}

als Menge der Ausgaben iiber Transitionen aus E. Dann ist F ein Alphabet tiber
@ x X X R x Q. Einen Homomorphismus « : E* — ¥* lege ich durch

a(p,a,r,q) =a, ale) :=¢
fest (natiirliche Fortsetzung auf der Menge der Worter iiber F). Weiterhin sei

S:={(p,a,r,p)(q,d,r',q¢)€ E*|p #q} C E*

die Menge aller Paare aus F, die nicht aufeinander folgen. Dann ist S endlich
und somit von einem DEA {iber F erkennbar. Die Menge der erfolgreichen Pfade
in 7 ist

Pi=[({i} xEX RXQ)E"NE"(Q x L x Rx{f})]\ E*SE",
also ebenfalls erkennbar iiber E. Dann gilt
Dom(7) = a(P). (8)

Nach dem Zerlegungssatz von Eilenberg, hier der Satz 4.19, existiert eine rationale

Sprache K C P, so dass « diese Sprache K bijektiv auf a(P) © Dom() abbildet.

Ich kann also von der Menge der erfolgreichen Pfade von 7 eine rationale Menge
derart auswéhlen, dass es zu jedem Eingabewort genau einen Pfad gibt. Sei A =
(E,Qa,ia, Fa, E4) ein DEA, welcher K erkennt. Ich definiere einen gewichteten
Automaten 7" = (X, Q4,{ia}, Fa, E’,0,0) durch:

El = {(p7 a,T, Q) | = 21, 22 € QA mit (p7 (ZlacL? T, 22)7q) € EA} (9>

Der GA 7’ ist eindeutig, da 7 nur kritische Pfade enthélt. Jetzt zeige ich, dass 7/
ein GA #quivalent zu 7 ist.
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Sei dazu a = ajay . . . a,, aus Dom(7). Dann gibt es ein Element
Tr = (ZO7 ai, T, Zl)(zla a2, T, ZZ) cee (Zn—la Qs Ty Zn) e K
mit a(7) = a und |7(a)| = Y, r;. Damit existiert auch ein Pfad

TA = (QO, (Zo, 1,71, 2’1)7 Q1)(Q1, (21, A2, T2, 22)7 C]2) e (Qn—la (Zn—la Qpy T, Zn)a Qn)

in A iiber 7., da der Automat A die Menge K erkennt. Wegen (9) ist

T = (q0a a1,71, Ch)((h, 2,72, q2) HE (qn—la Ap,y Tn,y Qn)

ein Pfad in 7/ und somit a € Dom(7’) und (da 7’ eindeutig ist) |7'|(a) = > | 7

= I7l(a).

Wenn umgekehrt a = ajas . .. a, aus Dom(7’) ist, so existiert ein Pfad

T = (q0a a1,71, Ch)((h, 2,72, q2) B (qn—la Ap,y Tn, Qn)

in 7/, das Wort a wird durch 7/ auf " | r; abgebildet. Die Transitionen aus 7’
sind iiber (9) entstanden, deshalb gibt es Zustédnde z, 21, . . ., 2, aus () und einen

Pfad

TA = (QO, (Zo, 1,71, 2’1)7 Q1)(Q1, (21, A2, T2, 22)7 C]2) e (Qn—la (Zn—la Qpy T,y Zn)a Qn)

in A fir 7. So ist
(207 ai, T, Zl)(zla ag, T, 22) .. (zn—la Ay Ty, Zn)

aus K und damit ein erfolgreicher Pfad aus 7. Es gilt a € Dom(7) und (da 7
pfadneutral ist) |7|(a) = > ri = |7'|(a).

Setze ich voraus, dass der Automat A schlank ist, so ist auch 7’ schlank.
Fiir den Fall, dass € im Definitionsbereich von 7 ist, konstruiere ich analog zum
Lemma 4.20 und der darauf folgenden Bemerkung aus 7 einen GA 71 mit:

Dom(7) \ {e} = Dom(7) und |7|(w) = |7 |(w) fiir alle w # ¢

Nach dem Beweis fiir den ersten Fall und erneuter Anwendung des Lemmas 4.20
konstruiere ich aus 7y einen dquivalenten GA m = (Q9, X, {is}, { fo}, E2,0,0), der
eindeutig ist. Der GA 7' := (Qa, 3, {is}, {fa, i3}, E2, A, 0) mit A(i3) = |7|(e) ist

dann ein dquivalenter eindeutiger gewichteter Automat zu 7. O

Ich zeige nun, dass fiir die Klasse der pfadneutral darstellbaren Funktionen die
Bedingung der beschrinkten Variation mit der Eigenschaft, dass eine PR subse-
quentiell ist, gleichbedeutend ist.
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Satz 4.23. Die beiden Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist subsequentiell.
(2) f ist pfadneutral darstellbar und besitzt beschrankte Variation.

Beweis: (1) = (2): Die Funktion f ist subsequentiell, deshalb gibt es einen
subsequentiellen GA, der f berechnet. Jeder subsequentielle GA ist aber auch
pfadneutral. Aulerdem besitzt f nach Lemma 4.14 beschréinkte Variation.

(2) = (1): Da f pfadneutral darstellbar ist, gibt es nach Satz 4.22 einen ein-
deutigen GA, der f berechnet. Jede Funktion mit beschréinkter Variation, die
durch einen eindeutigen gewichteten Automaten realisiert wird, ist aber subse-
quentiell nach dem Korollar 4.16. O

Jeder eindeutige GA ist pfadneutral. In der Abbildung 18 betrachte ich rationa-
le Potenzreihen, die durch gewichtete Automaten berechnet werden. Die Men-
ge Fyy bezeichne diejenigen PRs, welche beschriankte Variation haben, Fj,;, die
subsequentiellen Funktionen, F; diejenigen, welche durch einen eindeutigen GA
berechenbar sind, und £}, die pfadneutral darstellbaren PR. Nach dem Satz 4.22
fallen £}, und Fi;,q zusammen. Es gibt eine pfadneutral darstellbare Funktion,
deren Variation nicht beschrankt ist:

Offensichtlich ist der GA 7 ist pfadneutral. Ich definiere zwei Folgen von Wortern
tiber {a, b, c}:

(u;) = (a’c) , (v;) = (a'b) i:=1,2,3,...

Dann ist d(u;,v;) = 2, aber ||7|(u;) — |7|(v;)| = ¢
also nicht in Fyy .

——~ oc. Die Funktion |7] ist

(2

Ferner gibt es nach den Lemmata 4.7 und 4.8 rationale Potenzreihen aus Fyy,
die nicht eindeutig darstellbar sind. Ich kann nun durch den Satz 4.23 dieses
Diagramm angeben:

Ich mochte untersuchen, fiir welche Klasse von gewichteten Automaten, die subse-
quentielle Funktionen beschreiben, der Algorithmus PSDET wirklich anhélt, also
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Fyy Fei:Fpn

Abbildung 18: Beziehungen zwischen rationalen PR.

der Algorithmus ,,optimal® in dem Sinne arbeitet, dass er fiir determinisierbare
GAs einen subsequentiellen dquivalenten GA angibt. Dazu beweise ich die beiden
ndchsten Sétze und kann dann zeigen, dass F},, eine solche Klasse beschreibt.

Satz 4.24. Sei 7 ein pfadneutraler und schlanker GA mit der Figenschaft, dass
PSDET (7) terminiert. Dann besitzt T die Zwillingseigenschaft.

Beweis: SeiT = (3,Q, I, F,E, )\ p) mit der Zustandsfunktion §. Angenommen,
7 habe nicht die Zwillingseigenschaft. Dann existieren ¢, ¢, € ) sowie u,v € ¥*
und il,’iQ € I mit:

d(i1,u) 3 q1,0(q,v) 21 : 0 ¢ ¢

(g, u) 3 q2,0(qa,v) D qa : ia G2 G2
9((]1,'0, ql) # 0(Q27 v, qZ)

PSDET(7) sei der subsequentielle GA 7" = (X,Q", {¢'}, F', N, p/) mit der Funk-
tion ¢ @ @ x ¥* — IR§® fur die Ausgabe (Bemerkung nach Definition 4.5)
sowie der Zustandsfunktion ¢’. Ich betrachte die gewichteten Zustandsmengen
&' (', uvk), k € IN, welche durch PSDET konstruiert werden (Abbildung 17). Die
Menge &' (7', uv*) enthélt die Tupel (g1, ¢(q1, uv*)) und (ga, ¢(gz, wv*)) (Bemerkung
4.11). Da 7 pfadneutral und schlank ist, gilt dann fiir alle k£ € IN :

c(qr, uwo®) = minge {(J) + 004, u, q1) } + k0(q1, v, q1) — V' (@', uwo®) — N
c(ga, uv®) = minje {A(j) + 0(4,u, g2) } + k0(ga, v, q2) — V' (7', uv®) — X' .

Seien A; und 8y definiert durch:

)\1 = mlnjel{)\(j) + 6(.]7 u, QI)} - mlnjel{)\(j) + 6(.]7 u, (12)}
91 = ‘9((117 v, Q1) - 9((]27 v, Q2)

= Vk € IN : ¢(q1, uv®) — c(go, uv®) = A\; + k0.

Da 6, # 0 ist, sind unendlich viele Zustandsmengen ¢&'(#', uv*), (k € IN) verschie-
den, ein Widerspruch zur Annahme, dass PSDET bei Eingabe von 7 terminiert.
O
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Satz 4.25. Sei 7 ein pfadneutraler und schlanker GA, der eine subsequentielle
Funktion berechnet. Dann besitzt T die Zwillingseigenschaft.

Beweis: Seien ¢q1,q2 € Q11,72 € [ und u,v € ¥* mit:

q1 € 0(i1,u),q2 € 6(iz,u), q1 € 8(q1,v), G2 € §(qa,v) .

Da 7 schlank ist und beschrinkte Variation (Lemma 4.14) besitzt, existieren
w1, Wo € > mit:

f1 € 0(q1,w1) N F und fy € §(go, we) N F

K >0:[VE>0:||7|(wfw) — |7](uow,)| < K].

Da 7 pfadneutral und schlank ist, nehmen alle Pfade, die zwischen zwei Zusténden
das gleiche Wort einlesen, zum Beispiel 7 € ¢; ~> ¢; die gleiche minimale Ausgabe
an, sind also konstant.

|T|(UU wy) = A(i1) +‘9(11au q1) + 0(qu,wi, f1) + k- 0(qu, v, q1) + p(f1)

= k- 0((117 v, q1 ) +

\T|(UU ws) = A(ia) +9(127U q2) + 0(q2, w2, f2) + k- 0(q2,v, g2) + p(f2)
= k-0(q2,v,¢2) + C

—=VE>0:[C; —Co+ k(0(q1,v,q1) — 0(q2,v,q2))| < K

— 0(q1,v,q1) — 0(q2,v,q2) =0
O

Satz 4.26. Sei 7 ein pfadneutraler und schlanker gewichteter Automat. Dann
sind dquivalent:

(1) |7| ist subsequentiell.

(2) PSDET(7) terminiert.

(8) T besitzt die Zwillingseigenschaft.
(4) || hat beschrdankte Variation.

Beweis: (2) = (3): Nach Satz 4.24 folgt aus der Terminierung von PSDET,
angewandt auf einen gewichteten Automaten 7, die Zwillingseigenschaft fiir 7,
falls dieser schlank und pfadneutral ist.

(3) = (2): Fiir jeden GA, der die Zwillingseigenschaft hat, terminiert PSDET
nach dem Lemma 4.13.

(1) & (4): Diese Aquivalenz beschreibt gerade Satz 4.23.

(2) = (1): Falls psDET(7) anhélt berechnet 7 eine subsequentielle Funktion
(Lemma 4.12).

(1) = (3): Hier verwende ich den eben bewiesenen Satz 4.25. O
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Der angegebene Algorithmus arbeitet fiir schlanke GAs, die pfadneutral sind,
bestmdglich in dem Sinne, dass er, wenn die dargestellte Funktion subsequenti-
ell ist, auch wirklich terminiert und einen deterministischen GA angibt, der die
Funktion berechnet.

Im Folgenden werde ich auf die Frage nach der Entscheidbarkeit, ob eine PR
subsequentiell ist, eingehen. Dazu zeige ich, dass es fiir pfadneutrale und schlanke
GAs entscheidbar ist, ob sie die Zwillingseigenschaft besitzen und benétige dazu
ein Lemma von Mohri [15, S. 289, Lemma 1]. Dieses ist eine Eigenschaft gewich-
teter Automaten, verwendet aber in der eigentlichen Aussage sowie im Beweis
lediglich den zugrunde liegenden endlichen Automaten und ist daher ebenso auf
endliche Automaten anwendbar. Ich gebe das allgemeine Resultat an:

Lemma 4.27. (Mohri [15]) Sei A = (Q,%,1,F,d) ein NNEA derart, dass es
Zustinde p,p',q,¢ € Q , ein Wort w € ¥* und Pfade 7 € p~> ¢, ' € p' ~5 ¢
gibt mit der Eigenschaft, dass die Linge von w grifer als |Q|? ist. Dann existieren
Worter uy, us, us € X*, sowie Zustinde z,z" € @, so dass sich die Pfade m und
" wie folgt zerlegen lassen:

Ui u2 u3 / / Ui ;] U2 /U3 /
W=UUU3 , TEP > Z~>Z~>(q, T €D 2~ 2 (.

Dabei ist |us| > 1 und |us| > 1.

Beweis: Sei w = ajay---aj, mit a; € X. Ich betrachte die endliche Folge von
Paaren von Zustinden aus Q%:

(90, 90) (@1, 41)s - 5 (] @Jwy) Mit (0, q5) = (p,p’) und
Git1 = 0(qi, air1) entlang m , gy = (g}, aiy1) entlang 7', i :=0,..., (jw|=1).

Sei j nun die kleinste Zahl mit (g;,q};) = (qx, q;,) fiir ein k& < j. Das Wort u ist
ist der Teil des Pfades 7 von ¢y zu g, das Wort uy der Teil von ¢ zu ¢; und us
der Teil von Zustand g; zu qjy|.

Dann erfiillen z := g;, 2’ := ¢ sowie uy, ug, up die Behauptung des Lemmas,
denn es gilt: 7 < |Q|* < |w], also |ug| > 1 und ugz # €. O

Bemerkung 4.28. Solche ,langen“ Pfade iiber dem gleichen Wort w haben also
Kreise iiber gleiche Teile von w. Das Lemma gibt die Grenze |Q|? an, damit eine
echte Faktorisierung konstruiert werden kann (us # w), was ich im Beweis des
néchsten Satzes verwende.

Satz 4.29. Sei T = (X,Q, I, F,E, )\, p) ein GA mit der Zustandsfunktion &, der
schlank und pfadneutral ist. Dann sind die beiden Aussagen dquivalent:

(1) 1 besitzt die Zwillingseigenschaft.
(2) Es gilt fir alle u,v € X* mit |uv| < 2|Q|? :
{p,a} € 6(1,u),p € (p,v),q € (g, v)] = [6(p,v,p) = 0(q,v,q)].
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Beweis: Ich verfolge den Beweis von Mohri zu seinem Lemma 2 [15, S. 291f.].
Dort wird dieser Satz fiir schlanke und eindeutige GAs bewiesen.

Aus (1) folgt sofort (2), denn wenn 7 die Zwillingseigenschaft hat, dann gilt
(2) insbesondere fiir endlich viele spezielle Werte u bzw. v.
(2) = (1): Es ist zu zeigen:
u,v € X*,p,qg € Qmitp,q € §(1,u),p € (p,v),q € §(q,v) = 0(p,v,p) = 0(q,v,q).
Der Beweis erfolgt per Induktion iiber |uv|. Dazu kann wegen (2) angenommen
werden, dass |uv| > 2|Q|? ist. Dann gilt aber |u| > |Q|* oder |v] > |Q*.

1. Fall: Ju| > |Q|?.
Es gibt Pfade 7,7/, sowie Zustinde i,7' € I, so dass 7 € i ~> p und 7’ € i/ ~5 q.
Der zugrunde liegende Automat von 7 ist ein NNEA. Wir wenden Lemma 4.27
an und erhalten:

* /
Jug, ug,uz € X% |lug| >0, 2,2" € Q, ujusuz = u,

so dass die Pfade 7, 7’ iiber dem gleichen Wort u, Kreise haben:
TEI~d 23 28p, 1 ei b3 8y.
Da |ujusv| < |uv| folgt nach der Induktionsvorausetzung: 6(p, v, p) = 6(q, v, q).
2. Fall: |v| > |Q*.
Seien 7 € p ~> p und @ € g ~> ¢ zwei Pfade mit minimaler Ausgabe, also
entsprechend 6(p, v, p) und 0(q, v, q). Ich wende erneut das Lemma 4.27 an.
= J 1, 09,03 € X% |ug| >0, v3#£ ¢, 2,2 € Q, V10203 = v mit,
TEP>z32-3p, 7 €qg>d37 Gy
Nun gilt aber |uvvs| < |uv| und nach Induktionsvorausetzung somit:
O(p,vivs,p) = 0(q,v1v3,q). Wegen vg # & konnen wir mit |uvivs| < |uv| auf
0(z,v2,2) = 0(Z',vq, 2) schlieBen.
Da 7 pfadneutral und schlank ist, ist die minimale Ausgabe iiber einem Wort
zwischen zwei Zustédnden gleich der Ausgabe eines speziellen Pfades zwischen
diesen Zustdnden zu dem Wort. Also ist

0(p,v,p) = 0(p,v1v3,p) + (2, va, 2)

9(Q7 v, Q) = 6<Q7 U173, Q) + H(Z/’ V2, zl>
und deshalb 0(p,v,p) = 0(q,v,q). O

Die Bedingung (2) des obigen Satzes entspricht endlich vielen Aussagen, die je-
weils entscheidbar sind. Deshalb ist es fiir schlanke und pfadneutrale gewichtete
Automaten entscheidbar, ob sie die Zwillingseigenschaft besitzten. Da nach Satz
4.26 fiir einen schlanken und pfadneutralen GA 7, die Bedingung, dass |7| subse-
quentiell ist, mit der Eigenschaft, dass 7 die Zwillingseigenschaft hat, zusammen
fallt, kann ich auch entscheiden, ob 7 subsequentiell ist:
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Satz 4.30. Gegeben sei ein pfadneutraler gewichteter Automat 7. Es ist ent-
scheidbar, ob T eine subsequentielle Funktion berechnet und ob |T| beschrinkte Va-
riation hat. Falls T zusdtzlich schlank ist, so ist auch entscheidbar, ob PSDET(T)
terminiert und ob T die Zwillingseigenschaft besitzt.

Beweis: Aus dem gewichteten Automaten 7 konnen wir effektiv einen dquivalen-
ten schlanken GA 7' konstruieren, der ebenfalls pfadneutral ist (Bemerkung 4.18).
Nach dem Lemma 4.27 ist es entscheidbar, ob 7’ die Zwillingseigenschaft besitzt.
Die Zwillingseigenschaft von |7| ist fiir die betrachtete Potenzreihe aber durch
Satz 4.26 dquivalent dazu, dass |7| subsequentiell ist, dass PSDET(7’) terminiert
oder, dass |7| beschrankte Variation besitzt. O
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5 Ausblick

Die Gleichungssysteme von Mohri in Abschnitt 3.3 bzw. von Béal/Carton in
3.4 zur Berechnung grofiter gemeinsamer Préfixe (innerhalb einer Komponente
des Komponentengraphen) von Zustidnden eines Automaten stellen Fixpunkt-
Gleichungen dar. Es wurde diskutiert, dass es, wenn es in dem betrachteten
Automaten e-Kreise gibt, mehrere Losungen geben kann, wobei die maximale
Losung (also der ldngste Prifix) gesucht ist. Demnach wird der maximale Fix-
punkt der Gleichungen benétigt. Dieser Ansatz ist sehr einsichtig und simpel.
Fiir die Berechnung des maximalen Fixpunktes einer Gleichung gibt es bereits
viele Verfahren, die dann Anlass zu neuen Konstruktionen des Prifixes eines Au-
tomaten geben.

Ferner ist ein allgemeines Verfahren fiir die Konstruktion des minimalen se-
quentiellen Transducers zu einer sequentiellen Funktion gesucht. Dabei sind die
Vermutungen 3.23 am Ende des Abschnitts 3.2 und 3.33 in 3.5.1 zu beachten.

In Kapitel 4 habe ich gezeigt, dass es fiir pfadneutrale und schlanke gewichtete
Automaten entscheidbar ist, ob sie eine subsequentielle Funktion berechnen. Eine
pfadneutral darstellbare Funktionen ist genau dann subsequentiell, wenn sie be-
schrinkten Variation besitzt. Es wire interessant die definierte Klasse von Funk-
tionen so zu vergroBern (oder sogar zu maximieren), dass einige der aufgefiithrten
Eigenschaften noch immer gelten. Auflerdem sind Resultate von Kapitel 4 auf
andere Semiringe verallgemeinerbar.
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6 Abkiirzungsverzeichnis

DEA deterministischer endlicher Automat, S. 21

GA gewichteter Automat, S. 49

GS Gleichungssystem, S. 38

ApSST A-p-subsequentieller Transducer, S. 43

ASST A-subsequentieller Transducer, S. 43

AST M-sequentieller Transducer, S. 23

LST links-sequentieller Transducer, S. 11

LSST links-subsequentieller Transducer, S. 13

NEA nichtdeterministischer endlicher Automat, S. 21

NNEA nichtdeterministischer endlicher Automat mit nichtdeterministischer
Initialzustandsmenge, S. 21

PR Potenzreihe, S. 50

pSST p-subsequentieller Transducer, S. 14

SCC strongly connected component (starke Zusammenhangskomponente), S. 37
ST sequentieller Transducer, S. 12

SST subsequentieller Transducer, S. 13
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