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Dieser Kurs ist eine Abspaltung aus dem frither von mir gelesenen Kurz ,, Grundlegende Al-
gorithmen der Computeralgebra“. Dort hatte ich sowohl Algorithmen fiir Zahlen als auch
Algorithmen fiir Polynome betrachtet. Aus Zeitgriinden waren die fortgeschrittenen Poly-
nomalgorithmen, insbesondere die Faktorisierung von Polynomen, sehr kurz weggekommen.

Der erste Teil des fritheren Kurses ist in erweiterter Form Gegenstand der VL ,, Algorithmen
fiir Zahlen und Primzahlen®.

1 Polynome — ihre Darstellung und Arithmetik

Begriffe: Polynomring R[X1, ..., Xn], Koeffizientenbereich R (wollen wir immer als kommu-
tativen Ring mit 1 und in den meisten Féllen als Integritédtsbereich voraussetzen)

Schreibweise x2 fiir das Potenzprodukt X{*x52 ... - X,

Termmonoid T =T (Xg,...,Xn) ={x?: a N}

Dichte und diinne Darstellung

Komplexititsbetrachtungen hingen vom Kostenmodell fiir den Grundbereich R ab.

Fiir Grundbereiche mit beschrénkter Koeffizientenlinge O(1) wie etwa R = R (float), R =
C (complex) oder R = Zm konnen wir Einheitskosten fiir die arithmetischen Operationen
ansetzen, wihrend fiir Grundbereiche mit unbeschriankter Koeffizientenldnge wie R = @, R =
Z oder R = K[Xg,...,Xp| die Bitlinge der entsprechenden Koeffizienten zu beriicksichtigen
ist.

1.1 Rekursive Darstellung von Polynomen
Als rekursive Darstellung eines Polynoms
f(X1,...,Xn) R =K[X1,...,Xn] =K[X1,...,Xn_1][Xn] = R'[Xn]

bezeichnet man eine solche Darstellung, die f als Polynom in X, mit Koeffizienten aus R’ =
K[X1,...,Xn_1] betrachtet.

Beispiel: Volles symmetrisches Polynom vom Grad 3 in X3, ...,Xs (MUPAD)

h:=proc(d,vars) local u;
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begin
if d=0 then 1
elif nops(vars)=1 then op(vars,1)”d
else u:=[op(vars,i)$i=2. .nops(vars)];
expand (h(d,u)+op(vars,1)*h(d-1,vars))
end_if
end_proc;

UPx1:=Dom: :UnivariatePolynomial (x1,Dom: : Integer) ;
UPx2:=Dom: :UnivariatePolynomial (x2,UPx1);
UPx3:=Dom: :UnivariatePolynomial (x3,UPx2) ;
UPx4:=Dom: :UnivariatePolynomial (x4,UPx3);

vars:=[x1,x2,x3,x4];
uhu:=h(3,vars);
UPx4 (uhu) ;

X3+ (Xa + X2+ X1) X5 + (X3 + (X2 + X1) X3 + (B + X1 X2 +X3)) Xa

+ (33 + (X2 +X1) X5 + (X5 + X1 X2 + X2) X3+ (X3 + X1 X3 + X X2 + X3))

Polynomgrofle wird bestimmt durch 2 Parameter: Gradschranke dn(f) = deg(f, Xn) und Ko-
effizentengroBe b(F), die sich rekursiv aus Gradschranken d;(f), i < n und der Grole t(f) der
, Grundkoeffizienten“ aus k ergibt.

Wir sprechen von der Gradschranke d = (dy,...,dn), wenn dj(F) < d;,i =1,...,n, gilt.

Die Bitgrofle eines solchen Polynoms entspricht etwa der Summe der Bitgréfien der einzelnen
Koeffizienten und liegt fiir dichte Polynome in der Ordnung O(t-d; - ... - dp), wobei t die
durchschnittliche Bitgrofie eines Koeffizienten angibt.

1.2 Distributive Darstellung

Als distributive Darstellung bezeichnet man die Darstellung eines Polynoms f R als ge-
ordnete Kollektion (etwa als Feld oder Liste) von (Koeffizient-Term)-Paaren mit Koeffizenten
aus k und Termen aus T.

Reihenfolge der Terme geht von einer Termordnung aus. Das ist eine irreflexive, lineare,
transitive Relation zwischen den Termen aus T, die zusétzlich monoton ist, d.h. fiir die

mi, mz,m (Mg <mg m-mp<m-mp)

gilt.
Beispiel: Volles symmetrisches Polynom vom Grad 5 in X1, X2, X3, X4, siehe oben, bzgl. der
rein lexikographischen Termordnung zu (X3 > X2 > X3 > X4) geordnet.

hs (X1, X2, X3, X4) =

5 4 4 4 3y.2 3 3 3y.2 3
X174+ X717 X2+ X177 X3+ X1 Xg+X17 X2® +X17 Xo X3 +X17 Xo Xg+X1” X3 +X1° X3 X4+
X13 X42 + X12 X23 + X]_2 X22 X3+ X12 X22 X4 + X]_2 X2 X32 + X12 X2 X3 X4 + X12 X2 X42 +
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X12 X33+ X12 X32 X4 +X12 X3 Xa24X12 X423 4X1 X2 4X1 X2° X3+X1 X023 X4 +X1 X% X32+

X1 X2? X3 Xa+X1 X22 X% +X1 X2 X33 +X1 X2 X3 Xa+X1 X2 X3 Xa?+X1 X X3 +X1 X3*+
X1 X33 Xa+X1 X32 X42+X1 X3 X43+X1 X44+X25+X24 X3 +X24 X4—|—X23 X32—|-X23 X3 Xg+
X2° X2 +X2% X33 4 %22 X32 X4 +X22 X3 X4? +X2% X434+ X2 X3* +X2 X33 Xg+X2 X3% X4? +
X2 X3 X43 + X2 X44 + X35 + X34 X4 + X33 X42 + X32 X43 + X3 X44 + X45

Auch in diesem Fall kénnen wir die Polynome betrachten, deren Terme durch eine Grad-
schranke d = (dy,...,dn) und deren Koeffizienten-Bitgréfie durch eine Schranke t begrenzt
sind. Fiir die Algorithmen dieser Vorlesung wird ausschlieflich die rekursive Darstellung von
Polynomen eine Rolle spielen.

1.3 Komplexititsbetrachtungen

Ein Polynom f mit der Gradschranke d hat héchstens D = D(f) =dj - ... - dn Terme, also
selbst eine maximale Bitlinge L(f) = t- D. Das gilt sowohl fiir die rekursive als auch die
distributive Darstellung.

Komplexitéit wollen wir deshalb in folgendem Ansatz betrachten. Wir gehen aus von einem
Polynomring R = A[X] und Polynomen f R mit deg(f) < d, wobei A selbst wieder ein
kommutativer Ring mit Fins und in den meisten Anwendungsfillen ein Integritéitsbereich ist,
also nullteilerfrei. In diesem Fall kénnen wir den Quotientenkérper K = Q(A) bilden und
f A[X] auch als Polynom im Euklidschen Ring K[X] betrachten. Dies wird von Fall zu Fall
genauer anzumerken sein. Wir gehen davon aus, dass in A neben effektiven Ringoperationen
+ und  ein boolesches Priadikat iszero definiert ist, mit dem sich effektiv (mit konstanten
Kosten O(1)) fiir ¢~ A die Frage ¢ = 0 entscheiden lasst.

Diesen Ansatz wenden wir rekursiv auf die Setzung R = Rm, A = Rpn_1, X = Xm, d = dn, fiir
m=1,...,n an, wobei wir Ag = K als den Grundbereich bezeichnen. In den meisten Anwen-
dungen gilt kK {Z, Zm, Q}. Fiir die theoretischen Untersuchungen wollen wir annehmen, dass
k ein Korper und A eine k-Algebra ist. Dies bedeutet, dass A neben der Ringstruktur auch
noch die Struktur eines K-Vektorraums triagt. Die entsprechenden Vektorraum-Operationen
(Addition, k-skalare Vervielfachung) sind sowohl in der rekursiven als auch der distributiven
Darstellung der Polynome besonders einfach auszufiihren.

Ein Polynom f A[x]|, f =0 hat eine eindeutige Darstellung
f:Cp'Xp+Cp_1'Xp_l+"'+Co

mit den Koeffizienten ¢; A, wenn deren Darstellung eindeutig ist. Diese Eigenschaft der
eindeutigen Darstellung vererbt sich von K auf die Polynomringe Ry, ...Rp und wird als ka-
nonische rekursive Darstellung des Polynoms f bezeichnet. Wir wollen insbesondere davon
ausgehen, dass die Algorithmen Polynome in dieser kanonischen Darstellung zuriickliefern,
womit die Frage der Existenz eines effektiven Pradikats iszero auf die Existenz eines solchen
Pradikats im Grundbereich k reduziert ist. Fiir die Grundbereiche k  {Z, Zm, Q} existieren
kanonische Darstellungen der Elemente, insbesondere auch des Nullelements (iiber @ ist dies
etwa die Darstellung %) Fiir allgemeinere Grundbereiche kann der Nulltest deutlich schwie-
riger sein bis hin zur algorithmischen Unentscheidbarkeit.

p = max (K : ¢x = 0) bezeichnet man als den Grad p = deg(f) des Polynoms f = 0, ¢, als
dessen Leitkoeffizienten. Grad und Leitkoeffizient des Nullpolynoms sind unbestimmt.
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Fiir ein Polynom f R = A[X] vom Grad deg(f) < d erhalten wir die Bitlinge Lr(f) <

La(f) - d, wobei LaA(F) die (je nach Komplexitéitsmodell maximale bzw. durchschnittliche)
Bitlinge der Koeffizienten von T angibt.

La(t;d) = O(td) gibt dann eine Schranke an fiir die Bitlinge von Polynomen
f  A[X] mit deg(f) <d, La(f) <t. Wir bezeichnen diese Klasse von Polynomen

mit Ca(t;d).
Fir £ K[X1,...,%Xn], ¥ =0 mit der distributiben Darstellung f = " cqx® bezeichnen wir
den maximalen Grad pj = degj(f) = max (Qj : Cq = 0) der Variablen Xj, welche in einem

Term von f vorkommt, als Xj-Grad.

Im rekursiven Ansatz R = Rp, A = Rp_1 betrachten wir die Klasse der Polynome f
K[X1,...,Xn], welche durch das Tupel (t;di,...,dn) charakterisiert wird, wobei t fiir eine
Schranke der Bitlinge der Koeffizienten aus dem Grundbereich steht und dij > deg;(f) gilt.
Wir bezeichnen diese Klasse von Polynomen mit Cy(t;dy,...,dn).

Aus obiger Formel erhalten wir rekursiv

als Schranke fiir die Bitlinge von Polynomen ¥  Cy(t;d1,...,dn).

Wir wollen eine Langenfunktion | auf A als additiv bezeichnen, wenn I(a;-az)  1(a1)+1(az) fiir
a;, a2 A gilt. Die Bitldnge auf A = Z sowie der Gradvektor d(f) = (deg;(f),i=1,...,n)
auf A = K[X1, ..., Xn] sind solche additiven Langenfunktionen.

Fiir die Komplexitit der Addition zweier Polynome f,g Ca(t;d) ergibt sich
Cr(t;d)<Cx(t)-d
und rekursiv fiir f,g  Cx(t;dy,...,dn)
Cr(tidy,...,dn) < Cg(t)-(d1-...-dn)
sowie fiir die (klassische) Multiplikation zweier Polynome f,g Ca(t;d)
Cx(t;d) < CA(t) - d?
und rekursiv fiir f,g  Cg(t;dy,...,dn)
Ch(t;dy,...,dn) < CE(Y) - (d2 ... d2)

Fiir Grundbereiche mit beschrinkter Elementlinge t O(1) und damit konstanten Kosten
fiir die Arithmetik erhalten wir daraus

Ci(1;dg,...,dn)  (d1-...-dn)?

wéhrend fiir den Grundbereich Z und Koeffizienten mit einer Bitldnge kleiner als t fiir die
Kosten der klassischen Verfahren C. (t) tund CJ(t) 2 gilt, so dass sich insgesamt

Ca(tdi,...,dn) t-dg-...-dn
Ch(t:di,...,dn) t2-(dp-...-dn)?

ergibt. Wir konnen auf dieser Basis die auch durch vielfdltige Erfahrungen mit konkreten
Rechnungen bestétigte Regel formulieren:
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Der Aufwandszuwachs beim Ubergang von einem Koeffizientenbereich mit kon-
stanten Arithmetikkosten (float oder modular) zum Koeffizientenbereich Z kann
mit dem Aufwandszuwachs bei der Vergréfierung der Anzahl der Variablen um 1
gleichgesetzt werden.

1.4 Schnelle Multiplikationsverfahren
Multiplizieren und Quadrieren

Bei den bisherigen Komplexitétsbetrachtungen fiir die Multiplikation haben wir das klassische
Verfahren der termweisen Multiplikation zu Grunde gelegt. Die Aussagen lassen sich unmit-
telbar verfeinern, wenn die Faktoren verschiedenen Komplexitiitsklassen £  Ca(t;d), g
Ca(t';d") angehoren.

Wir wollen nun schnellere Multiplikationsverfahren fiir Polynome f, g aus derselben Komple-
xitétsklasse Ca(t;d) kennenlernen.

Dieser Fall ist etwa fiir die Berechnung von 2 interessant. In der Tat stellt sich heraus, dass
jedes schnelle Verfahren zum Quadrieren zu einem schnellen Verfahren der Multiplikation
fithrt und umgekehrt. In der Tat, ist M (t;d) = C,(t;d) eine Schranke fiir das Multiplizieren
in der Klasse Ca(t;d) und Q(t;d) = Cg(t; d) eine Schranke fiir das Quadrieren, so gilt einer-
seits Q(t;d) < M(t;d), da Quadrieren durch einfaches Multiplizieren besorgt werden kann,
andererseits aber auch M (t;d) < 3 - Q(t;d), denn das Produkt f - g kann aus

(f+g)?=F+2fg+¢° 2fg = (f+9)>—F2—g?

durch drei Quadratberechnungen (und einige Additionen) in der Klasse Ca(t;d) (beachten Sie
f,g Ca(t;d) f+9g Ca(t;d)) berechnet werden.

Satz 1 Quadrieren und Multiplizieren ,gleichgroffer“ Polynome sind zueinander dquivalente
algorithmische Aufgaben.

Nichtskalare Komplexitét

Wir sehen an diesem Beispiel zugleich, dass es bei der Untersuchung der Gleichwertigkeit von
Verfahren oftmals nicht auf die Zahl der zusétzlich erforderlichen Additionen in R = A[X]
oder A ankommt, da diese Operationen vergleichsweise ,,billig“ sind. Die Summe der Poly-
nome T, R wird durch termweise Addition der Koeffizienten berechnet und liegt damit
im K-Vektorraum, der von den Elementen T, g in der k-Algebra R aufgespannt wird. Rechen-
schritte, die sich durch solche k-linearen Kombinationen darstellen lassen, bezeichnen wir als
skalare Operationen. Als nichtskalare Komplexitdt bezeichnet man jede Aufwandsrechnung, in
welcher skalare Operationen nicht, sondern im Wesentlichen nur die ausgefiihrten Multiplika-
tionen in A gezihlt werden. Derartige Aussagen sind insbesondere dann interessant, wenn die
auszufithrenden Multiplikationen in A durch eine uniforme Komplexitatsschranke begrenzt
sind, sich eine Schranke fiir die die Gesamtkomplexitét also als Produkt aus dieser Schranke
und der Zahl der auszufithrenden Multiplikationen in A ergibt.

Wie oben hergeleitet unterscheiden sich die nichtskalaren Komplexitdten der Multiplikation
und des Quadrierens in der Klasse Ca(t;d) hochstens um den Faktor 3.
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Schnelles Quadrieren

Das Quadrat eines Polynoms f R = A[X] vom Grad deg(f) < d = 2| kann bereits durch
drei Multiplikationen von Polynomen vom Grad < | ausgefiihrt werden. Wir zerlegen dazu
f =f; - x' + f, mit deg(Fy), deg(f2) < | und berechnen

2
£2 = (fl-x'+f2) — 2.2 1 2F Fy - X! 4 F2

Es gilt also Q(t;21) = 3 - Q(t;1) plus skalare Operationen, denn das Ergebnis lisst sich aus
den Teilergebnissen 2, f; f, und 2 durch Gradshifts und Additionen berechnen.

Ist A = K ein Korper mit Einheitskostenarithmetik, setzen wir Q(1;d) = Q(d) fiir die Kosten
des Quadrierens eines Polynoms f  K[X] vom Grad deg(f) < d und wéhlen m so, dass
2M-1 < d < 2™ gilt, so erhalten wir

Q) =QE2M=3-Q(2™ ) =32.Q (2™ ?) = =3M g

log3) \ M 1og(3) log(3)
— [ 2100 Ok = (Qm)log(Z) Ok dTe@

mit g O(1) als Kosten des Quadrierens in K.

Wir haben damit die folgende Aussage bewiesen:

Satz 2 Zum Quadrieren eines Polynoms f  K[X] vom Grad deg(f) < d werden maximal

O (dY) Multiplikationen benditigt. Hier ist 0 = :gg% = 1.58 < 2.

Die Komplexitit des Quadrierens iiber einem Korper K mit Einheitskostenarithmetik ist also
hichstens von der Ordnung O (d9).

Die Karatsuba-Multiplikation

Zusammen mit obiger Aquivalenz von Multiplizieren und Quadrieren lisst sich diese Idee
unmittelbar auf die Berechnung beliebiger Produkte von Polynomen f,g  k[X]| mit gleicher
Grad deg(f), deg(g) < d tibertragen. Dieser Algorithmus wird als Karatsuba-Multiplikation
bezeichnet.

Idee: Sind f,g R = K[X] Polynome mit deg(f), deg(g) < d = 21, so zerlegen wir sie in
f=fi-xX+f, g=0 X+
mit Polynomen f1, f2, g1, g2 R vom Grad kleiner | und erhalten
fog=(Fig0)x® + (Fig2 + F201) X' + (F202) (K.1)

Die drei Klammerausdriicke kann man mit drei Multiplikationen von Polynomen vom Grad
kleiner | berechnen wegen

(F102+T201) = (F1+02) (FL+02) —F101 —F202. (K.2)

Die zusétzlichen Additionen sind von linearer Komplexitdt im Grad, also deutlich billiger.
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Komplexitéit: Bezeichnet Ckaratsupa(l) die Laufzeit fiir die Multiplikation zweier Polynome
vom Grad < | mit dem Karatsuba-Verfahren, so gilt

CKaratsuba(2 |) =3 CKaratsuba(l),

wenn man nur die Multiplikationen beriicksichtigt (nichtskalare Komplexitét) und

CKaratsuba(2 I) =3 CKaratsuba(I) +8 I’

wenn auch die Additionen! beriicksichtigt werden. In beiden Fillen erhilt man wie oben

CKaratsuba(d) =0 (da) :

Allerdings wird dieses Verfahren in der Praxis selten angewendet, weil man es dort iiberwie-
gend mit diinnen Polynomen verschiedener Grade zu tun hat.

Die schnelle Fourier-Transformation

Von theoretischem Interesse ist ein noch schnelleres Verfahren zur Multiplikation von zwei
Polynomen a = ) ajx',b = > bix' A[X] vom Grad deg(a), deg(b) < d, das mit O(dlog(d))
Operationen aus A auskommt.

Die grundlegende Idee dieses Verfahrens besteht darin, die Polynome an gentigend vielen
Werten A A zu evaluieren und aus diesen Werten ¢ = a-b durch Interpolation zu gewinnen.

Satz 3 Ist A ein Korper, so gibt es genau ein Polynom f(X)  A[X] vom Grad deg(f) < d, so

dass fiir vorgegebene voneinander verschiedene Argumente Ag, ..., Aq A und Funktionswerte
ho,...,hg A die Beziehung T (Ai) = h; gilt.

Beweis: Dieses Polynom kann iiber die Lagrange-Interpolationsformel
n

X — Aj
f=c d Cu_ d-1 Cn — J - hs
a X4+ cqoxd e ; j];[i)\i_)\j i

berechnet werden. [
Bemerkung: Die Formel bleibt giiltig, wenn A ein Ring und Ag,...,Aq K aus einem
Teilkorper K A gewéhlt sind.

Die Lagrange-Formel liefert das Polynom F nicht in seiner Normalform zuriick, so dass die
Frage steht, diese Normalform zu berechnen. Wir kénnen diese Frage allgemein — ohne Riick-
griff auf die Interpolationsformel — beantworten, denn es handelt sich um ein Problem der

linearen Algebra. Zwischen dem Vektor der Koeffizienten ¢ = (Co C1 ... Cd) und dem
Vektor der Funktionswerte h = (hg hy ... hq) besteht der Zusammenhang

ho 1 A 7\% C 7\8 Co

hl 1 )\1 )\% - )\(1j C1

hg 1 Ag 7\3 . 7\3 Cd

1Zwei Additionen in Cr(l), zwei Additionen in C,(21) in (K.2) sowie Additionen in Uberlappungsbereichen
der Lange 21 in (K.1).
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wobei die Ubergangsmatrix U= ()\JI )ogi,j <d eine van der Mondesche Matrix und damit nicht-
singuldr ist. Um den Koeffizientenvektor ¢ und damit die kanonische Darstellung von T aus
dem Vektor der Funktionswerte h zu berechnen, muss also nur U1 bestimmt und anschlie-
Bend ¢ = U1 . h berechnet werden. Die Berechnung von U1 ist iiberdies nur einmal pro
Stiitzstellen- Argumente-Tupel erforderlich.

Sind die Stiitzstellen Ag, . .., Ag aus einem Teilkérper K A gewéhlt, so gilt U GL(d+1, K)
und U~ kann iiber K bestimmt werden. Die Elemente Cj A ergeben sich dann als K-lineare
Kombinationen der Elemente hj  A. Dies kann interessant sein, wenn die Arithmetikkosten
in K deutlich geringer sind als die Arithmetikkosten in A, etwa im Fall A = K[X1, ..., Xn_1]
fir K = k.

Wir wollen nun das Produkt ¢ = a- b der Polynome a,b  A[X] vom Grad deg(a), deg(b) <d
bestimmen, indem wir a, b an geniigend vielen Werten A A evaluieren und aus diesen Werten
¢ = a- b durch Interpolation gewinnen.

Fiir ein solches A A gilt

e\ = oA = (Z ai)\i> (Z bj)\j) — a(\) - b(A).

Jeder Wert c(A) kann also durch eine einzige Multiplikation berechnet werden, wenn die
Funktionswerte a(A) und b(A) berechnet sind.

Unabhéingige Berechnungen der a(A) nach dem Hornerschema benétigen d Multiplikationen
pro Argument A, also d? Multiplikationen, wenn die Argumente Aj unabhiingig voneinander
gewahlt werden. Damit haben wir allein durch diese vorbereitenden Kosten die Kosten der
klassischen Multiplikation zweier Polynome erreicht und nichts gewonnen.

Fiir ein effizientes Multiplikationsverfahren kénnen wir jedoch im bisher besprochenen Ansatz
noch die Nullstellen Aj genauer festlegen. Es stellt sich heraus, dass zur Multiplikation von
Polynomen bis zum Grad d dafiir N-te Einheitswurzeln mit N > 2d besonders gut geeignet
sind.

Betrachten wir zunéchst den Fall A = C und wéhlen @  C als eine solche primitive N-te
Einheitswurzel. Fiir eine solche Einheitwurzel gilt der folgende

Lemma 1 (Kiirzungssatz)

Nzles_ 0 firs=0 (modN)
i=0 N firs=0 (modN)

(Beweis eines allgemeineren Resultats spéter)
Die Abbildung

Dn: Cx]— €N viaf - (F(@'),i=0,...,N—1)

ist ein Algebra-Homomorphismus, wenn man die rechte Seite mit der komponentenweisen
Algebrastruktur versieht. Der Kern besteht aus all denjenigen Polynomen f(x), die @',i =
0,...,N—1, als Nullstellen besitzen, also Vielfache von xN —1 sind. Nach dem Isomorphiesatz
ist also die Abbildung

Dn: S=Cx/(xN—-1)— cN
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ein Algebra-Isomorphismus von S in die Algebra der Vektoren der Grofle N, in der Multipli-
kation mit O(N) Operationen ausfiihrbar ist.

Der Faktorring S, der aus C[x] durch Anwendung der zusitzlichen Reduktionsregel XN - 1
entsteht, ist eine endlichdimensionale A-Algebra, wobei das Produkt zweier Polynome jeweils
vom Grad d wegen 2d < N von einer solchen Reduktion nicht betroffen wird. Wir kénnen
das gesuchte Produkt also auch in S ausrechnen.

Fiir zwei Polynome a,b S, die jeweils durch ihre Koeffizientenvektoren gegeben sind, kann
man dieses Produkt also als

a-b=Dg'(Dn(a) - Dn(b))

berechnen. Die lineare Abbildung Dy, die (zyklische) diskrete Fouriertransformation, wird
dabei durch Multiplikation mit einer N-reihigen Matrix

DF TN (@) = (0T)o<ij<n

beschrieben. Es stellt sich heraus, dass man ein solches Produkt fiir diese spezielle Matrix
besondes effizient berechnen kann: Fiir N = 2M und a(x) = > 5<j<n 8j X gilt

awh= Y ael=| Y &)l |+e'| Y aya(e)!

0<j<N 0<j<M 0<j<M

und somit (mit oM = —1)

DFTN(w)-a= (DFTM (0%) Av DFTw (%) > . <ga> |

DFTm (0)2) —Am DFTm ((Jt) ) Ua

Dabei ist
Awm = diag(1,w,w?,..., oM 1)

eine M xM-Diagonalmatrix (der Twist-Faktoren), ga = (@i)i=0 (mod 2) der Vektor der Kompo-
nenten mit geradem Index und Ua = (@j)i=1 (mod 2) der mit ungeradem Index. Um DF Ty (w)-a
zu berechnen geniigt es also, G := DF Ty (0?) - ga, U := DF T\ (0?) - Ug und T := Ap - U zu
berechnen. Dieser Ansatz wird allgemein als die schnelle Fouriertransformation bezeichnet.
Eine Laufzeitanalyse ergibt ndmlich das folgende Ergebnis: Bezeichnet T(N) die arithmeti-
schen Kosten zur Berechnung von DF Ty (w) - @, so erhalten wir die Rekursionsformel

T2M)=<2T(M)+3M —1
und damit T(N) < 1.5N log,(N)—N +1 = O(N log(N)). Da die inverse Matrix (nachrech-
nen!)

1 . 1
DFTn(w) ™t = @ Mo<ijon = 1 DF Ty (@™

bis auf einen skalaren Faktor ebenfalls eine DFT-Matrix ist, kann man die inverse Fourier-
transformation mit derselben Geschwindigkeit berechnen. Wir haben damit den folgenden
Satz bewiesen
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Satz 4 Das Produkt zweier Polynome vom Grad d mit komplexen Koeffizienten kann mit
O(d log(d)) arithmetischen Operationen berechnet werden.

Dieser Satz ist vor allem fiir numerische Anwendungen interessant, setzt er doch voraus,
dass man mit komplexen Zahlen in Einheitskosten rechnen kann. Dies ist in einer exakten
Arithmetik nicht moglich. Allerdings beruht der Ansatz im Wesentlichen allein auf der Eigen-
schaft, dass ® K eine N-te Einheitswurzel ist. Solche Elemente finden sich auch in anderen
algebraischen Strukturen, in denen eine exakte Arithmetik existiert.

Definition 1 Sei N eine positive Zahl. Ein Element & A heifit N-te Hauptwurzel, wenn
wN =1 gilt und 1 — ¥ fiir alle 0 < k < N Nichtnullteiler in A ist.

Insbesondere ist dann @ eine primitive N-te Einheitswurzel, d.h. oK = 1 fiir 0 < k < N. Fiir
einen Korper fallen diese beiden Begriffe zusammen.

Lemma 2 (Verallgemeinerter Kiirzungssatz)
Fir eine N-te Hauptwurzel @ gilt

N-1

: N N |m
Zw'”‘={ wenn N )
i=0

0 sonst

sowie fir die Ideale in A[X] (was nicht unbedingt ein Hauptidealring sein muss)

N-1 N-1
N Id(X—wi):Id<H(X—wi)> (2)

und damit auch
N-1

(X —w')=XxN-1 (3)
i=0
Beweis:
(1) Multipliziere mit (1 —w™).
(2) Zeige mit Induktion nach j

hld(x—wi) Id (ﬁ(x—d))

i=0
Setze dazu in )
j-1 ) )
a(X) [ (X —w") =b(X) - (X =)
X = @ und verwende, dass 1 —®' und w (als Einheit) Nichtnullteiler sind, um zu sehen, dass
o Nullstelle von a(X) ist.
(3) XN — 1 liegt im Idealdurchschnitt, ist also ein Vielfaches der LHS. [

Satz 5 Sei N N so gewdihlt, dass N - 1o A eine Finheit in der kommutativen K-Algebra
A ist, und sei w A eine N-te Hauptwurzel. Dann ist

@:AX]— AV via f - (F(0'))o<ien
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ein surjektiver Algebra-Homomorphismus mit dem Kern 1d(XN — 1). Den induzierten A-
Algebraisomorphismus

Dn : AX])/1d(XN —1) — AN
bezeichnet man als die zu w gehirende diskrete Fourier-Transformation (DFT). In Bezug auf
die kanonischen Basen wird diese lineare Transformation beschrieben durch die Matrix

DF TN (@) := (0P%)o<pg<n  GI(N, A).

Die inverse Transformation wird durch die Matriz
1
DFTn(0) ™t = N PF T O

gegeben. Fiir N = 2" gibt es dariiber hinaus einen rekursiven Algorithmus, die schnelle
Fourier-Transformation (FFT), der DF Ty () - @ fiir einen beliebigen Eingabevektor a AN
mit mazimal 1.5N log,(N) — N + 1 Additionen von Elementen aus A oder Multiplikationen
mit Potenzen von W berechnet.

Beweis: @ ist offensichtlich ein Morphismus mit dem Kern

Kerg= () 1d(X—w')=1dXN-1)

0<i<N

nach obigem Lemma. Der oben analysierte Algorithmus berechnet dann auch im allgemeinen
Fall die genannten Produkte. [

Damit ist auch die folgende Verallgemeinerung obigen Satzes iiber die totale Komplexitét der
Multiplikation zweier Polynome iiber einem allgemeinen Koeffizientenbereich richtig:

Satz 6 Sei N die kleinste Zweierpotenz grofier als n und A eine kommutative Algebra tiber
einem Korper K mit char(k) = 2. Wenn A eine N-te Hauptwurzel w enthdlt, so kann man
das Produkt zweier Polynome a,b  A[X] mit deg(ab) = n mit O(n log(n)) arithmetischen
Operationen berechnen.

Ist | eine additive Lingenfunktion auf A und gilt La(a),La(b) < t, so liegt die Berechnung
von a,b  A[X] mit deg(ab) = n in der Komplezititsklasse O (n log(n) - Cx(t) +n- CA(t)),
wobei C;(t) die Kosten einer skalaren Operation auf Elementen von A der Linge t angibt.

Der letzte Teil des Satzes ergibt sich, weil die N-te Hauptwurzel ® in den Rechnungen fixiert
ist, deren Linge also mit O(1) in die Komplexititsberechnung eingeht.

Im Fall char(k) = 2 kann man eine dreireihige Fouriertransformation mit dem Ansatz N =
3M verwenden und hat auf dieser Basis ebenfalls eine Polynom-Multiplikation mit O(n log(n))
Operationen.

2 Algorithmen der linearen Algebra iiber einem Polynomring

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir allgemeiner Fragestellungen der linearen Algebra iiber
einem arithmetischen Grundbereich R betrachten wie etwa die Berechnung von Rang, Deter-
minante oder der Inversen einer quadratischen Matrix oder das Losen linearer Gleichungssys-
teme. Algorithmische Verfahren fiir all diese Aufgaben lassen sich auf den Gauflalgorithmus
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zuriick fithren, wie aus dem Grundkurs Algebra bekannt ist. Diese Verfahren sind zugleich oft
die effizientesten Verfahren zur Losung der genannten Aufgaben.

Entsprechende Komplexitétsbetrachtungen hiangen vom Kostenmodell fiir den Grundbereich
R ab. Fiir R = R oder R = Z kénnen wir Einheitskosten fiir die arithmetischen Operationen
ansetzen, wahrend fiir R = Q, R = Z oder R = K[X, ..., Xp] die Bitlinge der entsprechenden
Koeffizienten zu beriicksichtigen ist.

2.1 Der Gauflalgorithmus unter Einheitskostenarithmetik

Erinnern wir uns, wie Matrizen Schritt fiir Schritt mit Hilfe von Pivotelementen auf Dreiecks-
form gebracht werden. Sei dazu M eine zuféllige vierreihige Matrix, die wir mit MuPAD und
folgender Funktion erzeugen:

export(linalg):

randmat :=proc(n,m,D) // n=size m=magnitude
local r;
begin
r:=random(m) ;
Dom: :Matrix (D) (n,n, (i,j)->r());
end_proc;

M4 :=randmat (4,10°2,Dom: :Float) ;

41.0 56.0 95.0 23.0
24.0 93.0 19.0 26.0
50.0 6.0 70.0 35.0
5.0 16.0 36.0 66.0

Eine allgemeine Prozedur fiir Schritt i in diesem Verfahren hat folgende Gestalt:

rstep:=proc(A,i) local n,j,k;
begin
n:=nrows (4);
for k from i+1 to n do A[i,k]:=A[i,k]/A[i,i] end;
Ali,i]:=1;
for j from i+l to n do
for k¥ from i+1 to n do
Alj,k]:=A[j,k]1-A[1,k]I*A[j,1i]
end
end;
for j from i+l to n do A[j,i]:=0 end;
A
end;

Ein erster Triangulierungsschritt auf obiger Matrix liefert

M41:=rstep(M4,1);
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1 1.365853659  2.317073171  0.5609756098
0 60.21951218 —36.60975610 12.53658536
0 —62.29268295 —45.8536586  6.95121951

0 9.170731705  24.41463414  63.19512195

Wollen wir die Matrix M vollstédndig triangulieren, so miissen wir diese Triangulierungsschritte
fiiri =1,...,n ausfiihren.

rtriang:=proc(A4) local i;

begin
for i from 1 to nrows(A) do A:=rstep(A,i) end;
A;

end;

Abzidhlen zeigt, dass im Schritt i genau (n —1i)(n — i+ 1) Multiplikationen oder Divisionen
auszufiithren sind, insgesamt also

Z(n—i)(n—iJrl):n;—g

i=1

Multiplikationen.

Satz 7 Der Gaufalgorithmus bendtigt auf einer N-reihigen Matriz O(n3) Multiplikationen
oder Divisionen, um die Matrix zu triangulieren.

Der Gauflalgorithmus ist bei Einheitskostenarithmetik auch ein gutes Verfahren zur Determi-
nantenberechnung, wenn man sich die verwendeten Pivotelemente in geeigneter Weise merkt:

rdet:=proc(A) local i,d,n;

begin
d:=1; n:=nrows(A);
for i from 1 to n do d:=d*A[i,i]; A:=rstep(A,i) end;
d;

end;

rdet(M); det(M);

—14143595.0

Auf dhnliche Weise kann man die Inverse einer Matrix bzw. deren Rang bestimmen.

Satz 8 Uber einem Grundbereich mit Einheitskostenarithmetik lassen sich die wichtigsten
Fragestellungen der linearen Algebra fiir eine quadratische n-reihige Matriz A (insbesondere
Berechnung der Determinante und der Inversen) mit O(n%) Multiplikationen oder Divisionen
losen.



Prof. Grabe: Algorithmen fiir Polynome — Vorlesungsnotizen 14

2.2 Der Gauflalgorithmus iiber den rationalen Zahlen

Experimente mit zufélligen Matrizen und obiger Prozedur rtriang zeigen ein relativ unan-
genehmes Koeffizientenwachstum, d.h. der Rechenaufwand wird zum Ende des Algorithmus
immer groffer. Was kann man iiber dieses Wachstum aussagen?

Kostenabschétzung, wenn sich bei den rationalen Operationen nichts wegkiirzt: In jedem
Schritt verdoppelt sich die Bitldnge der entsprechenden Zahlen. Gesamtaufwand (klassische
Multiplikation) damit von der Grofle

n—1
Y (n=k)?K M) = AT 205
= 27 3 9 27)"

also exponentiell in der Anzahl der Zeilen der Matrix.

Diese Aussage ist unter der Annahme getroffen, dass sich unterwegs keine gemeinsamen Fak-
toren herauskiirzen lassen. Schauen wir auf das Wachstum in realen Beispielen, so vermuten
wir allerdings, dass dies geschehen kann.

M4 :=randmat(4,10°5,Dom: :Rational);
rtriang(M4);

Wir sehen, dass nach entsprechender Simplifikation der Grad von Zihler und Nenner der
entsprechenden rationalen Ausdriicke im Gegensatz zu obiger Uberlegung offensichtlich nur
linear wachst.

M9:=randmat(9,10°2,Dom: :Rational) ;
M91:=rtriang(M9);
map (M91,x->length(numer (x))) ;

122 212 2 2 2
01443 44 4 3
00155 45 4 5
0oo0o01877T 7 7
0000188 8 8
000 0O0T19 10 10
000 0O0O0OT1 12 12
000 0O0OO0OO0O 1 13
000O0O0OO0OO0OTO0 1

Allerdings ist es schwierig, den zusétzlichen Aufwand fiir die gcd-Berechnung, der sich ja auch
bei der Lénge der Zwischenergebnisse bemerkbar macht, abzuschétzen. Bei genauerer Analyse
stellt sich heraus, dass gewisse gemeinsame Faktoren ,systematisch® entstehen und deshalb
auch ohne Rechnung bestimmt und wieder herausgekiirzt werden kénnen.

Um dieses Phdnomen besser zu verstehen wollen wir zunéchst folgende nennerfreie Version
des Gaufalgorithmus studieren:
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nstep:=proc(A,i) local n,j,k;
begin
n:=nrows (4);
for j from i+l to n do
for k¥ from i+1 to n do
Alj,k]:=A[j,kI=A[1,i1-A[i,k]I*A[j,1i]
end
end;
for j from i+l to n do A[j,i]:=0 end;
A
end;

ntriang:=proc(A) local i;

begin
for i from 1 to nrows(A) do A:=nstep(A,i) end;
A;

end;

Betrachten wir wieder Beispiele mit zufélligen Matrizen, so erkennen wir hier deutlich das
exponentielle Wachstum — von Zeile zu Zeile unterscheiden sich die Lidngen um einen Faktor

2.

M91:=ntriang(M9);
map (M91,length) ;

222 2 2 0 2 2 2
033 4 4 4 4 3 3
oo0ov v 7 17 7 7 6
000 13 13 14 13 13 13
000 0 26 26 26 26 25
000 0 0 50 50 51 51
000 0 O 0 101 101 101
000 0 0O 0 0 201 201
000 0 0 0 O 0 402

Untersuchen wir nun, welche gemeinsamen Faktoren in den einzelnen Zeilen vorkommen:

MI91[1..4,1..6];

40 59 34 10 66 0
0 —451 774 1190 —1834 3880
0 0 3038280 2089160 —3313360 9362480
0 0 0 5689606014400 —6475673758400 11147129593600

1:=[ igcd(M91[k,i] $i=1..nrows(M91)) $k=1..5 ]

[1, 1, 40, 5051200, 276859157245440000 ]

Das erste Pivotelement 40 = 23-5 taucht als gemeinsamer Faktor in der dritten Zeile auf, wel-
che im dritten Umformungsschritt entstanden ist. Natiirlich findet sich dieses Element damit
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auch als gemeinsamer Faktor in immer hoherer Potenz in jedem nachfolgenden Umformungs-
schritt, da in der Uber-Kreuz-Multiplikation ja jeweils zwei Matrixelemente, die beide diesen
gemeinsamen Faktor enthalten, miteinander multipliziert werden.

map(1l,ifactor);

[1,1,235,2%.52.7.11-41,212 .35 . 72 . 11% - 412 . 3617 |

Im vierten ged ist neben dem erwarteten Faktor 402 mit 451 = 11 - 41 das Pivotelement
des zweiten Umformungsschritts als weiterer gemeinsamer Faktor der Elemente des vierten
Umformungsschritts enthalten. Mit den Kommandos

M91:=nstep(M9,1): M92:=nstep(M91,2);
M92a:=M92[3..9,3..9]/M92[1,1];

M93:=nstep(M92a,1): M93a:=M93[2..7,2..7]1/M92[2,2];
M94:=nstep(M93a,1): M94a:=M94[2..6,2..6]/M93[1,1];
M95:=nstep(M94a,1): M95a:=M95[2..5,2..5]/M94[1,1];
M96:=nstep(M95a,1): M96a:=M96[2..4,2..4]/M95[1,1];
M97:=nstep(M96a,1): M97a:=M97[2..3,2..3]/M96[1,1];
2,2

M98:=nstep(M97a,1): M9I8a:=M98[2.. ..21/M971[1,1];

konnen wir die Umformungen schrittweise nachvollziehen. M92a ist die Teilmatrix der im zwei-
ten Umformungsschritt entstandenen Matrix M92 ab Zeile und Spalte 3, welche durch Ausdi-
vidieren des ersten Pivotelements M92; 1 entsteht. Auf sie wird der néchste nstep angewendet
und danach das zweite Pivotelement aus der Teilmatrix ab Zeile und Spalte 2 ausdividiert
usw. Die Division geht in diesem Beispiel immer auf.

Wir wollen dieses Phénomen nun n&her untersuchen. Wir verwenden dazu eine generische
N-reihige Matrix G, fithren nstep darauf geniigend oft aus und untersuchen, ob die Elemente
einer Zeile gemeinsame Faktoren enthalten. Solche gemeinsamen Faktoren, die in der gene-
rischen Situation auftreten, sind auch in allen speziellen Matrizen vorhanden. Es handelt
sich um systematische Faktoren, die nicht in jedem Fall neu berechnet werden miissen. Wir
kénnen sie vor dem né#chsten nstep aus den jeweiligen Zeilen der Matrix herausteilen, was
die Bitgrofle der Matrixelemente und damit den Rechenaufwand verringert.

genmat :=proc(n) // n=size
begin Dom: :Matrix() (n,n,(i,j)->(x.1).3);
end;

G:=genmat (5) ;

X111 X12 X13 Xi4 Xi5
X21 X22 X23 X4 Xos
X31 X32 X33 X34 Xaz5
Xa1 X42 X43 X44 Xg5
X51 X52 Xs53 Xs4  Xgs

Gl:=nstep(G,1);
G2:=map (nstep(G1,2),expand);
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factor(G2[4,5]) zeigt, dass das Pivotelement X1 in allen Eintrégen von G2[3..5,3..5] als
systematischer Faktor vorkommt und folglich ausgeteilt werden kann.

G2a:=map(G2[3..5,3..5]/G1[1,1] ,normal);
Ein typisches Element G2a[4,5] der daraus entstehenden Matrix hat die Gestalt

X11X22X45 — X11X42X25 — X12X21X45 + X12X41X25 + X21X15X42 — X22X41X15 ,

ist also die Determinante einer dreireihigen Teilmatrix der Ausgangsmatrix G. Fithren wir mit
dieser modifizierten Matrix G2a einen weiteren nstep aus und analysieren die Elemente der
neuen Matrix G3.

G3:=map(nstep(G2a,1),expand): factor(G3[3,3]);

Das Pivotelement G2[2, 2] = X11X22 — X12X21 des zweiten Umformungsschritts kommt wieder
als gemeinsamer Faktor in allen Eintrdgen von G3[4..5,4..5] vor.

G3a:=map(G3[2..3,2..3]1/G2[2,2] ,normal): G3al1l,1];

X11X22X33X45 — X11X22X43X35 — X11X23X32X45 + X11X23X42X35 + X11X32X25X43 — X11X33X42X25 —
X12X21X33X45 + X12X21X43X35 + X12X31X23X45 — X12X31X25X43 — X12X23X41X35 + X12X41X33X25 +
X21X13X32X45 — X21X13X42X35 — X21X32X15X43 + X21X15X33X42 — X13X22X31X45 + X13X22X41X35 +
X13X31X42X25 — X13X32X41X25 + X22X31X15X43 — X22X41X15X33 — X31X23X15X42 + X23X32X41X15
Auch diese modifizierte Matrix hat als Elementeintrige Determinanten vierreihiger Teilma-
trizen der Ausgangsmatrix G.

Der Allgemeingiiltigkeit dieser Aussage wollen wir nun auf den Grund gehen. Dazu bezeich-
nen wir mit Dy(i, j) die Determinante der Teilmatrix aus G, welche aus den Elementen mit
den Zeilennummern 1,2,...,K,i und den Spaltennummern 1,2,...,K,J gebildet wird. Die
Struktur unserer Beispielrechnungen l&sst folgenden Satz vermuten:

Satz 9 Fs gilt

Dk-1(k, k) - Dk-1(m,n) = Dx_1(m, K) - Dx_1(k,n) = Dx_2(k — 1,k — 1) - Dx(m,n).

Statt eines genauen mathematischen Beweises, den wir hier nicht fithren wollen und der Eigen-
schaften von Determinanten verwendet, wollen wir die Formel mit MUPAD fiir verschiedene
Werte von K testen. Dazu sind in jedem Fall nur (umfangreiche) polynomiale Ausdriicke zu
normalisieren.

Wir definieren Prozeduren

submat:=proc(A,r,c) // r=rowlist, c=collist
begin Dom: :Matrix() (nops(r) ,nops(c), (i, j)->A[r[i]l,c[j]]) end_proc;

DDet:=proc(A,k,i,j)
begin det(submat(A, [$1..k,i],[$1..%k,j])) end proc;

DTest:=proc(M,k,m,n)
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begin
(DDet (M,k-1,k,k)*DDet (M,k-1,m,n) - DDet(M,k-1,m,k)*DDet(M,k-1,k,n))
- DDet (M,k-2,k-1,k-1)*DDet(M,k,m,n)
end_proc;

und testen die Vermutung fiir verschiedene Werte (k, m, n) und eine generische Matrix genii-
gender Grofle:

G:=genmat (6) :
expand (DTest(G,3,4,5));

In allen Féllen erhalten wir nach mehr oder weniger langwierigen Rechnungen 0 als Ergebnis,
was die Behauptung fiir die konkreten Werte je beweist.

Damit kénnen wir in jedem Schritt des nennerfreien GauBalgorithmus das im vorletzten
Schritt verwendete Pivotelement wieder herausdividieren. Wir erhalten damit den folgenden
Bareiss-Algorithmus:

bareiss:=proc(A)
local n,p,i,]j,k;
begin
n:=nrows (A) ;
for i from 1 to n-1 do
if i<2 then p:=1 else p:=A[i-1,i-1] end;
for j from i+1 to n do
for k from i+1 to n do
A[j,k] :=normal ((A[j,k]*A[i,i]-A[i,k]1*A[j,1]1)/p);
end
end;
for j from i+l to n do A[j,i]:=0 end;
end;
A
end;

Auf einer generischen Matrix als Eingabe enthélt die Dreiecksform des Bareissverfahrens an
der Stelle (i, J) den Eintrag Dj_1(i, ). Insbesondere steht fiir eine quadratische Matrix A an
der Stelle (N, n) von bareiss(A) die Determinante von A.

Zur Verallgemeinerung des Bareissalgorithmus auf eine beliebige k-Algebra A (ohne Nullteiler)
benttigen wir auf A zusétzlich nur eine exakte Division

h mit F=g-h
FAIL sonst

ediVA(f, g) = {

Eine solche Operation existiert auf allen Integrititsbereichen mit einer effektiven Teilbarkeits-
relation wie etwa A = Z oder A = K[X1,...,Xm].

Letztere vererbt sich rekursiv von A auf R = A[X] wie folgt:

edivr:=proc(f,g) local q,x,c,t;
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begin

if iszero(f) then return(f) end_if;

q:=0; x:=f::dom::variables[1];

while ((not iszero(f)) and (t:=degree(f)-degree(g))=0) do
c:=ediv(lcoeff (f),lcoeff(g));
if ¢ = FAIL then return(FAIL) end_if;
q:=q +c- X
f:=F—c-x' g;

end_while;

if not iszero(f) then return(FAIL) end_if;

q;

end;

Dabei sind deg(q) + 1 Operationen ediva sowie (deg(q)+1) - (deg(g) + 1) A-Multiplikationen
von Koeffizienten der Grofie La(q) und La(g) zur Berechnung der Teilergebnisse ¢ - Xt - g
auszufiithren. Die Kosten der exakten Division in K[Xg, ..., Xm] sind also mit denen der Pro-
bemultiplikation ¥ = q - g vergleichbar. Dasselbe gilt in Z.

Fiir eine additive Lingenfunktion? auf A und Ausgangskoeffizienten der Linge | ergibt sich
fiir die Lénge lx der Zwischenergebnisse in Stufe k des Bareissalgorithmus

li=1 =21 lk=2" lx_qg —lx_o fiir k> 2

und somit lx = Kk - I. Das Koeffizientenwachstum ist also nur noch linear.

In Stufe k werden fiir jedes der (n — k)2 neu zu berechnenden Matrixelemente zwei Multipli-
kationen von Elementen der Linge Iy ausgefithrt und das so entstehende Element der Linge
2lx durch das Pivotelement p der Linge lx_1 aus dem letzten Schritt geteilt. Bezeichnet
Ca(ag,az) die Multiplikationskosten fiir zwei Elemente der Lénge a; und ap, so ergibt sich
die Komplexitéit des Bareissalgorithmus auf einer n-reihigen Matrix mit Elementen aus A der
Lénge | zu

Chareiss(A, N, 1) = zn: (n—K)? (2 CAKL k) +CA((k+ 1)1, (k= 1)1))
k=1

Fiir A = 7 und die klassische Multiplikation gilt C (a;,a2) ai - ap und folglich
n
k=1
Eine schnelle Multiplikation von Elementen ¢i,c; ~ Z mit I(cy),1(c2) = t verwendet ein
dhnlichen Verfahren wie FFT fiir Polynome und liegt in der Komplexitétsklasse O(t). Hierbei
bedeutet O(t) (gelesen ,soft Oh*), dass die Schranke bis auf logarithmische Faktoren zutrifft.
Fiir ein solches Verfahren gilt
n
Chareiss(Z,n,t) = Y~ (n—k)* (3k + 1) O(t) = O (n*1) .
k=1

2Wir bezeichnen eine Langenfunktion | auf A als additiv, wenn I(a; - a2) CI(&) + I(a2) fur ai, a; CA gilt.
Die Bitlange auf A = Z sowie der Gradvektor d(f) = (deg,(f),i=1,..., m) auf A = K[xq,..., Xm] sind solche
additiven Langenfunktionen.
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Satz 10 Der Aufwand fir den Bareissalgorithmus auf einer n-reihigen ganzzahligen Matrix
mit Eintrigen der Bitlingen t ist bei klassischer Multiplikation von der Ordnung O(n%t?) und
bet schneller Multiplikation von der Ordnung O (n4 t).

Wendet man die oben hergeleitete Formel auf R = K[X1, ..., Xm] iiber einem Koérper K mit
Einheitskostenarithmetik und die (additive) Langenfunktion (deg;,...,deg,) an, so ergibt
sich fiir die klassische Multiplikation die Komplexitéitsabschétzung
n
Chareiss(R, N, 1) =Y~ (n=k)? (2k?™ + ((k + 1) (k = 1))™) D? = O (n*"** D?)
k=1
mit | = (d1,...,dm) und D =dj - ... dp und fiir die schnelle FFT-Multiplikation
n
Chareiss(R, N, 1) = > " (n—k)?0 (k™ D) = O (n™*3 D)
k=1

Satz 11 Der Aufwand fiir den Bareissalgorithmus auf einer N-reihigen Matriz mit Eintrdgen
aus R = K[X1,...,Xm] vom Grad | = (dy,...,dm) dber einem Kérper K mit Einheitskosten-
arithmetik ist bei klassischer Multiplikation von der Ordnung O(n?™*3D2) und bei schneller
FFT-Multiplikation von der Ordnung o) (nmJ'3 D).

2.3 Modulare Verfahren zur Determinantenberechnung

Ein anderer Zugang zur Vermeidung der intermedidren Koeffizientenexplosion ist die Aus-
fithrung der Rechnungen in einem geeigneten Bildbereich mit apriori beschrénkten Kosten und
Rekonstruktion des gesuchten Ergebnisses aus den Ergebnissen im Bildbereich. Dabei macht
man sich zu Nutze, dass fiir einen Ringhomomorphismus @ : R - R’ und eine Matrix M
Mat(n,R) die Beziehung det(¢(M)) = @(det(M)) gilt, wobei auf der linken Seite die durch
@ induzierte elementweise Abbildung Mat(n,R) - Mat(n,R’) ebenfalls mit @ bezeichnet
wurde.

Im Fall von ganzzahligen Matrizen, also R = Z, werden dazu Rechnungen iiber Restklas-
senkorpern Zp ausgefiihrt. Die Kosten der Determinantenberechnung iiber einem solchen Be-
reich héngen von der Grofie von p ab und sind fiir den klassischen GauB-Algorithmus (und
klassische Multiplikation) von der GréBSenordnung O(n®1(p)?) bzw. O(n®I(p)) mit schneller
Multiplikation.

Zwei Zugénge sind prinzipiell moéglich:

e (big prime) p wird so groB gewihlt, dass das Ergebnis aus den modularen Ergebnis
eindeutig rekonstruiert werden kann.

e (small primes) Es werden mehrere Primzahlen p von Wortgrofie (I(p) = 1) gewihlt
und das Ergebnis aus den verschiedenen modularen Ergebnissen rekonstruiert.

Fiir beide Verfahren benétigen wir eine Abschétzung iiber die Grofle der Determinante einer
ganzzahligen Matrix mit Eintrdgen vorgegebener Grofle.

Satz 12 Ist A = ||ajjl| eine ganzzahlige n-reihige Matriz mit Eintrdgen der Bitldinge 1, so
gilt fiir die Bitlinge der Determinante

I(det(A)) < n (log(n) +1) = O(n1).
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Der Beweis folgt unmittelbar aus der Determinantendefinition: n! Summanden S der Gréfe
I(S) < nl ergeben eine Zahl der maximalen Grofle

log(n!-S) <log(n!) + nl<nlog(n)+nl=0(nl).

Satz 13 (Satz iiber Determinantenberechnung mit big prime)
Ist A = ||ajj|| eine ganzzahlige N-reihige Matriz mit Eintrdgen der Bitlinge |, so kann det(A)

in der Zeit O(n®12) (klassische Multiplikation) bzw. O(n*1) (schnelle Multiplikation) berechnet
werden.

Beweis: Wihle dazu eine geniigend grofie Primzahl M (deren Bitlinge b grofler als O(nl)
ist) und berechne det(A) (mod M). Der kleinste symmetrische Rest aus der Ergebnisklasse
det(A) (mod M) ist dann gleich det(A). Die Kosten fiir diese Berechnung betragen klassisch
O(n%b?) und bei schneller Multiplikation O(nb). O

Der Chinesische Restklassensatz

Der zweite Ansatz (small primes) fithrt die modularen Rechnungen iiber Bereichen Z, fiir
mehrere Primzahlen p aus und rekonstruiert daraus das Ergebnis. Grundlage fiir dieses Vor-
gehen ist der Chinesische Restklassensatz.

Satz 14 (Chinesischer Restklassensatz) Seien my,..., My paarweise teilerfremde natiir-
liche Zahlen und m =myq ...  mp deren Produkt. Das System von Kongruenzen

X = X1 mod mq

X = Xp mod Mp

hat fiir jede Wahl von (X1,...,Xn) genau eine Restklasse X (mod m) als Losung.

Anders formuliert, ist die natiirliche Abbildung
etn Isomorphismus.

Beispiel: P : Zgg — Zp % Z3 % Zs bildet die Restklasse [17]30 auf das Tripel ([1]2, [2]s, [2]5)
ab.

Beweis: Injektivitét ist trivial, denn X = 0 (mod m;) bedeutet m;|Xx und wegen der Tei-
lerfremdheit auch m|x, also X = 0 (mod m). Die Surjektivitit folgt nun wieder aus der
Injektivitdt und der Gleichméchtigkeit der endlichen Mengen auf beiden Seiten des Pfeils.
O

Der angegebene Beweis ist allerdings nicht konstruktiv. Fiir Anwendungen des Satzes brau-
chen wir auch eine algorithmische Losung, die nicht alle Restklassen (mod m) priifen muss
(Die Laufzeit eines solchen Verfahrens wire O(m), also exponentiell in der Bitlinge von m),
sondern bei vorgegebenen (Xi, ..., Xn) die Losung X in akzeptabler Laufzeit findet.

Wir suchen also einen Chinesischen Restklassen-Algorithmus

CRA((X1,m1), (X2,M2),...,(Xn,Mp)) - (X, M)
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zur Berechnung von X.
Betrachten wir diese Aufgabe zunéchst an einem konkreten Beispiel:
Aufgabe 1 Gesucht ist eine Restklasse X (mod 30), so dass

X=1 (mod2),Xx=2 (mod3),X=2 (mod5)
gilt.

Losung: X = 5y + 2 wegen X = 2 (mod 5). Da auflerdem noch X = 5y + 2 = 2 (mod 3) gilt,
folgt y =0 (mod 3), alsoy = 3z und somit X = 15z+2. Schlielich muss auch X = 15z+2 =1
(mod 2), also z =1 (mod 2), d.h. z =2u+ 1 und somit X = 30U + 17 gelten. Wir erhalten
als einzige Losung X = 17 (mod 30), also

CRA((1,2), (2,3), (2,5)) = (17, 30).

Das folgende Vorgehen verallgemeinert diesen Ansatz und ist fiir unsere Zwecke am besten
geeignet. Die Grundidee besteht darin, ein Verfahren

CRA2((X1,M1), (X2,M2)) — (X, m)

zum Liften fiir zwei Argumente anzugeben und das allgemeine Liftungsproblem darauf rekur-
siv zuriickzufiihren:

CRA((X1,m1), (X2, M2), ..., (Xn, Mp)) = CRA(CRA2((X1, M1), (X2, M2)), (X3, M3),...,(Xn, Mp)))
Vorbetrachtungen:

X=X; (mod my) X=X1+C-Mmq
X=Xz (mod my) C-Mp =Xy — X1 (mod my)

Die hier benoétigte inverse Restklasse mfl (mod my) ergibt sich als Nebenprodukt des Erwei-
terten Euklidschen Algorithmus und ist als 1/a mod m in MUPAD bereits implementiert, so
dass sich CRA2 und CRA wie folgt ergeben:

CRA2:=proc(a,b) local c;

begin
c:=(b[1]-al[1]) * modp(1/al2],b[2]) mod b[2];
[a[1]+c*a[2],a[2]*b[2]1];

end_proc;

CRA:=proc()
begin
if args(0)<2 then args()
elif args(0)=2 then CRA2(args())
else CRA2(CRA(args(2..args(0))),args(1))
end_if;
end_proc;
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Beispiele:

1) u:=CRA2([5,13],[2,11]):

Losung: Wegen 1 =62 — 11, also 1371 = 27! = 6 (mod 11) ergibt sich ¢ = (2—5) -6 = 4
(mod 11) und X =5+4-13 = 57 (mod 143).

2) Bestimmen Sie CRA( (x,x?) : x {2,3,5,7,11,13}).

Losung: Antwort mit MUPAD und obigen Funktionen:

u:=map([2,3,5,7,11,13] ,x->[x,x72]);
v:=CRA (op(uw));

v := [127357230, 901800900
Probe:
map (u,x->v[1] mod x[2]);
[2,3,5,7,11,13]

Kostenbetrachtungen: Wegen der rekursiven Natur von CRA wollen wir bei der Analyse
von CRA2 I(m1) =K, I(my) = 1 annehmen.

Reduktionen von Zahlen der Linge k modulo mz mit Aufwand O(k)
ExtendedEuklid mit Aufwand O(1)
X = X1 + ¢+ My mit Aufwand O(K)

zusammen also Ccraz = O(K) und iiber alle Durchliufe Ccra = O(n?).

Das modulare small primes Determinantenverfahren

Gegeben ist eine Matrix A Mat(n,Z) mit Eintridgen der Bitlinge I. Wie besprochen be-
rechnen wir zunéchst die Determinanten der Reduktionen A,  Mat(n, Zp) fiir ausreichend
viele Primzahlen p  {p1,...,pn} von Wortlinge.

Daraus kann das Ergebnis nach dem CRT rekonstruiert werden, wenn M eine Schranke fiir
|det(A)] ist, also —M < det(A) < M gilt, und p1 - ... pn = 2M gilt. det(A) ist dann die vom
Betrag her kleinste Restklasse des Liftungsproblems.

primes:=select([$1..70],isprime);
M9:=randmat (9,100,Dom: : Integer) ;
u:=[expr(detmod(M9,p)) ,pl$p in primes;
[0,2],0,3], [3, 5, [4, 7], [9, 11], [2, 13], [9, 17], [0, 19], [21, 23], [21, 29], [13, 31],
32, 37), [23, 41], [21, 43], [19, 47], [28, 53], [53, 59], [60, 61], [1, 67]

i:=CRA(u);

[53610444472937328, 7858321551080267055879090]

Dasselbe Eregbnis erhilt man bei direkter berechnung von det (M9).

Mit der folgenden Funktion kann weiter experimentiert werden.
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moddet:=proc(A,primes) local u,i;

begin
u:=[expr(detmod(A,p)),p]l $p in primes;
i:=CRA(u);
mods (i[1],i[2]);

end;

Fiir die small primes Version der modularen Determinantenberechnung erhalten wir folgende
Aufwandsabschétzung:

Satz 15 Der Aufwand, die Determinante einer N-reihigen ganzzahligen Matrix A, deren FEin-
trdge eine Bitlinge der Gréfienordnung | haben, mit dem modularen small primes Verfahren
zu bestimmen, ist von der Grifenordnung O(n*14+n212),

Beweis: Nach der Determinantenschranke reicht es, N = O(nl) verschiedene Primzahlen
My, ..., My zu nehmen. Fiir jeden Modul m; entsteht ein Aufwand O(n?1) fiir die Bestimmung
der Reste der Eintriige von A und O(n?) fiir die modulare Determinantenberechnung, also
zusammen O(N - n?(1+n)). SchlieBlich sind diese N Reste modulo verschiedener Primzahlen
mit CRA zu liften, was einen weiteren Aufwand von O(N?) verursacht. Der Gesamtaufwand
ist also O(N - (N®(1+n) +N)) =O(N -n?(I+n)). O

Der Aufwand héngt hier von der Problemstellung ab. Ist n | (grofie Matrix mit Eintrégen
moderater Lénge), so ergibt sich die Abschétzung 5(n4 I). Ist dagegen I  n (kleinere Ma-
trix mit explodierten Eintréigen), so ergibt sich die Abschitzung O(n312). Da die gréBe 12
allein aus der CRA-Liftung herriihrt, ist es in disem Fall sinnvoll, nach einem schnelleren
Liftungsverfahren zu suchen.

Analog konnen wir die Berechnungen im Bareiss-Algorithmus in N Exemplaren Zp,, statt
in Z ausfithren und die Ergebnisse mit CRA zum ganzzahligen Resultat zusammenfiigen.
Division durch das Pivotelement iiber 7Z wird dabei im modularen Bereich als Multiplikation
mit dem Inversen ausgefiihrt. Hierbei sind wir das erste Mal damit konfrontiert, dass wir
Reduktionen nach Primzahlen p vermeiden miissen, die eines der Pivotelemente teilen, da in
diesem Fall 0~% zu berechnen wire. Es gibt aber nur iiberschaubar wenige solcher ,;schlechten
Reduktionen®.

Wir wollen solche schlechten Reduktionen in der Aufwandsanalyse unberiicksichtigt lassen.
Der entstehende Aufwand lisst sich dann abschitzen durch n?l- N fiir die modularen Re-
duktionen, n®- N fiir die verschiedenen modularen Bareiss-Berechnungen und n? - N? fiir das
Liften der O(n?) Eintrige der Ergebnismatrix.

Satz 16 Der Aufwand fiir eine modulare Version des Bareissalgorithmus auf einer n-reihigen

ganzzahligen Matriz, deren Eintrige eine Bitlinge der Gréfienordnung | haben, ist von der
Gripenordnung O(n*12).

Das ist noch immer etwas besser als die Schranke O(n®I?) bei klassischer Multiplipation,
die sich direkt fiir das Bareissverfahren ergeben hatte und mit den Kosten der modularen big
primes Variante iibereinstimmt, aber schlechter als die Schranke O(n*l) des Bareissverfahrens
auf der Basis der schnellen FFT-Multiplikation. Mit einem schnelleren CRA-Liftungsverfahren
konnen aber dhnliche Schranken erreicht werden.
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Die modulare Version der nstep-Variante ist deutlich ungiinstiger, da hier die Grofle der
ganzzahligen Eintrige exponentiell wéichst und damit auch exponentiell viele Reduktionen N
zu berechnen wéren, um das ganzzahlige Ergebnis aus den modularen zu rekonstruieren.

3 Polynomiale gcd-Berechnung

3.1 Allgemeine Teilbarkeitstheorie

Die Berechnung polynomialer grofiter gemeinsamer Teiler (ged) ist eine der zentralen Auf-
gaben jedes Computeralgebrasystems. Hatte man keine solche Simplifikationsmoglichkeit zur
Verfiigung, so wiirde sich etwa bei der Addition rationaler Funktionen nach der Formel

a(x)  c(x) a(x)d(x)+ b(x)c(x)
b(x) = d(x) b(x)d(x)

in jedem Schritt Zahler- und Nennergrad verdoppeln.

Bevor wir uns der gcd-Berechnung von Polynomen widmen, seien die wichtigsten Begriffe
und Eigenschaften zur Teilbarkeit noch einmal zusammengestellt. Wir fixieren dazu einen
Integritatsbereich D.

Definition 2 Fiir a,b D ist a ein Teiler von b, wenn ein ¢ D mit b = a - ¢ existiert. Wir
schreiben a | b.

Gilt a|b und b|a, so unterscheiden sich die beiden Elemente um einen in D invertierbaren
Faktor ¢ D*. Solche Elemente heifien zueinander assozitert. Wir schreiben @ b.  ist eine
Aquivalenzrelation.

Aus Sicht der Teilbarkeit kann man solche Elemente nicht unterscheiden. Ist z.B. D = K[X]
ein univariater Polynomring, also D* = k die Menge der konstanten Polynome, so sind Teil-
barkeitsfragen nur bis auf einen solchen konstanten Faktor entscheidbar.

Definition 3 Ein Element ¢ D bezeichnet man als grifiten gemeinsamen Teiler (ged) der
Elemente a,b D, wenn

1. gla, g|b und
2. d|a, d|b d|g fir alled D

gilt.

Ein ged muss nicht existieren und auch nicht eindeutig sein. Allerdings sind zwei ged g1 und
g2 von vorgegebenen Elementen zueinander assoziiert, denn aus der zweiten Bedingung folgt

91|92 und auch gz | gs.
Analog kann man das kleinste gemeinsame Vielfache definieren:

Definition 4 Ein Element K D bezeichnet man als kleinstes gemeinsames Vielfaches (lem)
der Elemente a,b D, wenn

1. alk, b|k und
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2. ald, b|d k|d fir alled D
gilt.

Auch lem miissen nicht existieren, sind aber bei Existenz eindeutig bis auf assoziierte Elemente
bestimmt.

Aufgabe 2 Zeigen Sie, dass in einem Integritédtsbereich, in welchem ged existieren und die
Eigenschaft
1k, o'k, ged(fg)=1  (f" gk

erfiillt ist, auch lem existieren und die Bezichung
f-g ged(f,g):lem(F,g)
gilt.

Ein Element p D mit p D* bezeichnet man als irreduzibel, wenn aus p = ab folgt, dass
a D* oder b D* gilt. Ein solches Element bezeichnet man als prim, wenn plab  pla
oder p|b gilt. Primelemente sind stets irreduzibel, die Umkehrung gilt jedoch nicht allgemein.

Ein Ring D heiBt faktoriell oder UFD-Bereich®, wenn jedes Element u D mit u D*
eine Zerlegung u = p$t - ... p% in Primelementpotenzen (aj,...,am Nsg) hat und diese

Zerlegung eindeutig ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren und assoziierte Elemente.

In faktoriellen Ringen sind irreduzible Elemente prim und ged sowie lem existieren fiir belie-
bige Elemente.

3.2 Der Euklidsche Algorithmus fiir Polynome

Fiir univariate Polynome iiber einem Kérper k kann der ged mit Hilfe des Euklidschen Algo-
rithmus bestimmt werden. Dieser beruht auf dem Satz iiber Division mit Rest fiir Polynome

f,g:

Satz 17 Sind 0 = F,9  K[X] zwei nicht triviale Polynome, so gibt es eindeutig bestimmte
Polynome q,r  K[X] mit r =0 oder deg(r) < deg(g) und

f=g-q+r.
Praktisch ldsst sich diese Division mit Rest wie beim schriftlichen Dividieren von Zahlen

ausfithren; sie geht von r := f aus und fiihrt in jedem Schritt die Ersetzung

f oo 'C(r;gxdeg(r)deg(g)

Ic(g

aus, wodurch der Leitterm von r weggehoben wird.

SUFD = Unique Factorization Domain; im deutschen ist auch die Bezeichnung ZPE-Ring = Ring mit
eindeutiger Zerlegung in Prim-Elemente gebrauchlich.
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divrem := proc(f,g) local x,c,q,r,d,PO;

begin
PO:=domtype(g); x:=PO::mainvar();
r:=f; q:=0;

d:=degree(r)-degree(g);

while not iszero(r) and d>=0 do
c:=expr (lcoeff (r)/lcoeff(g))*x"d;
q:=qgt+c; r:=r-P0(c*g);
d:=degree(r)-degree(g);

end;

[PO(q),r];

end;

Beispiel:

f1:=(x"8+x"6-3%x"4-3%x"3+8*x"2+2%x-5) ;
gl:=(3%x"6+5%x"4-4%x"2-9%x+21) ;

P:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: :Rational) ;
f:=P(£f1); g:=P(gl);
u:=divrem(f,g);

[1/3x% — 279, —5/9x* + 1/9x* — 1/3]
P(f) - (ul[1]lxg+ul2]);

0
Auf dieser Basis ergibt sich der Euklidsche Algorithmus wie folgt:

Euklid := proc(f,g) local r;
begin
while not iszero(g) do
r:=divrem(f,g) [2];

logdata(r);
f:=g; g:=r;
end;
£;

end;

Selbst wenn die Ausgangspolynome nennerfreie Koeffizienten haben, entstehen im Laufe der
fortgesetzten Division mit Rest gebrochene Koeffizienten, so dass die Voraussetzung an K ein
Korper zu sein wesentlich ist. Die Funktion logdata ist dabei ein Eintrittspunkt, um die
Zwischenergebnisse zu analysieren.

Normierte Zwischen- und Endergebnisse (mit Ic(r) = 1) erhalten wir mit der folgenden Mo-
difikation des urspriinglichen Algorithmus:

nEuklid := proc(f,g) local r;
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begin
while not iszero(g) do
r:=divrem(f,g) [2];
if not iszero(r) then r:=r/lcoeff(r) end_if;

logdata(r);
f:=g; g:=r;
end;
f;

end;

Kostenanalyse iiber Korpern mit Einheitskostenarithmetik

Zur Kostenanalyse betrachten wir zunéchst den Fall, dass k ein Kérper mit Einheitskosten-
arithmetik, also z.B. ein Restklassenkorper ist. Die Funktion analyse ist so konditioniert,
dass sie die Zwischenergebnisse ausgibt.

Betrachten wir obige Polynome im Polynomring K[X] iiber k = Z33, so ergibt sich nacheinander

logdata:=proc(r) begin print(expr(r)) end;

P:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: : IntegerMod(23)) ;
f:=P(f1); g:=P(gl);

Euklid(f,g);

2x* —5x% —8
—x2—9x +2
10x—38

Also sind f und g relativ prim iiber Zg3|[X].

Uber einem solchen Kérper mit Einheitskostenarithmetik kénnen wir die Komplexitit durch
den Grad deg(f) und deg(g) der eingehenden Polynome messen und erhalten

Cdivrem = O(deg(g) - deg(q)) fur die Berechnung von (q,r) in f =g-q+r.
Fiir die Grade der Quotienten im Euklidschen Algorithmus ergibt sich
f=0-9+n deg(g1) = deg(F) — deg(g)
g=02-r+rz deg(dz2) = deg(g) — deg(r1)
k-2 = Ok Mk—1 + Ik deg(qk) = deg(rk—2) — deg(rk-1)

und damit fiir die Summe der Aufwendungen der sukzessiven Divisionen mit Rest

deg(g) - deg(qy) + deg(ry) - deg(dz) + deg(rz) - deg(ds) + - - .
< deg(g) - (deg(qr) + deg(d2) + deg(ds) + . ..) = deg(g) - deg(f).

Damit ergibt sich
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Cgcd = O(deg(fF) - deg(g)) fiir die Komplexitit des Euklidschen Algorithmus.

Dies ist zugleich eine Abschétzung fiir die Anzahl der auszufithrenden arithmetischen Opera-
tionen.

Univariate Polynome iiber (Q und Koeffizientenexplosion

Betrachten wir nun ged-Berechnungen im Ring Q[X]. Fiir das oben betrachtete Beispiel erhilt
man mit den Euklidschen Algorithmus

P:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: :Rational) ;
f:=P(f1); g:=P(gl);
Fuklid(f,g);

_5x4 N x2 1

9 9 3
_117x3 _gx
25 25

_ 102500 n 233150 X
6591 19773

_ 1288744821
943589225

T und g sind relativ prim, so dass das Ergebnis 1 lautet. In den Zwischenrechnungen stellen
aber ein unverhéltnismafiges Wachstum der Koeffizienten fest, welches bei Euklid iibrigens
deutlich stédrker ausfillt als bei der normierten Cariante nEuklid. In beiden Féllen werden
in jedem Schritt aulerdem eine Reihe von gcd-Berechnungen im Bereich der ganzen Zahlen
ausgefiihrt, denn in den Ergebnissen liegen stets gekiirzte Briiche als Koeflizienten vor.

Weitere Beispiele kénnen mit der folgenden Funktion randompoly, die Zufallspolynome er-
zeugt, generiert werden.

randompoly := proc(d,N) local r;
begin r:=random(N); _plus((r()-(N div 2))*x~i $ i=0..d); end;

Um einen genaueren Uberblick iiber die Gréfie der Koeffizienten zu bekommen, passen wir
auflerdem die Funktion logdata an, indem wir die mit length bestimmte maximale Bitlinge
der Koeffizienten jedes Zwischenergebnisses r in einer globalen Liste globList aufzeichnen
und nach der Rechnung auswerten.

initlog:=proc() begin globList:=[] end;
logdata:=proc(r)
begin
if not iszero(r) then
globList:=append(globList, max(map(coeff(r),x->length(x))))
end_if;
end;
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P:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: :Rational) ;
f :=P(randompoly(15,100)); g:=P(randompoly(13,100));
initlog(): Euklid(f,g):

Mit stats: :reg kann das Wachstum der Koeffizienten genauer analysiert werden.

logevaluate:=proc() local n,l,xList;
begin

n:=nops(globList)-1;
l:=globList[1l..n];
xList:=[i$i=1..n]:
stats::reg(xList,l,a*x"b, [x], [a,b]l)
end:

logevaluate();
[[4.708786947, 1.921626295], 158.0518251]
initlog(): nEuklid(f,g): logevaluate();

[9.693343246, 0.912787451], 19.80560479)]

Wiéhrend die Bitlinge der Koeffizienten im klassischen Algorithmus Euklid mit dem Grad
d der Eingabepolynome etwa wie O(d?) wachsen, verzeichnet nEuklid in praktischen Expe-
rimenten nur lineares Wachstum O(d) der Koeffizienten. In der Analyse ist der letzte Wert
der Restsequenz ausgelassen, da er als ged in der normierten Version Koeffizientenléingen hat,
die mit den Koeffizientenldngen der Eingabepolynome vergleichbar sind, die Normierung also
bereits das intermedidre Koeffizientenwachstum beseitigt.

Da zufillig gewédhlte Polynome fast immer teilerfremd sind, ergibt sich als Ergebnis ein Poly-
nom vom Grad 0. Dasselbe Koeffizientenwachstum ist zu beobachten, wenn wir Beispiele mit
nichttrivialem gcd konstruieren.

Diese Beobachtung bezeichnet man als Koeffizientenwachstum in den Zwischenergebnissen
(intermediate coefficient swell).

Der Erweiterte Euklidsche Algorithmus

Der Euklidsche Algorithmus fiir univariate Polynome f,g  K[X] ldsst sich wie iiber Z zu
einer Variante erweitern, welche mit h = ged(f,g) zusétzlich Kofaktoren s,t  K[X] mit
deg(s) < deg(g), deg(t) < deg(f) und h=s-F 4 t-g berechnet.

ExtendedEuklid := proc(f,g) local PO,ul,u2,vi,v2,wl,w2,q;
begin
PO:=domtype (g) ;
ul:=P0(1); u2:=P0(0); v1:=P0(0); v2:=P0(1);
while not iszero(g) do
q:=divrem(f,g);
wl:=ul-q[1]*v1l; w2:=u2-q[1]*v2;
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f:=g; g:=ql2]; ul:=vl; vi:=wl; u2:=v2; v2:=w2;
end;
[f,ul,u2];

end;

3.3 Univariate Polynome iiber einem Integrititsbereich

In der rekursiven Darstellung hatten wir multivariate Polynome als univariate Polynome be-
trachtet, deren Koeffizienten selbst wieder Polynome sind, allerdings eine Variable weniger
enthalten. Wir wollen diese Situation jetzt unter dem Aspekt von Teilbarkeitsfragen néher
untersuchen. Sei also R ein Integritétsbereich, D = R[X] der entsprechende univariate Po-
lynomring und schlieBlich K = Q(R) der Quotientenkérper von R. Wir wollen im Weiteren
untersuchen, wie Teilbarkeitsfragen in R, in R[X] und in KI[X] zusammenhéngen, wobei wir
davon ausgehen, dass in R gcd existieren und auch effektiv berechnet werden kénnen. Offen-
sichtlich ist D* = R*. Es gilt also f(x)  g(x) fiir f(x),g(x) D, wenn sich diese beiden
Polynome nur um einen Faktor ¢ R* unterscheiden.

KIx] ist als univariater Ring iiber einem Korper ein Euklidscher Ring, in dem man #hnlich
wie iiber den ganzen Zahlen, eine Division mit Rest und darauf aufbauend den Euklidschen
Algorithmus zur ged-Berechnung zur Verfiigung hat.

Definition 5 Fiir f(X) =ag+aiX+...+anX" R[X] bezeichnet man

a:=ged(ao, ...,an) den Inhalt cont(f) von f,
pp(F) == 2 4 Lx 4 ...+ 8x" den primitiven Teil von f.

T heifit schlieBlich primitiv, wenn cont(f) 1 gilt.
Beide Grofien sind nur bis auf Faktoren ¢ R* eindeutig bestimmt und es gilt fiir f(X) R[X]
f(X) gr cont(f):pp(F).

pp(f) ist ein primitives Polynom, denn d|aj/a, i =0,...,n, bedeutet da|aj und schliefllich
da]a, also d|1 fiir jeden gemeinsamen Teiler d der Koeffizienten des primitiven Teils.

Ist f(X) KI[X] ein Polynom mit rationalen Koeffizienten, so konnen wir durch Multiplikation

mit einem geeigneten Nenner r R erreichen, dass r - f(X) R[X]| nennerfrei ist und damit

auch den primitiven Teil pp(f) := pp(r-f) von F definieren. Ebenso erhalten wir einen Inhalt
. cont(r-f)

COHt(f) = K.

Aufgabe 3 Zeigen Sie,

e dass cont(f) und pp(f) stets eindeutig bis auf eine Einheit ¢ R* bestimmt sind,
e dass obige Defintion fiir f(X) K]X] nicht vom gewihlten Nenner r abhidngt und
= dass pp(pp(f)) r pp(F) gilt.

Eine zentrale Rolle in der Teilbarkeit univariater Polynome spielt das folgende
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Lemma 3 (Gauf3-Lemma) Uber einem faktoriellen Ring R ist das Produkt zweier primiti-
ver Polynome wieder ein primitives Polynom.

Beweis: Seien f =Y ;ajx' und g = > bi xJ die beiden primitiven Polynome und p R ein
gemeinsamer Primteiler aller Koeffizienten von T - g. Dann existieren Indizes ig, jo mit

i<ip : plajundp | aj,

J <Jo : plbiundp [ bj,

Der Koeffizient Cjy+j, vor x1o+o in f . g hat dann die Form
aobi0+j0 + albi0+j0_1 + ...+ aiobjo + ...+ ai0+j0_1b1 + ai0+j0bo

Dabei sind die Summen agbjg+j, + . . . +ai,—10jo+1 Wegen der ersten Faktoren und aj,+10j,—1+
.«. + @jg+jobo wegen der zweiten Faktoren jeweils durch p teilbar. aj,bj, als Produkt zweier
nicht durch p teilbarer Faktoren ist dagegen nicht durch p teilbar, also Cjy+j, auch nicht, im
Gegensatz zur Annahme. [

Aus diesem Satz ergeben sich sofort die folgenden weiteren Bezichungen
Folgerung 1

f,g R[X] cont(fg) cont(F)cont(g),

f.9 K[x]pp(fg) pp(f)pp(9),

f.g RixJg|f  cont(g)]cont(F), pp(g)|pp(F),

f R[x],r Rcont(rf) r-cont(f), pp(rf) pp(f),
f.g KX glf KX  pp(g)|pp(f) in RX|

Crds o v~

sowie der folgende Satz iiber die Faktorzerlegung in Polynomringen
Folgerung 2 Ist R ein faktorieller Ring, so auch R[X].

Beweis: K = Q(R) sei der Quotientenkérper von R.

Ist p  K[X] mit deg(p) > 0 prim in K[X], so ist pp(p) prim in R[X]. In der Tat pp(p)|f-g in
Rx] plfoderp|ginK[x] pp(p)|pp(f)oder pp(p)|pp(9) in R[X] (wegen 5.)  pp(p) | f
oder pp(p)|g in R[X]. Umgekehrt ist jedes prime p  R[X] mit deg(p) > 0 primitiv, da sonst
eine nichttriviale Zerlegung p = cont(p) - pp(p) existieren wiirde.

Ist f R[X] ein Polynom und f = r - [[p# die Zerlegung in Primfaktoren in K[X] mit
deg(pi) >0 und 0. B.d. A. pi = pp(pi) RI[X| prim und primitiv sowie r K, so ist mit Blick
auf pp(f)  [Ipf¥ (wegen 2.) auch r cont(f) R.F =r-[]pd ist also eine Zerlegung in
Primfaktoren in R[X], wenn man r R noch durch eine Primfaktorzerlegung ersetzt.

Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ergibt sich aus der Eindeutigkeit der Zerlegung f =
cont(F) - pp(F) sowie der Eindeutigkeit der Zerlegungen in R und in K[X] (mit nachfolgendem
Ubergang zu primitiven Teilen). [

Als zentraler Satz iiber die Berechnung polynomialer gréfiter gemeinsamer Teiler ergibt sich
daraus der folgende
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Satz 18 (Kompositionssatz) Die gcd-Berechnung von ¥,9  R[X] kann man auf die in R
und in K[X] zurickfihren.
Es gilt

gedrp(F,9) = gedg (cont(F), cont(g)) - pp(gedk (. 9))-

Beweis: Wir haben nur zu zeigen, dass die rechte Seite ein gcd von T und g ist. Diese rechte
Seite besteht aus den Faktoren r = gedg(cont(f),cont(g)) R und h = pp(gedykx(F,9))
RIx].

r|cont(f) und h = pp(h) | pp(f), also ist r h ein Teiler von f  cont(f) pp(f) und analog von
g.

Ist umgekehrt d  R[X] ein gemeinsamer Teiler von f und g, so gilt cont(d) | cont(f), cont(g)
und folglich cont(d)|ged(cont(f),cont(g)). Wegen d|f,g gilt d|h wenigstens in K[X]| und
damit wieder pp(d) |pp(h) =hin R[x]. O

Beispiele: [4, 6.2.]

R =7,
fz3=12x% —28%x% +20x — 4,
g3 = —12Xx2 +10x — 2

P:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: : Integer) ;
f:=P(£3); g:=P(g3);

P::content(f);

P::primpart(f);

In diesem Fall ergeben sich
cont(f3) = 4, cont(gs3) = 2,
pp (ngQ(R)[x](PP(f% pp(g))) =3X—1, gedgpqg(F,9) =6x—2

R = Zsly],
fa= (3 +3y2+2y)x+ (Y2 +3y +2)x% + (Y3 +3y2 +2y)x + (Y2 + 3y + 2),
ga = (2Y3+3y? +y) X2+ (3y2 +4y + 1)x+ (y + 1)

Py:=Dom: :UnivariatePolynomial (y,Dom: : IntegerMod(5)) ;
P:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Py) ;

f:=P(£f4); g:=P(g4);

P::content (f);

P: :primpart(g);

In diesem Fall ergeben sich (3 = —2 (mod 5))
cont(fy) = y2 —2y + 2y, cont(gq) =Y + 1,

PP (ngQ(R)[x](pp(f)1 pp(g))) =yx+1, gedppg(F,9) = (Y2 +y) X+ (Y + 1)

Die gcd-Berechnung von univariaten Polynomen iiber einem Kérper und damit der Euklidsche
Algorithmus spielen eine zentrale Rolle bei der Berechnung von ged in allgemeineren Struk-
turen. Es stellt sich allerdings heraus, dass der Euklidsche Algorithmus in seiner einfachen
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Form fiir die direkte Anwendung in komplexeren Aufgabenstellungen nicht schnell genug ist.
In den letzten 35 Jahren wurden eine Reihe von Verbesserungen gefunden, die im folgenden
diskutiert werden sollen.

3.4 Die Resultante

Nach [4, 6.3.].

Fir teilerfremde f,g  F[X] {iber einem Korper F mit deg(f) = m, deg(g) = n lédsst sich
bekanntlich mit dem Erweiterten Fuklidschen Algorithmus eine Darstellung

1=sf +1tg

mit geeigneten S,t  F[X]| bestimmen. Ersetzen wir S durch das eindeutig bestimmte Polynom
s’ = rem(s,g) mit ' = s —qg und deg(s’) < deg(g), sowie ' =t + qf, so gilt offensichtlich
immer noch

1=sf+1qg.

Wegen t'g = 1 —s'f ist deg(t'g) < deg(s) + deg(f) < deg(f) + deg(g) und somit auch
deg(t') < deg(f).

Dieses eindeutig bestimmte Paar (s',t') mit 1 = 8'f + t'g und deg(s’) < deg(g),deg(t’) <
deg(f) bezeichnet man als die Bezout-Koeffizienten von (F, Q).

Lemma 4 F ist ein Korper, 0 =F,9 F[X] Polynome. Dann ist
ged(F,g) 1« s, t FX]\{0} mitsf+1tg=0, deg(s) < deg(g),deg(t) < deg(F)
Dies konnen wir in Termini der ,,Linearkombinations-Abbildung*

¢:FXxF[x — F[x]
(s,t) — sf +tg

aufschreiben. Py = {a F[X] | deg(a) < d} ist ein Vektorraum mit der Basis
(xo,xl,xz, . ,xd*1>
und @ induziert eine lineare Abbildung

@0 : Pm X Pn = Pm+n

zwischen Vektorrdumen derselben endlichen Dimension m+n. Das Lemma kann nun wie folgt
umformuliert werden.

Satz 19 Seien f,g F[X] Polynome vom Grad deg(f) = n,deg(g) = m. Dann gilt

1. degy(ged(F,g9)) =0, d. h. (F,9) sind teilerfremd, genau dann, wenn Qg ein Isomorphis-
mus 1st.

2. Ist degy (ged(F,9)) = 0, so gibt es eindeutig bestimmte (S,t)  Pm X< Pp mit @o(s,t) = 1.
Das sind die Bezout-Koeffizienten von (f,Q).
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Abbildung in der gegebenen Basis
(x,0),i=1,....m—=1) ((0,¥), j=1,...,n—1)

als Matrix aufschreiben ergibt die Sylvester-Matriz S, in deren Spalten i = 1,...m die Koef-
fizienten von x'~* f und in den Spalten i = m+1,...m+ n die Koeffizienten von x'=M=1 g
stehen. Deren Determinante bezeichnet man als die Resultante res(f, Q).

Folgerung 3 f,g wie gehabt.
1. degy(ged(F,g)) =0 < det(S) =0.

2. Die Bezout-Koeffizienten von (f,9) ergeben sich als Losung eines linearen Gleichungs-
systems mit Koeffizientenmatriz S.

Kombination des allgemeinen Satzes iiber gcd mit diesen Ergebnissen liefert den folgenden

Satz 20 (Resultantenkriterium) Sei R ein Integrititsbereich und 0 = f,9 R[X]. Dann
ist degy(ged(F,9)) = 0 genau dann, wenn res(f,g) =0 in R gilt.

In der Tat, degy(ged(F,g)) kann iiber F = Q(R) berechnet werden.

Da die zugehorigen Bezout-Koeflizienten iiber F aus einem linearen Gleichungssystem mit
Koeffizientenmatrix S bestimmt werden kénnen, ergibt sich aus der Cramerschen Regel weiter

Folgerung 4 Sei R ein Integrititsbereich und 0 = f,9  R[X]. Dann gibt es 0 =s,t  R[X]
mit ST +tg = res(f,g) und degy(s) < degy(9), degy(t) < degy(f).

Ist h = ged(f,g) und degy(h) > 0, so setze man s = g/h und t = —f/h.

3.5 gcd von Familien von Polynomen

Es gilt auch hier der Kompositionssatz, so dass die gcd-Bestimmung zuriickgefithrt werden
kann auf die Bestimmung des gcd der Inhalte der einzelnen Polynome sowie die Bestimmung
von h = ged(f1, F, ..., fn) in K[X] iiber einem Korper K.

Letzteres kann mit einem probabilistischen Verfahren auf eine einzige ged-Berechnung h* =
ged(Fy, o+ asfz+ -+ anfn) in K[X] zuriickgefiihrt werden, wobei O3, ...,0Nn S uniform
zufillig aus einer vorgegebenen Menge S ist.

Im Ergebnis gilt h* = h mit hoher Wahrscheinlichkeit. Generell gilt h | h*, d. h. das berechnete
h* hat moglicherweise zu hohen Grad. Damit kann durch einfache Teilbarkeitstest h*|f;
festgestellt werden, ob h* = h gilt und anderenfalls mit einer weiteren Zufallsauswahl die
Rechnung wiederholt werden. Details dazu finden sich im Buch [4, S. 166 ff.].

Berechnungen derartiger ged treten vor allem bei der Bestimmung des Inhalts von Polynomen
auf. Deren Kosten sind also mit den Kosten einer einfachen ged-Berechnung vergleichbar. Die
praktischen Kosten einer ged-Berechnung nach dem Kompositionssatz auf der Basis eines
solchen probabilistischen Verfahrens sind also von der Gréflenordnung

Cyed in R (8, d) = O (Cged in r(b) + Cged in R(D") + Cyed in k(. d))

Hier ist b eine Schranke fiir die KoeffizientengréBe von f,g R[], d eine Schranke fiir den
Grad und b eine Schranke fiir die Koeffizientengrofie von h = gedyy(F,g). Gewohnlich
dominieren die Kosten Cgycq in kixj(h, d) das gesamte Verfahren.
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3.6 Polynomiale Restsequenzen

Seien dazu F(x),g(X)  RI[X|. Betrachten wir die Division mit Rest divrem(f,g). In der
klassischen Version iitber K = Q(R) entsteht als Nenner eine Potenz von Ic(g), weil in jedem
Schleifendurchlauf durch diesen Leitkoeffizienten geteilt wird. Um Divisionen zu vermeiden,
modifizieren wir dazu den Ersetzungsschritt in der Division mit Rest zu

r — lc(g)r — lg(r) g x4ea(n—dea(@)
Im Ergebnis erhalten wir eine Darstellung

le(9)'f (x) = a(x) - g(x) + r(x),

wobei | die Anzahl der Ersetzungsschritte angibt. Eine entsprechende MUPAD-Prozedur hat
folgendes Aussehen:

pdivreml := proc(f,g) local x,c,q,r,d,lg,PO;
begin
PO:=domtype(g); x:=P0::mainvar();
r:=f; q:=0; lg:=lcoeff(g);
d:=degree(r)-degree(g);
while not iszero(r) and d>=0 do
c:=lcoeff(r)*x~d;
q:=1lg*q+c; r:=PO(lgxr-c*g);
d:=degree(r)-degree(g);
end;
[PO(q) ,r];
end;

Beweis der Korrektheit durch Betrachtung der Schleifeninvariante
c=lc(r)-x% r=lc(g)-r—c-g, g =lc(g)-qg+c, I=1+1
Beispiel:

P:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: :Rational);
f:=randompoly(5,100); g:=randompoly(3,100);

u:=pdivreml (P(f),P(g));

Probe:

ul[1]1*P(g)+ul2] - lcoeff(P(g)) "3*P(f);

Da in jedem Ersetzungsschritt der Grad von r um wenigstens 1 sinkt, gilt
| <d:=deg(f)—deg(g) +1,

so dass wir im Weiteren fiir unsere theoretischen Untersuchungen | durch d ersetzen wollen,
was durch eine entsprechende Nachjustierung in obiger Prozedur erfolgen kann:
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pdivrem := proc(f,g) local x,c,q,r,d,lg,n,P0;
begin
PO:=domtype(g); x:=P0O::mainvar();
r:=f; q:=0; lg:=lcoeff(g);
d:=degree(r)-degree(g); n:=d+1;
while not iszero(r) and d>=0 do
c:=lcoeff (r)*x"d;
q:=lg*qg+c; r:=PO(lg*r-c*g);
d:=degree(r)-degree(g); n:=n-1;
end;
[PO(1g n*q) ,1g n*r];
end;

Definition 6 Ist R ein Integritidtsbereich und f(x),g(x) R[X], deg(f) = deg(g), so gibt es
eindeutig bestimmte Polynome q(X), r(X) RI[X]| mit r =0 oder deg(r) < deg(g) und

I6(g) %9 ABIDLE (x) — g(x) - 9(x) + ().

g nennt man den Pseudoquotienten pquot(f,g) und r nennt man den Pseudorest prem(f,q)
der Polynome f und g¢. Diese Funktionen stehen in MUPAD mit der Funktion pdivide zur
Verfiigung.

Uber K[x] mit K = Q(R) sind der iibliche Rest und der Pseudorest zueinander assoziierte
Polynome. Also kann man bei der Berechnung von gedy «(f,g) mit Hilfe des Euklidschen
Algorithmus die Restbildung durch Pseudorestbildung ersetzen. Die Folge der dabei entste-
henden Reste bezeichnet man als die Fuklidsche Polynomiale Restsequenz. Eine MUPAD-
Implementierung sieht so aus:

eprs := proc(f,g) local r;
begin
while not iszero(g) do
r:=pdivrem(f,g) [2];

print(r);
f:=g; g:=r;
end;
f;
end;

Beispielrechnungen mit dieser Implementierung sind im Hinblick auf Vermeidung von Re-
chenaufwand nicht sehr ermutigend, denn die entstehenden Koeffizienten sind deutlich gréfler
als die, welche bei der rationalen Version auftreten. Eine genauere Analyse der in den Rest-
sequenzen auftretenden Koeffizienten zeigt deren exponentielles Wachstum. Wie bereits im
Fall linearer Gleichungssysteme zeigt sich weiter, dass sich die Koeffizienten gewohnlich aus
vielen Faktoren zusammensetzen. Es entsteht also die Frage, ob man Faktoren finden kann,
die in allen Koeffizienten eines Restpolynoms gemeinsam vorkommen. Diese kénnte man dann
ausdividieren, bevor die Rechnung fortgesetzt wird.

Diese Frage wollen wir nun studieren. Dazu werden wir zunéchst eine geeignete Terminologie
fixieren.



Prof. Grabe: Algorithmen fiir Polynome — Vorlesungsnotizen 38

Definition 7 Seien f(X),g(X) RI[X]| zwei Polynome mit d = deg(f) = deg(g). Als Polyno-
miale Restsequenz (PRS) bezeichnet man eine Folge von Polynomen

Ro=f, Ri=g, Ro, Rs, ..., Re =0
mit
(1) deg(R1) > deg(Rz2) > ..., > deg(R).
(2) ai-Ri—1(x) = Qi(X) - Ri(x) + Bi - Ri+1(X) mit geeigneten i, Bi R und Qi(x) R[x].
(3) prem(Rk-1,Rk) =0

Wie oben gilt dann stets pp(Rk) = pp(gedk (. 9))-

Setzen wir ; := deg(Ri_1) — deg(R;j) = deg(Qj), so kann man aj = Ic(R;)%*?! wie bei der
Pseudodivision setzen, was wir im Folgenden stets stillschweigend annehmen.

Zur Komplexitéit dieser Berechnungen: Nur aus dem Punkt (2) der Definition entstehen Kos-
ten, und zwar (C* bezeichnet die Multiplikationskosten in R[X]):

Skalieren von Rj_1 mit aj: C*(aj,Ri-1)
Division mit Rest: C*(Qi,Rjy)
Finden des Faktors Bj: Kosten(B;)

Ausdividieren des Faktors Bi:  C*(Bj, Ri+1)

Die Gesamtkosten ergeben sich, wenn diese vier Posten fiir alle Schleifendurchléufe (i =
1,...,d) addiert werden.

Die Kosten der Multiplikationen hidngen von der Lénge der entsprechenden Koeffizienten
ab. Wir wollen wieder annehmen, dass auf R eine additive Léingenfunktion* gegeben ist, bzgl.
welcher gj die durchschnittliche GroBe der Koeffizienten von Qj(X) und lj die durchschnittliche
GroBe der Koeffizienten von Rj(X) bezeichnet. Dann gilt fiir i =1

I(ai) = (8i + 1) |
livr = (0 + 1) i + lica — 1(Bi)
0i =0 li + li—1

und im Normalfall, wenn alle §; = 1 (so eine PRS heifit normal)

livr =20 + iz — 1(Bi)
gi=li+ i1
deg(Rj) =d —1,

woraus sich ergibt (C4 bezeichnet die Multiplikationskosten in R):

C*(aj,Rj_1) = (d—i+2) C§(2|i,|i_1)
C*(Bi,Ri+1) = (d—1)Cx(I(Bi), li+1)
C*(Qi,Ri) = 2(d—i+1)Ci>li+li-1,1i)

4Solche additiven Langenfunktionen sind zum Beispiel die Bitlange fur R = Z bzw. der Gradvektor fur
R = k[Xl ..... anl]-
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Die Kosten hiingen also wesentlich vom Wachstum der Koeffizienten von Rj(X) ab, deren
Grofle lj den Anfangsbedingungen lg = I3 =1, I, = (81 +2) | geniigen moge. Die Graddifferenz
01 = deg(f) — deg(g) spielt eine besondere Rolle unter den Graddifferenzen §; in einer PRS,
da sie durch die Eingabegrofien f, g bestimmt ist.

1) Bi = 1 liefert die oben beschriebene Fuklidsche PRS. Fiir den normalen Fall §; = 1 ergibt
sich deren Koeffizientenwachstum damit aus der Rekursion

lo=li=Llix1 =2l +li_1 firi>0

Wir erhalten 21; < lj+1 < 31j, also exponentielles Koeffizientenwachstum (_die genaue Wachs-
tumsgrofly ergibt sich nach Auflésung der Rekursionsgleichung zu li = o' fiir i = 1 mit
a=1+ 2).

Mit I; 2"l und R = Z (klassische Multiplikation) ergibt sich fiir die Kosten

d
Ceprs(d) = ; (d—i+2)22 +3(d—i+1)2%) ?4" =0 (4" |2)

bzw. O (2d |2) bei schneller Multiplikation in Z.

2) Man konnte auch in jedem Schritt Rj+1 durch seinen primitiven Teil ersetzen, also Bj =
cont(Rj+1) ausdividieren. Das wére der groftmogliche Faktor. Wir verwenden dazu die Funk-
tion primpart, welche der MUPAD-Datentyp Dom: :UnivariatePolynomial (x,R) fiir Rech-
nungen iiber einem Grundbereich R zur Verfiigung stellt.

pprs := proc(f,g) local r,PO;
begin
P0O:=domtype(g) ;
while not iszero(g) do
r:=pdivrem(f,g) [2];
if not iszero(r) then r:=PO::primpart(r) end_if;

print(r);
f:=g; g:=r;
end;
f;
end;
Beispiele:

P:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: : Integer) ;
f:=randompoly(5,100); g:=randompoly(3,100);

43X —50x% —39x3 —12x* —37x% + 41
152 —6X +41x3 —30

eprs(P(£),P(g));
pprs(P(£),P(g));



Prof. Grabe: Algorithmen fiir Polynome — Vorlesungsnotizen 40

—4162372x% + 2587457X + 557581
427244858549977X — 425795935537343
—182159385872648062791673484129152352

4162372x% — 2587457 — 557581
6199051937x — 6178028983
1

Natiirlich miisste bei dieser Berechnung des ged der Koeffizienten von r die Funktion pprs
rekursiv eingesetzt werden, was eine Aufwandsabschéitzung schwierig macht, zumal nicht klar
ist, ob der in den Beispielen regelméfig zu beobachtende Kiirzungseffekt generell auftritt. Das
Verfahren ist also mglw. praktisch interessant, aber theoretisch schwer zu untersuchen.

Es ergibt sich damit die Frage, ob Faktoren gewisser Bauart systematisch auftreten. Insbeson-
dere steht wegen der Analogie zu Verfahren der linearen Algebra, die bei der Betrachtung der
Resultanten sichtbar geworden ist, die Frage, ob man &hnlich wie beim Bareiss-Algorithmus
Faktoren, die man in fritheren Schritten hineingesteckt hat, ohne aufwindige gcd-Berechnung
in spéteren Schritten wieder herausdividieren kann. Dies ist in der Tat moglich:

Satz 21 (Silvester 1853, Collins 1967)
aj = |C(Ri)5i+1, B1=1,Bi=qj_1 firi>1
liefert eine PRS, die reduzierte Polynomiale Rest-Sequenz.

Fiir einen Beweis dieses Satzes sei auf [1, ch. 7] bzw. [2] verwiesen. Von seiner Evidenz kann
man sich an Hand von Rechnungen mit zufélligen Polynomen und der folgenden MUPAD-
Implementierung iiberzeugen:

redprs := proc(f,g) local r,beta;
begin
beta:=1;
while not iszero(g) do
r:=pdivrem(f,g) [2] /beta;

print(r);
beta:=1lcoeff(g) " (degree(f)-degree(g)+1);
f:=g; g:=r;
end;
f;
end;

redprs(P(£) ,P(g));

—4162372x% + 2587457X + 557581
6199051937x — 6178028983
—2213434272758
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In allen Beispielen gehen die im Laufe der Rechnungen auszufithrenden Divisionen auf. Die
Rechnungen zeigen zugleich, dass mit diesem Ansatz offensichtlich ein grofler Teil der syste-
matisch auftretenden Koeffizienten bereits ausgeteilt wird.

Dies gilt allerdings nur fiir normale Restsequenzen, d.h. wenn &; = 1 fiir alle 1 > 1 ist. In
diesem Fall erhalten wir fiir das Koeffizientenwachstum

lo=li=1L1 =3I, lix1=2li+1li_1—2li_1 =2lj —lj_1 fiiri > 1,

also lj = (2i — 1) I. Die Koeffizientengrofle wichst folglich linear.

Liegt dagegen eine Restsequenz mit gréfleren Gradspriingen vor, so kann das Koeffizienten-
wachstum noch immer exponentiell sein.

redprs (P(subs (f,x=x"2)) ,P(subs(g,x=x"2)));
pprs (P(subs(f,x=x"2)),P(subs(g,x=x"2)));

—6996947332x* + 4349515217x? 4 937293661

—72912433491267779483204x> + 72665164271572099761436
—1898211245139273176475243535100028245646459490144

4162372x* — 2587457x% — 557581

6199051937 — 6178028983
1

Aufgabe 4 Leiten Sie fiir den Fall, dass alle 8; = 2 sind, eine Formel fiir l; her und iiberzeugen
Sie sich, dass diese exponentiell in i ist.

Ein noch besseres Verhalten zeigt die Subresultanten-PRS:
Satz 22 (Collins 1967, Brown/Traub 1971) a; = Ic(R;j)%*! und

hi=1, hi=Ic(Ri_1)%*-hi Pt (i>1),
Bi=1, Bi=Ic(Ri_1) h¥ (i>1)

definiert eine Polynomiale Restsequenz, die Subresultanten-PRS.

Fiir einen Beweis dieses Satzes sei ebenfalls auf [1, ch. 7] bzw. [2] verwiesen. Mit folgender
MUPAD-Implementierung kann man sich {iberzeugen, dass wiederum alle Divisionen aufge-
hen:

sprs := proc(f,g) local r,lc,h,delta;
begin
lc:=1; h:=1;
while not iszero(g) do
delta:=degree (f)-degree(g);
r:=pdivrem(f,g) [2]/(1c*h~delta);
print(r);
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lc:=1lcoeff(g);
h:=1c"delta*h”~ (1-delta);
f:=g; g:=r;
end;
f;
end;

Eine Verbesserung gegeniiber der reduzierten PRS wird hochsten fiir nicht normale Restse-
quenzen erreicht, da fiir normale Restsequenzen die Subresultanten-PRS mit der reduzierten
PRS zusammenféllt. Im Gegensatz zu letzterer wachsen in der Subresultanten-PRS die Ko-
effizienten auch bei beliebigen Gradspriingen nur linear.

sprs(P(subs(f,x=x"2)),P(subs(g,x=x"2)));

—6996947332x* + 4349515217x? 4 937293661
—25802760209114564X2 + 25715254854027676
—13721194015962666232246

Aufgabe 5 Zeigen Sie, dass in einer Subresultanten-PRS das Koeffizientenwachstum immer
linear ist, indem Sie aus den Rekursionsbeziehungen lj = (81 + 202 4+ ... + 20j—1 + 2) | und
I(hi) = Ii — 2l herleiten.

Hier ist die Komplexitidtsabschitzung fiir normale reduzierte PRS, d.h. 3 = 1 und |} =
(2i — 1)1 fiir alle i > 1. Wegen 1(Bj = Ic(Ri_1)?) = 2li_1 = (4i — 6) | erhalten wir aus obiger
Formel

d

Credprs(d) = > ((d— i +2) CA((4i —2)1, (2i —3)1) + (d — i) CA((4i — 6) 1, (2i + 1)1)
i=1

+2(d—i+1)Ci((4i—4)1,2i—1)1)).

Fiir einen solchen Summanden sj ergibt sich iiber R = K[X4,...,Xpn_1] fiir den Gradvektor
| = (d1,...,dn_1) mit D =dj ... dn_1 wegen Ch(ul,vI) = (uv)"~1. D? (klassische Multi-
plikation)

si= ((d—i+2)((2i —3)(4i—2)" 4+ (d—1i)((4i —6)(2i +1))"*
+2(d—i+1)((4i —4)(2i —2))" ) D?
4-(8i%)"1(d—i)D?

Summieren wir den Aufwand der einzelnen Schritte, so erhalten wir
d—1
> si=0(d*"D?).
—
Mit schneller Multiplikation C(ul,v1) = O (u"!. D) fiir u= v erhalten wir

si (d=i+2)@i—2)"1+d=—i)di—-6)"1+2(d—-i+1)4i—4)" ) D

4.4 Yd—-i)D
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und

d—1 _
> si=0(d""'D).
—

Satz 23 Sei R[Xn] der univariate Polynomring iber R = K[X1,...,Xn_1] und einem Grund-
kérper K mit Einheitskostenarithmetik, £,9  R[Xn] zwei Polynome mit durch (d1,...,dn)
beschrankten Gradvektoren und damit D =dy ... -dn_1 eine obere Schranke fiir die Bitgrofie
L(F) bzw. L(g) eines Koeffizienten.

Zur Berechnung der Subresultanten-PRS werden dann O(D2d2") (klassisch) bzw. O(D dR*1)
(schnelle Multiplikation) Elementarmultiplikationen bendtigt.

Aufgabe 6 Zeigen Sie, dass die entsprechende Komplexitit iiber R = Z fiir Polynome mit
Koeffizientenldngen, die durch t(f),t(g) < b beschrinkt sind, fiir die klassische Multiplika-
tion von der GréBenordnung O(b?d*) und iiber R = Z[Xy, ..., Xn_1] von der GréBenordnung
O(D?d2"*?) mit D =b-dy-...-dn_1 ist. Auch hier ist D eine obere Schranke fiir die BitgroBe
L(f) eines Koeffizienten von f R[Xp].

Dies bestitigt die oben beschriebene Heuristik, dass die Beriicksichtigung der Koeffizien-
tenldnge der Hinzunahme einer zusétzlichen Variablen entspricht, ein weiteres Mal.

Dies ist allerdings noch nicht der Gesamtaufwand fiir die Berechnung des gcd, da nach der
Formel

gedgpy (F,9) = gedg(cont(F), cont(9)) - pp(gedk g (F,9))
noch die Berechnung sowohl des Inhalts-gcd als auch des primitiven Teils aussteht.

h(x) := pp(gedk x(F(X), 9(X))) ergibt sich aus dem letzten nicht verschwindenden Rest Rk(X)
einer PRS durch Ausdividieren des Inhalts. Wir hatten gesehen, dass dieser Inhalt durch das
intermediére Koeffizientenwachstum eine betrichtliche Bitldnge erreichen kann, wihrend das
Ergebnis h(x) als gemeinsamer Teiler von f(X) und g(X) nur moderate Koeffizientenléngen
erwarten ldsst. Es ergibt sich also wiederum die Frage, ob ein grofler Teil der zusétzlichen
Faktoren in Rg(X) a priori bekannt ist und somit ohne weitere Rechnungen ausdividiert wer-
den kann. Wegen h(x) | gedgpq(F,9) gilt Ic(h) | r := gedg(Ic(f), Ic(g)) und wir kénnen Rg(X)
zunédchst durch das Polynom R(X) = ﬁ - Rk(X))  RIX] ersetzen, ehe wir den primiti-
ven Teil berechnen. Die Koeffizienten von Rg(X) sind fiir die Subresultanten-PRS durch einen
Gradvektor lg = (2k—1)-I beschrankt, die Koeffizienten von R(X) wie r durch den Gradvektor
| = (di,...,dn_1) selbst. Die Gesamtkosten fiir die maximal d = d,, Koeffizientendivisionen

kann man damit nach oben abschitzen durch
d-Ci((2d—1)L1) d(2d—1)""1D?

was die Groflenordnung der Kosten des PRS-Berechnung nicht iibersteigt.

Es bleiben die Berechnungen von cont(f,g) sowie pp(R(X)) auszufiihren. Dazu sind maxi-
mal 3dn ged’s von Polynomen in n — 1 Variablen auszufiihren, deren Gradvektor durch
(d1,...,dn—1) beschriankt ist. Mit der probabilistischen Methode der Berechnung des ged
von Familien von Polynomen ldsst sich dieser Aufwand weiter senken.

Auch in der hier betrachteten Form mit maximal 3 dy gecd-Berechnungen ist er allerdings nicht

entscheidend fiir die Laufzeit. Bezeichnet namlich C(n)

gcd die Komplexitéit der ged-Berechnung
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von Polynomen f,g  K[X1,...,Xn], deren Gradvektor durch (di,...,dn) beschrinkt ist, so
erhalten wir fiir den Gesamtaufwand der gcd-Berechnung (klassische Multiplikation)

C < 3dn -CLy Y 4 (dr ... dng)2(dn)"

und daraus rekursiv

Cil < ((dn)® =2 4 3(dn—1)** + 9(dn2)*"C +...) (dy ... - dn)?

Fiir die schnelle Multiplikation erhalten wir

C) <3 - CGg ™ ... v dnoy (dn)™

und daraus rekursiv

C < ((dn)" +3(dn—1)" " + 9(dn2)" 2 +...) (dy - ... - dn)

ged ~
Satz 24 Der Gesamtaufwand fir die gcd-Berechnung von ¥,  K[X1,...,Xn] tber einem
Koérper K mit Einheitskostenarithmetik mit durch (dy, ..., dn) beschrankten Gradvektoren tiber

die Subresultanten-PRS ist bei klassischer Multiplikation von der Griffenordnung
O((dy -+ dn)? max{d? 2, i=1,...,n})
und bei schneller Multiplikation von der Gréflenordnung

O((dy ---dn) -max{d!, i=1,...,n})

Insbesondere bestétigen diese Schranken, dass man die Variablen so anordnen sollte, dass
dy =dp =...=dp gilt. Mit O(d?) fiir n = 1 und O(d? d3) fiir n = 2 ergeben sich die fritheren
Komplexitétsabschétzungen fiir klassische Multiplikation als Spezialfille.

Mit dem probabilistischen Verfahren fiir Polynomfamilien zur gcd-Berechnung der Koeffi-
zienten erhélt man dasselbe Ergebnis, da die Rechenzeit durch die PRS-Berechnung dominiert
wird.

3.7 Rechnen in homomorphen Bildern

Die bisherigen Verfahren zur gcd-Berechnung zeichnen sich durch auflerordentliches Wachs-
tum der intermedidren Daten aus. Dieser fiir viele symbolische Rechnungen typische Effekt
lésst sich oft dadurch umgehen, dass man die entsprechenden symbolischen Rechnungen statt
mit Unbestimmten mit konkreten Parameterwerten ausfiihrt, d. h. in einem Bildbereich rech-
net, und aus diesem Ergebnis z. B. durch Interpolationstechniken versucht, das entsprechende
korrekte symbolische Ergebnis zu gewinnen.

Wir wollen diese Technik zunéchst beispielhaft im Bereich Z[X] untersuchen und die Beziehung
zwischen ged-Berechnungen iiber Z und iiber Zjp studieren.

Die folgende MUPAD-Funktion Q bildet Polynome f  Z[X] durch Koeffizientenreduktion
auf Polynome f, Z,[x] ab

Qp:=proc(f,p)
begin Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: :IntegerMod(p)) (f) end_proc;
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Rufen wir die wie folgt modifizierte Funktion nEuklid

nEuklid := proc(f,g) local PO,r;
begin
PO:=domtype(g) ;
while not iszero(g) do
r:=P0: :prem(f,g);
if not iszero(r) then r:=r/lcoeff(r) end_if;
f:=g; g:=r;
end;
£;
end;

mit den so transformierten Polynomen auf, so erhalten wir fiir unser erstes Beispiel

f:=x"8+x"6-3%x"4-3*%x"3+8*x"2+2*x-5;
g:=3%x"6+b*x"4-4*xx"2-9%x+21;
primes:=[2,3,5,7,11,13];

map (primes,p->[p,expr(nEuklid(Qp(f,p) ,Qp(g,p)))1);

[2,x +x*+1], [3,1], [51], [7,x+3], [11,1], [13,1]

Wir sehen an diesem Beispiel, dass fiir einige p auch fp und gp teilerfremd sind, wéihrend fiir
andere p der modulare gcd zu hohen Grad hat. Diese Beobachtung wollen wir nun an Hand
einer grofleren Liste von Primzahlen systematisch vertiefen:

primes:=select([i$i=1..100],isprime);
map (primes,p->[p,expr(gcd(Q(f,p),Q(g,p)))1);

gcd erkennt dabei am Parametertyp, dass modulare ged zu berechnen sind. Fiir unser erstes
Beispiel erhalten wir stets ged = 1 auBer fiir p = 2 (ged = X +x+1) und p = 7 (ged = x+3).

Fiir Polynome, die in Z[X] nicht teilerfremd sind, ergibt sich folgendes Bild:

map (primes,p->[p,expr(gcd (Qp (£* (3*x+5) ,p) ,Qp (g* (3*x+5) ,p)))1);

[[2x3+1], [3.1], [5,%], [7,x*+5], 11,x+9], [13,Xx+6] ...]

In den meisten Féllen hat der modulare ged auch den Grad 1, in einem Fall (p = 3) allerdings
den Grad 0, in einigen anderen (p = 2,7) einen hoheren Grad. Aber auch die Ergebnisse im
Grad 1 kénnen nicht ohne Weiteres zur Bestimmung des ged {iber Z herangezogen werden, da
ihr Leitkoeffizient auf 1 normiert wurde, gcd = 3X + 5 aber den (in praktischen Rechnungen
vorab unbekannten) Leitkoeffizienten 3 hat. Die Ergebnisrekonstruktion aus den modularen
Resultaten ist also komplizierter als im Fall der modularen Determinantenberechnung. In
diesem Fall geniigt es allerdings, den Leitkoeffizienten des Ergebnisses auf das zu erwartende
Ergebnis zu renormieren:

map (primes,p->[p,expr (3*gcd (Qp (£* (3*x+5) ,p) ,Qp(g* (3*x+5) ,p)))1);

12,3 +1],[3,0], [5, =2X], [7,3x% + 1], [11,3X + 5], [13,3X + 5],.. . ]
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Der Reduktionssatz

Wir wollen nun die zu untersuchende Situation allgemein mathematisch beschreiben. Seien
R und R’ zwei Integrititsbereiche, die durch einen Homomorphismus ¢ : R - R’ verbunden
sind. Ein solcher Homomorphismus induziert durch seine Wirkung auf den Koeffizienten einen
Ringhomomorphismus @ : R[X] - R’[X], den wir mit demselben Symbol bezeichnen wollen.
FEinen solchen Morphismus bezeichnet man auch als Reduktionsmorphismus.

Satz 25 (Reduktionssatz) (/4, thm 6.26])

Sei @ : R[X] » R'[X] ein Reduktionsmorphismus, 0 = £,9  RI[x] mit @ (Ic(f)lc(g)) = 0. Sei
weiter h = ged(F,9), F=h-f', g=h-g und h* = ged(@(F),0(g)). Dann gilt

1. degy(@(F)) = degy(F), degy(p(9)) = degy(g), degy(p(h)) = degy(h),

2. le(h) | ged(le(f), Ic(g)),
3. degy(h*) = degy(h),
4. deg,(h*) = degy(h) = @(r) = 0, wobei r = res(f’,g’) R die Resultante der teiler-

fremden Polynome ¥',9" bezeichnet.

Reduktionen, fiir welche degy,(h*) > degy(h) gilt, bezeichnet man als schlechte Reduktionen
fir (£,9).

Beweis: Die ersten drei Beziehungen folgen sofort aus der Bedingung an die Leitkoeffizienten
von f und g und h|f,g, was @(h) | @(f), 0(g) und somit @(h) | h* nach sich zieht.

Fiir die letzte Aussage halten wir zunéchst die Beziehung

h* = ged(o(f), 9(9)) = @(h) - ged(o(f'), 9(g"))

fest. Die Grade der beiden Polynome h* und h stimmen also genau dann iiberein, wenn
degy (ged(@(F), 9(g"))) = 0 gilt, was nach dem Resultantenkriterium 20 gleichbedeutend mit
res(@(f’), @(g’)) = 0 ist. Nun ergibt sich aber die Resultante als Determinante der Sylvester-
matrix, die aus den Koeffizienten von @(f’) und @(g’) zusammengestellt wird. Diese Koeffizi-
enten ergeben sich wiederum als Reduktion der Koeffizienten von ' und g¢’, so dass folglich
res(Q(f'), 9(g')) = o(r) gilt. [

Die Bedingung an die Leitkoeffizienten lisst sich noch leicht abschwéchen. Andererseits hatten
wir oben gesehen, dass im Fall ¢ (Ic(f)) = @ (Ic(g)) = 0 der Grad des modularen ged in der
Tat kleiner als erwartet sein kann.

Als erste Folgerung aus Satz 25 ergibt sich fiir primitive Polynome

Folgerung 5 Sind 0 =f,9 R[X] primitive Polynome und @(F), ®(9) unter einer Reduktion
(mit @ (Ic(F)lc(g)) = 0) teilerfremd, so auch ¥ und g.

Neben der Koeffizientenbereichsreduktion Z — Zjp spielt auch R = K[X1, ..., Xn_1] und X = Xp,
in Anwendungen eine wichtige Rolle. Ist K/K ein Erweiterungskérper und a = (as, ..., an-1)
K"~1, so kénnen wir den durch X; — aj,i =1,...,n—1, induzierten Evaluierungshomomor-
phismus @4 : R[X] - K|[X] betrachten.
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3.8 Modulare gcd-Berechnung

Wir wollen nun diese Technik der Reduktion auf die Berechnung von ged in Z[X] anwenden,
indem wir Reduktionsmorphismen Z - Zp fiir Primzahlen p heranziehen. Diese Situation
hat mit Blick auf die Darstellung ganzer Zahlen in Positionssystemen bzgl. einer Basis B
viel Ahnlichkeit mit der Berechnung von ged in einem bivariaten Polynomring S = Ky, X] =
Kly][X] = R[X] mit R = K[y] iiber einem Koeffizientenkérper k mit Einheitskostenarithmetik.
Allein die gelegentlich auftretenden Ubertriige beim Rechnen mit ganzen Zahlen machen die
Situation fiir R = Z uniibersichtlicher.

In der Tat zeigt das Beispiel f = (x+1)?2 = x2+2x+1, h= (x+1)2(x—1) = x3+x2—x—1,
dass es in Z[X] Polynome f,g,h mit f-g = h gibt, wo der Faktor f betragsméBig grofere
Koeffizienten hat als das Produkt h.

Fir f,9  K[y][x] mit f-g = h gilt dagegen stets degy(f) < degy(h). Wir wollen deshalb
zunéchst die Situation fiir bivariate Polynome f,g  K[y][X] iiber einem Koeffizientenkorper
k mit Einheitskostenarithmetik studieren.

3.8.1 Modulare bivariate gcd-Berechnung

Seien K ein Korper mit Einheitskostenarithmetik, R = kly] und 0 = f,g  R[X] zwei primitive
Polynome in rekursiver Darstellung. R ist ein Euklidscher Ring, in welchem der Satz von
der Division mit Rest (fiir univariate Polynome) gilt. Damit lassen sich in R ged mit dem
Euklidschen Algorithmus berechnen. ged-Berechnungen in R[X] kénnen dagegen aufwindig
werden, da die y-Grade der Koeffizienten intermedisrer Polynome — wie auch die ganzzahligen
Koeffizienten in den bisherigen Beispielen — die Tendenz haben zu wachsen.

Fiir die Endergebnisse der gcd-Berechnung gilt allerdings die folgende triviale Schranke fiir
das Maximum der y-Grade der Koeffizienten:

Lemma 5 Sei R=K[y], h,f R[X] und h|f. Dann gilt deg,(h) < deg, (f).

Beweis: Betrachte h,  als Elemente von k[X]ly]. O

Kennen wir eine Schranke c fiir die y-Grade der Ergebnisse, so konnen wir alle intermediéren
Ergebnisse modulo eines Polynoms p = y¢ —r(y) R mit ¢ > deg,(r) reduzieren und so
das Gradwachstum begrenzen. Dies entspricht der Reduktion @ : R - R’ = R/(p). Rech-
nerisch bedeutet dies, die algebraische Ersetzungsrelation yX - r(y) auf die Koeffizienten
eines Polynoms f  R[x] anzuwenden. Ist deg, (f) < ¢, so &ndert sich das Polynom bei dieser
Reduktion nicht. Wir nennen deshalb ein solches Polynom reduziert. Dies definiert zugleich
eine Liftungsabbildung ¢ : R/[x] - R[X], bzgl. welcher W(@(f)) = f (mod p) fiir f R[X]
und Y(@(F)) = f fiir reduzierte Polynome gilt.

Setzen wir zusitzlich voraus, dass p ein Primpolynom ist, wird R’ ein Korper und die ged-
Berechnung in R’[x] kann mit nEuklid ausgefiihrt werden. Dazu miissen in R” insbesondere
inverse Elemente berechnet werden. Das kann {iber den Erweiterten Euklidschen Algorithmus
erfolgen: Ist b R,b = 0 (mod p), so liefert die Darstellung 1 = ged(b,p) = u-b+v:.p
ein Polynom u R, degy(u) < cmitb-u=1 (mod p). Additive Arithmetikoperationen in
R’ sind also mit dem Aufwand O(c), multiplikative Arithmetikoperationen einschliefllich der
Inversenbildung mit dem Aufwand O(c?) (klassische Arithmetik) ausfithrbar.
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Wir wollen p von so hohem Grad wihlen, dass f,g reduziert sind®, h* = ged(@(f), @(g))
bestimmen und untersuchen, wann daraus Riickschliisse auf h = ged(F, g) moglich sind. Wir
verwenden die im Reduktionssatz eingefithrten Bezeichnungen. Weiter seien T*,g* reduzierte
Polynome mit @(F) = @(f*) h*, ¢(g) = ¢(g*) h*, die sich als Liftungen von Kofaktoren von
h* berechnen lassen.

Satz 25 (4) besagt, dass ein zu hoher X-Grad von h* nur fiir @ (res(f’,g')) = 0 zu erwarten
ist. Da wir ¥/ und ¢’ aber erst mit h kennen, kénnen wir diese Ausnahmen nicht apriori
ausfiltern. Wir wiederholen deshalb die Rechnungen mit zuféllig gewéhlten Primpolynomen
p R ausreichend hohen Grades ¢, bis deg, (h*) = deg,(h) gilt. Dann gilt @(h) = @(a) h* mit
o = Ic(h), wenn wir davon ausgehen, dass h* als ged zweier univariater Polynome iiber dem
Korper R’ so normiert ist, dass Ic(h*) = 1 gilt.

Ist h zugleich reduziert, so wire h wegen h = Q(@(h)) gefunden. Da wir a aber nicht kennen,
berechnen wir w =  (@() h*) mit B = ged(lc(f), Ic(g)). Dann gilt

B ]
o) =0 (En) —e(@)h
Da wegen a|pB das Polynom %h in R[X] liegt, gilt w = % h, wenn beide Polynome reduziert
sind. Wegen degy (h) < deg, () ist ¢ > degy (f) + deg,(B) eine dafiir hinreichende Bedingung.
Der folgende Algorithmus liefert also fiir das erste Polynom p, fiir welches deg, (h*) = deg,(h)
gilt, das gesuchte Ergebnis.

modularBivariateGCD(f,g)

Input: R =Kly], f,g RIX] primitive Polynome,
degy (T), degy(g) < d1, degy (f), deg,(9) < d2
Output: h =gcd(f,9) RI[X]

B := ged(lex(F), lex(9)) R;
repeat
Wihle zufdllig ein irreduzibles Polynom p=y°—r(y) R,
vom Grad C = dz + deg(P) > degy(r).
Berechne h* = ged(@(f),9(9)) in R’[X] mit Ic(h*) =1
mit dem Euklidschen Algorithmus.
if deg(h*) =0 then return 1 (x Polynome sind teilerfremd *)
Bestimme das reduzierte Polynom W = (@(B)h*) R[X].
until w|pf, w]|Bg.
return ppy(W).

Beispiel:

fi=(x*xy+y+1)*(x"3+y~2-1);
g:=(x*xy+y+1) *(x"2+y~3-1);

SDamit ist auch die Bedingung an die Leitkoe [Ziehten fiir das Vorliegen einer guten Reduktion automatisch
erfullt.
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Qy:=Dom: :UnivariatePolynomial (y,Dom: :Rational) ;
Qx:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Qy) ;

fx:=Qx(f);
gx:=Qx(g);

f=yx! ¢ (y+ 1) +x (Y —y)+ (P +y?—y—1)
g=yx3+x* (y+1)+x (Y —y)+ (y* +y>—y—1)

In diesem Fall ist also B = y und ¢ = d2 + 1 = 6, so dass wir das irreduzible Polynom
p =Yy® —y + 1 verwenden konnen.

Aus verfahrenstechnischen Griinden verwenden wir die Variable t fiir die Rechnungen in R’.
Die Abbildung ¢ : R = Q[y] - R’ = Q[t]/(t® —t + 1) wird also durch y - t induziert.

RR:=Dom: :AlgebraicExtension(Dom: :Rational, t"6-t+1,t);
Qxx:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,RR) ;
fxx:=Qxx(subs(f,y=t));

gxx:=Qxx(subs(g,y=t));

Bereits die Berechnung des ersten Rests unterscheidet sich in R[X] und R’[X]:
rx:=Qx: :prem(fx,gx);
rxx:=Qxx::prem(fxx,gxx);
(_yG +y3) X2 + (_yG +y2) X 4+ (y5 +y4 _y3 _ yZ)
(B—t+1) X+ (B —t+1) x+ (+t* =2 - t?)

rx/1lcoeff (rx) kann nicht berechnet werden, weil die anderen Koeffizienten in R nicht durch
den Leitkoeffizienten teilbar sind. Uber R als Kérper kann dagegen der Leitkoeffizient inver-
tiert werden.

rxx/lcoeff (rxx)

4 1 2 3 1 9 8 2 3 1 2 11
2 5 4 3 2 5 4 3 2
X ——tP -ttt —t+ - ) X P+ttt ot —
+ ( 7 7 7 * 7 7 * 7> * <7 + 7 7 + 7 + 7 7 >
Damit konnen wir den normierten Euklidschen Algorithmus nEuklid anwenden

hxx:=nEuklid(fxx,gxx);

und erhalten die Restefolge

4 1,4 253 3, 1,9 85 2.4 3.4 1, 2 11
2 5 4 3 2 5 4 3 2
G (e e e Ay ot Rl R e et el R L
+< AN A L +7> +<7 A A A 7)
X+ (—t°+2)

Multiplikation mit @(f) = t ergibt bereits einen brauchbaren Wert fiir @(w)
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txhxx

tX + (t+1)

aus dem sich durch Liften W = P(tx + (t+ 1)) = yX + (y + 1), ein gemeinsamer Teiler von
BT und B g, ergibt. Es gilt also

ged(f,g) = pp(W) =y X+ (y +1).

Kommen wir zu einer Komplexitdtsabschéitzung dieses Verfahrens, wobei wir ¢ = 2d, als
sichere obere Schranke annehmen wollen.

Zunichst schitzen wir die Zahl der Durchlidufe der repeat-Schleife ab. Haben wir nach s
Durchldufen noch immer kein verwertbares Ergebnis gefunden, muss jedesmal deg,(h*) >
degy (h) gewesen sein. Nach Satz 25 ist dies nur moglich, wenn @(r) = 0 fiir r = res(f’, ¢’) gilt.
Aus der Gestalt der Sylvestermatrix erhalten wir deg(r) < 2dj dp, so dass wir nach maximal
S = % = d; Durchldaufen auf eine gute Reduktion stoflen. Zufillige Wahl von p liefert mit
Wahrscheinlichkeit 1 eine gute Reduktion.

Die Kosten fiir den Euklidschen Algorithmus fiir Polynome vom Grad < d; unter Einheits-
kosten sind von der GréBenordnung O(d?). Im Fall der Rechnungen in R’[X] sind die Arith-
metikkosten nicht durch O(1), sondern durch O(c?) uniform beschrinkt, so dass die Kosten
fiir die Berechnung von h* die GréBenordnung O(c? d?) = O(d2d3) haben. Die Kosten der an-
deren Schritte {ibersteigen diese Groflenordnung nicht. Insbesondere ist der Aufwand fiir die
abschlieffende Teilbarkeitspriifung von derselben Grolenordnung (klassische Multiplikation),
denn die Gradvektoren sind durch (2d1, dz) beschrinkt.

Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen.

Satz 26 f,g R[X] seien zwei primitive Polynome, deren Grofie durch den Gradvektor
(d1,d) beschrinkt ist.

1. Die Hauptschleife von modularBivariateGCD(f,g) berechnet h = ged(F,q) fir jede
gute Reduktion korrekt.

2. Die Wahrscheinlichkeit, dass bereits die erste Reduktion gut ist, ist gleich 1, da es nur
endlich viele schlechte Reduktionen gibt. Nach mazimal dy Durchliufen wird garantiert
eine gute Reduktion erreicht.

3. Die Kosten fiir einen Durchlauf der Hauptschleife sind von der Groflenordnung O(d%d%),
die Kosten im schlechtesten Fall - O(dy) schlechte Reduktionen — also O(d3d3).

Die Komplexitiatsabschéitzung ignoriert noch die Kosten, die erforderlich sind, um ein zuf#lli-
ges Primpolynom zu finden und dessen Primpolynom-Eigenschaft zu verifizieren.

Gegeniiber den klassischen Verfahren mit einer Komplexitit von (wenigstens) O(d2d3) (fiir
dy = dy) ergibt sich, unbeachtlich der letzten Frage, ein deutlicher Vorteil.

3.8.2 Modulare gcd-Berechnung iiber 7 (big prime)

Ahnlich kénnen wir im Fall univariater ganzzahliger Polynome verfahren. Seien 0 = ¥, g Z[X]
zwei primitive Polynome und p eine geniigend grofle Primzahl. Zum Reduktionsmorphismus
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@ : 7Z - Zp gibt es auch hier eine inverse Abbildung ¢ : Z, - Z mit Y(@(F)) = T fiir
reduzierte Polynome ¥  Z[X]. Ein Polynom heiit dabei reduziert, wenn jeder Koeffizient im

Intervall [_p%l’ p%l} liegt.

modularBigPrimeGCD(f,g)

Input: f,g Z[X] primitive Polynome
Output: h =ged(F,9) Z[X]

B := ged(le(f),lc(9)) Z;

repeat

Wahle zuf&dllig eine geniigend grofie Primzahl p Z.
Berechne h* = ged(@(f),0(g)) mit lc(h*) =1
mit dem Euklidschen Algorithmus in Zp[X].
if deg(h*) =0 then return 1 (x Polynome sind teilerfremd *)
Bestimme das reduzierte Polynom W = Y (@(B)h*) Z[X].
until w|pf, w]|Bg.

return ppy(W).

Beispiel:
f=12x3 +6x% + 14X+ 7, g = 30x° + 15x2 + 2x + 1

Der ged dieser beiden Polynome ist 2xX + 1, 3 = 6.

reducedpoly:=proc(f,m)
begin _plus(mods(expr(coeff(f,i)),m)*x"1 $§ i=0..degree(f)) end;

Check:=proc(beta,f,g,p) local h,w;

begin
h:=gcd(Qp(f,p),Qp(g,p));
w:=reducedpoly(betaxh,p);
[p,w,normal (beta*f/w) ,normal (betaxg/w)];

end;
f:= 12%x"3 + 6%x72 + 14%xx + 7;
g:= 30%x73 + 156%x72 + 2%x + 1;

primes:=select ([$5..50],isprime);
map (primes,p->Check(6,f,g,p));

Die Ergebnisse zeigen, dass W = 6X + 3 fiir p = 13 stabil gefunden wird. p = 11 ist eine
schlechte Reduktion, da deg(h*) > deg(h) ist, p =5 und p = 7 sind zu klein, so dass @(p) h*
nicht zu w geliftet wird.

Satz 27 f,9 Z[X] seien zwei primitive Polynome vom Grad < d mit Koeffizienten, deren
Bitgraofle durch b beschrinkt sei und p eine ausreichend grofie Primzahl der Bitgrife ¢. Mit
den Bezeichnungen aus dem Reduktionssatz gilt
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1. p ist eine schlechte Reduktion < p|res(f’,g’). Die Anzahl schlechter Reduktionen der
Grafienordnung € ist also durch O (%) beschrinkt.

2. Die Hauptschleife von modularBigPrimeGCD(f,g) berechnet h fiir jede gute Reduktion
korrekt.

3. Die Kosten fiir einen Durchlauf der Hauptschleife und damit die bei zufilliger Wahl von
p wahrscheinlichen Kosten sind von der Grofenordnung O(c? d?).

4. Im schlechtesten Fall muss man die Rechnungen mit o) (%) Primzahlen p wiederholen,

bis h gefunden ist, was Kosten der Groflenordnung o} (bcd3) verursacht.

Die Abschiitzung der Anzahl schlechter Reduktionen ergibt sich aus einer Abschétzung von | =
[res(f’,g’)| als Determinante einer ganzzahligen, maximal 2 d-reihigen quadratischen Matrix

mit Eintrdgen der Bitlinge b. Wie friiher gezeigt, ist deren Bitléinge log(l) = O(bd).

Die Polynome f, g, %h, af’, ag’ sind allesamt Teiler von Bf oder Bg, woraus im bivariaten Fall
eine Schranke fiir ¢ bestimmt werden konnte, da fiir W[ f auch degy, (W) < degy (B f) erfiillt
war.

Die triviale Vermutung, dass dies fiir Koeffizienten von ged(f,g) iiber Z auch gilt, d.h. dass
sie nie grofler sind als die von T und g, trifft nicht zu, wie das folgende Beispiel von Davenport
und Trager zeigt:

Beispiel: T := (Xx+1)2:(x—1) = x>+ x?—=x—1und g := (X+1)%- (x> —=x+1) = x* +x3+x+1.
Es gilt ged(f,g) = X2 +2x + 1.

Wir bendtigen also eine Abschétzung des moglichen Wachstums der Koeffizientengrofie der
Faktoren eines vorgegebenen Polynoms f = > i_, fix'  Z[x].

Diese liefert der folgende Satz

Satz 28 (Mignotte-Schranke) Sind f,h  Z[X] Polynome vom Grad n = deg(f) und k =
deg(h) und gilt h| ¥ (in Z[X]), so ist

v k
ho=< n+1:2° F o
wobei T o = max (|aj|) fir f =3 ajx' die Mazimum-Norm des Polynoms f bezeichnet.

Beweis: [4, cor 6.33.].

Kehren wir zur Analyse des Algorithmus modularBigPrimeGCD zuriick. Ist die Koeffizien-
tengrofe der Polynome f,g  Z[X] vom Grad < d durch f o, g o < 2° beschriinkt, so
ergibt die Migngpte-Schranke fiir jeden Teiler w von BT oder B g die Koeffizientenschranke
Wo <B = d+1-29%2P Wir kénnen also 2B als untere Schranke fiir p und damit
c=1(B)+d+b=d+ 2b (statt vergleichbar s = 2b im bivariaten Fall) wihlen und werden
eine gute Reduktion in der Ndhe dieser Schranke finden.

Die Kosten eines Durchlaufs der Hauptschleife von modularBigPrimeGCD fiir eine gute Reduk-
tion dieser Grofle und damit die bei zufélliger Wahl von p wahrscheinlichen Kosten sind also
von der GroBenordnung O(c? d?) = O(b? d? + d*), die Komplexitit des gesamten Algorithmus
im schlechtesten Fall ist von der Gréfenordnung O (b%d3 + bd?).
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3.8.3 Modulare gcd-Berechnung iiber 7 (small primes)

Statt den ged bzgl. einer groflen Primzahl p gleich vollstéindig zu bestimmen, kénnen wir auch
versuchen, die Ergebnisse der Rechnungen bzgl. mehrerer kleiner Primzahlen zu vergleichen
und Ergebnisse mit dem Chinesischen Restklassen-Algorithmus zu liften.
Bezeichne Lift ((hy,m1), (hy,m2))=(h,m;my) den Algorithmus, der CRA2 koeffizienten-
weise auf hy, hy  Z[X] anwendet und so das eindeutig bestimmte bzgl. m reduzierte Polynom
h  Z[x] berechnet, fiir welches h = h; (mod mj), h = hy (mod my) gilt.

CRA2:=proc(a,ml,b,m2) local c;
begin
c:=(b-a) * modp(1/ml,m2) mod m2;
mods (a+c*ml,m1*m2) ;
end_proc;

Lift:=proc(g,ml,h,m2) local d;
begin

d:=max(degree(g) ,degree(h));

_plus(CRA2(coeff(g,i), ml, coeff(h,i), m2)*x"i $i=0..d)
end;

Dann berechnet der folgende Algorithmus fiir zwei primitive Polynome f,¢ Z[x] deren
groBten gemeinsamen Teiler gedy(F,g). Wir schreiben kurz f, = @p(F) fiir ¥  Z[X] und
den natiirlichen Reduktionsmorphismus @p : Z[X] - Zp[X].

modularSmallPrimesGCD(f,g)

Input:  F,9 Z[X] primitive Polynome
Output:  h = gedyg(F,9)

local
M: kumulierter Modul
p: aktuelle Primzahl
(W,M) etc.: Lift der modularen Ergebnisse
d: (erwarteter) Grad des gcd

B :=ged(Ic(F), e(g))
(W,M):=(0,1) (* Reset *)
d:=deg(f) 4+ deg(g) + 1 (* garantiert zu grof} *)

repeat
Wahle eine Primzahl p mit Ic(f)-lc(g) =0 (mod p), ged(p,M) =1.

Berechne hp = ged(fp,0p) in Zp[X] mit lc(hp) =1
mit dem Euklidschen Algorithmus.

if deg(hp) > d then continue (* p ist schlechte Reduktion *)

if (deg(hp) <d) then { d:=deg(hy), (w,M):=(0,1) }
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(* Reset: alle bisherigen p waren schlechte Reduktionen *)
if d =0 then return 1 (* Polynome sind teilerfremd *)

Bestimme das p-reduzierte Polynom W' Z[X] mit wyp = Bphp.
Lifte das Ergebnis: (w,M):=Lift((w,M), (W, p))

until w|pBf,w]|Bg.
return ppy(W)

Betrachten wir noch einmal das Beispiel
f=123 +6x% +14x+ 7, g = 30x° + 15x2 + 2x + 1

aus dem letzten Abschnitt. Fiir p = 5 und p = 7 wurden die gcd noch nicht korrekt bestimmt.
Aus beiden Ergebnissen ldsst sich aber 6X + 3 rekonstruieren:

Lift(x-2,5,3-x,7);

6X + 3

In der Hauptschleife von modularSmallPrimesGCD wird das Ergebnis so lange kumuliert, wie
die Erwartung iiber den Grad d = deg(h) nicht erschiittert wird. Ist d zu hoch, so kann die
Terminationsbedingung aus Gradgriinden nicht erfiillt sein. Stolen wir auf eine Reduktion,
die zu einem gcd von kleinerem als dem bisher erwarteten Grad d fithrt, so waren alle bisher
betrachteten Reduktionen schlecht und wir konnen die entsprechenden Ergebnisse vergessen.
Ist der Grad des ged in der aktuellen Reduktion grofler als d, so ist diese Reduktion schlecht
und wir kénnen sie nicht zur Verbesserung des Ergebnisses verwenden. Nach endlich vielen
Schritten landen wir auf dem korrekten Grad und beriicksichtigen von da ab nur noch gute
Reduktionen fiir die Ergebnisakkumulation.

Die Kosten der Berechnung von hy setzen sich zusammen aus O(db) (Berechnung der Re-
duktionen fj, und gp) und O(d?) (Berechnung von ged(fp, gp)). Bestimmen wir zuniichst hy
fiir geniigend viele Werte von p, so dass darunter ¢ = b + 2d gute Reduktionen sind, und
liften dann nur die guten Reduktionen zum Endergebnis, so entstehen einmalig weitere Kos-
ten der GroBe O(dc?). Der abschlieBende Teilbarkeitstest h|BF in Z[x] verursacht Kosten

Clix ((c,d), (c,d)), also O(c?d?) mit klassischer Multiplikation.

Fassen wir diese Aussagen im folgenden Satz zusammen
Satz 29 f,g9 Z[X| seien zwei primitive Polynome, b, ¢, ¥/, g’ wie oben.

1. p ist eine schlechte Reduktion < p|re§(f’,g’). Die Zahl schlechter Reduktionen p von
Wortgrifse O(1) ist beschrinkt durch O(bd).

2. Beginnend mit der ersten guten Reduktion gilt d = deg(h) in der Hauptschleife von
modularSmallPrimes(f,g), so dass ab da alle weiteren gelifteten Ergebnisse zur Be-
rechnung von W beitragen.

3. Die Hauptschleife der Prozedur modularSmallPrimes(f,g) terminiert nach spdtestens
¢ guten Reduktionen.
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4. Der Algorithmus terminiert also bei zufilliger Wahl der p in der Regel nach ¢ Durch-
liufen und verursacht maximal Kosten der Grifenordnung O(c (b+d)d+dc? +d?c?) =
O(b? d? 4 d*) (klassische Multiplikation).

5. Im schlechtesten Fall terminiert das Verfahren erst naciié(b d+c) = O(bd) Durchliufen
der Hauptschleife, was Kosten der Gréfienordnung O(b d?(b 4+ d) +dc? + d®¢?) =
O(b? d? 4 d*) verursacht.

Die Hauptkosten verursacht hier nur die Probedivision am Schluss, mit welcher die Korrekt-
heit des Ergebnisses verifiziert wird. Ohne diese entsteht nur ein Aufwand der Gréfenordnung
O(c(b+d)d+dc?) = O(b?d+d3). modularSmallPrimesGCD ist deshalb im praktischen Ein-
satz besser als modularBigPrimeGCD, obwohl beide Laufzeitverhalten derselben Groéflenord-
nung aufweisen. Allein fiir den schlechtesten Fall schneidet modularSmallPrimesGCD besser
ab, da hier der Aufwand zum Verwerfen der schlechten Reduktionen wegen der geringeren
Bitgrofle von p geringer ist.

gcd-Berechnung in Z[X1, ..., Xn]

In obigem Algorithmus haben wir ,einfache“ gcd-Berechnungen iiber Zp[X] zu einer ged-
Berechnung in Z[X] zusammengefiigt. Nehmen wir an, dass wir iiber ein #hnlich effizientes

Verfahren zur multimodularen ged-Berechnung in S’ = Zp[Xy, . .., Xn] verfiigen, so kénnen wir
dieses nach demselben Schema fiir die ged-Berechnung iiber S = Z[X1, ..., Xn| verwenden.
Wir fixieren dazu eine Termordnung auf T = T (X, ..., Xn) bzgl. welcher alle Leitkoeffizienten,

Leitterme etc. zu nehmen sind. Der ged in S’ kann ein echtes Vielfaches oder ein skalares
Vielfaches des ged in S sein. Im ersten Fall ist nicht der Grad zu grof}, sondern der Leitterm.

Die folgende Modifikation liefert also den gesuchten ged in S. It, Ic und pp beziehen sich dabei
auf die distributive Darstellung der Polynome bzgl. der auf T fixierten Termordnung.

multivariateModularSmallPrimesGCD(f,g)

Input: f,g S =7Z[X1,...,%Xn] primitive Polynome
Output:  h = gedg (T, Q)

local
M : kumulierter Modul
p: aktuelle Primzahl
(W,M) etc.: Lift der modularen Ergebnisse
d T: (erwarteter) Leitterm des gcd

B:= ged(le(f),lc(g))

(w,M):= (0,1)

d:= It(F) +It(g) (* garantiert zu groB *)
repeat

Wahle eine Primzahl p mit Ic(f)-Ic(g) =0 (mod p), (p,M)=1.

Berechne hp = ged(fp,0p) in Zp[Xy,...,Xn] mit lc(hp) =1
mit dem Euklidschen Algorithmus.
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if It(hp) > d then continue (* p ist schlechte Reduktion *)

if It(hy) <d then { d:=It(hy), (W,M):=(0,1) }
(* alle bisherigen p waren schlechte Reduktionen *)

if d=1 T then return 1 (* Polynome sind teilerfremd *)

Bestimme das p-reduzierte Polynom W' Z[Xi,...,Xn] mit W, =Bphp.
Lifte das Ergebnis: (w,M):=Lift((w,M), (W, p))

until w|pf, w]|Bg.
return pp(W)

Kostenanalyse

Ist ¢ wieder eine Schranke fiir die Bitldnge der Koeffizienten von Teilern von f und g in S,
(d1,...,dn) eine Schranke fiir die Gradvektoren von f und g und vernachléssigen wir den Auf-
wand, der durch schlechte Reduktionen entsteht, so erhalten wir eine &hnliche Abschéitzung
wie oben. Die Schleife wird hochstens ¢ mal durchlaufen, bis die notwendige Liftgenauigkeit
garantiert erreicht wird. Die dazu auflaufenden Kosten fiir modulare gcd-Berechnungen sind
O (¢ Crod—ged(d1, ... ,dn)), wobei Cmod—ged(d1, .- .,dn) die Kosten einer ged-Berechnung in
S’ fiir Polynome mit den angegebenen Gradschranken bezeichnet.

Die abschliefenden Lift-Kosten berechnen sich wie oben, allerdings ist die Anzahl der zu

liftenden Koeffizienten von der Groenordnung D = djp - ... - dn, so dass die Kosten dieses
Schritts von der GroBenordnung O(c? - D) sind.

Fiihren wir die Probemultiplikation in der Testbedingung erst dann aus, wenn wir uns ganz si-
cher sind, entstehen (bei konventioneller Multiplikation) einmalig weitere Kosten der Grofen-
ordnung O(c? D?).

Satz 30 Der Aufwand zur Berechnung von multivariateModularSmallPrimesGCD(f,g) ist
unter obigen Annahmen von der Ordnung

3.8.4 gcd-Berechnung in K[X,...,Xp]

Es ist noch die Frage offen geblieben, wie man den gcd multivariater Polynome {iber einem
Korper kK = Zp berechnen kann. Dies erfolgt durch eine andere Anwendung modularer Techni-
ken, namlich den Ubergang von multivariaten zu univariaten Polynomen durch Evaluierung.
Sei dazu k ein Korper mit Einheitskostenarithmetik, R = K[X1,...,Xpn_1], X = Xpn und
S = R[x]. Die Idee ist, fiir Xy,...,Xn_1 spezielle Werte aus K oder einer Erweiterung K/k
einzusetzen, den ged der so reduzierten Polynome in K[X] zu bestimmen, und aus diesen
Ergebnissen den originalen ged zu rekonstruieren. Fiir a = (ag,...,an_1) K" bezeich-
nen wir die entsprechenden Reduktionsmorphismen @5 : R - K und @5 : R[X] - K][X] als
FEvaluationsmorphismen.

Ist f R ein durch die Gradschranke d = (dj,...,dn_1) beschrénktes Polynom, so kann
der Funktionswert f(a) in einem Punkt a K"~ ! am effizientesten mit dem Hornerschema
berechnet werden, welches maximal D’ = d; - ... - dy_1 Multiplikationen in K benétigt.
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Ahnliche Laufzeit O(D’), allerdings mehr Speicherplatz wird benétigt, wenn zunichst die
Funktionswerte der D’ Monome aus Sy = (a%, a < d) bestimmt werden® und dann dieser
Vektor mit dem Koeffizientenvektor von ¥ multipliziert wird. Sa muss dabei nur einmal pro a

K"~1 berechnet werden und steht dann fiir die Evaluation weiterer Polynome zur Verfiigung.

Die umgekehrte Aufgabe, aus Reduktionen (@, f4) an vorgegebenen Evaluationspunkten a
K"=1 ein zugehoriges Polynom f R mit diesem Evaluationsverhalten zu konstruieren, be-
zeichnet man als Interpolation. Ist fiir ¥ wieder eine Gradschranke d = (dy,...,dn_1) bekannt,
so kann f mit D’ unbestimmten Koeffizienten angesetzt und ein lineares Gleichungssystem
gelost werden. In der Regel werden dafiir D’ Evaluationspunkte benétigt, die nicht ,,zu spe-
ziell liegen diirfen, damit das entsprechende Gleichungssystem ein Losung besitzt.

Fiir eine vorgegebene Menge M K"=1 von D’ Evaluationspunkten und verschiedene Po-
lynome f,g,h,... handelt es sich dabei immer um dasselbe (D’ x D’)-Gleichungssystem,
welches simultan mit verschiedenen rechten Seiten gelost werden kann. Um die Losbarkeit
zu garantieren, muss die Koeflizientenmatrix des Systems maximalen Rang haben, d.h. de-
ren Determinante muss verschieden Null sein. Das ist fiir Punkte in allgemeiner Lage immer
erfiillt, da das Verschwinden der Determinante eine polynomiale Bedingung auf die Koordina-
ten der Punkte ist. Wir werden M Schritt fiir Schritt aufbauen, so dass S jeweils maximalen
Rang hat. Die Zeilen der Matrix S sind gerade die Vektoren Sy, a M.

Das Geriist des Algorithmus orientiert sich an modularSmallPrimesGCD.

modularEvalGCD (f,g)

Input: f,g0 R[X] primitive Polynome
Output:  h = gedgpyg(F,9)

:=ged(Ic(f), Ic(g))

:={} (x Menge der "niitzlichen" Evaluationspunkte *)
d:=deg(f) + deg(g) + 1

(* erwarteter Grad des gcd; hier garantiert zu groB *)

=™

repeat

Wahle ein a K" 1 mit @ (Ic(F) - lc(g)) =0
in geniigend allgemeiner Lage.

Berechne Wy = ged(Qa(F), 0a(9)) in KI[X] mit lc(wa) = @4 (B)
mit dem Euklidschen Algorithmus.

if deg(wa) > d then continue (¥ @ ist schlechte Reduktion *)

if (deg(wa) <d) then { d:=deg(wa), M:={} }
(* alle bisherigen a waren schlechte Reduktionen *)

if d =0 then return 1 (* Polynome sind teilerfremd *)
M:=M {(a, Wa)}
until |[M|=D’.

8Durch kluge Organisation der Berechnung knnen die D’ = |S,| Werte durch D’ Multiplikationen je eines
bereits berechneten Werts und eines a, bestimmt werden.
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Lifte die (a,Wa) M koeffizientenweise zu W RJ[X].

If w|Bf, w|Bg then return pp,(W) else return FAILED.

Wir wollen diesen Algorithmus zun&chst an einem Beispiel studieren. Wir betrachten die
Polynome

f=x3y +2x2y? + x2 + xy3 + 2xy +V?,
g=x3y—2x2y? + x®2 + xy® —2xy +y?
im Ring S = Q[X,y] = Q[y][X] und fithren die Haputschleife fiir veschiedene Evaluations-

punkte a @ aus. Wegen B =y muss a = 0 gewihlt werden. Die Matrix S ist eine van der
Mondesche Matrix, so dass die Rangbedingung automatisch erfiillt ist.

RP:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: :Rational);

Check:=proc(beta,f,g,a)
begin subs(beta,y=a)*gcd(RP(subs(f,y=a)) ,RP(subs(g,y=a))) end;

f:=x73*%y + 2%x72%y"2 + x72 + xky"3 + 2¥x*y + y©2;
g:=X"3*%y — 2*x"2%y"2 + x72 + x*y"3 - 2*x*y + y~2;

Check(y,f,g,a) $ a=1..4;

X+1,2x+1,3Xx+1,4x+1

Die Interpolation der Koeffizienten ergibt w = y X+ 1, was in diesem Fall auch bereits der gcd
ist. Formal kann diese Interpolation durch die folgende Funktion Lift ausgefiihrt werden, die
als Parameter zwei gleich lange Listen der Evaluationspunkte und -werte iibergeben bekommt,
das zugehorige lineare Gleichungssystem aufstellt, 16st und daraus das entsprechende Polynom
in Q[y] zusammenstellt.

Lift:=proc(ev,v) local g,i,sys,sol;

begin
g:=y->_plus(a.ixy~(i-1) $ i=1..nops(ev));
sys:=[g(ev[il)=v[i] $ i=1..nops(ev)];
sol:=solve(sys,[a.i $ i=1..nops(ev)]);
subs(g(y),sol[1]);

end;

Betrachten wir als weiteres Beispiel die folgenden Polynome ([5, S. 95])

f=x3y(2y —1)+x2y* +x(2y* —=y* =6y + 3) +y? (y* = 3),
g=x32y —1) + X2y (=y + 1) + X (=y* + 4y — 2) + 2y?

Hier ist B = 2y — 1. Evaluation liefert

Check(2xy-1,f,g,a) $ a=1..4;
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X+1, 3Xx+4, 5X+9, 7TX+ 16
und Liften der Koeflizienten

ev:=[1,2,3,4];
Lift(ev,[1,3,5,7]1);
Lift(ev, [1,4,9,16]);

2y — 1, y?
alsow = (2y — 1) X +y2.

Kostenanalyse

Wir wollen annehmen, dass die Arithmetikkosten in K ebenfalls konstant sind. Wahrend eines
Durchlaufs der Hauptschleife fallen dann folgende Kosten an:

e Auswahl von a K"~! und Berechnung von Sy, so dass S (weiterhin) maximalen Rang
hat: O(D’)

e Berechnung der Evaluationen @4(f), ®4(9) als Skalarprodukte der Koeffizienten mit Sg:
O(dn D).

» Berechnung von ged(@a(F), 0a(g)): O(d3).

Vernachlassigen wir wieder den Aufwand, der fiir schlechte Reduktionen entsteht, so wird diese
Schleife O(D’) mal durchlaufen. Im abschlieBenden Liften muss ein lineares Gleichungssystem
mit der D’-reihigen Koeffizientenmatrix S und dp, verschiedenen rechten Seiten gelost werden.
Dies ist mit einem simultanen klassischen GauB-Verfahren in O(D’?(D’ 4 dy)) Arithmetik-
Schritten moglich.

Die Kosten bis hierher sind also von der Grofenordnung O(D”® 4 dp D’? + d2 D’). Der Test
zur Verifikation der Teilbarkeit verursacht Kosten der GroSenordnung O(d2 D2) = O(D?)
(klassische Multiplikaton). Fiir D’ dn dominieren in diesem Ansatz die Kosten des Gauf}-
verfahrens, was durch die simultane Evaluation in allen n—1 Variablen Xy, ..., Xn_1 verursacht
wird. Im n&chsten Paragrafen wird eine bivariate Version mit besserem Laufzeitverhalten be-
schrieben.

fastModularEvalGCD

Wir reduzieren dazu die Variablenzahl durch Evaluierung nur in der Variablen y = Xp_1
und den Ansatz R[X] - R’[X] mit R" = K[X1,...,Xn_2]. Der Evaluationsmorphismus ist
0a:R=R'[y] - R’ mit f(y) - f(a) und a k (oder aus einer Erweiterung).

Ist u R’[y] ein Polynom vom Grad deg(u) = d, dessen Werte u(ci) = ui R and+1
Stellen ¢ Kk, i =0,...,n bekannt sind, so kann u — dhnlich wie beim Newtonverfahren zum
Chinesischen Restesatz — iterativ wie folgt gefunden werden:

Ist h  R’[y] ein Polynom vom Grad < | mit h(cj) = u(c;) fiir i <l und p = [[;, (Y —Ci)
kKly] R’[y], so ist
u —h(c)

h'(y) = h(y) + o)

p(y)
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ein Polynom vom Grad < |+ 1 mit h(cj) = u(ci) fiir i <14 1. In der Tat, wegen p(cj) =0
ist h’(ci) = h(ci) = u;j fiir i < 1. Fiir i = | ergibt sich h’(¢c;) = uj unmittelbar. h'(y) R’[y]
ergibt sich daraus, dass p(y) k[X] und damit p(c;) Kk in R’ invertierbar ist.

Der folgende Interpolations-Algorithmus bestimmt ein solches u:

Interpolate:=proc(ev,v) local h,p,ij;
begin
h:=0; p:=1;
for i from 1 to nops(ev) do
h:=h+(v[i]-subs(h,y=ev[i]))/subs(p,y=ev[i])*p;
p:=p*(y-ev[il);
end;
expand (h) ;
end;

Kosten: Im Schritt list p(y) = > i, piy'  Kly] mit rj = (u; —h(c))) p(c)™t R’ zu multi-
plizieren und zu h(y) hinzuzufiigen. Dies entspricht | skalaren Multiplikationen pj-ry, i <l und
ebensovielen Additionen in R’. Die Kosten eines Iterationsschritts sind also von der Gréfien-
ordnung O(I D”), wobei D” eine Schranke fiir die Bitlinge der Elemente uj R’ ist. Damit
entstehen fiir die vollstindige Interpolation Gesamtkosten der GréSenordnung O(d? D).
Sind f,g R/[y = Xn_1][X = Xn] zwei (bzgl. X) primitive Polynome, deren Gradvektor
durch die Schranke (di,...,dn) beschrinkt ist, so berechnet der folgende Algorithmus den
zugehorigen ged.

fastModularEvalGCD (f,g)

Input: f,g0 R[X] primitive Polynome
Output:  h = gedrpy(F,9)

=ged(Icy(F), Iex(@)) R =R'ly]

:={} (* Menge der "niitzlichen" Evaluationspunkte *)
d:=deg(f) + deg(g) + 1

(* erwarteter Grad des gcd; hier garantiert zu grof3 *)

=™

repeat
Wahle ein a Kk mit @4 (lc(f) lc(g)) =0.
Berechne Wy = ged(@a(Ff), 9a(9)) in R/[X] mit lc(wa) = @a(B) rekursiv.
if deg(wa)>d then continue (* @ ist schlechte Reduktion *)

if (deg(wa) <d) then { d:=deg(wa), M:={} }
(* alle bisherigen a waren schlechte Reduktionen *)

if d =0 then return 1 (* Polynome sind teilerfremd *)
M:=M {(a,wa)}
until |[M|=dn_1.
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Lifte die (a,Wa) M koeffizientenweise zu W RJ[X].

If w|Bf, w|Bg then return pp,(W) else return FAILED.

Ist wieder D’ =d; ... dn_1 und D = D’ dp, so ergeben sich die Kosten Crnod god (d1,...,dn)
dieses Algorithmus — Wleder ohne die Beriicksichtigung schlechter Reduktionen — aus

e Berechnungen der Reduktionen (pa(f) 9a(9) (Kosten: dy O(D’) = O(D)) sowie rekursi-

ve Berechnung von w, (Kosten c\ di,...,dn_2,dn)) fir [IM| = dn_1 verschiedene
a k.

mod— gcd(

» Kosten der Berechnung der maximal dn Koeffizienten von w = 7,4 ¢i(y) x!.

Die Werte der Koeffizienten ¢j(y) an den Evaluationspunkten a sind durch die Grad-
schranke 2(dj,...,dn—2) von BT beschrinkte Polynome ¢ = ¢j(a) R’. Der Grad
der zu rekonstruierenden Koeffizienten ¢;(y) R = R’[y] von w ist durch 2dn_1 be-
schrinkt, so dass die Kosten von Interpolate fiir jeden dieser d,, Koeffizienten von der
GrofBienordnung O (2” (dy ... dn_p)d? 1) sind.

Damit ergibt sich fiir die Gesamtkomplexitét die rekursive Formel

Cl‘(nnod ng(dl""’d )_dn 1 Cmod gcd(dl!---vdn72;dn)+O(dn71'D)

Auflésung dieser Rekursionsbeziehung fiihrt auf die Abschétzung
Cr(nnod gcd(dl’ ces 1dn) =0 (D . (dl + -+ dn—l)) .

Damit dominieren auch in diesem Fall die Kosten O(D?) der abschlieBenden Probedivision
die Kosten des gesamten Verfahrens:

Satz 31 k sei ein Kiorper mit Einheitskostenarithmetik, R" = K[X1, ..., Xn—2], R = R/[Xn_1]
und F,9  R[X] primitive Polynome, deren Grade durch den Gradvektor (di,...,dn) be-
schrinkt sind.

Die durchschnittlichen (ohne Beriicksichtigung schlechter Reduktionen) Kosten des Algorith-
mus fastModularEvalGCD(f,g) sind — bei klassischer Multiplikation — von der Gréffenord-
nung O ((dy - ... dn)?).

Ist k geniigend gro8, so ergibt die zuféllige Wahl von a Kk fast immer eine gute Reduktion.
Fiir die Reduktion Z[X1,...,Xn] —» Zp[X1,...,Xn] kann das im praktisch relevanten Rechnun-
gen durch die Wahl von p in der Grofie eines Computerworts erreicht werden. Ist k bereits
gegeben, etwa fiir eine ged-Berechnung in K[X1, .. ., Xpn], so muss oft in einer ausreichend grofien
Erweiterung K/k gerechnet werden, womit die hier als O(1) angesetzten Arithmetikkosten in
k entsprechend angepasst werden miissen.

Eine Abschitzung der Komplexitit im schlechtesten Fall hiingt von einem genaueren Uber-
blick iiber die Zahl der schlechten Reduktionen ab. Fiir

f,0 Z[X1,...,Xn], d=max(dy,...,dn) sowie L(b) =b-dy ... - dn_1

nennt Loos [2] folgende Schranken fiir Verfahren, die auf klassischer Multiplikation beruhen:
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dL(b) ist eine obere Schranke fiir die Anzahl der schlechten Reduktionen

Der modulare ged-Algorithmus hat eine Laufzeit der GroBenordnung O (d?"*1 L(b)?).
SPRS hat eine Laufzeit der GréBenordnung O(d?"*2 L(h)?).

(Collins 1971) gibt einen modularen Resultantenalgorithmus an mit Laufzeit

O(d2+LL (b) + d27L (b)2).

4 Polynom-Faktorisierung

Dieses Kapitel hélt sich weitgehend an [5].

4.1 Allgemeines
Bereits frither im Kurs wurden die folgenden Begriffe eingefiihrt:

Definition 8 Sei R ein Integritédtsbereich.
Die Zerlegung
a=¢epit ... p¥
von0 =a Rmit0<a; N, € 1 sowie Primelementen pj R bezeichnet man als als
Primfaktorzerlegung.

Die Zerlegung ist eindeutig, wenn fiir jede andere Zerlegung

1 ~b bs
a=¢qt ... 09

gilt: r = s und es existiert eine Permutation m Sy mit aj = byy und Pi  rgiy-

R heift faktoriell, UFD-Bereich oder ZPE-Ring, wenn jedes Element 0 = a R eine eindeutige
Zerlegung in Primelemente besitzt.

ZPE-Ring ist eine Abkiirzung fiir ,Ring mit eindeutiger Zerlegung in Prim-Elemente“ oder
(umgekehrt gelesen) ,,Ring mit Eindeutiger Primfaktor-Zerlegung®, was dem englischen Un-
ique Factorization Domain entspricht.

Ist R ein ZPE-Ring, so auch R[X], was wir als Folgerung des Gauf-Lemmas bereits friiher
bewiesen haben. Insbesondere folgt aus dieser Implikation, dass Polynomringe K[X1,...,Xn]
iiber einem Korper k ZPE-Ringe sind, da Koérper trivialerweise ZPE-Ringe sind.

Generell besteht ein enger Zusammenhang zwischen der Faktorisierung eines Polynoms
R[x], den Faktorisierungen von cont(f) R und von pp(f) K]x] mit K = Q(R):
e Ist p R[X] primitiv (also p = pp(p)) und prim in K|X], so ist p auch prim in R[X]:
In der Tat, ist p = a - b eine Zerlegung in R[X], so gilt p|a oder p|b in K|[X], nach der
Folgerung aus dem Gauf-Lemma p = pp(p) |pp(a)|a oder p = pp(p) | pp(b) | b in R[X].
« Ist pp(F) = &1 [[; f¥ eine derart skalierte Faktorisierung iiber K[x], dass alle fi R[X]
primitiv sind und cont(f) = & [[; r;)j die Faktorisierung in R, so ist das Produkt der

beiden eine Faktorisierung von f.

Wir kénnen unser Studium der Faktorisierungsverfahren also wie im Fall der gcd-Berechnung
auf die Faktorisierung in univariaten Polynomringen K[X] iiber einem Koérper K beschrinken.
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Einige Identititen in Zy[X]

Im Polynomring Zp[X| iiber dem Koérper Z, (p also prim) gelten eine Reihe interessanter
Beziehungen:

(a) Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt aP = a fiir alle a  Zp.

(b) Damit ist jedesa Zp Nullstelle des Polynoms XP —X, dessen Faktorisierung also gerade

durch
X —x= ][] (x—a)

acZy

gegeben.

(c) Fiir Polynome A,B  Zp[X] gilt (A+ B)P = AP + BP.

Dies folgt sofort aus dem Binomischen Satz und (E) =0 (modp) firl<k=sp-—1.

(d) Fiir £(x) = >;cix! Zp[x] gilt = 0 genau dann, wenn ¢; = 0 fiir alle i =0 (mod p).
f hat dann die Gestalt (x) = }_; ajxPJ = g(xP) mit aj = cpj und g(x) = > xJ.
Wegen (a) gilt a}) = aj und mit (c) auch

F=0 = F(x)=90¢)=g(x’.

4.2 Quadratfreie Faktorisierung
Sei R ein ZPE-Ring.

Definition 9 Ein Polynom f R heifit quadratfrei, wenn jeder Faktor in der Primzerlegung
von T mit der Multiplizitdt 1 vorkommt.

Lemma 6 Sei K ein Korper mit char(K) =0 oder K = 7Zj.
f  K[X] ist genau dann quadratfrei, wenn ged(F, ') 1 gilt.

Beweis: Enthélt ¥ = b?c einen quadratischen Faktor, so gilt b|f' =b(2b' ¢+ bc').

Ist umgekehrt d|ged(f, ') ein gemeinsamer Primteiler und f =dc, so gilt d|f' =d'c+dc’
und somit d|d’c. Als Primteiler muss d einen der beiden Faktoren teilen. Fiir d|c ist ¥ nicht
quadratfrei. d|d’ geht aus Gradgriinden nicht, wenn d’ = 0 ist.

d’ = 0 ist nur im Fall K = Zp moglich. Dann ist aber d(x) = g(X)? und f ebenfalls nicht
quadratfrei. [

Der Satz kann in char(K) = 0 auf Polynome in mehreren Variablen verallgemeinert werden:
f  K[Xi,...,Xn] ist genau dann quadratfrei, wenn ged(F,01F,...0,F) 1.

Definition 10 Die (eindeutig bestimmte) Zerlegung ¥ = []; b% mit quadratfreien, paarweise
teilerfremden bj bezeichnet man als quadratfreie Faktorisierung von F.



Prof. Grabe: Algorithmen fiir Polynome — Vorlesungsnotizen 64

bi ist dabei das Produkt der Primelemente, die in einer Primfaktorzerlegung von f  K/[X] ge-
nau mit Vielfachheit i vorkommen. Der folgende Algorithmus berechnet eine solche Zerlegung
im Fall char(K) = 0.

sqrfreeFactorization(f)

Input: £ KJx], char(K) = 0.
Output: Quadratfreie bj mit ¥ = [T; bl

c=[1]
repeat
g=gcd(f,f’); c=append(c,f/g); f=g
until deg(f) =0
return [(c[i]/c[i+1]) for i in 1..length(c)-1]

Zu Beginn der k-ten Iteration ist = [[i-y b:fk"'l. Berechnung von f’ liefert

=3 J] b G —k+1)p

Jzkizk,iZj

Sei p ein gemeinsamer Primfaktor von f unf /. Dann gilt p|b; fiir ein i. p kommt damit
in allen Summanden j = i der Zerlegung von ¥’ in der genauen Potenz i — k + 1 und im
Summanden J = i in der genauen Potenz i — K vor, insgesamt also in der genauen Potenz
i — k. Damit hat g = ged(f, ') die Faktorzerlegung g = ;= b\ ¥, was die Korrektheit des
angegebenen Verfahrens beweist.

Quadratfreie Zerlegung iiber Zp. Uber Zp muss kann j—K+1 =0 (mod p) sein, weshalb
ein groflerer Aufwand getrieben werden muss.

Ist g = ged(F, ) 1, soist f nach dem Lemma quadratfrei und mit f = b; die quadratfreie
Zerlegung gefunden.

Ist g ein echter Teiler von f, so kénnen quadratfreie Zerlegungen [[b! von g und []c! von
/9 berechnet werden. Deren Faktoren miissen in ihrer Gesamtheit allerdings nicht teiler-
fremd sein. djj = ged(bi, ¢j), i,j = 0, und djg = bi/Hj>odij sowie doj = Cj/[[j=qdij ist
eine Zerlegung in paarweise teilerfremde quadratfreie Faktoren, aus denen sich quadratfreie
Zerlegungen von g und /g und damit auch von f zusammenstellen lassen.

Ist f =g, so muss f' = 0 gewesen sein und es gilt f(x) = h(x?) = h(x)P. Aus einer verallge-
meinerten quadratfreien Zerlegung von h kann dann eine von ¥ berechnet werden.

Bei der Suche nach Algorithmen zu Faktorzerlegung in Z[X] oder Zy[X] kénnen wir also im
Weiteren voraussetzen, dass T bereits in ein Produkt quadratfreier Faktoren zerlegt ist, und
uns auf die Frage der Bestimmung der Faktorisierung quadratfreier Polynome bechréinken.

4.3 Faktorisierung in Zp[x]

a(x)  Zp[x] sei ein quadratfreies Polynom vom Grad d = deg(a), dessen Faktorisierung
a(Xx) = ai(X)-...-ar(X) in verschiedene (nicht bekannte) Primpolynome a;j(X) vom (ebenfalls
nicht bekannten) Grad dj = deg(aj) in Zp[X] zu berechnen ist. Es gilt d =dy 4 -+ +dy.
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Sei A = Zp[X]/(a), Ai = Zp[X]/(a;j) und T : Zp[X] — A die natiirliche Projektion. Es gilt
die folgende Verallgemeinerung des Chinesischen Restklassensatzes: Der natiirliche Ringho-
momorphismus

(p():Zp[X] - AL X Ax X X A

hat den Kern ker(@) = (a), so dass
Q:A - A XAy X XA

ein injektiver Ringhomomorphismus ist. Auf beiden Seiten stehen endlich dimensionale Zp,-
Vektorrdume der gleichen Dimension dimg(A) = d, dimg(Ag X Ap % - X Ap) =dg + - +dy,
so dass @ sogar ein Isomorphismus ist.

Zu jedem g A gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom f  Zp[X] vom Grad deg(f) < d,
fir welches m(f) = g gilt. Mit (Zp[X])q bezeichnen wir den d-dimensionalen Zp-Vektorraum
dieser Polynome. Dann kénnen wir die eben ausgefiihrten Uberlegungen wie folgt fassen:

Folgerung 6 Zu vorgegebenen Elementen Si(X)  Zp[X], i = 1,...,1, gibt es stets ein ein-
deutig bestimmtes S(X)  (Zp[X])g mit

s(x) =sij(x) (mod aj(x))  firalei=1,...,r. (*)

Wir konzentrieren uns auf Losungen s(X)  (Zp[X])g von (*) mit konstanten Polynomen
Si(X) =Si  Zp. Aus einer solchen Lésung mit Sj = S ergibt sich mit b = ged(a(x), s(X) —si)
eine Faktorisierung a = b - (a/b) in nicht triviale Faktoren, da wegen S(X) —sj = sj — S;
(mod aj(X)) aj ein gemeinsamer Teiler von b, aj, j = i, dagegen kein Teiler von b und damit
als ein Teiler von a/b ist.

Natiirlich sind die a1(X), ..., ar(X) unbekannt und wir kénnen die beschriebenen Rechnungen
praktisch nicht ausfithren. Wir wollen deshalb eine invariante Beschreibung von

S={s(x) (Zp[x])4 : s(x) ist Losung von (*) fiir rechte Seiten S1,...,Sr Zp}

herleiten. Da sich zu jeder Wahl der rechten Seiten in (*) genau eine Losung ergibt, enthélt S
genau p" Elemente und hat sogar die Struktur eines (dann r-dimensionalen) Zp-Vektorraums:
Ist s(x) die Losung zu (Si,...,Sr), so ist offensichtlich as(x) die Lésung zu (aSg,...,ASy).

Polynome aus S lassen sich wie folgt charakterisieren:
Ist s(X) S und s(x) =sj (mod aj(X)), so gilt S(X)P = sP = s;j (mod aj(x)), damit s(x)P =
S(X) (mod aj(x)) fiir i =1,...,r und schliefllich

s(X)P =s(x) (mod a(x)).

Gilt umgekehrt s(X)P = s(x) (mod a(x)), also (wegen 4.1.(b))

a(x)| (s(x)* —s(x)) = [] (s(x) o),

CEZy

so muss jeder der Primfaktoren aj einen der Faktoren (S(X) —c¢) teilen, woraus S(X) S folgt.
Wir haben damit folgendes Lemma bewiesen:

Lemma 7 Es gilt S = {s(X) (Zp[X])4 : S(X)P =s(xP) =s(x) (mod a(x))}.
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Dies ist zugleich eine Charakterisierung von S, welche ohne Kenntnis der Zerlegung a(Xx) =
a1(X) - ... ar(X) auskommt. Die Menge S kann bestimmt werden, indem S(X) = Co + C1X +
.o+ 4 €g—1x971 mit unbestimmten Koeffizienten angesetzt wird und aus der Beziechung

s(xP) —s(x)=c1 - NF(XP —X) +--- 4+ cg_1 - NF(xP@D —x9-1) — 0 (mod a(x))

durch Koeffizientenvergleich ein homogenes lineares Gleichungssystem mit d-reihiger quadra-
tischer Koeffizientenmatrix Q extrahiert wird. Dabei ist NF (f(X)) die reduzierte Normal-
form von F(X)  Zp[x] modulo a(x) und NF(x? — 1) = 0 beriicksichtigt. In der Spalte i
(i=0,...,d—1) von Q stehen also die Koeffizienten von NF (xP' —x1)  (Z[x]),.

Der Rang der Matrix Q ist gerade d—r, eine Basis von S besteht aus r Polynomen s (x) = 1,
s@(x),...,sM(x).

Beispiel:

p:=3;

R:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: : IntegerMod(p)) ;

f:=R(x"5+x"3+2%x"2+x+2) ;

Die Berechnung von ged (£,£’) zeigt zunéchst, dass fiir das angegebene Polynom die Voraus-
setzung der Quadratfreiheit erfiillt ist. Als Ergebnis haben wir laut MUPAD

factor(f);

(x®+x—1) (x*=x2+1)
zu erwarten.

Stellen wir dazu zunéchst obiges Gleichungssystem auf und finden eine Basis des Nullraums:

Q:=linalg: :transpose(Dom: :Matrix(Dom: : IntegerMod (p)) (
[ [coeff(R::rem(x"(i*p)-x"1i,f),j) $ j=0..degree(f)-1]
$ i=0..degree(£)-11));
linalg: :nullspace(Q);

Wir lesen r = 2 ab und s®(x) = x3 4 2x2.

f(x) muss also in 2 Faktoren zerfallen. Diese finden wir, indem wir $?(x) zum Spalten von
T(X) verwenden:

s:=R(x"3+2*x"2) ;
[gcd(f,s-c) $ c=0..2];

[1, X2 +x—1, x}3=x* +1]

Dies demonstriert zugleich auch das allgemeine Vorgehen in diesem nach Berlekamp benann-
ten Algorithmus.

BerlekampFactorization(a)

Input:  a(x) Zp[X] quadratfrei.
Output:  Faktorzerlegung a(X) = ay(X) -...-ar(X) Zp[X]

Bilde die Matrix Q mit den Koeffizienten von XP'—x' (mod a(x))
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als Spalten.
Finde eine Basis C = {c® =(10 ...0)7,...,c(V} des Nullraums von Q.
if r=1 then return {a(x)}.
Bilde aus C die Menge B:={s(®(x),...s(7(x)} der Probepolynome.

Fi={a(x)}
for s in B do /* (1) */
for f in F do /* (2) */
G:={}; F:=F\{f(x)}
for ¢ from 0 to p—1 do /*x (3) %/
Bestimme ¢(X) = ged(F(X),s(X) —c).
if 0 <deg(g(x)) < deg(f(x)) then
G:=append(G,g); f=f/g;
if ¥ 1 then break; (*x f komplett zerlegt *)
end_for;
F=join(F,G);
if |F| =r then return F;
(* Zerlegung in r Faktoren gefunden *)
end_for;
end_for;

Zu jedem Zeitpunkt (2) ist [[¢er F(X) = a(x). Zum an der Stelle (2) ausgewéhlten Polynom
T werden nacheinander Faktoren g|f gefunden, fiir die zugleich g|s — ¢ gilt. Da s — ¢ fiir
verschiedene ¢ Zp zueinander teilerfremd sind, sind es die g untereinander auch. Da f
ein Teiler von a und a ein Teiler von Hcezp (s(x) —c¢) ist, wird f dabei komplett in Faktoren
T =[] 9a aufgespalten, wobei gy paarweise teilerfremd sind und gq | S(X) —Cq fiir verschiedene
Ca Zp gilt.

Je zwei Faktoren aj,aj werden durch eine Wahl von s(X) B und ¢ 7, getrennt. In der
Tat, es gibt ein 8’ S mit s’ =0 (mod a;) und ' =1 (mod &;). Dieses Element lésst sich
als Kombination der Basiselemente S B darstellen, so dass es ein S B geben muss mit
S =c; (mod aj), S=cCz (mod aj), 0 <¢y,C2 <Pp, C1 = C2. Dann wird aber a; - @j von diesem
S separiert. Dies zeigt, dass der Algorithmus terminiert.

Zur Abschitzung der Laufzeit ergibt sich folgende Rechnung:

e Zunichst sind die NF (X_'oi —x") zu berechnen (Kosten O(pd+d?®), wenn zunichst £ = xP
(mod a(x)) und dann f' (mod a(x)), i =1,...,d — 1, berechnet wird).

e Daraus ist die Matrix Q zu extrahieren und deren Nullraum zu bestimmen (Kosten

o(d®)).
e SchlieBlich sind nr ged’s in Zp[X] zu bestimmen (Kosten jeweils O(d?)).

Damit ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von O (d3 +p rdz).

Wegen r < d liefern fiir grofie p fast alle ¢ Z ein triviales g(x). Nach dem Resultantenkrite-
rium ist ged(F(X), S(X) —c¢) genau fiir Nullstellen ¢ des Polynoms p(y) = resx(f(x), s(x)—y)
Zply] nicht trivial, so dass ¢ noch gezielter gesucht werden kann.

Beispiel:
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p:=37;
R:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: : IntegerMod(p)) ;
f:=R(x"5+3*x"3+x"2+2*x+2) ;

T ist quadratfrei wie die Berechnung von ged(f, /) zeigt.

Q:=linalg: :transpose(Dom: :Matrix(Dom: : IntegerMod (p)) (
[[coeff(R::rem(x~(i*p)-x~i,f),j)$ j=0..degree(£f)-1]1$ i=0..degree(£)-1]1));
linalg: :nullspace(Q);

Wir lesen r = 3 ab und erhalten als Menge der Probepolynome
s@(x) =2x4+3x2 +x3, s®(x) = x* —2x?
Wir bestimmen die Resultante als Polynom iiber Zp und deren Nullstellen

52:=R(2*x+3*x"2+x"3) ;
res:=polylib::resultant (expr(f),expr(s2)-y,x);
solve(res, [y] ,Domain=Dom: : IntegerMod (p)) ;

und erhalten als Kandidaten ¢ {8, 12, 31}. Diese drei Werte spalten T in die Faktoren
map([8,12,31], c->gcd(f,s2-c));

(X2 —12x =3, x+12, x* + 2]

was genau die Faktorzerlegung von f ergibt.

4.4 Faktorisierung in Z[z] — Der Berlekamp-Zassenhaus-Algorithmus

Ahnlich wie im Fall der gcd-Berechnung wird die Faktorisierung in Z[x] auf die Faktorisierung
in Zp[X] fiir eine geeignete Primzahl zuriickgefiithrt. Da nicht klar ist, wie die Faktoren in den
Faktorzerlegungen fiir unterschiedliche p einander zugeordnet sind, wird allerdings ein ande-
rer Liftungsansatz verwendet, der zunichst Faktorisierungen (mod p) zu Faktorisierungen
(mod pK) fiir immer grofere kN liftet.

Dieser Zugang der p-adischen Approzimation der Faktorzerlegung in Z[X| geht davon aus,
dass in einem gewissen Sinne Korrekturterme der Form cp* fiir Rechnungen (mod p) als
yklein“ der Ordnung Kk zu betrachten sind. Dieser Ansatz lésst sich formal weiter bis zu einer
p-adischen Analysis treiben.

Zur Bestimmung der Faktorzerlegung eines Polynoms in Z[X| kénnen wir uns zunichst wieder
auf quadratfreie Polynome beschrinken.
Ist a(X)  Z[X] ein solches quadratfreies Polynom und p eine Primzahl, bzgl. welcher die

Quadratfreiheit erhalten bleibt (also res(a,a’) = 0 (mod p) nach dem Resultantensatz), so
konnen wir zunéchst eine Faktorisierung

axX)=ar(X) ... ar(X) (mod p)

(mod p) bestimmen. Ist r = 1, so ist a(X)  Z[X| ebenfalls irreduzibel, denn jede Faktor-
zerlegung in Z[X] induziert eine solche in Zp[X|. Anderenfalls finden sich eine Aufspaltung
a(x) = f(x)g(x) (mod p) in iiber Zj teilerfremde Faktoren. Eine solche Aufspaltung kann zu
einer Aufspaltung (mod p*) fiir hhere k angehoben werden:
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Lemma 8 (Hensel-Lemma) Ist
a(x) =f(x)-g(x) (modp)

eine Zerlegung von a(X) in zwei dber Zp teilerfremde Faktoren, so gibt es fiir jedes K > 0
Polynome F®(x),g® (x)  Z[x], so dass

D00 = £ (mod p), g*D(x) = g®(x) (mod pb),
gilt, also
FOD () = FOO ) +dFO() b, gD (x) = g®x) +dg®(x) - ¥,

fiir Korrekturpolynome df ®(x), dg® (x), die in Zp[X] berechnet und dann geliftet werden
konnen, und

a(x) = F90) - F9(x)  (mod pt)

sowie deg(F) = deg(F®), deg(g) = deg(g®) gilt.

Diese Polynome sind (mod pX) eindeutig bestimmd.
Beweis: Fiir k = 1 ist die Bedingung erfiillt. Wir suchen
FED(x) = FO) +U(x) - p*, 9" D (x) = g8 (x) +V (x) - p¥
mit zu bestimmenden Polynomen U (X),V (X) Z[X], so dass
a(x) = FED ) "D (x)  (mod p**Y)
gilt. Dies ist dquivalent zu

a(x) = F9) g0 (x) = (FOOV () + 990 U(x)) P (mod p*?)

bzw.

a(x) = T4 g9 (x)
pk

wegen FOO(x) = F(x) (mod p), g®(x) = g(x) (mod p) und a(x) — FR(x)g®(x) = 0

(mod pk).

Da f(x),9(X) Zp[X] teilerfremd sind, liefert die Bezout-Zerlegung

a®(x) = =TV (X) +9(x)U(x) (mod p)

F(X)s(x) +9(x)t(x) =1 (mod p) (B)
die entsprechenden Liftungen
dfF ® = a®(x)t(x) (mod F(x)), dg® =ak(x)s(x) (mod g(x))

wobei die Rechnungen in Zp[X] ausgefithrt werden und die letzte Reduktion erreicht, dass
deg(FED) = deg(F), deg(g®™™P) = deg(9) gilt.
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Kennt man df % und dg®, so gilt
_a- f(k+1) g(k"'l) _ a— (f(k) + gfF k) . pk) (g(k) + dg(k) . pk)

a0«+D(X) pk+1 pk+1
(%) — £09 49 — ) gF ) . pk 4. O (pk+2)
- pk+1
_ a — £09 gg — g gf®) o )
p
und ak*D  7,[x] lisst sich unmittelbar berechnen. [

Komplexitéit: Nach der Berechnung der Bezout-Zerlegung lassen sich nacheinander
a®  —,  of®, dg® —, kD

durch einfache arithmetische Operationen mit Polynomen vom Grad deg(a) < d iiber
(mod p?) bestimmen. Die Kosten pro Iteration sind aolso von der GréBenordnung O(d?),
wenn man nur die Inkremente df %), dg®) berechnet und auf die (mit Blick auf die Multipli-
kationen mit p¥ teure) Berechnung der £&), g verzichtet.

Beispiel: a(x) = x* + x? + 1. Wegen res(a, @) = 144 konnen die Primzahlen p {2, 3} nicht
zum Faktorisieren verwendet werden. Wir setzen also p = 5.

p:=5; a:=x"4+x"2+1;

R:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: : IntegerMod(p)) ;
factor(R(a));

(X +x%+1) (4x+x2+1)
Wir setzen also f = x24+X+1, g = x>+4x+1 und bestimmen die zugehérigen Bezout-Faktoren
S=2Xx+3, t=3x+3 in Zs[X]

fi=x"2+4x+1; g:=x"2+4*xx+1; 5:=2*%x+3; t:=3*x+3;
R(f*s+g*t);

Fiir die Korrekturterme erster Ordnung erhalten wir nacheinander

al:=expand(a-f*g)/p;
ul:=expr(R::rem(R(al*t) ,R(£))); fl:=f+p*ul;
vl:=expr(R::rem(R(al*s),R(g))); gl:=g+p*vi;

a=—X—X>—x3, u; =0, vi = 4,01 = X + 24x + 1

a—fi0;

Wegen a, = 02 = a1 wiederholen sich die Rechnungen und wir erhalten

£00 = f, g(k)=g+4x(5+52+---+5k).
In diesem Beispiel ist die Antwort einfach zu finden, wenn wir auf das kleinste symmetrische
Restesystem normieren. Wir starten dann von der Zerlegung
P4 x24+1=(x+x24+1)(=x+x2+1) (mod 5)
die bereits eine Identitdt in Z[X] ist und damit die gesuchte Faktorzerlegung liefert.
Beispiel: a = x* — 98 x? 4 1. Die Berechnung der Resultante
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polylib: :resultant(a,diff(a,x),x);

zeigt, dass p {2, 3,5} beachtet werden muss, damit sich die Voraussetzung der Quadratfrei-
heit auf Zp[X| iibertrégt. Wir wéhlen p = 7.

p:=7; a:=x"4 - 98%x"2 + 1;
R:=Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: : IntegerMod(p));
factor(R(a));

(% +3x+1) (X2 —3x+1)
Wir setzen also f = X% +3x+ 1, g = X2 — 3x + 1 und bestimmen die zugehérigen Bezout-

Faktoren s = X — 3, t = —x — 3 in Z7[X|. Fiir die Korrekturterme erster Ordnung erhalten
wir nacheinander

f:=x"2+43*x+1; g:=x"2-3*%x+1; s:=x-3; t:=-x-3;
al:=expand(a-f*g)/p;
ul:=expr(R::rem(R(al*t) ,R(£)));

vi:=expr(R: :rem(R(al*s),R(g)));

Zu den berechneten Korrekturtermen U; = X (mod 7), vi = 6X (mod 7) nehmen wir die
Liftungen Uy = X, V1 = —X  Z[X] und erhalten mit den Approximationen f; = x2 + 10X +
1, g1 = X?> — 10X + 1 bereits die Faktorzerlegung von a(X).

Dieses Verfahren funktioniert offensichtlich immer dann, wenn die Faktorzerlegung a(x) =
fO(x) - gM(x) (mod p) iiber Zp[X] von einer Faktorzerlegung a(x) = f(X) - g(x) induziert
wird. Wir miissen dazu das Liften nur bis zu einem K treiben, fiir welches pK > 2B gilt, wobei
B die Mignotte-Schranke fiir die Koeffizientengrofie von Faktoren von a(X) ist.

Jede Faktorzerlegung a(x) = f(X)-g(X) in Z[x] induziert eine solche in Zp[X]. Die Umkehrung
gilt leider nicht:

Beispiel: x* + 1 ist irreduzibel in Z[X], zerlegt sich aber in zwei quadratische Faktoren in
Zp[X] fiir jede Primzahl p.

f:=p->Dom: :UnivariatePolynomial (x,Dom: : IntegerMod(p)) (x"4+1);
map([2,3,5,7,11,13,17] ,p->factor (£ (p)));

X4+ D4 (RP+x+2) (X2 —x+2), (X3 4+2)(x2+3), (x*+3x+1)(x*—=3x+1),
(X% + 3% 4+ 10) (x* —=3X + 10), (X*> +5) (X* +8), (X +2) (X +8) (X +9) (X + 15)

Wir konnen die Faktorisierungsaufgaben iiber Z[X] deshalb darauf reduzieren, irreduzible
Polynome zu erkennen und fiir reduzible Polynome a(X) einen nichttrivialen Faktor f(X) zu
finden. Dann koénnen wir denselben Algorithmus auf f(X) und g(x) = a(x)/f(x) rekursiv
anwenden, bis eine Zerlegung in irreduzible Faktoren von a(x) Z[X] gefunden ist.

BerlekampZassenhausFactorization(a)
Input:  a(x) Z[Xx] quadratfrei.
Output: isIrreducible oder a(X) = f(X) g(X) Z[X]
mit 0 < deg(f), deg(g) < deg(a)

Berechne die Mignotteschranke B fir a(X).
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Wihle Primzahl p mit resx(a,a’) =0 (mod p).
Bestimme die Faktorzerlegung F ={ai,...,ar} von a(x) Zp[X].
if r =1 then return isIrreducible.

for each S {1,...,r} do
Lifte [[icsai und []izsai
zu reduzierten (mod p) Polynomen T =FfW(x),g=gP(x) in Z[x].

Bestimme die Bezoutfaktoren S,t Z,[X] von (f,Q).
for k=2 while p¥<2B do

Bestimme die reduzierten (mod pX) Liftungen T®)(x),g®)(x).

if a(x) = FOO(x)g®(x) then return FK(x) gk (x).
/* an dieser Stelle ist klar, dass dieses S keine Liftung nach 7Z hat */
continue

/* an dieser Stelle ist klar, dass kein S eine Liftung nach Z hat */
return isIrreducible.

Dieses Verfahren ist effizient, wenn r klein ist, da die Kosten fiir das Hensel-Lifting pro Paar
(f,g) von der Ordnung O(d? log(B)) fiir deg(a) < d sind. Fiir groBe r ergibt sich eine kom-
binatorische Explosion der Anzahl der zu untersuchenden Partitionen, die im schlechtesten
Fall die Grofenordnung 2" hat. Dies gilt etwa fiir in Z[X] irreduzible Polynome, die sich in
Zp[X] in Linearfaktoren zerlegen lassen; dann ist r = d. Hier kann es hilfreich sein, die Grad-
muster der Faktorzerlegungen von a(X) Zg[X] fiir weitere Primzahlen ¢ = p zu bestimmen,
um Partitionen S, die aus bereits Gradgriinden nicht funktionieren kénnen, von vornherein
auszuschliefen.

Eine konsequente Umsetzung dieser Idee fiihrt zum LLL-Algorithmus von Lenstra, Lenstra
und Lovécz, der in [3, Kap. 4.3] beschrieben ist.
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