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1 Einfiihrung

Viele Probleme der angewandten Mathematik haben Symmetrien oder sind invariant unter ge-
wissen natiirlichen Transformationen. So sind etwa alle geometrischen Groflen und Eigenschaft
invariant bzgl. der Auswahl eines Koordinatensystems, d. h. unter der Aktion der affinen Gruppe
oder einer ihrer Untergruppen. FELIX KLEIN benutzte in seinem FErlanger Programm sogar solche
Invarianzeigenschaften unter Transformationsgruppen zur Klassifizierung verschiedener Arten von
Geometrie und unterschied projektive, affine und Euklidsche Geometrie.

In der Physik spielen Invarianzbetrachtungen eine wesentliche Rolle fiir die spezielle und allgemeine
Relativitiatstheorie, wo relevante Eigenschaften unter entsprechenden Transformationen der Raum-
Zeit-Koordinaten erhalten bleiben, also invariant unter der Lorentzgruppe sein sollen.

Sie sehen an diesen wenigen Beispielen zugleich, dass es sich bei solchen Invarianzuntersuchungen
oftmals um Untersuchungen handelt, die einen michtigen mathematischen Apparat erfordern.
Wir wollen uns in dieser Vorlesung deshalb auf Invarianzuntersuchungen fiir endliche Gruppen,
die linear auf Polynomringen operieren, beschrinken.

Hierbei handelt es sich um ein klassisches Gebiet der konstruktiven Mathematik, das besonders
von den Algebraikern zu Beginn des 20. Jahrhunderts im Rahmen ihrer Bemiihungen um ein
besseres Verstdndnis konstruktiver Aspekte in der Mathematik erschlossen wurde. Die Beweise
der inzwischen klassischen Endlichkeitssiitze ([3, 5]) iiber Systeme von Basisinvarianten endlicher
Gruppen (in Charakteristik 0), aus denen man alle anderen gewinnen kann, geben zugleich ein
Verfahren zu deren prinzipieller Berechenbarkeit, das aber nur fiir kleine Beispiele praktikabel ist.

Das Interesse an dieser Thematik erwachte erneut mit den wesentlich erweiterten Moglichkeiten
zur symbolischen Formelmanipulation, die moderne Computeralgebrasysteme bieten. Neben die
Frage der prinzipiellen Berechenbarkeit trat nun auch die nach der effizienten Berechnung von Ba-
sisinvarianten und der Relationen zwischen ihnen. Dabei stellte sich heraus, dass aus einem klugen
Zusammenspiel verschiedener bekannter klassischer Konzepte und neuerer Verfahren, insbesondere
der Grobnerbasen, wesentliche Effizienzzuwéchse moglich sind.

Die Vorlesung orientiert sich in ihrem theoretischen Teil am Buch [9]. Wir werden die wichtigsten
algorithmischen Ideen jedoch auch in ihrer praktischen Wirksamkeit erproben, wozu einige Erfah-
rung mit einem Computeralgebrasystem von Vorteil ist. Die Beispiele werden weitgehend unter
Verwendung des CAS MUPAD demonstriert.
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1.1 Symmetrien und Invarianten — einfithrende Bemerkungen

Drei Punkte A = (21,y1), B = (22,y2) und C = (x3,y3) sind genau dann kollinear, wenn die
Koordinaten der Bedingung

1 oy 1
fri=det |22 yo 1] = (2192 — T2y1 + 31 — Y3271 + 2y3 — T3y2) =0
z3 ys 1

geniigen. Diese Bedingung héngt nicht vom gewéhlten Koordinatensystem ab. Verschieben wir z. B.
die Punkte um einen Vektor (u,v) zu A’ = (214w, y1+v), B’ = (x2+u, y2+v), C' = (z3+u,ys+v),
so vereinfacht die Linearitédtsbedingung

(1 +u) - (y2 +v) = (@2 +u) - (Y1 +0) + (x3 +u) - (y1 +v) = (y3 +v) - (21 +v)
+ (22 +u) - (ys+v) — (z3 +u) - (y2+v) =0

fiir diese Punkte zur selben Bedingung f; = 0.

fla:=(x1+u)*(y2+v) - (x2+w)*(y1+v) + (x3+w)*(yl+v) - (y3+v)*(x1+u)
+ (x2+u) *(y3+v) - (x3+u) *(y2+v);

expand(fla);

T1Y2 — T2y1 + T3Y1 — Y3T1 + T2Y3 — T3Y2
Das Polynom f; @ndert sich also nicht unter Verschiebungen
Tuw) * (Ti, Yi) = (@i +u,y +0) fiir i =1,2,3,
denn es gilt fi(x1,y1, T2, Y2, 23, y3) = f1(x7,y7, 23, y5, x5, y]). Die Menge V solcher Verschiebun-

gen bildet eine Gruppe, unter deren Aktion das Polynom f; eine Invariante ist.

Das gilt im Prinzip nicht nur fiir Verschiebungen, sondern fiir beliebige affine Transformationen

o (3) = () () ()

Die durch g beschriebene allgemeine Substitution fiir (x,y) muss dabei auf die drei Paare (z1,y1),
(x2,92), (x3,y3) angewendet werden:

s:={x=all*x+al2*y+al,y=a2l*x+a22*y+a2};
sl:=subs(s,x=x1,y=y1);
s2:=subs(s,x=x2,y=y2);
s3:=subs(s,x=x3,y=y3);

fib:=subs(f1,s1,s2,s3);

(a1 + ar1z1 + a12y1) (a2 + a21x2 + a22y2) — (a1 + a11x2 + a12y2)(az + a2121 + azyr)
— (a1 + a11@y + a12y1)(az + a2123 + azys) + (a2 + a2121 + azyi) (a1 + a1123 + a12y3)

+ (a1 + a1122 + a12y2) (a2 + a21x3 + a22y3) — (a1 + a1123 + a12y3) (a2 + a21x2 + az2y2)

expand (f1b) liefert hier nicht das urspriingliche Polynom zuriick.

Mit dem Kommando factor (expand(£f1b)) erkennt man, dass das Ergebnis ein Vielfaches von
f1 ist.

fio = ($1y2 — X2Y1 — T1Y3 + Tay1 + T2y3 — $3y2)(1111&22 - 1112&21)
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Es gﬂt also flb = f{] = (auagg—algagl)'fl und fl =0 flb = O, denn der Kofaktor a11029—QA120421
ist die Determinante der Transformationsmatrix und verschwindet deshalb nicht.

Ein solches Polynom, das nicht erhalten bleibt, sondern sich um einen nur von g abhidngenden
Faktor f9 = c¢(g) - f #ndert, bezeichnet man als Semiinvariante. ¢ : G — k ist hierbei ein Grup-
penfunktional, denn es muss in diesem Fall ¢(g1 - g2) = ¢(g1) - ¢(g2) fiir g1, 92 € G gelten.

Der Abstand zwischen A und B

fo = (21— 22)* + (1 — 12)°

ist dagegen nur unter gewissen Transformationen g invariant:

3 = (a1 (x1 — z2) + ar2(y1 — y2))2 + (a21(z1 — 22) + a22(y1 — y2))2

= (a}; + a3)(z1 — 22)* + (aiy + a32) (Y1 — y2))* + (ar1a12 + as1az:) (1 — 22) (Y1 — y2)
=f

genau dann, wenn
2 2 2 2
ai] + a3 = ajy + a3y =1 und ajjaiz + azia =0,

d.h. wenn g eine orthogonale Matrix ist.

Jedes Polynom, das eine geometrische Bedingung kodiert, muss unter solchen Transformationen
invariant sein. Das Polynom

fa = 96% + z1y1 +yf +$§ + Zoy2 —l—y%

dagegen ist selbst unter Verschiebungen nicht invariant, hat also keine geometrische Bedeutung.

1.2 Die allgemeine Fragestellung

Wir betrachten im Folgenden keine affinen, sondern stets nur lineare Koordinatentransformationen.
Genauer: W sei ein endlich-dimensionaler Vektorraum der Dimension n iiber einem Kérper k (der
im Folgenden immer Charakteristik 0 haben soll), eq,..., e, eine Basis von W und

v=x1(v)er+...+x,(v) e,

eine Koordinatendarstellung des Vektors v € W. Die Funktionen x; : W — k sind lineare Funktio-
nale auf W und spannen den Raum V = W* der linearen Funktionale iiber W als k-Vektorraum
auf. Sie heilen Koordinatenfunktionen. Im Raum aller Funktionen auf W erzeugen sie die k-Algebra
k[V] = k[z1,...,z,] der polynomialen Funktionen auf W.

Als (Links-)Aktion ¢ der Gruppe G auf W bezeichnet man einen Gruppenhomomorphismus ¢ :
G — GI(W), der also jedem g € G eine lineare Abbildung ¢(g) € GL(W) zuordnet, die auf W
durch v — ¢(g)(v) wirkt. Operationstreue bedeutet, dass ¢(g)(¢(h)(v)) = ¢(g h)(v) fiir alle g, h €
G,v € W gilt. Wir wollen weiter voraussetzen, dass diese Aktion trew ist, d.h. dass ker(¢) = 1
gilt.

Im Weiteren werden wir nicht zwischen den Bezeichnungen g und ¢(g) unterscheiden, sondern G
mit der Untergruppe in GI(W) identifizieren. ¢ kann statt als G — (W — W) auch als Abbildung
(G x W) — W angesehen werden, die einem Paar (g, v) das Element g(v) zuordnet.

Eine solche Linksaktion von G auf W induziert eine Rechtsaktion von G auf dem Ring k[V = W*]
der polynomialen Funktionen (und sogar auf dem Ring aller Funktionen auf W), die fiir f €
k[V] durch f9(v) := f(g(v)) definiert ist. g operiert dabei als Ringautomorphismus, so dass die
Operation durch ihre Wirkung auf die Koordinatenfunktionen eindeutig bestimmt ist. Genauer: Ist
f=P(zx1,...,x,) die Darstellung der Funktion f als Polynom in den Koordinatenfunktionen, so
gilt f9 = P(2f,...,29). g wirkt auf den Polynomen also als lineare Variablensubstitution z; — .
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Da die Koordinatenfunktionen {x;,7 = 1,...,n} eine Vektorraumbasis von V bilden, die zur Basis
{ei;i=1,...,n} von W dual ist (es gilt z;(e;) = d;;), wird (in der jeweiligen Basis) die lineare
Variablensubstitution durch die transponierte Matrix M gT beschrieben, wenn die Operation von g
auf V' durch die Matrix M, beschrieben wird.

Im Weiteren werden wir diese subtilen Unterscheidungen nicht weiter verfolgen, sondern vom Vek-
torraum V' der homogenen Linearformen in z1,...,z, ausgehen, die polynomiale Funktionen auf
V mit den Polynomen in z1, ..., z, identifizieren und die Operation von g als lineare Variablen-
substitution x; — zJ bzw. durch die zugehorige Matrix M, € GL(n,k) = GI(V) beschreiben.

Ein Polynom f € k[V] heifit invariant unter g, wenn f = f9 gilt. Ist f unter gy, go invariant, so
auch unter allen Elementen der von g1, g2 in GL(V) erzeugten Gruppe. Wir untersuchen deshalb
Invarianten ganzer Gruppen, wobei wir die Invarianz immer nur auf den Erzeugenden der Gruppe
testen miissen.

Die Menge der invarianten Polynome
kV]Y = {f € k[V] : f= f9 fiir alle g € G}

bildet offensichtlich einen Ring (und genauer sogar eine homogene k-Algebra). Die homogenen
Invarianten vom Grad d spannen (zusammen mit der 0) einen (endlich dimensionalen) Vektorraum
[k[V]G}d auf.

Gegenstand der Invariantentheorie ist die Untersuchung der Struktur dieses Rings k[V] fiir ver-
schiedene Gruppenaktionen G C GL(V) und Vektorrdume V. Konstruktive Zugénge sind bekannt
fiir endliche Gruppen sowie Aktionen einer Reihe klassischer unendlicher Gruppen (insbesondere
GL(n,k),SL(n,k),SO(n, k), SU(n,k)) auf Vektorriumen verschiedener Grofie. In dieser Vorle-
sung wird es um die Beschreibung von k[V]% fiir Aktionen endlicher Gruppen G auf endlichen
Vektorrdumen V' gehen.

1.3 Ein erstes Beispiel

Betrachten wir als Beispiel die Aktion der Gruppe G C GL(2, C) der Drehungen der Ebene, welche
das (zentrierte) Quadrat mit den Ecken (0,1), (1,0),(0,—1),(—1,0) in sich iiberfiihrt. G ist eine
zyklische Gruppe von vier Elementen, die von der Matrix (alle Rechnungen mit MUPAD)

M:=Dom: :Matrix() ([[0,1],[-1,0]11);

0 1
L)

erzeugt wird, welche der Transformation

entspricht.

Wir wollen alle unter g invarianten Polynome f € k[x,y] bestimmen und verwenden dazu einen
Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten fiir jeweils homogenes f, den wir gradweise abarbeiten,
wobei wir die folgenden MUPA D-Funktionen verwenden:

g:=proc(u) begin subs(u, [x=y,y=-x]) end_proc;
// g als Variablen-Substitution

computeBasis:=proc(d) local f,i,s;
begin
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f:=_plus(alil*x"i*xy~(d-1i)$i=0..d);

// generisches Polynom vom Grad d erzeugen
s:=solve ({coeff (f-g(£), [x,y]1)}, [ali]$i=0..4d]);

// lineares Gleichungssystem generieren und ldsen

subs(f,s[1]);

// allgemeine LOsung zusammenbauen

end_proc;
d Losung
1 0
2 az(z® +y?)
3 0
4 as(zt +y*) +az(@3y — 2 y?) + az 2% y?
5 0
6 ag(z% + %) + as (2% y — v y°) + aq(z* y? + 2% y?)
7 0
8 | as(2® + %) +ar(xTy — 2y7) + ag(2®y2 + 22 y) + as(2° y® — 2% ¢%) + agaty?

Als k-Vektorraumbasis der Invarianten erhalten wir daraus

d Basis der Invarianten
fo=1a"+9

2

4 f4a = :LA +y4, f4b = $y($2 - y2)a f4c = $2y2

6 foa = 2%+ 9%, for = zy(z* —y*), foc = 2%y*(2* 4+ y?)
8

fsa =2 + 45, fao = zy(a® — y°), fasc = 22y?(2z* +y?),
fea = B3y* (2 —y?), fse = 2ty

Aufgabe 1 Zeigen Sie, dass es unter der angegebenen Aktion keine Invarianten ungeraden Grades
gibt.

Halten wir zunéchst fest, dass dieses Vorgehen allgemein angewandt werden kann.

Verfahren zur Berechnung einer k-Basis der Invarianten vom Grad d

Gegeben ist der Polynomring R = k[z1, ..., 2z,], ein Erzeugendensystem E der Gruppenaktion G
sowie die Wirkung der Elemente g € E auf R.

(1) Erzeuge ein Polynom f vom Grad d in 21, ..., z, mit unbestimmten Koeffizienten.
(2) Berechne f — f9 fiir alle g € E.

(3) Koeffizientenvergleich liefert daraus ein (homogenes) lineares Gleichungssystem in den un-
bestimmten Koeflizienten.

(4) Aus einer Basis des Losungsraums dieses Gleichungssystems ergibt sich unmittelbar eine

Basis von [k[V]G]d.

Zur Komplexitit dieses Verfahrens

Nehmen wir an, dass Rechnungen in k in konstanter Zeit moéglich sind, dann kann das lineare
Gleichungssystem in O(D?e) Zeiteinheiten (mit dem klassischen Gaufiverfahren) gelost werden,
wobei D = (dzr_ﬁl) = O(d" ') die Anzahl der Monome vom Grad d in n Variablen (und damit

die Zahl der unbestimmten Koeffizienten von f) angibt und e = |E| gilt.
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In der Tat, ein M x N-System vom Rang R lisst sich durch O(M N R) Korperoperationen mit
dem klassischen Gaussalgorithmus in Dreiecksform bringen. Hier ist M = D, N = Deund R < D,
woraus sich die Abschdtzung unmittelbar ergibt.

Im Schritt (2) ist f¢ fiir eine vorgegebene Variablensubstitution g : x; — 27,4 = 1,...,n, zu
berechnen. Dazu bietet sich ein rekursives Verfahren zur Berechnung von m? fiir alle O(d - D)
Terme M vom Grad < d an, das Zwischenergebnisse speichert und jeweils Produkte m? - z

(Komplexitit O(D - n)) berechnet. Der Aufwand ist insgesamt O(n d D?), also gering.

Der Gesamtaufwand wird unter den genannten Voraussetzungen (n und e vorgegeben, d — o0)
also vom Losen des Gleichungssystems dominiert und ist (klassisch) in der Gréfenordnung O(D3).

Die Algebrastruktur des Beispiels

Die berechneten Invarianten bilden eine k-Vektorraumbasis von R = k[V]%. Zwischen ihnen existie-
ren also keine linearen Relationen mehr. Allerdings kann man durch Multiplikation aus homogenen
Invarianten neue herleiten. So gilt in obigem Beispiel etwa f3 = fi, + 2f1c € R4, so dass von den
Invarianten vom Grad 4 nur zwei ,,wirklich“ neu ist, f4, dagegen durch f3 ersetzt werden kann.
Im Grad 6 gilt

13 = foa + 3fee, fofin= Ffovs f2 frc = foc,

so dass alle berechneten Invarianten bereits aus Invarianten kleineren Grads zusammengesetzt
werden konnen. Im Grad 8 schliellich gilt

f2 = fsa +4fsc+ 6fse, 3 fao= fab+ fsds [2 fie = fse + 2fse
iy = fse — 2fse, b fae = fsa, fL = fse-

Es gibt also 6 Produkte aus Basiselementen kleineren Grades, die Invarianten vom Grad 8 liefern,
aber dimy ([R]s) = 5. Folglich muss zwischen diesen 6 Produkten eine lineare Abhéngigkeitsrelation
bestehen, die wir wieder mit einem Ansatz mit unbestimmten Koeffizenten herausfinden kénnen.
Wir setzen dazu die bisher gefundenen Invarianten als Substitutionslisten an, um gleichzeitig
mit den Symbolen f; usw. und deren Werten rechnen zu kénnen. Ein solcher Ansatz folgt den
Empfehlungen aus dem Kurs ,Einfiihrung in das symbolische Rechnen“ zur Verwendung von
Variablenbezeichnern, belésst die Bezeichner f usw. global im Wertmodus und rechnet konsequent
mit lokalen Wertzuweisungen durch den Substitutionsoperator sowie den Selektoren rhs und 1hs
fiir die jeweilige symbolische bzw. wertméflige Auswertung der entsprechenden Ausdriicke.

f2=x"2+y~2];
f4a=x"4+y~4, f£4b=x"3*y-x*xy~3, fdc=x"2%y~2];
f6a=x"6+y"6, £6b=x"bxy-x*y~5, f6c=x"4*y 2+x"2*y 4] ;

B_2:=[
B_ 4:=[
B_6:=[

p:=[u”4$u in B_2, u”"2*v$u in B_2$v in B_4[2..3],
B_4[2]"2, B_4[2]*B_4[3], B_4[3]"2];

r:=_plus(alil*p[il$i=1..6);

sol:=solve({coeff (rhs(r), [x,y])}, [a[il$i=1..6]);

rel:=subs(lhs(r),sol[1],z=4);

_f22 f4c+fsz+4féfc

Zwischen den sechs Invarianten vom Grad 8 besteht also die lineare Relation f3 = f3 fac — 4 f..,
so dass auch in diesem Grad keine ,,neuen“ Invarianten existieren. Wir vermuten deshalb, dass

Ry = k[fa, fa, fac)

bereits der vollstéindige Invariantenring ist. Allerdings sind die drei Erzeugenden nicht algebraisch
unabhéngig, sondern zwischen ihnen besteht eine polynomiale Relation, so dass R; isomorph zum
Koordinatenring einer (quasihomogenen) Raumfléche

R = k[A, B,C)/(B? +4C% = A%C) mit A fo, B fuy,C = fac
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ist. Hierbei kann mit Mitteln der konstruktiven Algebra (Grébnerbasen) leicht festgestellt werden,
dass der Kern der Abbildung ¢ : k[A, B, C] — k[fa, fab, fac] in der Tat von I = (B? +4 C? — A%20)
erzeugt ist, R’ und R; also wirklich isomorph sind.

Die Invarianten fo, f4p und f4. erzeugen R; als k-Algebra, weshalb man sie auch als Basisinvarian-
ten bezeichnet. Die algebraisch unabhéingigen Invarianten A = f5, C' = fy4. heiflen dabei Primdr-,
die davon algebraisch abhéngige Invariante B = fa, Sekunddrinvariante.

Jede Invariante f € R’ ldsst sich eindeutig darstellen als f = Py(A,C)+ B - P>(A,C) (mod I) mit
Polynomen Pi, P, € k[A,C], d.h. R ist ein freier k[A, C]-Modul mit der Basis {1, B}:

R =k[A,C)® B - k[A,C].

Eine solche Darstellung von R’ als endlicher freier Modul {iber einem Polynomring bezeichnet man
als Hironaka-Zerlegung.

Aus dieser Zerlegung folgt auch, dass [R']ag die Terme A4~2/C% d > 2i, und A¥~%"2BC% d >
2i 4 2, als Vektorraumbasis hat. Damit gilt dimy,([R']24) =2 |£] + 1; die Dimensionen stimmen
mit den frither berechneten Dimensionen dimy([R]24) des Invariantenrings R = k[V]¢ iiberein.
Dies ergibt weitere Evidenz, wenn auch noch keinen Beweis dafiir, dass R; bereits der volle Inva-
riantenring ist. Die zum Nachweis erforderlichen Mittel entwickeln wir im néchsten Abschnitt.

1.4 Die Hilbertreihe einer homogenen k-Algebra

Ist R eine homogene k-Algebra, etwa der Ring der Invarianten, so ist die Dimension dimyg([R]q)
des Vektorraums der Elemente vom Grad d fiir verschiedene d eine wichtige Zahlenfolge. Sie ist
in den meisten Féllen besonders einfach zu beschreiben, wenn diese Zahlen in einer erzeugenden
Funktion

zﬂawzfimmmmm-ﬁ
d=0

zusammengefasst werden. Diese Reihe bezeichnet man allgemein fiir homogene k-Algebren R als
Hilbertreihe und speziell fiir Invariantenringe auch als Molienreihe.

Der Vorteil einer solchen Zusammenfassung liegt in der Einfachheit der Darstellung der Reihe als

Taylorreihe einer analytischen Funktion. So gilt etwa fiir den ganzen Polynomring S = k[z1, ..., 2]
n+d—1 1
dimy,([S]q) = d H(S,t)=
img ([S]a) ( n 1 ) un (S,t) R

und fiir R = S/(f) mit einem homogenen Polynom f vom Grad deg(f) = d

1—1¢d

H(S/(f)at):W

Im Falle quasihomogener Ringe gilt folgende Modifikation.
Satz 1 Ist S = k[y1,...,yn] ein gewichtet homogener Polynomring, wobei die Variablen die Grade
deg(y;) = d; haben, so gilt

1
(1 —th)(1—td2) - .- (1 tdn)

H(S,t) =
Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n.

Fiir n = 1 erhalten wir

Hk[y],t) =14+ t0 420 4 = —
([yl]a) + + + 1 — ¢td
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Nehmen wir nun an, dass die Behauptung fiir S’ = k[y1, ..., yn—1] gilt. Eine Basis von [S]. besteht
aus Termen vom Grad e in y,...,¥y,. Diese konnen wir unterteilen in solche, die ¥, als Faktor
enthalten und solche ohne einen Faktor y,, also [S]e = yn - [S]e—a,, @ [S]e. Auf der Ebene der
Hilbertreihen ergibt dies

H(S,t) = dimg([S]e)t® = > dimp([Sle—a, )t + Y dimg([S"]c)t¢ =t H(S,t) + H(S', 1)
e20 e>0 e>0

und somit

(1—td)H(S,t) = H(S' 1),
woraus die Behauptung sofort folgt. O
Satz 2 Ist S = k[y1,...,yn] ein gewichtet homogener Polynomring und f ein (quasi)-homogenes

Polynom vom Grad d, so gilt
H(S/(f),t) = (L —t)H(S,1)

Beweis: Der Beweis ergibt sich sofort aus folgendem Lemma

Ist ¢ : V — W ein Homomorphismus endlich dimensionaler k-Vektorrdume, so gilt
dimy, (ker(¢)) + dimy (im(¢)) = dimg (V).

Zum Beweis des Lemmas wiihlen wir ey, . .., e, als Basis von ker(¢) C V und ergéinzen diese durch
dy,...,dy zu einer Basis von V. Dann ist ¢(d1), ..., ¢(dx) eine Basis von im(¢).

Wenden wir das Lemma auf die Komponenten vom Grad e der kanonischen Abbildung 7 : S —
S/(f) mit w(h) = h (mod f) an, so erhalten wir wegen ker(mw) = f- S
t1H(S,t) + H(S/(f),t) = H(S,1)

und schliellich die behauptete Beziehung. [

Liegt eine Hironakazerlegung vor, so kénnen wir die Hilbertreihe ebenfalls leicht aus den Hilbert-
reihen der Bestandteile zusammensetzen.

Satz 3 Ist R=hy1- Ry ® - ® hy - Ry eine Zerlequng der homogenen k-Algebra R in die direkte
Summe von homogenen Ro-Moduln (etwa mit hy = 1) und deg(h;) = d;, so gilt

H(R,t) = (t" +--- + %) H(Ro, t).

Beispiel Fiir unser Beispiel Ry = k[A, B,C]/(B? + 4 C? — A%2(C) erhalten wir mit deg(A) = 2,
deg(B) = deg(C) = 4 aus den beiden Sétzen
1—¢8 1+¢4
H(Ry,t) = _
(B, 1) (1—2)(1—t4)* (1—-t3)(1-1t1)
=1+ +3t* + 30 + 585 + 510 4+ 72 4 Tt 9410 918 L

Die letztere Zerlegung lésst sich mit MUPAD wie folgt berechnen:

f:=(1+t74)/((1-t~2)*(1-t"4)) ;
taylor (f,t=0,40);

Aufgabe 2 Zeigen Sie, dass

I L
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die Taylorreihen-Entwicklung von H ist.

Hinweis: Zeigen Sie, dass

H=>) (2k+1) %+ = (142)- Y (2k+1)2*
k>0 k>0

gilt und finden Sie eine geschlossene Formel fiir

/

F(z) =) (2k+1)2% = | Y 22

k>0 k>0

1.5 Die Aufgabenstellung in der Invariantentheorie

Generell steht damit folgende Liste von Aufgaben, wenn der Invariantenring R = k[V]¢ beschrie-
ben werden soll:

1. Bestimme wenigstens erst einmal die Dimension dimg ([R]4) des Vektorraums der Invarianten
vom Grad d fiir verschiedene d, also die Molienreihe

H(R,t) = dimg([R]q) - t*.
d=0

2. Wenn man die Dimensionen kennt, sind geniigend viele (linear) unabhingige Invarianten
vorgegebenen Grads zu konstruieren. Ein Verfahren haben wir bereits kennen gelernt.

Auf diese Weise kann man alle Invarianten vorgegebenen Grads beschreiben. Allerdings be-
steht der Invariantenring aus unendlich vielen solchen Vektorrdumen.

Eine Beschreibung nur der Vektorraumbasen wiirde aulerdem die Algebra-Struktur des In-
variantenrings nicht widerspiegeln.

3. Unter den Invarianten sind Basisinvarianten zu finden, die den Invariantenring als k-Algebra
erzeugen. Insbesondere steht die Frage, ob es immer endlich viele solche Invarianten gibt und
wie man merkt, dass man alle gefunden hat.

4. Kennt man Basisinvarianten, so steht die Frage nach der genaueren Algebrastruktur, d.h.
der Beschreibung von Relationen zwischen diesen Invarianten und der Aufteilung in einen
algebraisch unabhéngigen Teil, die Primérinvarianten, und einen ,,Rest®, die Sekundérinva-
rianten.

Dabei ist insbesondere zu entscheiden, ob das System der Basisinvarianten minimal ist.

1.6 Einige grundlegende Prozeduren

Allgemein wird die Aktion eines Elements g € G der Gruppe auf dem Vektorraum [S]; durch
eine Matrix M, € Gl, beschrieben, die zunéchst in eine Liste von Substitutionsregeln x; — zf
verwandelt werden muss, die sich aus der Beziehung

g
Ty X1
g
T T
2 | _ . 2
=M,
zd T,

ergibt. Wir definieren hierzu folgende MUPAD-Funktion:
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matrix2subrules:=proc(M:Dom: :Matrix() ,vars:DOM_LIST) local n,v,i;
begin n:=linalg: :matdim(M) [1];

v:=M*Dom: :Matrix () (n,1,vars);

[vars[i]=v[i]$i=1..n];
end_proc;

Fiir die Verallgemeinerung der Funktion computeBasis bendtigen wir zunéchst eine Liste aller
Terme vom Grad d in einer gegebenen Menge von Variablen. Diese kann mit der folgenden Funktion
rekursiv erzeugt werden.

Terme:=proc(d,vars) local u;
begin
if nops(vars)=1 then [vars[1]~°d]
else u:=[op(vars,2..nops(vars))];
[op(map(Terme (d-i,u) ,x->vars[1]"i*x))$i=0..d]
end_if;
end_proc;

Nun konnen wir eine k-Basis der homogenen Invarianten vorgegebenen Grads bzgl. der Gruppen-
aktion GG wie folgt bestimmen, wenn eine Liste gList der Erzeugenden von G in subRules-Notation
gegeben ist:

computeBasis:=proc(d,glist,vars) local T,f,fl,i,s,g,newvars;
begin
T:=Terme(d,vars);
f:=_plus(alil*T[i]$i=1. .nops(T));
// generisches Polynom vom Grad d erzeugen
s:=solve({coeff (f-subs(f,g) ,vars)$g in glList}, [a[i]$i=1. .nops(T)]1);
// lineares Gleichungssystem generieren und ldsen
f1:=subs(f,s[1]); // allgemeine Losung zusammenbauen
// ... und k-Basis extrahieren
newvars:=[op(indets(f1) minus {op(vars)})];
if iszero(f1) then [ ] else [coeff(f1l,newvars)] end_if;
end_proc;

f1 ist hierbei die allgemeine Form einer Invarianten der G-Aktion vom Grad d, die als homogene
Linearkombination einer endlichen Anzahl von Invarianten dargestellt ist, welche eine k-Basis von
[R]4 bilden. Aus dieser allgemeinen Form werden mit newvars die von MUPAD wihrend der
Losungsbestimmung neu generierten Variablen extrahiert, fi nach diesen Variablen gruppiert und
schlieBlich die Liste der Koeffizienten in dieser Darstellung extrahiert.

Beispiel: C,,-Aktion auf k[z,y|, die der Drehgruppe eines regelméfligen n-Ecks entspricht. Dem
erzeugenden Element g dieser Gruppe entspricht die Matrix

cos (2%)  sin (2T)
Mg = : 2m 2m ’

— S (T) COS (T)
Mit folgenden Kommandos verschaffen wir uns im Fall n = 3 zuniichst einen Uberblick iiber die
Invarianten, die [R]q fiir d < 6 als k-Vektorraum erzeugen:

vars:=[x,y];

M:=n->Dom: :Matrix () ([[cos(2*PI/n),sin(2*xPI/n)], [-sin(2*PI/n),cos(2*xPI/n)]1]);
g:=matrix2subrules(M(3),vars);

gBasisList:=computeBasis(d, [g] ,vars)$d=1..6;
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Als Dimensionen dimy, [R]4 ergeben sich 0,1,2,1,2,3. Als wichtige Invarianten finden wir
fo=a" 197, faa=2" = 3uy?®, fa =y’ - 327y,
aus denen sich die Erzeugendensysteme

[A = fQ]a [B = f3q,C = fBb]’ [f22]’ [f2 f3a, f2 be]’ [f235f§a’f3af3baf32b]

in den einzelnen Graden extrahieren lassen. Im Grad 6 haben wir 4 Erzeugende aufgelistet, wegen
dimy, [R]¢ = 3 muss es also zwischen ihnen eine lineare Abhéngigkeitsrelation

A3:a132+a2BC+a302

geben. Um diese zu bestimmen, definieren wir in Verallgemeinerung unseres bisherigen Vorgehens
die folgenden Funktion findRelations

findRelations:=proc(u,vars) local r,a,n,v,sol;
begin
n:=nops(u); a:=genident();
r:=_plus(al[il*ul[i]l$i=1..n);
sol:=solve({coeff (rhs(r),vars)}, [a[i]$i=1..n]);
map (sol,v->subs(lhs(r),v));
end_proc;

u ist dabei eine Liste der Linge n von Gleichungen f; = p;(x), wobei p; homogene Polynome
gleichen Grads in den Variablen vars sind. Daraus wird eine generische Linearkombination r =
o, ai- (fi = pi) mit frischen Bezeichnern a; erzeugt. rhs(r) extrahiert daraus > . ; a; p;(x) €
kla][x], woraus durch Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem fiir die a; extrahiert,
dieses gelost und die Losungsmenge in 1hs(r) eingesetzt wird. Dies ist die generische Linearkom-
bination Y7, a; f;, fiir die Y1 | a; pi(x) = 0 gilt.

Fiir den speziellen Fall unseres Beispiels konnen wir die erforderlichen Rechnungen nun wie folgt
anschreiben:

:=[f2=x"2+y"2];

B_
B f3a=x"3-3*x*y~2, £3b=y~3-3*x"2xy];

2:=[
3:=[
p:=[u"38%u in B_2, B_3[1]"2, B_3[1]1*xB_3[2]"2, B_3[2]"2];
r:=findRelations(p, [x,y]);

ri:=subs(r[1],z=1);

Wir erhalten die Abhéngigheitsrelation f3 = f3, + f2,, was mit
expand (subs(r1,B_2,B_3));

auch noch einmal bestéitigt werden kann. Dies ist — bis auf polynomiale Vielfache — zugleich die
einzige polynomiale Relation zwischen fs, f3, und f3p, so dass der Invariantenring R einen zum
Ring R’ = k[A, B,C]/(A? — B? — C?) isomorphen Unterring enthélt und beide bis einschlieSlich
Dimension 6 sogar zusammenfallen.

Die Produkte vom Grad 6 in fa, f3, und fs; wurden dabei ,per Hand“ erzeugt. Auch dies kann
mit der folgenden Funktion GewichteteProdukte automatisiert werden.

GewichteteProdukte:=proc(d,pList,vars) local u,v,w;
// Liste aller Produkte von p in pList vom Grad d
begin

if nops(pList)=0 then return([]) end_if;
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u:=pList[1]; w:=degree(rhs(u));

if d<0 then []

elif nops(pList)=1 then
(if d mod w=0 then [u~(d/w)] else [] end_if)

else v:=pList[2..nops(pList)];
[op(map(GewichteteProdukte (d-i*w,v,vars) ,x->u"i*x))$i=0..d/w]

end_if;

end_proc;

pList ist hierbei eine Liste von Ausdriicken f; = p;(x), aus der alle Produkte [] f{** generiert
werden, fiir die > a; deg(p;) = d gilt. Hier als Beispiel die obige Rechnung:

B:=[f2=x"2+y"2, f4b=x"3*%y-x*y~3, fdc=x"2*y~2];
p:=GewichteteProdukte(8,B, [x,y]);
rel:=findRelations(p, [x,y]);
r:=subs(rel[1],z=1);

expand (subs(r,B));

Fiir die Hilbertreihe des Rings R’ mit deg(A) = 2, deg(B) = deg(C) = 3 ergibt sich

H(Rt) = 1—1¢° 2:1+t2+12€4: 1483 '
(1—1¢2) (1—1¢3) (1—1¢3) (1—1¢2) (1-13)
Den letzten beiden Darstellungen der Hilbertreihe entsprechen die beiden Hironakazerlegungen
R' = k[B,C|l® A-k[B,C)® A%-k[B, C] sowie R’ = k[A, C]® B-k[A, C], je nachdem, ob die Relation
A3 — B2 — (C? verwendet wird, um A algebraisch durch B, C auszudriicken (erste Darstellung) oder
B durch A, C (zweite Darstellung).

Aufgabe 3 Fiihren Sie dieselben Untersuchungen fiir die Aktion der Drehgruppe G = C5 des
regelmiBigen Fiinfecks in Clz, y] aus.

2 Symmetrische Polynome

Betrachten wir als erstes komplexes Beispiel die symmetrischen Polynome, deren Eigenschaften
sich im Fundamentalsatz iber symmetrische Polynome zusammenfassen lassen. Der Zweck die-
ser Untersuchungen ist dreifacher Art. Zum ersten ergeben sich fiir einige fundamentale Fragen
der Invariantentheorie in diesem Fall besonders einfache Losungen. Zum zweiten spielt der Fun-
damentalsatz eine zentrale Rolle in vielen Aussagen allgemeineren Charakters. Und zum dritten
liefert der beweis des Fundamentalsatzes zugleich einen Algorithmus, der wichtige Techniken der
Computeralgebra exemplarisch anwendet.

Im folgenden sei k ein Korper. Ein Polynom f € S = k[z1,...,x,] heifit symmetrisch, wenn es
invariant unter allen Variablenpermutationen ist. Z.B. ist fi = zi122 + x1x3 nicht symmetrisch,
weil f1(z1,22,23) # fi(ze,x1,23) = z122 + 2223 gilt. Dagegen ist fo = x129 + z123 + X223
symmetrisch.

Ist m € S, eine solche Permutation der Indizes, so heifit f € S invariant unter 7, wenn

fwi,20,.. 0 20) = f(Tr(1), Ta(2) -+ s Tr(n))

gilt. Die Permutation induziert eine lineare Abbildung 7* auf S7, die man in Matrixnotation unter

Verwendung der Permutationsmatrix My := [[0x(; ;]| als
X1 X1
X9 X9
¥ =M, -
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schreiben kann. 7* l&sst sich eindeutig zu einem Ringautomorphismus S — S fortsetzen.

Ist ein Polynom bzgl. einer gewissen Menge von Permutationen invariant, so auch bzgl. all jener
Permutationen, die sich durch Nacheinanderausfithren der gegebenen Permutationen ergeben, d.h.
der von diesen Permutationen erzeugten Untergruppe der S,,. Umgekehrt geniigt es, die Invarianz
eines Polynoms bzgl. der Erzeugenden einer Gruppe zu testen, also im Fall der symmetrischen
Polynome etwa bzgl. aller Transpositionen, da sich jede Permutation als Nacheinanderausfithrung
von Transpositionen darstellen ldsst.

Die symmetrischen Polynome bilden wieder eine homogene k-Algebra R := S, welche als Vek-
torraum die direkte Summe der endlich dimensionalen Vektorrdume [R]; der homogenen symme-
trischen Polynome vom Grad d € N ist.

Beispiele von symmetrischen Polynomen: Potenzsummen pg, elementarsymmetrische Summe ey,
volle symmetrische Summe hy,

Als Partition der Zahl d bezeichnet man jede Folge A = (a1,a2,...,a;) mit a; > ag > -+ >
ar > 0und a1 + as + - -+ + ar = d. Wir schreiben dafiir d - A. Ist k& < n, so heifit die Partition
n-lingenbegrenzt. Solche Partitionen kénnen (und werden) wir durch Nullen auffiillen zu einer
Partition A = (a1, az,...,ay).

Zahlpartitionen und Ferrersdiagramme. Anzahl der Felder d = |A\| = a1 + a2 + -+ + an.
Alternative Darstellung A = [1b1,2b2, . ,nb"} fiir eine Partition, deren Ferrersdiagramm aus b;
Zeilen der Linge i besteht. Hier gilt d = |A| =b1 +2-ba+ - -+ n - b,.

Monomiale Summe pu) fiir die n-langenbegrenzte Partition d - A.

Beispiel: n = 3, A = (2,1, 1) ergibt p\ = 23z0x3 + 120323 + 112223,

Satz 4 (Dimensionssatz fiir symmetrische Polynome)

Fiir den Ring R = S° der symmetrischen Polynome gilt, dass dim([R]4) gleich der Zahl n-
lingenbegrenzten Partitionen der Zahl d und damit auch gleich der Zahl der Ferrersdiagramme
mit d Kastchen und < n Spalten ist.

Beweis: Offensichtlich bilden die py, d F A ein Erzeugendensystem: Ist 0 # f € R ein symmetri-
sches Polynom und c,xz® = Im(f) dessen Leitmonom bzgl. der lexikographischen Ordnung, so gilt
fiir den Exponentenvektor o = (aq, ..., ay) offensichtlich a; > -+ > ay,, so dass « eine Partition
ist und f — ¢t wieder ein symmetrisches Polynom, dessen Leitterm aber kleiner als x ist.
Auflerdem sind die Leitterme paarweise verschieden, also sind die Erzeugenden auch linear un-
abhangig. O

Bestimmung der Dimension bis zum Grad 6 durch Abzdhlen der Diagramme und Aufschreiben
der jeweiligen monomialen Summen.

Ergebnis fiir n = 6 ist [1,1,2,3,5,7, 11]. Beachte, dass fiir n < 6 nur n-lingenbegrenzte Partitionen
zu beriicksichtigen sind.

Satz 5 (Molienreihe fiir symmetrische Polynome)

1
(I—t)-(1—12)-...- (1 —tm)"

H(R= 8% t) =

Beweis:

HR =Y #0: N =d = th= 3 ht2atoint,
A

>0 (b1,...,bn)
L 2y b2 nyb2 _ 1
=2 ) L = ey
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f:=1/mult(1-t"i$i=1..4);
taylor(f,t=0,13);

14+t+282 4382 +5t 4662 +9t0 +11¢7 + 1565 + 18¢7 +23¢10 4 27¢1t +34¢12 . ..

f:=1/mult(1-t~i$i=1..12);
taylor (f,t=0,13);

1+t4+282+3¢° + 51+ 76° + 114 + 157 +22¢% +30¢° +42¢'0 456" + 77t + ...
Implementierung einiger Serien symmetrischer Funktionen in MUPAD!:

e:=proc(d,vars) local u;
begin
if nops(vars)<d then 0
elif d=0 then 1
else u:=[op(vars,2. .nops(vars))];
expand(e(d,u)+op(vars,1)*e(d-1,u))
end_if
end_proc;

h:=proc(d,vars) local u;
begin
if d=0 then 1
elif nops(vars)=1 then op(vars,1)"d
else u:=[op(vars,2..nops(vars))];
expand (h(d,u)+op(vars,1)*h(d-1,vars))
end_if
end_proc;

p:=proc(d,vars) begin _plus(op(map(vars,x->x"d,x))) end_proc;

mu:=proc(l,vars) local f;

begin
f:=map(combinat: :permutations: :list(vars),x->_mult(op(zip(x,1,¢"“))));
f:=_plus(op(£));
f/lcoeff (f);

end_proc;

Wieviele Produkte aus den elementarsymmetrischen Polynomen gibt es von vorgegebenem Grad
d? Es gibt eine offensichtliche 1-1-Korrespondenz zwischen diesen Produkten und den n-ldngen-
begrenzten Partitionen A = [by, ..., b,] (Ferrersdiagrammen).

n
by b bn — _
ejley ... et — <a;C = E bi,kz—l,...,n>
i=k

Offensichtlich ist weiter ¢ (elilegQ . .ef{b) =z{'x5? ... 2% bzgl. der lexikographischen Termord-

nung.
Kann man also jedes symmetrische Polynom als Linearkombination von solchen Produkten schrei-
ben, d.h. als polynomiale Kombination der elementarsymmetrischen Polynome? Falls das so ist,

n Version 5 muss combinat: :permutations durch die spiter eingefithrte Funktion allePermutationen ersetzt
werden.
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gilt R = S5 = ke, ..., e,] und der natiirliche Morphismus
o Kk[A1,...,Ay) — kler,...,en] via A; — ey

vom Polynomring Ry = k[A4,..., A,] mit deg(A;) = ¢ nach R ist ein graderhaltender surjektiver
Ringhomomorphismus mit dimy [R], = dimy [R], (die Hilbertreihen stimmen {iberein), also ein
Ringisomorphismus — die ey, ..., e, sind algebraisch unabhéngig.

Sind umgekehrt die ey, . . . , e, algebraisch unabhiingig, so ist die Hilbertreihe von Ry = kfeq, .. ., e,]
dieselbe wie von R;. Wegen Re C R und H(Rs,t) = H(R.t) ist dann aber kein Platz mehr fiir
weitere Invarianten und somit R; = R.

Wie kann man fiir ein beliebiges Polynom eine solche Darstellung als polynomiale Kombination
der elementarsymmetrischen Polynome finden?

Beispiele:

vars:=[x1,x2,x3];
f:=mu([3,2,1],vars);

Der hochste Term .T?.T%,Tg stimmt mit dem von ejeses iiberein:
f1:=normal (f-e(3,vars)*e(2,vars)*e(1,vars));

Es bleibt als Rest das Polynom
—Sx%xgxg
Also gilt
w(3,2,1) = ereges — 3e3.

f:=mu([4,2,1],vars);

f1:=normal (f-e(3,vars)*e(2,vars)*e(1,vars) "2);
f2:=normal (f1+2*e(3,vars)*e(2,vars) "2);
£3:=normal (f2+e(3,vars) "2*e(1,vars)); // =0

Also gilt
w(4,2,1) = e2eges — 2e5e3 — eleg.

f:=mu([5,3,1],vars);

f1:=normal (f-e(3,vars)*e(2,vars) "2*xe(1,vars) "2);
f2:=normal (f1+2*e(3,vars) "2*xe(1,vars) "3);
f3:=normal (f2+2*e(3,vars)*e(2,vars) "3);
f4:=normal (f3-4*e(3,vars) "2*xe(2,vars)*e(1,vars));
f£5:=normal (f4+3*e(3,vars)~3); // =0

Also gilt
1(5,3,1) = edeses — 2e3ea + dejeses — 3es.

Satz 6 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome)
Jedes symmetrische Polynom f(x1,...,2,) € R = S% kann eindeutig als polynomiale Linear-
kombination

flz1,...,xn) = Pleg,...,en)

der elementarsymmetrischen Polynome dargestellt werden, d.h. die Abbildung
klyr,...,yn] — S wvia y; — e

st ein Ringisomorphismus.

Die elementarsymmetrischen Polynome e1, ..., e, bilden also ein System von (algebraisch un-
abhingigen) Basisinvarianten fir die angegebene Gruppenaktion.
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Die Darstellbarkeit beweist man wie oben, denn es gilt allgemein bzgl. der lexikografischen Term-
ordnung fiir eine Partition (a1 > ... > a, > 0)

It(efr ™2 e3279 epn T ety = a2l
Die Eindeutigkeit folgt aus dem Vergleich der Dimensionen von [R]q und [k[y1,...,¥yn]],; wenn

deg(y;) = i gesetzt wird.
Details zum Beweis siehe [9].

Wendet man das Verfahren auf die hy an, so ergeben sich folgende Darstellungen:

h1 =€
hg = 6% — €9
hs = 6? —2e1e9 + €3
hy =€ — 36%62 +e§ +2e1e3 — ey
In allen Féllen kann man h; durch ej;, 7 < ¢ ausdriicken. Diese Beziechungen kann man allerdings

umstellen und auch e; durch hj, j < ¢ ausdriicken. Die Beziehung zwischen den h; und den e; kann
gut tiber die entsprechenden erzeugenden Funktionen ausgedriickt werden:

H(T) = Z hgT%
d

= Y @D D) (@)

(alv"'aan)
1
1-—21T)1—22T)...(1 —2,7T)

E(T) =) eqT*
d
Es gilt also
H(T)-E(-T)=1

oder expandiert und ausmultipliziert

H(T)-BE(-T)= | Y _haT*| - [ > (-=1)%eq T

d>0 d>0
:1+(h1761> T+(h2761h1+62) T2+(h37€1h2+62h1763) T3+

und die Beziehungen (Newtonsche Relationen) zwischen den h; und e; ergeben sich daraus durch
Koeffizientenvergleich:

d
> (~1)'hgie; =0 firalled=1,2,....
i
Insbesondere kann hy polynomial durch h;,e;,¢ < d und eq bzw. umgekehrt auch ey polynomial
durch h;,e;, ¢ < d und hg dargestellt werden.

Jedes homogene symmetrische Polynom kann als Linearkombination von Termen in ej,..., e,
desselben Grads dargestellt werden und diese lassen sich durch hq, ..., h, ausdriicken. Also bilden
die Terme in hq,...,h, vom Grad d ein k-lineares Erzeugendensystem von [R];. Da es genauso
viele solche Terme vom Grad d in ey, ..., e, und in Ay, ..., h, gibt, folgt daraus:
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Satz 7 Der Ring R = S5 kann auch durch die ersten n vollen symmetrischen Summen hi, ..., hy
erzeugt werden: Es gilt R = k[h1,...,hp]. (R1,...,hy) bilden also ebenfalls ein (algebraisch un-
abhingiges) System von Basisinvarianten.

Dasselbe gilt fiir die Potenzsummen. Der Beweis ist allerdings etwas komplizierter.

Satz 8 Der Ring R = S kann ebenfalls durch die ersten n Potenzsummen pi,...,pn erzeugt
werden: Es gilt R = k[p1,...,pn]- (D1,-..,0n) bilden also ebenfalls ein (algebraisch unabhdingiges)
System von Basisinvarianten.

Beispiel: Versuche, moglichst hohe reine Grade zu erzeugen

f:=mu([5,3,1],vars);// Exponent (5,3,1)

f1:=normal (f-p(5,vars)*p(3,vars)*p(1l,vars)); // Exponent (5,4)
f2:=normal (f1+p(5,vars)*p(4,vars)); // Exponent (6,3)
£3:=normal (£2+p(6,vars)*p(3,vars)); // Exponent (8,1)
f4:=normal (£3+p(8,vars)*p(1,vars));

f5:=normal (f4-2*p(9,vars));

Also gilt

1(5,3,1) = p1p3ps — paps — pape — P1Ps + 2py.
In dem Beispiel werden allerdings auch pg, k > n, verwendet, so dass obiger Beweis fiir (h;) und
(e;) nicht unmittelbar iibertragen werden kann.

Beweis: Jedes homogene symmetrische Polynom kann als f = >, cxpn dargestellt werden. Die
Darstellung ergibt sich aus den Termen z{*-... 2% XA = (a1 > ... > a, > 0), in der expandierten
Darstellung von f.

Fiithre Ordnung ein, so dass die lexikographisch kleinsten Partitionen die grofiten py ergeben. Dann
ist fiir iy > ... >4, >0 und pg :=1

Diy *+ - Din, = H(iy,....in) T Kleinere iy

und ein Termersetzungsverfahren fiihrt zu einer Darstellung von f durch p;,i < deg(f) wie im
betrachteten Beispiel.

Die Aussage des Satzes ergibt sich nun daraus, dass jedes symmetrische Polynom durch die eleme-
tarsymmetrischen Polynome dargestellt werden kann und diese, wie eben bewiesen, durch p;,7 < n.

Nun kénnen wir wie bisher auch argumentieren. Details siehe [9]. O

Invarianten der alternierenden Gruppe A, C S, Das Polynom

D(z1,...,2p) = H (x; — xj).

1<i<j<n

ist unter S,, keine Invariante, sondern eine Semiinvariante bzgl. des Charakters sgn : S, — k*.
Fir g € 5, gilt
DY =sgn(g) - D.

Die Menge der Semiinvarianten zu einem Charakter x : G — k*
E[VIS .= {f € k[V] : f9=x(g)- f fir alle g € G}

bilden einen k[V]%-Modul.

Die Semiinvarianten der S,, bzgl. x = sgn heiflen alternierende Polynome.
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Satz 9 Jedes Polynom f € S4» kann eindeutig als f = f1 + fo D mit symmetrischen Polynomen
f1, fa geschrieben werden.

{e1,...,en, D} ist also ein System von Basisinvarianten von SAn wobei D eine Sekunddrinvari-
ante ist, fiir die D? € kle1, ..., ey] gilt.
Damit ist S4 = kle1,...,e,] ® D - klei,...,en) = S5 @ ng’;l eine Hironaka-Zerlegung von S4n .

Beweis: Sei g € Sy eine ungerade Permutation. Dann gilt f9 = f; — fo D fiir eine Zerlegung
f = f1+ fo D, so dass sich unmittelbar und eindeutig

1

fi=g (74 %) wd D=2 (F— )

ergibt. Damit ist die Zerlegung eindeutig, falls sie existiert.

Ist u € S, eine gerade Permutation, so gilt f* = f, (f9)* = f(9“971)9 =f9, dagug -t e A, Ist
u ungerade, so gilt f* = fu9 9 = 9 (f9)% = f9% = f da gu € A,.

Damit ist f; = %( f+ f9) ein symmetrisches Polynom und f' = %( f — f9) eine Semiinvariante
bzgl. des sgn-Charakters. Es bleibt zu zeigen, dass f’ stets durch D teilbar ist.

Ist u € S,, die Transposition (i, 7), so gilt offensichtlich f™* = —f’, also

fl(...,,ibi,...,l'j,...):—fl(...,ZEj,...,ZEi,...).

Damit ergibt sich f'|;,—; =0, d.h. f"ist durch z; — z; fiir jedes (¢,) mit 1 <i < j < n teilbar.
Da diese Linearformen paarweise teilerfremd sind, ist damit f/ auch durch D teilbar.
Details siehe [9]. O

Sei A= (a1 > a2 > ... > a, > 0) eine Partition.

.,L,illl‘i’n*l xa2+n72 :C‘ll"

a;+n—1 as+n—2 Qn
ay = det | 72 2 2
a;+n—1 as+n—2 a

ist ein alternierendes Polynom vom Grad deg(ay) = |\|+ @ Die ay sind (nach Definition der
Determinante) genau die Bilder der 2* unter Antisymmetrisierung, also ein Erzeugendensystem
von S’Ssgf;l. Auflerdem sind sie als alternierende Polynome durch D teilbar und haben somit die
Gestalt ay = sy - D. Die Polynome sy € S5 heifien Schurpolynome und spielen eine wichtige
Rolle in der Darstellungstheorie der S,,. Da offensichtlich It(ay) = {* ™1 232" 224" und damit
lt(sx) = lt(uy) gilt, sind die sy eines fixierten Grads d alle linear unabhéngig. Da ihre Anzahl
gerade gleich der Vektorraumdimension von [R]q ist, ergibt sich als weitere Schlussfolgerung der

folgende Satz.

Satz 10 Die Schurpolynome sy € R = S5, d - \, bilden eine k- Vektorraumbasis von [R)q.

3 Grundlegende Eigenschaften des Invariantenrings

3.1 Transzendenzgrad und Priméirinvarianten

Im Folgenden sei immer G C GL(V) eine endliche Gruppe, die auf dem Vektorraum V = [S];
der Linearformen in S = k[z1,...,x,] operiert, N = |G| die Gruppenordnung, k ein Korper der
Charakteristik 02 und R = S¢ der Invariantenring dieser Aktion.

2Es reicht, dass char(k) kein Teiler von N ist (nicht modularer Fall).
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Der Kérper k(X) der rationalen Funktionen auf X = (x1,...,2,) ist der Quotientenkdrper von

S. Dessen Unterkorper
a_[I . N _
v = {1 vgeo (1) -1

bezeichnet man als den Invariantenkdérper von G. Offensichtlich gilt die folgende Inklusion von
Kérpern: k(X) D k(X)% D k und damit fiir die Transzendenzgrade

tr.deg(k(X) : k(X)) + tr.deg(k(X)% : k) = tr.deg(k(X) : k) =n.
Satz 11 Fiir den Invariantenkirper k(X)C gilt:

1) k(X G ist der uotientenkorper von k[X G d. h. jeder invariante uotient ist ein Quotient
P ’ J
von Invarianten.

(2) k(X)Y hat Transzendenzgrad n iiber k.

(3) k(X)/k(X)C ist eine Galois-Erweiterung (d. h. normal und separabel) mit der Galois-Gruppe
G.

Beweis:

(1) f/hist in k(X)E, wenn f9/h9 = f/h fiir alle g € G gilt. Durch Erweitern mit 1,1 h¥ erhélt
man die Darstellung f/h = F/H mit H = [[,cqh? € R, F'=f-[],,, h? = f/h-H € R. Also
lésst sich jede rationale Invariante als Quotient invarianter Polynome darstellen.

(2) Betrachte

) =[] @ =) =TV + 3" (-1 er(aflg € G) - T* € S[TY,
geG k=1

wobei eg(...) die k-te elementarsymmetrische Summe in den angegebenen Termen ist. Diese For-
mel ergibt sich unmittelbar aus dem Satz von Vieta. Alle ex(2f]g € G) sind invariant unter der

Aktion von h € G, denn (27" |g € G) ist eine Permutation der (27|g € G), symmetrische Polynome
aber invariant unter solchen Permutationen. Es gilt also sogar f;(T') € R[T].

Alle x; sind also algebraisch iiber k(X)% und damit ist auch k(X) algebraisch iiber k(X)%.

Die z; sind sogar ganze algebraische Elemente iiber k[V]¢ und damit k[V]¢ in k(X)“ ganzabge-
schlossen.

(3) folgt aus der Definition, da g € G auf k(X) als Kérperautomorphismus operiert. O
Beispiel: Die bereits friither betrachtete Cy-Aktion auf k[z, y].

foT) = (T = 2)(T = y)(T +2)(T +y) = T" — (2 +y*)T* + 2’y°

Eine maximale algebraisch unabhéngige Teilmenge F' C R aus homogenen Polynomen bezeichnet
man als System von Primdrinvarianten.

Satz 12 (Charakterisierungssatz fiir Priméirinvarianten)
Jedes System von Primdrinvarianten von R hat genau n Elemente.

Die Menge homogener Polynome F = {f1,...,fn} C R (positiven Grads) ist genau dann ein
System von Primdrinvarianten, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

(1) {f1,-.., fn} sind algebraisch unabhingig.
(2) {zx1,...,z,} sind algebraisch abhingig von {f1,..., fu}.
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(3) {f1,---, fn} haben 0 € A™ als einzige gemeinsame Nullstelle diber k.

Beweis: (1) und (2) sind beide dquivalent zur Aussage tr.deg(fi,...,fn) = n. Fir (1) ist das
offensichtlich, fiir (2) folgt es aus der Ungleichungskette

n =tr.deg(zy,...,x,) <trdeg(fi,...,fn) <n.

(2)=(3): Seia = (ay,. .., a) eine gemeinsame Nullstelle. Wir betrachten die nach (2) existierende
algebraische Relation

‘/I"i\/j—i_ Z rik(fla'-'afn)‘r']; :Oa

k<M

die wir 0.B.d. A. als homogen voraussetzen kénnen. Insbesondere sind die 7, (y1,...,¥ys) (mit
deg(y;) = deg(f;)) homogen vom Grad M — k > 0, so dass jeder Term wenigstens einen Faktor f;
enthilt und folglich 71, (f1, ..., fn)(a) = 0 gilt. Es folgt a = 0 fiir alle .

(3) = (1): Dies folgt aus dem allgemeinen Zusammenhang zwischen der Ring-Dimension von S/I,
wobei I = (f1,..., fn) das von den gegebenen Polynomen erzeugte Ideal ist, und dem Transzen-
denzgrad von Q(S/I) iiber dem Grundkorper. [

(3) ist von praktischem Interesse, weil damit die Entscheidung, ob ein System von Invarianten
algebraisch unabhéngig ist, auf die oft einfachere Frage der Losung eines polynomialen Gleichungs-
systems zuriickgefiithrt wird.

Beispiel: Die Invarianten fy = 22 + 42, fic = 22y? der bereits mehrfach betrachteten C4-Aktion
auf k[z,y| sind algebraisch unabhiingig, da fi. = 0 & = = 0 oder y = 0, und dies in fo = 0
eingesetzt in jedem Fall x = y = 0 als einzige gemeinsame Nullstelle ergibt.

Allgemeiner gilt
Satz 13 Die Menge homogener Polynome F = {f1,...,fs} C R (positiven Grads) ist algebra-

isch unabhingig genau dann, wenn die Dimension des Nullstellengebildes V(f1,..., fs) C A" die
Dimension n — s hat.

Diese Dimension kann mit dem Grobner-Algorithmus (siehe Vorlesung ,, Gréobnerbasen und An-
wendungen“) bestimmt werden. MUPAD stellt hierfiir die Funktion groebner::dimension zur
Verfiigung.

Ein System von Primérinvarianten ist nicht eindeutig bestimmt, nicht einmal seine Grade: Mit
{f1,..-, fn}tist auch {f{*,..., f2»} ein System von Primérinvarianten.

Satz 14 (Algorithmus von Dade zur Berechnung von Priméirinvarianten)

Seien ly,...,l, € [S|]1 Linearformen mit der Figenschaft, dass l; in keiner der linearen Hiillen
K@Y, g1, .., 9i-1 € G, liegt, so ist

»Vi—1

fi= Hlf,i:L...,n

geaG

ein System von Primdrinvarianten.

Ist char(k) = 0 (oder allgemeiner k geniigend grof}), so finden sich immer solche /;, da sie nur
endlich viele echte Teilrdume meiden miissen.

Beweis: Ist
l; ¢U{/€<l§1,,lfill>, g1,---,0;—1 € G} ,

so gilt auch

e | J{Ra, .1, g1 g1 € GY
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fiir alle g € G, so dass k(I{",...,lJ") in jedem Fall ein i-dimensionaler Unterraum von [S]; ist.

Sei a € A" eine gemeinsame Nullstelle der f;. Dann gibt es g; € G,i = 1,...,n, so dass [J*(a) = 0.
Wegen dimy, (k(1{",...,19")) = n hat das lineare Gleichungssystem {lJ" =0, ¢ =1,...,n} aber nur
die triviale Lésung. [

Beispiel: Cy-Aktion auf k[z,y]. Nimm /; = 2. Dann ist f; = 22y und die zu meidenden Teilrdume
sind k(z) U k(y). Also kann nicht Iy = y genommen werden. Aber lo = = + y geht, was fo =
(x +y)%(x — y)? = 2* + y* — 22%y? ergibt. Ist ein System von Primirinvarianten, aber nicht das
vom Grad her kleinste.

Beispiel: C3-Aktion auf k[xz,y|, erzeugt von einer Drehung um den Winkel %77‘ mit Zentrum im
Ursprung. In diesem Fall kann [y = x, [ = y genommen werden. Wir rechnen

vars:=[x,y];

M:=n->Dom: :Matrix () ([[cos(2*PI/n),sin(2*PI/n)], [-sin(2*PI/n),cos(2*PI/n)]1]);
C3:=[matrix2subrules(M(3)"i,vars)$i=0..2];

expand (_mult (op (map(C3,u->subs(x,u)))));

expand (_mult (op(map(C3,u->subs(y,u)))));

und erhalten damit die bereits frither bestimmten B = f3, = 23 —3zy%, C = f3 = 3> — 322y
als System von Primérvarianten, aus der sich die Hironakazerlegung R = k[B,C] ® A - k[B,C| @
A% . k[B, C] ergeben hatte.

3.2 Der Reynolds-Operator

p:S=k[V] — R=k[V Viap(f):éng
geG

Satz 15 (Eigenschaften des Reynold-Operators)

Der Reynoldoperator ist ein R-linearer Projektionsoperator, d.h.
1. p ist k-linear,
2. p2=p, d.h. p(I)=1 firl € R,
3. p(f-I)=1-p(f) fir f € S,I€R.

Insbesondere ist, wie bei jedem Projektionsoperator, p surjektiv und [S]s = p([S]a) ® (1 — p)([S]a)
eine Zerlegung des Vektorraums der Polynome vom Grad d in die direkte Summe aus dem inva-
rianten Teil und einem dazu ,,orthogonalen* Komplement. Aus 3. folgt, dass (1 — p)(S) sogar ein
R-Modul ist.

Ein Erzeugendensystem von [R]q findet man also, indem der Reynoldsoperator auf die Elemente
einer k-Basis von [S]4 angewendet wird.

Ist G in SubRules-Darstellung gegeben, so kann der Reynolds-Operator wie folgt implementiert
werden:

Reynolds:=proc(f,G) local x;
begin _plus(op(map([op(G)],x->subs(f,x))))/nops(G) end_proc;

Beispiel: Noch einmal die Cy-Aktion auf k[z, y].

M:=Dom: :Matrix() ([[0,1],[-1,0]11);
G:=map([M~0,M,M"2,M"3] ,matrix2subrules, [x,y])

Invarianten:=d->{Reynolds (x"i*y~(d-1i),G)$i=0..d};

Invarianten(d)$d=1..8;
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3.3 Der Endlichkeitssatz — Hilberts Beweis

Satz 16 (Hilberts Endlichkeitssatz)

Der Invariantenring R = k[V]® einer endlichen Matrizgruppe G C GL(V) ist als k-Algebra
endlich erzeugt, d.h. es existiert immer ein endliches System von Basisinvarianten.

Beweis: Sei I C S = k[V] das Ideal, das von allen homogenen Invarianten mit positivem Grad
erzeugt wird (etwa von den Invarianten p(m), wobei m alle Terme m # 1 aus S durchlduft). Nach
Hilberts Basissatz (VL Grobnerbasen und Anwendungen) ist jedes solche Ideal endlich erzeugt
und man kann sogar aus einem Erzeugendensystem des Ideals ein endliches Erzeugendensystem
auswihlen.

Seien also f1,..., fny € R homogene Invarianten, die I als S-Ideal erzeugen. Wir zeigen, dass diese
Invarianten bereits R als k-Algebra erzeugen.

Indirekter Beweis. Sei Ry = k[f1,...,fn] und f € R\ Ry eine homogene Invariante kleinsten
Grades. Wegen f € I existiert eine Darstellung f = ) . r; f; mit r; € S. Wenden wir auf diese
Darstellung den Reynolds-Operator an, so erhalten wir

H=f= Zp(n)f

mit Invarianten p(r;) € R von kleinerem Grad als f. Folglich gilt p(r;) € Ry und damit auch
f= Zz P(Ti)fi € Ry. O
Insbesondere erzeugen homogene invariante Elemente, die I als Ideal erzeugen, R als Algebra.

Der Beweis lédsst sich auf unendliche Gruppen verallgemeinern, fiir welche ein Reynoldsoperator
mit den oben zusammengestellten Eigenschaften definiert werden kann. Das ist z.B. fiir lineare
reduktive Gruppen moglich, wo die Mittelung iiber alle Gruppenelemente durch ein Integral iiber
das Haar-Maf} der Gruppe erreicht werden kann.

3.4 Emmy Noethers Gradschranke

Satz 17 (Emmy Noethers Gradschranke)

Der Invariantenring R = k[V]% der endlichen Gruppe G hat ein System von homogenen Basisin-
varianten vom Grad < |G| =

Beweis: Wir fithren neue Variablen uq, ..., u, ein und betrachten die Ausdriicke
Se(w,x) = p (w11 + ... + upxy)* |G| Z wrd + ..+ u,rd)©
geG

als Polynome in (k[x])[u]. Ausmultiplizieren liefert

son-gr( ¥ (al.?%)w.....<unxz>an)

ar+-tan=c
_ g\an TS .9, 0n
= E <a1- -a > |G| E (x9) uit .Uy
a1+--+an=e n geG
_ € (21 - N R . 2,an
= pla o aim) - ugt - Uy
al DR an
ar+---+an=e
. 1 . . . . . .
wobei (a1 ‘. ) = 271 € N der multinomiale Koeflizient in der entsprechenden Expansion ist.
Der Koeffizient vor ui* -...-u%" mit a; + ...+ a, = e ist also (ein mglw. positives Vielfaches von)

p(xft .. xlin).
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Andererseits bekommt man S, aus der Potenzsumme P, = y{ + ... + y% durch Substitution
yi = uizd + ...+ u,xdi, wobei g; € G,i =1,..., N, alle Gruppenelemente durchliuft. Nach dem
Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen kann jede Potenzsumme in ¥4, ..., yn polynomial durch
die Potenzsummen P;,i < N dargestellt werden: P, = P.(Py,..., Pxn).

Damit gilt aber S. = P.(S1,...,Sn). Expandiert man die rechte Seite, sortiert nach u-Potenzen
und fithrt einen Koeffizientenvergleich aus, so erhélt man eine polynomiale Darstellung der Invari-
anten p(z] ...x%) durch die Koeffizienten von Sy, ..., Sy, also durch homogene Invarianten vom
Grad < N. 0O

Beispiel: n = 1. Gruppen auf C[z] kénnen nur als g : = — ((g) x operieren, wobei ( € G* ein
Gruppencharakter ist. Ist die Gruppe endlich, so muss ((g) eine Einheitswurzel sein.

Treue Gruppenaktionen sind also genau die der zyklischen Gruppe Cy = (o) mit 27 = (x = und
einer primitiven N-ten Einheitswurzel (y. Der Invariantenring ist C[2V]. Gradschranke wird hier
erreicht.

Beispiel: Skalare Aktionen der zyklischen Gruppe Cny = (o) auf C[z1,...,z,] durch 27 = {y ;.

Reynoldsoperator liefert

a1 a
(2% g%) = it aln wenn N |a; + ...+ ay,
plai ...l

0 sonst

Auch in diesem Beispiel wird die Gradschranke erreicht und ein System von Basisinvarianten
besteht aus allen Monomen vom Grad V.

Der Invariantenring der skalaren Cn-Aktion wird als k-Vektorraum also von den Termen erzeugt,
deren Grad ein Vielfaches von N ist. Diesen Ring bezeichnet man auch als N-ten Veronesering.

4 Permutationsdarstellungen

Als Permutationsdarstellung bezeichnet man die Aktion einer Untergruppe G C S,, auf dem Po-
lynomring S = k[z1,...,,] durch Variablenpermutation. Damit ist S > S und nach dem
Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen bilden die elementarsymmetrischen Funktionen ein Sy-
stem von Primérinvarianten fiir k[V]¢.

4.1 Elementares iiber Permutationen

Darstellung von Permutationen als Liste, als Funktionswert-Tabelle, als Diagramm. Begriff des
Zyklus und Zerlegung in elementfremde Zyklen.

Satz 18 Jede Permutation o € S, besitzt eine Darstellung als Produkt elementfremder Zyklen.
Die Faktoren einer solchen Darstellung kommutieren miteinander. Die Darstellung ist eindeutig
bis auf die Reihenfolge der Faktoren.

Die Langen der Zyklen in dieser Darstellung bezeichnet man auch als den Zyklentyp von o.

Zwei Permutationen sind genau dann zueinander konjuguiert, wenn sie denselben Zyklentyp haben.

Sind G, G’ C S,, zwei zueinander konjugierte Permutationsgruppen, also G’ = {c71go : g € G}
fiir ein o € S, so sind die Invariantenringe dieser Gruppen ,,im Wesentlichen“ gleich. Genauer:
Die Variablenumbenennung y; = 4(;),¢ = 1, ..., n, induziert einen Ringisomorphismus

S =k[ry,...,xn] — S =kly1, ..., ynl,
der die G-Aktion auf S in die G’-Aktion auf S’ {iberfiihrt:

g
Yi = To(i) = Tgo(i) = Yo—1go(4)
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Folgerung 1 Die Invariantenringe der Permutationsdarstellungen zueinander konjugierter Per-
mutationsgruppen sind isomorph.

4.2 (G-Orbits und der Orbitsatz

Permutationsdarstellungen haben gegeniiber allgemeinen Darstellungen eine Besonderheit: G ope-
riert nicht nur auf S, sondern bereits (Grad erhaltend) auf den Termen T' = T'(z1, ..., zy) selbst.
Fiir m € T kénnen wir das Orbit m& := {m9 € T : g € G} und den Stabilisator G,, := {g € G :
m9 = m} definieren.

Fiir g, h € G bezeichnet man g" = h='gh € G als zu g konjugiertes Element und g = {gh:he
G} als Konjugationsklasse des Elements g € G.

Satz 19 (Orbitsatz)

1. {m% : m € T} ist eine Klasseneinteilung von T, d.h. zwei Orbits m§ und mS mit my, ms €
T fallen entweder zusammen oder sind disjunkt.

Die zugehirige Aquivalenzrelation wird definiert durch

mle2<:>E|g€Gim1:m‘g.

2. Der Stabilisator G, ist eine Untergruppe von G.

Gilt m1 ~ ma, so sind die zugehdrigen Stabilisatoren zueinander konjugierte Untergruppen.
Insbesondere sind die Stabilisatoren der Elemente m € T aus einem Orbit gleich mdchtig.

3. ImC] |G| = |G.

Dieser Satz gilt fiir beliebige Mengen 7' mit G-Aktion. Insbesondere ist er richtig fiir die Aktion von
G auf sich selbst durch Konjugation. Orbits unter dieser G-Aktion sind die Konjugationsklassen.
Konjugationsklassen fallen also ebenfalls entweder zusammen oder sind disjunkt.

Fiir eine Permutationsdarstellung besteht eine k-Basis von [R]4 also aus den verschiedenen Orbit-
summen Orb(m) = >, o t, denn Orb(m) stimmt mit Reynolds(m, G) bis auf einen Skalierungs-
faktor tiberein und die Summandenmengen zweier verschiedener Orbitsummen sind disjunkt.

Orbit:=proc(m,G) local g;
begin {subs(m,g)$g in G} end_proc:

OrbitSum:=proc(m,G) local g;
begin _plus(op(Orbit(m,G))) end_proc:

Beispiele fiir solche Orbitsummen sind etwa die monomialen symmetrischen Funktionen p(\) bzgl.
der Aktion der vollen Permutationsgruppe S, .

Solche Orbitsummen fallen zusammen oder sind disjunkt. Die Vektorraumdimension der homo-
genen Invarianten vom Grad k koénnen wir also durch Abzéhlen der verschiedenen Orbitsummen
im entsprechenden Grad bestimmen. Dazu bilden wir die Menge {. ..} der aus allen Termen vom
Grad k erzeugten Orbitsummen (was automatisch doppelt auftretende Elemente entfernt) und be-
stimmen mit nops die Anzahl der Elemente dieser Menge. Eine entsprechende Funktionsdefinition
in MUPAD lautet

H:=k->nops (map ({op(Terme (k,vars))}, OrbitSum, G));
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4.3 Ein Beispiel: Die Aktion der S; auf den Kanten des K,

Wir wollen ein komplexeres Beispiel durchrechnen, um ein besseres Gefiihl fiir die technischen
Schwieirigkeiten der Berechnung des Rings der Invarianten zu bekommen.

Um mit Permutationsdarstellungen rechnen zu koénnen, miissen zunédchst die Permutationen in
Permutationsmatrizen bzw. in Substitutionsdarstellungen umgewandelt werden.

Da Algorithmen fiir Permutationen in verschiedenen MUPAD-Versionen unterschiedlich anzu-
sprechen sind, stellen wir den weiteren Betrachtungen eine eigene einheitliche Schnittstelle zur
erforderlichen Funktionalitdt zusammen:

allePermutationen:=proc(l) local u;
// Alle Permutationen der Elemente der Liste 1
begin
u:=combinat: :permutations(l); // Version 4
if u=FAIL then // nicht Version 4
combinat: :permute(l) else u end_if;
end:

permutationMatrix:=proc(l) local i,n;
// Erzeugt aus Permutation von [1,..,n] eine Permutationsmatrix
begin
n:=nops(1);
return (Dom::Matrix() (n,n,[(i,1[i])=1 $ i=1..n]))
end:

setDiff:= // Mengendifferenz auch fiir Listen definieren
proc(a,b) begin _minus({op(a)},{op(b)}) end_proc:

Eine solche Permutationsmatrix ist eine Matrix, wo in jeder Zeile und Spalte genau eine 1 steht.

M:=permutationMatrix([3,1,2]);
0 0 1
1 0 0
01 0

Matrixdarstellungen kénnen wir mit der frither eingefithrten Funktion matrix2subrules in die
subRules-Darstellungen umrechnen.

matrix2subrules(M,vars); 1 ks 2

(21 = 73, 22 = 71, T3 = T2 k4 ks

Als nichstes ordnen wir den sechs Kanten des K, die Variablen
Y1,-.-,Y¢ iber eine Hashtabelle T' zu. Fiwr T'[{i,j}] = k ist k
der Index, welcher der Kante {i,j} zugeordnet wird. 4 6 3

HashTabelle:=proc(n) local u,T;
begin u:=[i,j$i=1..(j-1)$j=2..n]; (T[ulil]l:=i)$i=1..nops(u); T; end;

T:=HashTabelle(4);

Nun erzeugen wir die 24 Kantenpermutationen, indem wir jede der 24 Knotenpermutationen in
die zugehorige Kantenpermutation umrechnen, und wandeln diese Kantenpermutationen in der
SubRules-Darstellung um:
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kantenpermutation:=proc(u:DOM_LIST,T) local i,j;
begin [T[{uli],uljl}]1$i=1..(j-1)$j=2. .nops(u)] end_proc;

T:=HashTabelle(4);
u:=allePermutationen([1,2,3,4]); // Die Elemente der S_4
v:=map(u,kantenpermutation,T) ;

// Die Darstellung der S_4 als Untergruppe der S_6
vars:=[y1l,y2,y3,y4,y5,y6];
w:=map (v,permutationMatrix) ; // Matrixdarstellung
G:=map(w,matrix2subrules,vars) ; // SubRules-Darstellung

Nun kénnen wir iiber die Orbitsummen k-Basen der Invarianten in den verschiedenen Graden
konstruieren.

Im Grad d =1 gibt es eine einzige Orbitsumme

B_1:=[e_1 = OrbitSum(yl,G)];

e1=Y1 +Y2+ys+Ys+Ys+Ys

Um die Invarianten im néchsten Grad d = 2 zu beschreiben, erzeugen wir die Menge Uy der
Orbitsummen im Grad d, die eine k-Basis von [R]4 bilden.

U_2:=map ({op(Terme(2,vars))}, OrbitSum, G);
LU_2:=map(U_2,1lterm,vars);

Us enthélt 3 Elemente, deren (nach Konstruktion paarweise verschiedenen) Leitterme in der Menge
LU, aufgesammelt sind. Im zweiten Schritt konstruieren wir die Liste V5 alle Invarianten im Grad
d, die sich als Produkte von Basisinvarianten kleineren Grades erzeugen lassen, sowie die Liste
LV, der zugehorigen Leitterme.

V_2:=GewichteteProdukte(2,B_1,vars);
LV_2:=map(V_2,v->1term(rhs(v)),vars);

Die folgende Funktion setDiff bestimmt die Differenzmenge zweier als Listen oder Mengen ge-
gebener Termfamilien:

setDiff:= proc(a,b) begin _minus({op(a)},{op(b)}) end_proc:

setDiff (LU 2,LV_2) bestimmt die beiden Terme im Grad 2, die noch nicht als Leitterme in V5
vorkommen. Daraus erzeugen wir zwei neue Basisinvarianten

B_2:=[e_2a = OrbitSum(yl*y2,G), e_2b = OrbitSum(yl*y6,G)];

€0 =Y1Y2+Y1Y3+Y1Ya+Y2Y3 +Y1Ys +Y2Ys + Y2Y6 T+ Y3 Y5 + Y3 Y6 + Ya¥Ys + Y4 Ye + Y5 Yo
€2 = Y1 Y6 +Y2Ys + Y3 Ya
und haben auf diese Weise mit Vo U Bs eine k-Basis von [R]s bestimmt. Mit e = e, + egp lisst

sich die elementarsymmetrische Summe es; — Invariante der symmetrischen Gruppe — als Summe
zweler unter GG invarianter Teilsummen ey = eo, + €9 darstellen.

Analog erhalten wir eine k-Basis aus 6 Invarianten vom Grad d = 3.

U_3:=map ({op(Terme(3,vars))}, OrbitSum, G);
LU_3:=map(U_3,1lterm,vars);
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Drei davon lassen sich als e eqq, €1 egp bzw. e? darstellen:

V_3:=GewichteteProdukte(3,B_1.B_2,vars);
LV_3:=map(V_3,v->1term(rhs(v)),vars);

Weitere drei Invarianten sind in die Liste der Basisinvarianten aufzunehmen.

setDiff (LU_3,LV_3);

B_3:=[ e_3a = OrbitSum(yl*y2*y3,G),
e_3b = OrbitSum(ylxy2xy4,G),
e_3c = OrbitSum(ylxy2*y5,G)];

€30 = Y1Y2Y3 T Y1 Y4 Y5 + Y2Ya Y6 + Y3 Y5 Y6

€3 = Y1Y2Y4 T Y1Y3Ys + Y2Y3 Y6 + Y4 Y5 Yo

€3¢ =Y1Y2Ys T Y1Y3Ya T Y1Y2Y6 +Y2Y3Ya +Y1Y3Ys T Y2Y3Ys + Y1 Ya Y6 + Y2 Y4 Ys
+Y1Ys Y6 + Y3YaYs + Y2 Ys Y6 1+ Y3 Y4 Y6

Das System von Basisinvarianten besteht nach Analyse der Invarianten bis zum Grad 3 damit aus
(e1, €24, €2b, €34, €3b, €3¢). Diese stehen offensichtlich in eineindeutiger Beziehung zu den Isomor-
phieklassen von Teilgraphen des K4 mit vorgegebener Kantenzahl.

Im Grad d = 4 ergeben die entsprechenden Rechnungen

U_4:=map ({op(Terme (4,vars))}, OrbitSum, G);
LU_4:=map(U_4,1lterm,vars);
V_4:=GewichteteProdukte(4,B_1.B_2.B_3,vars);
LV_4:=map(V_4,v->1term(rhs(v)),vars);

[nops (U_4) ,nops(V_4) ,setDiff (LU_4,LV_4)];

folgendes Bild: Uy als k-Basis besteht aus 11 Elementen, wovon mit V4 9 Elemente mit paarweise
verschiedenen Leittermen aus Invarianten kleineren Grads kombiniert werden konnen. Zwei weitere
Invarianten

B_4:=[ e_4a = OrbitSum(yl*y2*y3*y4,G), e_4b = OrbitSum(ylxy2*y5*y6,G)];

€10 =Y1Y2Y3Y4 T Y1Y2Y3Ys T Y1Y2Y3 Y6 T Y1Y2YaYs +Y1Y2YaYe +Y1Y3YaYs
FTY1Y3YsYe T Y2YsYaYe + Y1 Y4 Ys Yo T Y2Y3Ys Y6 + Y2 Y4 Ys Yo + Y3 Y4 Y5 Yo
e =Y1Y2Ys Y6 + Y1Y3YaYs +Y2Y3Y4Ys

miissen zum System der Basisinvarianten hinzugenommen werden.

Im Grad d = 5 ergeben die entsprechenden Rechnungen

U_5:=map ({op(Terme(5,vars))}, OrbitSum, G);
LU_5:=map(U_5,1lterm,vars);
V_5:=GewichteteProdukte(5,B_1.B_2.B_3.B_4,vars);
LV_5:=map(V_5,v->1term(rhs(v)) ,vars);

[nops(U_5) ,nops(V_5) ,setDiff(LU_5,LV_5)];

Die k-Basis Us besteht aus 18, das System Vi aus 17 Elementen. Allerdings besteht die Differenz-
menge der Leitterme aus zwei Elementen, woraus wir schlussfolgern, dass zwei Elemente aus V3
denselben Leitterm haben.

Um dies genauer zu analysieren, nehmen wir zunéchst die beiden Elemente
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B_5:= [ u_5 = OrbitSum(y1~2*y2xy6°2,G), e_5 = OrbitSum(yl*y2*y3*yd*y5,G)];
hinzu und untersuchen die Menge V5 U Bs auf lineare Abhéingigkeiten:

rel:=findRelations(V_5.B_5,vars);
rl:=subs(rell[1],z=1);

Die dabei hergeleitete Relation es + us + €1 eqp — e9p €3¢ zeigt, dass man eines der beiden Elemente
weglassen kann. Wir entscheiden uns fiir das Weglassen von us.

B_5:= [ e_5 = OrbitSum(yl*y2*y3*yd*y5,G)];
Im Grad d = 6 werden die Zusammenhénge noch uniibersichtlicher:

U_6:=map ({op(Terme(6,vars))}, OrbitSum, G);
LU_6:=map(U_6,1lterm,vars);
V_6:=GewichteteProdukte(6,B_1.B_2.B_3.B_4.B_5,vars);
LV_6:=map(V_6,v->1term(rhs(v)) ,vars);

[nops (U_6) ,nops (V_6) ,setDiff (LU_6,LV_6)];

32 Invarianten in der Basis Ug stehen 32 abgeleitete Invarianten Vg gegeniiber, aber zwei Leit-
terme kommen dabei nicht (und damit zwei andere doppelt) vor. Untersuchen wir wieder die
entsprechenden linearen Abhéngigkeiten in der Menge Vg U Bg:

B_6:=[ u_6=0rbitSum(yl~2*y2*y3*y6~2,G), e_6=0rbitSum(yl*y2xy3*xyd*y5xy6,G)];

rel:=findRelations(V_6.B_6,vars);
ri1:=subs(rell[1],z1=48,z=0);
r2:=subs(rel[1],z1=0,z=3);

2 2 2
71 = 48eg —4degqen, —4dejeqy —4es, —8eres + 3eaqeaq + 16 €24 € + 4 epaq
73€3a €3p 73€3a €3¢ 736317 636+461 €92p €3¢ (B61)
2 2 2
To = 3ug — eqp €] + €1 €2p €30 + €5 €1 — €24 €5, — 2 €4q €25 — €5, + 4 €24 €41 (B.6.2)
Im Grad d = 6 miissen wir also gar keine weiteren Invarianten zum Satz der Basisinvarianten

hinzunehmen. Insbesondere ergibt sich auch eg als polynomiale Kombination von Basisinvarianten
kleineren Grades.

Zur genaueren Analyse des Invariantenrings bestimmen wir nun zunéchst weitere Summanden der
Molienreihe mit der oben bereits eingefithrten Funktion H (k)

H:=k->nops (map ({op(Terme (k,vars))}, OrbitSum, G));

HK:=_plus (H(k) *t"k$k=0..15)+0(t"16)

1+t+32 462+ 11t +18¢° + 3215 + 487 + 755 + 111¢° + 160 ¢10 4 224 ¢11
+ 31312 + 42013 4 5621 + 73815 + O(t19)

Welche Teilmengen der Menge B = By U --- U Bs der Basisinvarianten kénnen (statt eg, ..., eg)
als Systeme von Primérinvarianten verwendet werden? Rechnung mit MUPAD zeigt

B:=B_1.B_2.B_3.B_4.B_5;
sys:=subs([e_1,e_2a,e_2b,e_3a,e_3b,e_3c],B);
solve(sys,vars, IgnoreSpecialCases) ;
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dass dieses System nichttriviale Losungen besitzt und folglich nicht als Primérinvarianten durch-
geht. Analog kann man andere Kombinationen durchprobieren. Dies kann iiber die Analyse der
Dimension entsprechender Teilsysteme mit groebner::dimension genauer untersucht werden.
Zum Beispiel zeigt

sys:=subs([e_1,e_2a,e_2b],B);
groebner: :dimension(sys) ;

dass dieses Teilsystem ein Nullstellengebilde der Dimension 3 hat und folglich algebraisch un-
abhangig ist. Untersuchen wir mégliche andere Ergdnzungen

sys:=subs([e_1,e_2a,e_2b,e_3a,e_3b,e_4al],B); // (1)
sys:=subs([e_1,e_2a,e_2b,e_3a,e_3b,e_4b],B); // (2)

mit groebner: :dimension, so erkennen wir, dass (1) nichttriviale Lésungen hat, (2) dagegen ein
System von Primérinvarianten ist. Ry = kl[eq, €24, €2p, €34, €3b, €4p] hat die Hilbertreihe

1
T-Ha-Pa-ep-0)

HEK, =

und ein Vergleich der Taylorreihen
taylor (HK-HKO,t)

342t 4565 + 41015 +18¢7 + 305 + O(?)

zeigt, dass eine weitere Sekundérinvariante im Grad 3 zu suchen ist. Klar, dies ist es. und die
nichste Nidherung des Invariantenrings (die Existenz einer Hironakazerlegung vorausgesetzt) Ry =
Ro @ e3. Rp hat die Hilbertreihe HK; = (1 + t3) HKj. Der Vergleich dieser Hilbertreihen

taylor (HK-(1+t~3)*HKO,t)

ergibt eine weitere Sekundérinvariante im Grad 4 (e4,) usw. Bis zur gegebenen Genauigkeit O(t1?)
finden wir schliefflich eine Zerlegung

Ro @ esc Ro @ eqq Ro @ es5 Ry @ ue Ro © ug Ro
wovon wir einzig die Invarianten ug vom Grad 6 und ug vom Grad 9 noch nicht verstehen.
taylor (HK- (1+t~3+t74+t 5+t~ 6+t "9) *HKO,t)

liefert auch bei hoherer Anfangsgenauigkeit von H K nur Terme innerhalb der Toleranzgrenze, so
dass wir vermuten kénnen, ein vollstdndiges System von Sekundérinvarianten gefunden zu haben,
wobei die genaue Bestimmung von ug und ug noch aussteht. Wir kommen auf dieses Beispiel weiter
unten zuriick.

4.4 Aktionen der Untergruppen der S; auf Q|xy, 29, x3, 4]

Als weitere Beispiele wollen wir die oben entwickelte Vorgehensweise anwenden, um Invarianten-
ringe von Untergruppen der Sy zu klassifizieren. Solche Untergruppen sind durch die Zyklentypen
ihrer Elemente jeweils bis auf Konjugation eindeutig bestimmt. Wir kénnen zur Bestimmung des
zugehorigen Invariantenrings jeweils einen speziellen Vertreter wihlen, da die Invariantenringe
konjugierter Untergruppen zueinander isomorph sind.

Eine Permutationsgruppe G C S,, heiit fizpuntkfrei, wenn es kein 1 < ¢ < n mit g(i) =i iir alle g €
G gibt. Hat G C S4 etwa den Fixpunkt ¢ = 4, so ist x4 invariant und die Invariantenbestimmung
fiir G ldsst sich auf eine Invariantenbestimmungsaufgabe iiber Q[z1, 22, 3] zuriickfiihren:

Q[z1, 72, 23, 74]% = Q21, 2, 23]¢ @g Q[24).
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Wir wollen uns deshalb auf die Bestimmung der Invarianten der fixpunktfreien Permutationsgrup-
pen Cy, V4, Dy und Ay beschrianken.

Mit MUPAD koénnen wir diese Gruppen wie folgt generieren: Wir nehmen erzeugende Permuta-
tionen, transformieren diese in Permutationsmatrizen, erzeugen daraus die jeweilige Menge der
Gruppenelemente und wandeln diese Menge schliellich in die SubRules-Darstellung um.

Die zyklische Gruppe C; Markiert man die Ecken eines Quadrats mit x1,..., 24, so wird
diese Gruppe von der Eckenpermutation erzeugt, die von der Drehung s; des Quadrats um 90°
induziert ist.

vars:=[x1,x2,x3,x4];
sl:=permutationMatrix([2,3,4,1]); // (1234)
M_C4:={s1"i$i=0..3%};
C4:=map(M_C4,matrix2subrules, [x1,x2,x3,x4]);

Die Kleinsche Vierergruppe V; In derselben Interpretation wird diese Gruppe von den Ecken-
permutationen erzeugt, die von den Geradenspiegelungen um die beiden Symmetrieachsen des
Quadrats induziert werden, die durch gegeniiberliegende Kantenmitten gehen. Das Produkt der
beiden Geradenspiegelungen ist die Punktspiegelung des Quadrats, welche der Permutation s?

entspricht. V} ist die kleinste nichtzyklische Gruppe.

s2a:=permutationMatrix([2,1,4,3]); // (12)(34)
s2b:=permutationMatrix([3,4,1,2]); // (13)(24)
M_V4:={s2a"0,s2a,s2b,s2a*s2b};

V4 :=map(M_V4,matrix2subrules, [x1,x2,x3,x4]);

Die Diedergruppe D, Die kleinste Gruppe, die C4 und ss, umfasst, wird von der Gruppe der
acht Kongruenzbewegungen des Quadrats induziert. Das Produkt aus einer Drehung und einer
Geradenspiegelung ist wieder eine Geradenspiegelung, wobei auch die Geradenspiegelungen an
den Symmetrieachsen durch gegeniiberliegende Eckpunkte vorkommen, welche nicht fixpunktfreie
Eckenpermutationen induzieren. Dies ist zugleich die (bis auf Konjugation) einzige Untergruppe
der Ordnung 8 der Sjy.

M_D4:={(u,s2a*u)$u in M_C4};
sl*s2a = s2a*xs173; // = (13)
D4 :=map(M_D4,matrix2subrules, [x1,x2,x3,x4]);

Die Gruppe der geraden Permutationen A; Diese Gruppe aus 12 Elementen kann geome-
trisch als Drehgruppe des Tetraeders interpretiert werden. Sie ist die (wieder bis auf Konjugierte)
einzige Untergruppe vom Index 2 der Sy und kann als das halbdirekte Produkt der von (123)
erzeugten zyklischen Gruppe Cs und der V; angeschrieben werden. Den Ring der Invarianten der
A, hatten wir bereits fiir beliebige n beschrieben.

s3:=permutationMatrix([2,3,1,4]); // (123)
M_C3:={s3"1$i=0..2};

M_A4:={u*v$u in M_C3$v in M_V4};

s2a*s3 = s3*s2b; // = (243)

s2b*s372 = 83" 2*s2a; // = (234)

A4 :=map(M_A4,matrix2subrules, [x1,x2,x3,x4]);
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Die Invarianten der Cy4

Sei wie immer R = S¢ der Invariantenring. Vektorraumbasen von [R]4 kénnen fiir die einzelnen
Gruppenaktionen nach dem bisher entwickelten Schema bestimmt werden. Betrachten wir zunéchst
Cy und bestimmen nach dem oben beschriebenen Schema ein Anfangsstiick der Molienreihe

H:=k->nops (map ({op(Terme(k,vars) )}, OrbitSum, C4));
HR:=_plus (H(k)*t"k$k=0..10)

T+t +3t2 4583 10t + 145 +221° + 307 + 43¢% + 55 4 O(t10)

Wir fithren die Rechnungen nach dem oben entwickelten Muster aus

B_1:=[e_1=0rbitSum(x1,C4)];

e1 =21 +2x2 +2x3+ x4

U_2:=map ({op(Terme(2,vars))}, OrbitSum, C4); nops(%);
LU_2:=map(U_2,1term,vars);
V_2:=GewichteteProdukte(2,B_1,vars);
LV_2:=map(V_2,v->1term(rhs(v)),vars);

setDiff (LU_2,LV_2);

B_2:=[e_2a = OrbitSum(x1*x2,C4), e_2b = OrbitSum(x1*x3,C4)];

€2¢ = T1T2 + T1%4 + T2T3 + T3T4, €2p = T1T3 + T2T4
Die drei Invarianten ey, eaq, €95 sind auch algebraisch unabhéngig:
groebner: :dimension(subs([e_1,e_2a,e_2b],B_1.B_2)); // =1
Im Grad 3 gehen wir dhnlich vor:

U_3:=map ({op(Terme(3,vars))}, OrbitSum, C4); nops(%);
LU_3:=map(U_3,1lterm,vars);
V_3:=GewichteteProdukte(3,B_1.B_2,vars);
LV_3:=map(V_3,v->1term(rhs(v)),vars);

setDiff (LU_3,LV_3);
B_3:=[e_3a=0rbitSum(x1°~2*x4,C4),e_3=0rbitSum(x1*x2*x3,C4)];

2 2 2 2
€3q = T1Tq4 + T125 + T2X3 + T3Xy, €3 = T1X2T3 + T1T2X4 + T1X3T4 + T2T3X4

Test mit groebner: :dimension zeigt, dass keine dieser beiden Invarianten (eq, €a,, €9) zu einem
algebraisch unabhingigen System ergéinzt.

Im Grad 4 begegnen wir wieder dem Phénomen, dass V; zwar 8 Elemente enthélt, aber nur 7
verschiedene Leitterme.

U_4:=map ({op(Terme (4,vars))}, OrbitSum, C4); nops(%);
LU_4:=map(U_4,lterm,vars);
V_4:=GewichteteProdukte(4,B_1.B_2.B_3,vars);
LV_4:=map(V_4,v->1term(rhs(v)) ,vars);

[nops(U_4) ,nops(V_4) ,setDiff(LU_4,LV_4)];

Invarianten mit den fehlenden Leittermen kénnen wir als die zugehorigen Orbitsummen generieren.
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B_4:=[ e_4a=0rbitSum(x1~2*x2*x4,C4),
e_4b=0rbitSum(x1~2*x3*x4,C4),
e_4=0rbitSum(x1*x2*x3*x4,C4)];

Zwischen diesen drei Invarianten besteht eine Relation
findRelations(V_4.B_4,vars);

dey + e4q — €163 + €24€2p

Jede von diesen Invarianten ist algebraisch unabhingig von (e1, eaq, €ap), so dass wir als System
von Primérinvarianten etwa (e1, eaq, €2y, €4) nehmen und ey, im Weiteren wegfallen lassen kénnen.
Wir setzen Ro = k[e1, €24, €2p, €4] mit der Hilbertreihe

1
= ya—era-a

Wir kénnen unsere bisherigen Untersuchungen zusammenfassen zu der Aussage, dass — Hironaka-
zerlegung vorausgesetzt — der Invariantenring einen Unterring der Struktur

R =Ry ®es Ry ® ez, Ry @ eqp Ro
hat. Ein Vergleich der Hilbertreihen

HRO:=1/((1-t)*(1-t"2) "2*x (1-t"4));
taylor (HR- (1+2xt~3+t"4)*HRO,t) ;

liefert nur noch Terme der Grofie O(t!?), was darauf hindeutet, dass wir schon den ganze Invari-
antenring gefunden haben.

Aufgabe 4 Bestimmen Sie die Darstellungen der Invarianten eg, €3 €e3q, ... als Elemente von R'.

Hinweis: Wenden Sie das Verfahren zur Bestimmung der Relationen an, welches unten am Beispiel
der V4 und D4 demonstriert wird.

Die Invarianten der V,
Bestimmen wir nach demselben Prinzip die Invarianten der Vj.

H:=k->nops (map ({op(Terme (k,vars) )}, Reynolds, V4));
HR:=_plus (H(k) *t"k$k=0..9)+0(t~10)

T+t +4t2 4583 114 + 145 +241° + 307 + 45¢% + 55 4 O(t10)

B_1:=[ e_1=0rbitSum(x1,V4)];

B_2:=[ e_2a = OrbitSum(x1*x2,V4),
e_2b = OrbitSum(x1*x3,V4),
e_2c = OrbitSum(x1*x4,V4)];

€1 = X1 + T2 + T3 + Ty, €2¢ = T1T2 + T3Ty, €2p = T1T3 + T2Ty4, €2c = T1T4 + T2X3

Wir haben 4 Invarianten gefunden und stellen mit groebner: :dimension fest, dass es sich be-
reits um ein System von Primérinvarianten handelt. Wir setzen Ry = k[e1, €24, €2p, €2.] mit der

Hilbertreihe 1

Ik

Ein Vergleich der Hilbertreihen
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HRO:=1/((1-t)*(1-t"2)"3);
taylor (HR-HRO,t);

zeigt, dass eine weitere Sekundérinvariante im Grad 3 zu suchen ist.
B_3:=[e_3=0rbitSum(x1*x2*x3,V4)];

€3 = T1T2T3 + T1X2X4 + T1X3%4 + T2X32T4
taylor (HR-(1+t"3)*HRO,t) ;

Damit scheinen wir alles gefunden zu haben, was die Vermutung R = Ry & e3 - Ry nahe legt.

e3 als Invariante vom Grad 6 muss eine Zerlegung als Element der Summe [Ryls & e3 - [Ro)3 haben.
Diese kann wieder iiber eine Analyse der Relationen der Invarianten vom Grad 6 gefunden werden.

B:=B_1.B_2.B_3;
V_6:=GewichteteProdukte(6,B,vars);
rel:=findRelations(V_6,vars);
r:=collect(subs(rell1],z=1),e_3);

46% + (e? —4eq (eaq + eap + egc)) es3
+ (4 €3,e0 — T (e20€n + €20€2¢ + €2p€2¢) + 4 (€24 + €20) (€24 + €2¢) (€20 + €2¢))
Die Invarianten der D,

Bestimmen wir nach demselben Prinzip die Invarianten der D,.

H:=k->nops (map ({op(Terme(k,vars) )}, Reynolds, D4));
HR:=_plus (H(k) *t"k$k=0..9)+0(t~10)

T4+t +3t2 +4t3 48t +101° + 165 +20¢" + 291 + 3517 + O(t'?)
_1=0rbitSum(x1,D4)];
2a = OrbitSum(x1*x2,D4), e_2b = OrbitSum(x1*x3,D4)];
€1 =21 + T2+ 23+ Ty, €24 = T1T2 + T1T4 + T2T3 + T3%4, €2p = T1T3 + T2X4
Im Grad 3 findet sich als weitere Invariante
B_3:=[e_3=0rbitSum(x1*x2*x3,D4)];

die elementarsymmetrische Summe eg, die aber von ey, eaq, €2, algebraisch abhéngt.

Im Grad 4 finden sich zwei weitere Elemente ey4,, e4, die aber zusammen mit V} ein linear abhéngi-
ges System ergeben, aus dem ey, weggelassen werden kann.

B_4:=[ e_4=0rbitSum(x1*x2*x3*x4,D4) ];

(e1, €24, €2p, €4) sind algebraisch unabhéngig und somit ein System von Primérinvarianten. Mit
Ry = kleq, €2a, €2p, 4] ergibt sich die wieder die Vermutung R = Ro @ e3 - Ry, die durch Vergleich
der Molienreihen bestétigt wird.

Die Darstellung von €3 als Invariante vom Grad 6
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B:=B_1.B_2.B_3.B_4;
V_6:=GewichteteProdukte(6,B,vars);
rel:=findRelations(V_6,vars);
r:=collect(subs(rell1],z=1),e_3);

ergibt in diesem Fall die Formel

eg — (ereap) €3 + (646% + egaegb — 462,164)

Die Invarianten der A4

Mit denselben Methoden ergeben sich als Basisinvarianten bis zum Grad 4 genau die elemen-
tarsymmetrischen Summen ey, e, €3, e4. Diese bilden ein System von Primérinvarianten und ein
Vergleich der Molienreihen weist auf eine weitere Basisinvariante vom Grad 6 hin. Hierfiir kann

Ug = (501 - xz)(m - 13)(£E1 - ZE4)($2 - ZE3)(£E2 - $4)(£E3 - $4)

genommen werden in Ubereinstimmung mit der bereits frither gefundenen allgemeinen Charakte-
risierung des Invariantenrings der A,,.

5 Etwas mehr Theorie

Fassen wir unsere bisherigen Kenntnisse iiber die Niitzlichkeit von Hilbertreihen in der Invarian-
tentheorie zusammen:

Ist Ry der freie Polynomring, der von Primérinvarianten erzeugt wird, und R = hy-Ro®- - -Phy- Ry

eine Hironaka-Zerlegung des Invariantenrings mit den Sekundérinvarianten hq, ..., h; (etwa mit
h1 = 1) und deg(h;) = d;, so gilt

H(R,t)= (t" +--- + %) H(Ro, t).

Andererseits kénnen wir wie im Beispiel des Invariantenrings R = SY* diesen als Faktorring
R = Qlex, €24, €2p, €2¢, €3]/ (f) darstellen und erhalten aus der entsprechenden Formel eine exakte
Darstellung fiir die Hilbertreihe

1—¢6 1+¢

MO =T pa—epa—m  T-na-ep’

Aus der Taylorreihenentwicklung dieser Funktion kénnen wir die Vektorraumdimensionen der
einzelnen Grade von R = Ry @ e3 - Ry und damit die Anzahl der aus den Basisinvarianten nach
obigem Schma erzeugbaren Invarianten des jeweiligen Grads ablesen:

f:=(1+t"3)/((1-t)*(1-t"2)"3);
taylor(f,t=0,20);

14+t 442 4+583+11t* +14t° + 245+ 30¢" + 453 +55¢° + 7610 + 91 ¢ +119¢12
+ 140" + 176 £1* + 204" + 249 ¢'° 4+ 285¢'7 + 340 ¢'% + 385" + O (+*)

5.1 Der Satz von Molien

In den bisherigen Beispielen hatten wir stets eine Unteralgebra R’ C R des zu berechnenden
Invariantenrings gefunden und durch Vergleich der Hilbertreihen festgestellt, dass [R']4 = [R]q fiir
alle d < dy gilt, wobei dy die Gradschranke war, bis zu der wir die Rechnungen vorangetrieben
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hatten. Aus der bekannten Algebrastruktur von R’ konnten wir dabei die Hilbertreihe H(R’,t)
exakt berechnen. Verbleibende Unsicherheiten, ob bereits generell R = R’ gilt, rithrten aus der
ungenauen Kenntnis von H(R,t) her.

Der folgende Satz von Molien erlaubt es, auch die Hilbertreihe H (R, t) des Invariantenrings R
allein aus der Kenntnis der Gruppenaktion, also der Wirkung von G auf [S];, zu bestimmen.

Satz 20 (Satz von Molien, 1897) Gegeben ist die endliche Gruppe G C Gl(n, k), die auf den
Linearformen [S]1 des Polynomring S = k[x1, ..., x| wirkt.

Dann gilt fiir die Hilbertreihe des Invariantenrings R = S¢

1 1
HRt) = — > ———
(&, ¢) |G|g€z;gdet(En—t.Mg)’

wobei g = My = Mél) € Gl(n, k) die Matrizdarstellung der Aktion von g € G auf den Linearfor-
men [S]1 und E, die Einheitsmatriz ist.

Die Hilbertreihe eines Invariantenrings wird zu Ehren des Entdeckers dieses Zusammenhangs auch
als Molienrethe bezeichnet.

Beispiel: Fiir die Aktion der V; auf S = Q[z1, z2, 23, 24] ergibt sich wegen

0 0 01 0 010 01 00 1 0 00
Mo — 0010 0 0 01 10 0 0 01 00
Va = 0100’2 OO O0OJ]”J]O OO 1710 0 1 O
10 00 01 00 0 01 0 0 0 01
als Hilbertreihe des Invariantenrings R = Sv4
1 1 3 2 —t+1 14183
H(R,t) =~ = =
w0 =3 (2 + o) - woa o~ aha

und aus der Taylorreihe die zu erwartenden Vektorraumdimensionen ebenfalls als

14+t4+424+583 +11t* +14¢° + 245 + 307 + 4562 +55¢2 + 76 t'° + 91 ¢ + 11912
+ 140" 4176 ¢ + 20411 4 249'% + 285¢'7 4 340¢'% + 385" + O (t*°)

Beide Reihen sind als rationale Funktionen identisch, womit die Vektorraumdimensionen der ho-
mogenen Komponenten von R’ = Ry @ e3- Rg und R in allen Graden iibereinstimmen, so dass wir
damit bewiesen haben, dass R’ bereits der volle Invariantenring ist.

Die beiden Reihen — die aus dem Satz von Molien berechnete Hilbertreihe des Invariantenrings
und die Hilbertreihe des aus den bisher konstruierten Primér- und Sekundérinvarianten erzeugten
Rp-Moduls — erlauben es auch im allgemeinen Fall schnell die Grade zu finden, in welchen evtl.
noch Invarianten fehlen bzw. die Vollstdndigkeit eines Systems von Basisinvarianten festzustellen.

5.2 Beweis des Satzes von Molien

Wir wollen im Weiteren G mit der Untergruppe {M, : g € G} C GI([S]1) identifizieren.

1. Fiir eine Matrix A héngen deren Spur Tr(A) und deren Determinante det(A) nicht von der
Basiswahl ab.

2. Ist P : V — V ein Projektionsoperator und Mp dessen Matrix, so gilt dimg(P(V)) =
Tr(Mp): Wegen V = P(V) @ (1 — P)(V) kénnen wir eine Basis von V als Vereinigung von
Basen aus beiden Komponenten wéhlen und Tr(Mp) bzgl. dieser Basis berechnen.
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3. Der Reynoldsoperator p ist ein Projektionsoperator auf allen [S]4. Sind M,gd) und Méd) die
Matrizen der Aktionen von p und g € G jeweils auf [S]4, so gilt also fiir die Hilbertreihe des
Invariantenrings R = S¢

= Tr(M)tt = Z Z Tr(M{®)t Z > Tr(M®D)t

a>0 d>0 gEG gEG d>0
und es bleibt nur noch zu zeigen, dass fiir jedes g € G
DN ATE/ ) YL —
g det(E —t M)
d>0
gilt.

4. Fir g € G existiert eine Basis aus Eigenvektoren y1,...,y, mit zugehorigen Eigenwerten
ALy ..., Ap. In dieser Basis ist M, diagonal und es gilt

det(E —t My) H (1—tX)
=1

Beispiel: Wir betrachten die Matrix s; € Cy aus obigem Beispiel

vars:=[x1,x2,x3,x4];
sl:=combinat: :permutations::toMatrix([2,3,4,1]); // (1234)

01 0O
|0 0 1 0
1710 0 0 1
1 0 00
und berechnen deren Eigenwerte und Eigenvektoren
ev:=linalg::eigenvectors(sl);
1 -1 —i i
1 1 . -1 . -1
1517 1 ) 71715 1 ) 71517 i ) 1517 —i
1 1 1

Die Eigenrdume sind eindimensional, so dass nach Basiswechsel mit der Matrix

TM:=linalg: :concatMatrix (op(map(ev,u->ul31[1]1)));

-1 —-i i
1 -1 -1
-1 i —i
1 1 1

—

Als neue Basis erhilt man

neueBasis:=linalg: :transpose(Dom: :Matrix () ([vars])*TM)
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xr1 + T2+ 23 + 24
To — X1 — X3 + T4
Ty —To+x31—21 1
Ty —To—2x31+ 211

Die Transformationsmatrix in der neuen Basis ist diagonal und hat folgendes Aussehen:

TM~ (-1) *s1xTM

1 0 0 0
0 -1 0 O
0 0 —-i 0
0 O 0 i

5. Die Terme vom Grad d in T'(y) bilden eine Basis aus Eigenvektoren von g von [S]4, wobei
yit .. y%n den Eigenwert AJ' ... A% hat. Also gilt

Tr(M®)= > Af -

a1+-+an=d

und

3

SOTr(MO) = > A A gt < HZ (\it) =

d>0 (a1,...,an) i=1a=0 =1

5.3 Die Molienreihe von Permutationsdarstellungen

Eine Permutation o € S, lasst sich immer als Produkt elementfremder Zyklen darstellen, deren
Léngen eindeutig bestimmt sind. Ist I; die Zahl der Zyklen der Linge ¢ in dieser Darstellung
(also insbesondere Iy + 21y + -+ - +nl, = n), so wird die Folge (I1,...,l,) (auch als 11122, pl»
geschrieben) als Zyklentyp von o bezeichnet.

Fiir Permutationsdarstellungen léasst sich die Molienreihen-Formel auf besonders einfache Weise
aufschreiben:

Lemma 1 Hat die Permutation g € S, den Zyklentyp (l1,...,ln), so gilt fir die zugehirige
Permutationsmatric My € Gl(n, Z)

det(E, —t My) =[] (1 - t")!
=1

Beweis: M, hat Blockdiagonalstruktur mit Blocken D,,,...,Dq,, so dass det(E, — tM,) =
[1, det(Ea, — tD,,) gilt. Fiir die Matrix D, gilt det(E, — t D) = 1 —to. O

Beispiele:
G = 042

1 1 9 1 1—t4+1*+1°
H(Rat)*z ((lt) + (1—th) + (1t2)2) - 1+t2)(1+t)2(1—0)*

G =V

1 1 3 1—t+¢2
H(R1) =7 <(1—t)4 + (1—t2)2> BRI
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G:D4Z
1 1 2 3 2
H(R,t):§ <(1—t)4 + 1— ) + 1—2)? + (1—t)2(1—t2))
_ t2—t+1
@+ (1) -1
G:A4Z
1 1 8 3
10 = 55 (s g * aoee)
B tt—t* 41
241 (t+ 1) -1
G:S4S
1 1 8 3 6 6
H(R.1) = o7 ((1t)4 Taooa-® Ta-ee 1At (1t)2(1t2))
1
(241241 (1)t —1)*
1

1=t -1 —-)(1—1t4)

Diese Rechnungen zeigen, dass die im letzten Kapitel bestimmten Unterringe R’ der jeweiligen
Invariantenringe R, deren Ubereinstimmung wir dort bis zu einer durch die Genauigkeit der Taylor-
Expansion gegebenen Gradschranke bewiesen hatten, in der Tat in allen Graden iibereinstimmen,
da die zugehorigen Hilbertreihen von R’ (im letzten Kapitel berechnet) und R (hier berechnet)
als rationale Funktionen iibereinstimmen.

5.4 Cohen-Macaulay-Ringe und die Hironaka-Zerlegung

R = [R]p ® [R]1 © ... sel eine graduierte k-Algebra. Ein maximales System (61,...,6,) von
algebraisch unabhingigen homogenen Elementen positiven Grads aus R, das wir im Fall eines
Invariantenrings als System von Primérinvarianten bezeichnet hatten, heifit im allgemeinen Fall
homogenes Parametersystem.

R ist modulendlich iiber U = Ry = k[f1,...,0,], lasst sich also als Summe R = Y7 _.m- Ry
einer endlichen Anzahl homogener Elemente m € ¥ schreiben. E ist dabei ein Erzeugendensystem
von R als Ryp-Modul.

5.5 Das graduierte Nakayama-Lemma

Ein minimales Erzeugendensystem E kann man durch ,, Ausfaktorisieren“ eines solchen Parame-
tersystems © = (01, ...,0,) gewinnen.

Lemma 2 (Graduiertes Nakayama-Lemma) Ist U = [Uly @ [U]1 & ... eine graduierte k-
Algebra mit [U)g = k, Uy = ®g>0[U]a das von den homogenen Elementen positiven Grads erzeugte
(einzige mazimale homogene) Ideal in U, M ein graduierter U-Modul und E C M eine endliche
Menge homogener Elemente, so sind die folgenden beiden Bedingungen dquivalent:

(1) E erzeugt M als U-Modul.
(2) E erzeugt M/U. M als k-Vektorraum.
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Ein minimales Erzeugendensystem von M als U-Modul korrespondiert also zu einer k-Vektorraum-
basis von M /U4 M . Insbesondere sind Anzahl und Grade eines minimalen Erzeugendensystems von
M als homogener U-Modul durch die Dimensionen der homogenen Komponenten des Vektorraums
M /U4 M eindeutig bestimmt.

Beweis: (1) = (2) ist klar.

Fiir die andere Richtung zeigen wir mit Induktion nach d, dass jedes homogene g € M vom Grad
deg(g) =din Mo =) . mU liegt. Wegen (2) wissen wir, dass a,,, € k fiir m € E und homogene

a; € Uy, h; € M existieren, so dass
1= X anm+ S
meklE 4

gilt, wobei alle Summanden vom Grad d seien (andere wiirden sich eh wegheben). Wegen deg(a;) >
0 ist aber deg(h;) < d, also h; € My nach Induktionsvoraussetzung und damit auch g € My. O
Setzen wir M = R = S¢ und U = Ry = k[B], wobei © = (1,...,0,) ein System von Primérin-
varianten ist, so sind wir gerade im Fall der Darstellung des Invariantenrings durch Primér- und
Sekundéarinvarianten. Anzahl und Grade eines minimalen Systems von Sekundérinvarianten sind
also fiir ein vorgegebenes System von Primérinvarianten eindeutig bestimmt. In diesem Fall ist
Uy gerade das von (61, ...,0,) erzeugte Ideal.

Beispiel: Kehren wir zur Berechnung des Invariantenrings der S4-Aktion auf den sechs Kanten
des K4 zuriich und sehen uns an, welche Relationen in verschiedenen Graden zwischen dem Sy-
stem © = (eq, €24, €2p, €34, €3b, €4p) von Primérinvarianten und den Sekundirinvarianten es., €4, €5
bestehen:

pinv:=[e_1,e_2a,e_2b,e_3a,e_3b,e_4b];
sinv:=[e_3c,e_4a,e_5];

pzero:=map(pinv,u->u=0);

Die Substitution pzero entspricht dabei der Reduktion modulo ©.

Weiter oben hatten wir bereits gesehen, dass die 32 Produkte in Vg eine Basis von [R]g bilden.
map (Vs,1hs) extrahiert die 32 Produkte, die [R]s als k-Vektorraum und damit erst recht als
Rp-Modul erzeugen.

V_6:=GewichteteProdukte(6,B,vars);
subs (map(V_6,1hs) ,pzero) ;

Das zweite Kommando berechnet die Reste modulo ©. 31 der Elemente reduzieren zu Null, sind
also in

[RO]G D e3¢ [R0]3 D eqq [R0]2 D es [Ro]l CO+e3,0+e400+e560

enthalten. Neues erzeugendes Element im Grad 6 ist €3.. Wir konnen also ug = €3, setzen.
Analog kénnen wir die nichsten Grade inspizieren, um weitere Relationen zwischen den Basisin-
varianten zu finden. Im Grad 7 ergibt sich

V_7:=GewichteteProdukte(7,B,vars);
rel:=findRelations(V_7,vars);
r3:=collect(coeff(rel[1],z),sinv);

3escesq = €165, — (€5 €m) esc + (2e1e2) €sa + (Be2a — €7) €5
+ (ef ean — 3 €3, e30 — B3y €30 + O esq eap + I esp eap — de1 €24 €ap + €1 €24 €3))
Diese Relation zeigt, dass ez e4q € R’ fiir R = Ry @ e3. Ry ® esq Ro @ e5 Ry @ €3, Ry gilt.
EIn Teil dieser Relationen ist aus kleineren Graden geerbt, liegt also in © R’. Mit
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subs(rel,pzero)

{—3esc€4a 2}
rechnen wir modulo dieser Relationen (Nakayama-Lemma) und erhalten ein iibersichtlicheres Bild
iiber neue Relationen. Aus dem Ergebnis kénnen wir direkt auf es. eq, € R’ schlielen.

Im Grad 8 erhalten wir auf diesem Weg als Raum von neuen Relationen

V_8:=GewichteteProdukte(8,B,vars);
rel:=findRelations(V_8,vars);
subs(rel,pzero) ;

{63065 (4z+4+42z) —eia (152432 —|—322)}

mit den Losungsparametern z, z1, 2o und schlieen daraus es. es,e3, € R'.

Im Grad 9 erhalten wir auf diesem Weg

V_9:=GewichteteProdukte(9,B,vars);
rel:=findRelations(V_9,vars);
subs(rel,pzero);

{(Besaes —€5,)(42+ 1621 + 2025 +423)}
und schlieSen daraus 3 e4q €5 — egc e R.
Als noch fehlende Invariante kénnen wir also ug = e4, €5 nehmen und wissen weiter, dass €3, €
R ®ug Ry = R" gilt.
Im Grad 10 stellt sich schliefllich heraus, dass auch €3, e4q,e2 € R” gilt, R” also multiplikativ
abgeschlossen ist.

Damit haben wir den gesamten Invariantenring als Ro-Modul und die grundlegende multiplikative
Struktur der Sekundérinvarianten bestimmt.

5.6 Invariantenringe endlicher Gruppen und deren Hironaka-Zerlegung

Sei wieder R = ®;>0[R); eine graduierte k-Algebra mit [R]o = k, also ein homogener lokaler Ring
mit dem einzigen homogenen maximalen Ideal Ry = @®;>¢[R];, © = (01,...,6,) ein homogenes
Parametersystem, Rg = k[f1,...,0,] und E ein Erzeugendensystem von R als Ryp-Modul.

Besonders interessant ist der Fall, dass R =), e M Ro eine direkte Summe, R als Ro-Modul also
sogar frei ist. Es stellt sich heraus, dass diese Eigenschaft nicht vom konkreten Parametersystem
abhéngt. Fiir eine solche R sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(1) R ist frei iiber Ry fiir ein homogenes Parametersystem (61, ...,0,)

(2) R ist frei iiber Ry fiir jedes homogene Parametersystem (o1, ..., ¢n)

Eine solche k-Algebra heifit Cohen-Macaulay-Ring (CM-Ring).

Fiir ein vorgegebenes Parametersystem © = (61, ..., 0,) lisst sich ein CM-Ring R also immer als
direkte Summe
R= & mRy
mek
darstellen. Nach dem Nakayama-Lemma ist das genau fiir solche Systeme E homogener Elemente
der Fall, fiir welche E eine Basis des Vektorraums R/© R ist.

Die von uns stets angenommene Struktur von R als direkte Summe der von den Sekundérin-
varianten erzeugten Rp-Moduln ergibt sich also aus diesen allgemeinen Betrachtungen und dem
folgenden Satz von Eagon und Hochster:
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Satz 21 (Eagon, Hochster, 1971) Der Invariantenring R = S bzgl. einer reguliren Aktion
einer endlichen Gruppe G auf [S]y ist ein Cohen-Macaulay-Ring.

Beweis: Wir zeigen hier nur, wie diese Eigenschaft aus der CM-Eigenschaft des Polynomrings
S = k[x1,...,x,] folgt. Dazu fixieren wir ein System © = (61,...,6,) von Primérinvarianten und
setzen Ry = k[f1,...,0,).

© ist homogenes Parametersystem sowohl fiir R als auch fiir S, da beide Algebren denselben
Transzendenzgrad n iiber k haben. Sei T = S/© S der aus dem Nakayama-Lemma bekannte
Vektorraum.

Die Einbettung ¢ : R — S induziert eine Abbildung ¢ : R — S/0 .S mit dem Kern Ker(¢) =
RNO S. Dieser Kern fillt mit © R zusammen: Ist f =", s;6; die Darstellung der Invarianten f € R
als S-lineare Summe der 6;, so liefert die Anwendung des Reynoldsoperators wegen f? = f,07 = 6;
die R-lineare Summe f =", s70;.

Damit induziert ¢ eine Einbettung des Vektorraums 77 = R/O R in T. Wéhlen wir eine Basis E’
von T’ und ergénzen sie zu einer Basis E von T, so ist nach dem Nakayama-Lemma

R = ZmRO und S:ZmRO.
meE’ mekE

Aus der CM-Eigenschaft von S folgt, dass die Summendarstellung von S eine direkte Summe ist.
Wegen E’ C F ist damit auch die Summendarstellung von R direkt und R ein Cohen-Macaulay-
Ring. O

5.7 Hironaka-Zerlegung und Gradbeschrinkungen

Weder Primér- noch Sekundérinvarianten sind eindeutig bestimmt. Aus dem Satz von Molien
ergeben sich aber einige Restriktionen auf moégliche Grade:

Satz 22 Ist © = (0y,...,0,) ein System von Primdrinvarianten fir R = kl[z1,...,2,]%, d; =
deg(0;), Ro = k[f1,...,0,] und R= Y. m Ry eine zugehdrige Hironaka-Zerlegung, so gilt:
meEr

(1) Die Grade (mit Vielfachheiten) der zugehirigen Sekundirinvarianten m € E ergeben sich
eindeutig aus der Formel

H(Rt)- [ —tt) = edeslm),

7 mek

(2) Die Zahl der zugehirigen Sekundirinvarianten ist gleich

di-...-dy

Fl =
B Il

Insbesondere ist |G| ein Teiler von dy - ... dy.

Beweis: Die erste Aussage ergibt sich sofort aus den einschligigen Formeln fiir die beteiligten
Hilbertreihen.

Zum Beweis von (2) rechnen wir in (1) den Grenzwert ¢t — 1 aus. Auf der linken Seite enthélt
[1, (1 — t%) den Faktor (1 —t)", so dass in der Molienformel fiir H(R,t) nur der Summand fiir
g = e einen nicht verschwindenden Beitrag zum Grenzwert liefert, und zwar

1 1—tdi di-...-dy

nach L’Hospital. Auf der rechten Seite kénnen wir ¢ = 1 direkt einsetzen und erhalten |E|. O
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Wir kénnen diese Formeln verwenden, um aus der Hilbertreihe Informationen iiber mogliche Grade
von Primér- und Sekundérinvarianten abzuleiten. Betrachten wir als Beispiel wieder die Permu-
tationsdarstellungen der Untergruppen der Sjy.

Beispiele:

G:C4Z

H(R.1) = B4+t —t+1 _ 1+2¢3 + ¢4
’ 2+1)-(t+1)°-t—1)" 1—t9-1—12)-(1—1)

hat das einfachere System P = (e1, €24, €2p, €4) von Primérinvarianten und dann die Zerlegung

R =FE[P] @ e3 - k[P] ® e3q - k[P] @ eqp - k[P]

H(R.1) = 2 —t+1 _ 143
’ t+1)°- -1 1—=13)-1-12)*-(1-1)

hat mit P = (e1, e2q, e2p, €2c) die Zerlegung R = k[P] & e3 - k[P]

G:D4:

H(R.1) = t2—t+1 _ 1+
’ 2+1)-t+1)°- -1 (1—t9-1—12)°-(1—1)

hat mit P = (ey, eaq, €2p, €4) die Zerlegung R = k[P] @ eg - k[P)]

G:A4:

H(R.1) = -2+ 1 _ 1+41°
’ t+2+1)-(t+1)°-t—1" Q=) 12> (1—1t)

hat mit P = (e1, €2, €3,e4) und A =[], (; — z;) die Zerlegung R = k[P] & A - k[P].

Haben wir zu einem System von Primérinvarianten © = (6y,...,6,) ein System E von Se-
kundérinvarianten der richtigen Anzahl und Grade gefunden, so miissen wir fiir den Nachweis
der Vollstandigkeit wegen des Nakayama-Lemmas nur priifen, ob die Sekundérinvarianten eine
k-Basis von 7" = R/O R bilden. Wegen der Einbettung 7" C T (siehe den Beweis des Satzes von
Eagon/Hochster) kénnen wir diese Rechnungen iiber S ausfiihren:

Lemma 3 In obiger Situation ist E genau dann ein vollstindiges System von Sekunddrinvarian-
ten, wenn die m € E im k-Vektorraum S/© S linear unabhingig sind.

Im Vektorraum S/© S kann effektiv gerechnet werden, wenn eine Grobnerbasis G = gbasis(©)
bekannt ist. Die m € F sind genau dann linear unabhingig in S/0 S, wenn die Normalformen
NF(m, G) linear unabhingig iiber & sind. Darauf soll hier jedoch nicht weiter eingegangen werden.
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6 Die Invariantenringe ausgewéhlter
Klassen von Gruppenaktionen

6.1 Invarianten zyklischer Gruppenaktionen
Beispiel: Obige Aktion der Cy auf Q[z1, x2, x3, 4]
G = C4 wird erzeugt von g = (1234), was der Matrix

0 0
Mgisli

SO =
o O O
OO O

0
1
0
entspricht. Diese Matrix hat (iiber K = Q[i]) eine Basis aus Eigenvektoren

linalg: :eigenvectors(sl);

Y1 =1+ 22 + a3+ 24 mit y =y
Yo =1 — T2+ T3 — 24 mit y§ = —yo = i’ yo
ys = 1(z1 — x3) + (w2 — x4) mit y§ = iys
ys = i(x1 —x3) — (T2 — z4) mit y] = —iys = i% yy

Invarianten kann man in den (y;) einfacher ausdriicken als in den (z;), denn g iiberfithrt einen
Term m € T(y) in ein skalares Vielfaches, so dass R = S¢ eine K-Basis aus invarianten Termen
m € T(y) besitzt. Solche invarianten Terme sind etwa y1,y3, Y3y, ¥3, y3. Solche Invarianten lassen
sich mit B~! zu Invarianten in den (z;) transformieren, wobei B die Matrix des Basiswechsels
yT =B -xT ist.

Dies gilt generell fiir zyklische Gruppenaktionen: Wenn G = (o) eine (regulire) zyklische Grup-
penaktion auf k[z1,...,z,] = k[V] induziert, so hat M, iiber einer algebraischen Erweiterung K /k
eine Basis aus Eigenvektoren y1, ..., 4,, wobei y! = B -xT gilt fiir eine Basiswechsel-Matrix B €
Gl(n, K). Die Eigenwerte dieser Eigenvektoren sind N-te Einheitswurzeln mit N = ord(o) = |G|.
Bezeichnet € € K eine primitive N-te Einheitswurzel, so gilt

Yy, =%y, firi=1,...,n

und geeignete Exponenten a; € N. Damit wird unter o (und folglich unter allen Elementen von G)
ein Term m = yi* ...y € T(y) in ein skalares Vielfaches von m tiberfithrt und jede Invariante
ist eine Summe von invarianten Termen. Eine solche Gruppenaktion bezeichnet man auch als
diagonale Gruppenaktion.

m ist genau dann invariant unter o, wenn
aa; + -+ apa, =0 (mod N)
gilt.
Insbesondere ist yfi € T(y) mit d; = m der invariante univariate y;-Term kleinsten Grades
d n
@: (yll,...,yi )

damit ein System von Primérinvarianten. Jeden anderen invarianten Term m € T'(y) kann man
eindeutig in ein Produkt m = mg - m; mit my € T(0) und

und

mo € E = {y‘flyzn eT(y)] Zaiaizo (mod N) und V 0 < a; <di}
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zerlegen. F ist eine endliche Menge (wegen 0 < a; < d;) und ein System von Sekundérinvarianten.
Die Menge aller invarianten Terme aus T'(y) zerfillt in die disjunkte Vereinigung der Mengen
m-T(P), m € E. Da jede Invariante eine Summe invarianter Terme ist, ergibt sich daraus fiir den
Invariantenring R = S¢ mit Ry = K[O] die Hironaka-Zerlegung

R= P m-Ry.

mekl

Fiir obiges Beispiel ergibt sich © = (yl, v3, s, yi‘),

E={1,y394,Y2 Y3, Y2 Y1, Y3 Y3, Y2 Y3 ¥, Y2 Y3 Y4, Y5 Y3 }
und damit fiir die Hilbertreihe von R

1+ 203 4 t4 265 + 6

HE) ==y —ma -y

Die Taylorreihenentwicklung zeigt, dass sich dieselben Dimensionen der homogenen Komponenten
ergeben wie in unseren fritheren Berechnungen.

taylor(f,t=0,10);

L+t+382 456+ 10" +14¢° + 2215 +30¢7 + 43¢% +55¢° + O (')

Allerdings haben die Primérinvarianten dabei hthere Grade und aus der Menge der konstru-
ierten y-Basisinvarianten kann auch kein anderes Teilsystem als System von Primérinvarianten
ausgewéahlt werden. Wir sehen an diesem Beispiel, dass die Grade der Primérinvarianten nicht nur
nicht eindeutig bestimmt sind, sondern selbst die Minimalgrade der Primérinvarianten von der
Koordinatenwahl abhéngen kann.

Zusammenfassend gilt also der folgende

Satz 23 (Struktursatz iiber Invarianten einer zyklischen Gruppenaktion)

Ist y1,...,yn eine Basis von [S]1, in der die Aktion der zyklischen Gruppe G = (o) diagonal mit
y? =e% vy, i=1,...,n, ist, und R = K|y, ... ,yn]G der zugehdrige Invariantenring, so bildet

0= (yfl,---,yi’*)

mit d; = ﬁl\hm) ein System von Primdrinvarianten kleinstmdoglichen Grads,

E = {y‘flyfﬁ €T(y)|VO0<a; <d; und ZaiaiEO (mod N)}

ein System von Sekunddrinvarianten und der Invariantenring besitzt die Hironaka-Zerlegung

R = @mRO

meklE

6.2 Invarianten abelscher Gruppen

Der Struktursatz iiber die Invarianten einer zyklischen Gruppe lésst sich relativ einfach auf Ak-
tionen abelscher Gruppen erweitern.

Lemma 4 Sei G C GI(V) eine endliche abelsche Gruppe, die auf einem endlich-dimensionalen k-
Vektorrraum V' regulir operiert. Dann hat V diber einer algebraischen Erweiterung K/k eine Basis
V1,...,Un, die Eigenvektoren bzgl. aller g € G sind, d.h. die Gruppenaktion ist diagonalisierbar.
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Beweis: Fiir ein konkretes g € G lésst sich V' iiber einer solchen Erweiterung K /k in die direkte
Summe V = @,V der Eigenrdume V) = {v € V : v9 = Av} bzgl. der verschiedenen Eigenwerte
A von M, zerlegen.

Ist h € G ein anderes Element mit h-g = g - h, so ldsst h alle diese Eigenrdume invariant: Fiir
v e Vy gilt
(") = v = (V)" = (Av)" = Ao,

also auch v" € V). Wir kénnen also die Zerlegung @)V, zu einer Zerlegung in gemeinsame Ei-
genrdume bzgl. g und h verfeinern und so fortfahren, bis wir alle Erzeugenden von G einbezogen
haben. [0

Wie im Fall einer zyklischen Gruppenaktion setzen wir N = |G|, nehmen eine primitive N-te
Einheitswurzel ¢ € K und kénnen dann die Gruppenaktion in der Basis y als

g (9) 0
My =

0 gan(9)

darstellen.

Damit wird der Invariantenring R = S¢ wie im Fall einer zyklischen Gruppenaktion von den
monomialen Invarianten

{y7*-..coypr 2 VgeG tara1(g)+...+anan(g) =0 (mod N)}

aus T'(y) als K-Vektorraum erzeugt und es gilt die folgende Verallgemeinerung des Struktursatzes
fiir zyklische Gruppenaktionen.

Satz 24 (Struktursatz iiber die Invarianten einer abelschen Gruppe)

In der oben eingefiihrten Basis y1,...,Yn von [S]; bildet © = (yfl, e ,ygn) mit

d; = N
’ ngVgEG(N7 @i(g))

ein System von Primdrinvarianten kleinstmaoglichen Grads,
E = {y‘flyfﬁ eT(y|V0<a; <d;, und¥ geqG : Zaiai(g) =0 (mod N)}
ein System von Sekunddrinvarianten und der Invariantenring besitzt mit Ry = K [O] die Hironaka-

Zerlegung
R= P m-Ry.
meE

Beispiel: Eine solche Aktion ist die Permutationsdarstellung der V. Die gemeinsamen Eigenvek-
toren (mit Eigenwerten jeweils 1) sind

Y1 =21+ T2+ a3+ 24
Yo =T1 + T2 — T3 — X4
Y3 =2x1 — X2+ X3 — X4

Yg =21 — T2 — X3+ 24

Ein System von Primérinvarianten ist © = (y1, 3, y%,y7) mit den zugehdrigen Sekundérinvarian-
ten B = {1,y2y3ya}-
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6.3 Die Dreh- und Spiegelungsinvarianten regulirer n-Ecke

Die Drehgruppe C,, C GI(2,R) des regulidren n-Ecks wird erzeugt von o mit der Matrix
cos(ay)  sin(ay,)
M, =
—sin(ay,)  cos(ay)

det(Ey —t MF) = (1 —t cos(k an))® + 2 sin(k a,)? =1 — 2t cos(k ay) + t2

wobei oy, = 27“ gilt. Wegen

ergibt sich fiir die Molienreihe des Invariantenrings R, = k[x1,22]¢" die Formel

n—1
1 1
T(n) := H(Rp, 1) = ~ . 1

(n) (Fn, 1) nkzzo1—21€cos(kocn)—i—t2 (©-1)

Als erzeugende Funktion einer Abzéhlaufgabe gilt H(R,,t) € Q(t), d.h. diese Summe l&sst sich
zu einer rationalen Funktion mit ganzzahligen Koeffizienten vereinfachen.

Anmerkung: Die Darstellung (C.1) ist ein Spezialfall von Summationen der Art

S= > fla,t) mit f(z,t) € Qx,1),

a:q(a)=0
wobei iiber alle Nullstellen des quadratfreien Polynoms ¢(z) € Q[z] summiert wird. Dazu gibt es
eine umfangreiche Theorie.
In unserem Fall ergibt sich eine geschlossene Formel fiir (C.1) aus anderen Uberlegungen. Schauen
wir uns das zunéchst fiir den Fall n = 3 an.

1 1 2 1—t+1¢t?

H(Rs,t) = - = .
(B, ) 3Q1tﬁ+1w+ﬂ) I-01 -7

Mit Blick auf den Satz iiber die Hilbertreihe einer Hironaka-Zerlegung suchen wir eine Darstellung
mit Zihlerpolynom in INJ¢].

1+ ¢3
(1—t)(1-13)"
Diese Darstellung suggeriert, dass es ein System von Primérinvarianten mit Grad 2 und 3 und
dazu Sekundérinvarianten im Grad 0 und 3 gibt.

H(R37t) =

Rechnungen mit MUPAD ergeben die folgenden Kandidaten fiir Basiselemente
e; = 2 * Reynolds(z?, G) = 2% + 23
e2 = 4 % Reynolds(z},G) = 1 (23 — 373)
e3 = 4 x Reynolds(z3, G) = (25 — 327)
Entspricht mit Ry = ke, e2] der Hironaka-Zerlegung R = Ry @ e3 Ry. €3 € [R]s kann durch die

k-Basis {e?, e3, 6263} ausgedriickt werden und fiihrt auf die Relation €3 + €3 = €3, so dass der
Invariantenring isomorph zum Ring R = k[E1, Eq, E3)/(FE3 + E5 — E3) ist.

vars:=[x1,x2];
s:=n->Dom: :Matrix () ([[cos (2%PI/n), sin(2*PI/n)], [-sin(2%*PI/n), cos(2*PI/n)]1]);
G:=map([s(3)"i$i=0..2] ,matrix2subrules,vars);

B:=[e_1=2%Reynolds(x1°2,G), e_2=4*Reynolds(x1°3,G), e_3=4*Reynolds(x2°3,G)];
B:=map(B,normal);

V_6:=GewichteteProdukte(6,B,vars);
rel:=findRelations(V_6,vars);
subs(rel,z=1);
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Wir kénnen neben dem System (e1,e2) auch das System (eg, e3) als Primérinvarianten nehmen,
denn die Hilbertreihe kann auch als
1+ 1—1° 1+ 4!

HBs ) =0=ma -8 - G-o0 P2 1P

geschrieben werden. Entspricht mit R} = k[ea, e3] der Hironaka-Zerlegung R = R} ®e1 Ry @ e R)).
Die Invarianten e; und es lassen auch eine geometrische Interpretation zu. Es sind die Orbit-

produkte von [ -7 - 1°° von I = x1 und [ = x5, die uns bereits im Satz von Dade begegnet
sind.

Die Drehinvarianten regulirer n-Ecke

Der Ansatz funktioniert auch allgemein. Da C, zyklisch ist, kénnen wir zunéchst das allgemeine
Vorgehen fiir zyklische Gruppen anwenden.

Y1 =21+ ix2, y2 =1 — ix2
ist eine Basis aus Eigenvektoren mit den Eigenwerten ¢ = 27/ und £~'. Daraus ergibt sich
unmittelbar R = k [y}, y%,y1 y2] als Darstellung des Invariantenrings mit den Primérinvarianten
(y7,y%) und Sekundirinvarianten F = {(yl y2),i=0,...,n— 1}:

n—1 .
R=R.= ® (y1y2)" Ro mit Ro =k [y, 53]

Fiir die zugehorige Hilbertreihe ergibt sich damit die Formel

H(R t)_1+t2++t2n—2_ 1_t2n _ 14+t
VT A ey T Ao —) (It - )

was zugleich eine geschlossene Formel fiir die Summen T'(n) liefert.

Der letzte Teil der Formel legt nahe, dass es auch ein System von Primérinvarianten mit den Graden
2 und n geben konnte. Das ist in der Tat der Fall, denn © = (y1 y2, y7 + v%) hat offensichtlich
(0,0) als einzige Nullstelle. Wir erhalten in dem Fall die Hironaka-Zerlegung

R=Rn=Ry® (yi —y3) By mit By =k[yrye, 47 + 5] -
Beachten Sie, dass sich e; = y1 yo = 2% + 23, e2 = y} + 9% und e3 = i(y} — y) als Polynome in
klx1,xo] iiber dem Grundkorper k darstellen lassen.
Die Spiegelungsinvarianten regulirer n-Ecke

Die volle Symmetriegruppe D,, des regulidren n-Ecks wird erzeugt durch C, = (o) und eine
weitere Spiegelung 7 = (x +— x,y — —y). o*7 sind die anderen Spiegelungen. Jede Spiegelung hat
die Eigenwerte (+1, —1), also ist det(FEy —t M) = 1 — t2.

Wir bekommen fiir die Hilbertreihe (mit Invariantenring R’ = k[x1, 29]%")

1 n 1 1 11—t 1 1
HRt)=-HR )+ ———= == =
(B.1) = S HIE O+ 5075 = 3 ((1—1&")2(1—1&2) * 1—t2) T —2)
Nach dieser Formel miisste es ein System von Primérinvarianten im Grad 2 und n geben, welche
den Invariantenring bereits vollstéindig erzeugen. Dies sind offensichtlich die bereits weiter oben
bestimmten e; und es. Der Invariantenring ist also in diesem Fall der Polynomring SP» = k[eq, ez).
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6.4 Die Invarianten der Drehgruppen der platonischen Korper

Die fiinf Platonischen Korper und Dualitdten zwischen ihnen

Damit sind Invarianten in S = k[x1, x2, 3] bzgl. der Drehgruppen T des Tetraeders, O des Okta-
eders und D des Dodekaeders zu untersuchen. Eine solche Invariante ist stets e; = 2% + 23 + 22.
Die Drehgruppe 7' des Tetraeders

Beschreibung der Drehgruppe

Die Drehgruppe des Tetraeders enthélt 4 - 3 = 12 Elemente, und zwar

e 4.2 = 8 Drehungen F mit Achse durch Ecke und gegeniiberliegende Seitenmitte um +120°.
e 3 Drehungen K mit Achse durch gegeniiberliegende Kantenmitten um +180°.
e Die identische Abbildung.

Die zugehorige Molienreihen
Eine Drehung im Raum um den Winkel o = QT“ liefert
det(Es —t M) = (1 —1t) (1 — 2t cos(a) +t°) .

Die Hilbertreihe des Invariantenrings berechnet sich daraus nach der Molienformel zu

- 1 1 8 3
At =15 ((1t)3 T ooarire " (1t)(1+t)2)
_ 1—t2+ ¢!
A=t )2(1+t+12)
1+1t°

(1—2)(1—t3)(1 —t%)
=142+ +2t  +° +45+ ...

Es sollte also ein System von Primérinvarianten vom Grad 2, 3 und 4 geben, dazu Sekundérinva-
rianten im Grad 0 und 6.

Bestimmung von Invarianten

Koordinatendarstellung der Drehgruppe in geeignetem Koordinatensystem: Achsen durch ge-
geniiberliegende Kantenmitten stehen paarweise senkrecht aufeinander, also nehmen wir diese
Achsen als Koordinatenachsen.

Eckpunkte haben dann die Koordinaten (1,1,1), (1,-1,-1), (-1,1,-1), (=1,—1,1) und durch
die 12 Drehungen werden die Koordinatenachsen mit ihren Orientierungen vertauscht.

Die Matrixdarstellung von 7' in Subrules-Darstellung ergibt sich wie folgt:
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vars:=[x1,x2,x3];

s:=permutationMatrix([2,3,1]);

t:=Dom: :Matrix() ([[1,0,0],[0,-1,0],[0,0,-111);

MT:={ 870,871,872, t,t*s,t*s”2, s~ 2*%t*s,s 2%t*s572,872%t, s*t*xs"2,s*t,s*t*s};
T:=map (MT,matrix2subrules,vars);

Auch die Invarianten in den Graden 2, 3 und 4 sind schnell gefunden:

e1 = 3Reynolds(z1,T) =22 + 25 + 73,

€2 = Reynolds(xi2923,T) = w1223

(in jedem Element von T &ndert sich das Vorzeichen bei jeweils genau zwei Elementen) sowie

e3 = 3Reynolds(ziz3, T) = 2jz3 + xixs + 2323

oder e3, = 3Reynolds(z{,T) = a7 + x5 + 73 .

Mit groebner: :dimension priift man wieder, dass es sich in der Tat um ein System von Primérin-
varianten handelt. Ebenso lisst sich leicht die Beziehung €2 = 2 e3 + e3, ableiten, so dass wir auf
e3q als Basisinvariante verzichten konnen.

Als neue Invariante vom Grad 4 kann auch das Orbitprodukt der Linearform [ = z1 + z2 + x3
genommen werden, die der Koordinatendarstellung eines der Eckpunkte entspricht.

esp = (x1 + 22 + x3) (1 — T2 — T2)(—21 + T2 + x3)(—21 — T2 + T3)
= g;‘ll +$3 +x§ —2:5%303 —256%303 —255335%

e? —4des

Die Invariante e; hat ebenfalls eine geometrische Bedeutung. Sie ist das ,,halbe* Orbitprodukt der
Linearformen, welche den Koordinaten der Kantenmitten entsprechen. Das ganze Orbit besteht
aus den Linearformen (1, z2, 3, —21, —Z2, —3).

Bleibt noch die fehlende Sekunddrinvariante vom Grad 6 zu finden, die nicht bereits in Ry =
kle1, e2, e3] enthalten ist. Als natiirlicher Kandidat ergibt sich nach unseren bisherigen Rechnungen

e4qa = 3Reynolds(z] 22, T) = 3Reynolds(z? x5, T) = x7 25 + 2 22 + 23 25

Wir wollen jedoch auch das Polynom

e =3 Reynolcls(:c‘l1 zg, T)= z‘ll x% + x% zg + zé zg

in Betracht ziehen und wegen ey, + €4 = %el e3 — €2 € [Role schlieflich ey = e4, — €4, withlen.

Das sieht aus wie ein Determinantenausdruck und ist auch einer:

X1 i) I3
€4 = —det ToXsy 13 T1X2
I B

Das ist im Wesentlichen die Jacobimatrix von [eq, €2, €34]-

Die Drehgruppe O des Oktaeders
Beschreibung der Drehgruppe
Die Drehgruppe des Oktaeders enthélt 6 - 4 = 24 Elemente, und zwar

e 3:2 =6 Drehungen F mit Achse durch gegeniiberliegende Ecken um 4+90°.
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3 Drehungen Ey mit Achse durch gegeniiberliegende Ecken um 180°.

e 4.2 =8 Drehungen S mit Achse durch gegeniiberliegende Seitenmitten um +120°.
e 6 Drehungen K mit Achse durch gegeniiberliegende Kantenmitten um 180°.

Die identische Abbildung.

Die zugehorige Molienreihen

1 1 8 3+6 6
(S0 =5 <(1—t)3 M [ R (I e <1—t><1+f2>>
B 1414
A=A+ )1+t +t2)
1+t

(1 —¢2)(1 —t*)(1 —1t5)
Leitlinie bei der Umformung waren neben der Taylorreihe solche Grade d, ds, d3 der Primérinva-
rianten, so dass 24 | d; d» ds gilt.

Es sollte also ein System von Primérinvarianten vom Grad 2, 4 und 6 geben, dazu Sekundérinva-
rianten im Grad 0 und 9.

Bestimmung von Invarianten

Invarianten sind

2 2 2 2.2 2.2 2.2 2.2 2
e1 = x| + x5+ T3, eog = x]x5 + 2703 + X573, €3 = T1THT3

oder
2 2 2 4 4 4 6 6 6
e1 =x] +r5+ 23, eg =] + 25+ 23, €3 =2 +25+ 3.

vars:=[x1,x2,x3];

f:=permutationMatrix([2,3,1]); /* Fl&chendrehung */

e:=Dom: :Matrix () ([[1,0,0],[0,0,1],[0,-1,011); /* Eckendrehung */
k:=Dom: :Matrix () ([[0,0,1],[0,-1,0],[1,0,0]]1); /* Kantendrehung */

ml:={e"i*f~j$j=0..2$i=0..3}; nops(%);
m2:={e"1lxk*e i*f"~j$1=0..38j=0..28i=1..2};
MO:=m1 union m2;
G:=map(MO,matrix2subrules,vars);

B:=[e_1=3*Reynolds(x1°2,G), e_2=3*Reynolds(x1°4,G), e_3=3*Reynolds(x17°6,G)];

Die Invarianten vom Grad 4 und 6 kénnen auch wieder geometrisch interpretiert werden; sie haben
enge Beziehung zum ,halben“ Orbitprodukt der (Vektoren zu den) Mitten der Seitenflichen (Grad
4) bzw. zum Orbitprodukt der Eckpunkte (Grad 6).

Die Sekundérinvariante bekommt man als

e_4=6xReynolds(x175%x2"3*x3,G) ;

5.3 3.5 3 5 3.5 5 3 5.3
€4 = T1 Xy X3 — X1 Ly T3 + T T2X3 — X] Ty T3 — T X2X3 + X7 Ty T3

Sieht wieder aus wie eine Determinante und ist auch eine:

1 Xo I3

—eq=det |23 23 23

5 5 b
x5 x5 Xy
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Ist im Wesentlichen wieder die Determinante der Jacobimatrix von [eq, e2, €3].

Dahinter verbirgt sich ein allgemeiner Zusammenhang;:

Satz 25 Ist (61,...,0,) ein System von Primdrinvarianten und J = Jacobi(01,...,0,) € S die
Determinante der zugehérigen Jacobimatriz, so gilt J9 = det(M,)~* J fir g € G, d.h. J ist eine

Semi-Invariante zum Charakter g — det(M,)~ .

Beweis: Setzen wir y; = 27, dann ist

(81%)9 W 007 (2 90; dxy,
oz Ay, (’)y] dzx y;’
also
a:L'k 1
61’] 6xk En axk g

(1) ergibt sich aus der Definition der Ableitung und (2) gilt wegen 67 =6,. O

In unserem Fall gilt det(M,) =1, d.h. diese Semiinvariante ist eine Invariante.

Die Drehgruppe D des Dodekaeders
Beschreibung der Drehgruppe
Die Drehgruppe des Dodekaeders enthélt 12 - 5 = 60 Elemente, und zwar

e 10-2 = 20 Drehungen E mit Achse durch gegeniiberliegende Ecken um +120°.

e 6-4 = 24 Drehungen S; mit Achse durch gegeniiberliegende Seitenmitten um 4 - 72°,7 =
1,2,3,4.

15 Drehungen K mit Achse durch gegeniiberliegende Kantenmitten um 180°.

Die identische Abbildung.

Die zugehorige Molienreihen

1 1 20 15 6 fs
H(S”0 =& ((1t)3 LR T R e CE i 1t>

mit
4

L=y 1 AP +2t44
S_k_1172cos(2k7r/5)t+t2 B2t 1]

woraus sich

T+t —t3 —t4 — 5+ 47 + 48
A+t+2) I+t +2+34+tH) (1 +1)2(1—1)3

H(Rp,t) =
ergibt. Nun schauen wir uns die Taylorreihe an:

taylor (h,t=0,20);
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T2+t 4260 4245 4 3810 4 442 4 44 4+t + 560 + 417+ 641 + 19 4+ O (%)
Guter Tipp fiir die Grade von Primérinvarianten sind damit d; = 2, dy = 6 und d3 = 10,
normal (h*(1-t~2)*(1-t"6)*(1-t~10));

ergibt 1 4 ¢!'® und damit
1+¢°

(1—1t2) (1 —1¢5) (1 —¢t19)

Geometrische Suche nach Invarianten in den entsprechenden Graden. Gute Kandidaten sind e; =
2% + 23 + 23, das ,halbe* Orbitprodukt zu den Eckpunkten des Dodekaeders (Grad 6) sowie das
yhalbe“ Orbitprodukt zu den Seitenmitten des Dodekaeders (Grad 10). Die Semiinvariante vom
Grad 15 kann wieder als Jacobische bestimmt werden. Ein guter Kandidat ist ebenfalls das ,,halbe*
Orbitprodukt zu den Kantenmitten.

H(Rp,t) =

6.5 Invarianten der Spiegelungsgruppen der platonischen Korper

Bisher haben wir nur die Drehgruppen der platonischen Korper betrachtet. Wie im Fall der ebe-
nen regelméfligen Vielecke konnen wir jeweils auch die Gruppe der Drehungen und Spiegelungen
betrachten, die wir mit 7T, O und D bezeichnen wollen.

Die Gruppenordnung miisste jeweils ein Vielfaches der Gruppenordnung von T, O resp. D sein.
Da eine Spiegelung durch die Angabe eines Punkt-Bildpunkt-Paares P # P’ eindeutig bestimmt
ist (die Spiegelungsebene steht im Mittelpunkt von PP’ senkrecht auf dieser Verbindungsstrecke),
konnen wir die Anzahl der Spiegelungen, welche einen der platonischen Kérper invariant lassen,
leicht bestimmen. Diese Anzahlen sind

e 6 beim Tetraeder (eine Spiegelung pro Kante, welche die Endpunkte der Kante vertauscht),

e 9 beim Oktaeder (zu jedem der 6 Paare gegeniiberliegender Kanten sowie zu jedem der 3
Paare gegeniiberliegender Eckpunkte eine solche Spiegelung),

e 15 beim Dodekaeder (die Spiegelungsebenen enthalten jeweils ein Paar gegeniiberliegender
Kanten und gehen durch Seitenmitte und gegeniiberliegenden Eckpunkt der angrenzenden
Fiinfecke),

also jeweils genau so viele, wie der Grad der Sekundérinvariante e4 im jeweiligen Beispiel angibt.

In keinem der Félle kommen also geniigend Spiegelungen zusammen, um wie im Fall n = 2 die
gesamte Gruppe der Drehungen und Spiegelungen zu beschreiben.

Das ist im Fall des Oktaeders auch nicht verwunderlich, da die Punktspiegelung 7 mit der

Matrix
-1 0 0

M,=(0 -1 0
o 0 -1
in der von den Spiegelungen erzeugten Gruppe liegt, aber weder eine Drehung noch eine Spiegelung
ist.
Die Nebenklasse My = 7O enthélt alle sechs Spiegelungen (sie werden hier als diejenigen Matrizen
herausgefiltert, die nur zwei Eigenwerte enthalten)

p:=Dom: :Matrix() ([[-1,0,0],[0,-1,0],[0,0,-1]1]1); /* Punktspiegelung */
m2:=map (MO, x->p*x) ;
select(m2,x->nops(linalg: :eigenvalues(x))=2);

so dass O die Gruppe ist, die von O und 7 erzeugt wird. m normalisiert O, d.h. es gilt 7r:1 Onm =0,
so dass wegen 72 = e die Menge O U m O multiplikativ abgeschlossen ist und damit O = O U7 O
gilt.
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m3:=map (MO, Xx—>p*x*p) ;
_minus (m3,M0); _minus(MO,m3);

SO besteht also aus allen Dreh-Invarianten f € SO, die auch unter 7 invariant bleiben. Offensicht-
lich gilt fiir homogene f € S die Beziehung f™ = (—1)d°e()

Wir hatten fiir die Drehinvarianten des Oktaeders die Zerlegung S© = Ry @ e4 - Ry mit Ry =
Qles, e2, e3] gefunden, in der Ry die homogenen Invarianten geraden Grads und e4 - Ry diejenigen
ungeraden Grads enthélt. Es folgt S© = Ry und dieser Invariantenring lisst sich als Algebra allein
von den Primérinvarianten eq, es, eg erzeugen, ist also wie im Fall der Permutationsinvarianten der
Gruppe G = S, isomorph zu einem freien Polynomring.

Ahnliches gilt im Fall des Dodekaeders, da 7 das Dodekaeder ebenfalls invariant ldsst und ST
eine Struktur hat, die analog der von S© ist. Auch hier ist der Invariantenring S” isomorph zu
einem freien Polynomring.

Etwas komplizierter ist der Fall des Tetraeders, da dieses nicht unter 7 invariant ist. Eine der
6 Spiegelungen 7 ist durch die Matrix

1 0 0
M,=10 0 1
01 0
gegeben. Die Nebenklasse 7 - T" enthélt auch die anderen 5 Spiegelungen

t:=Dom: :Matrix() ([[1,0,0],[0,0,1]1,[0,1,0]11); /* Spiegelung */
m4 :=map (MT,x->t*x); /* Nebenklasse von MT */
select(m4,x->nops(linalg: :eigenvalues(x))=2);

und ist zusammen mit T" bereits die ganze Dreh- und Spiegelungsgruppe: T=TurT.

m5 : =map (MT, x->u*x*u) ;
_minus (m5,MT) ; _minus(MT,m5);

Da die frither berechneten Drehinvarianten ej,es,e3 € ST unter 7 invariant sind, aber e] =

—ey gilt, haben wir auch in diesem Fall ST = Qles, e2, e3], d.h. der Invariantenring ist ebenfalls
isomorph zu einer freien Polynomalgebra.

8 Der Satz iiber die Invarianten von Reflektionsgruppen

Die Gruppen T,é und D sind ebenso wie die Permutationsdarstellung der S,, Matrixgruppen,
deren Elemente sich als Produkte von Spiegelungen darstellen lassen. Die zugehorigen Invarian-
tenringe waren in allen Beispielen isomorph zu freien Polynomringen, lieBen sich als Algebra also
allein aus einem System von Primérinvarianten erzeugen.

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass dies generell fiir durch Spiegelungen erzeugbare Ma-
trixgruppen gilt und diese Eigenschaft solche Gruppen sogar charakterisiert: Ein Invariantenring
lésst sich als Algebra genau dann aus einem System von Primérinvarianten erzeugen, wenn die
Matrix-Gruppe durch Pseudoreflektionen generiert werden kann.

o € GI(V) heiBt Pseudoreflektion, wenn Ker(o — 1) eine (n — 1)-dimensionale Hyperebene ist,
d.h. n — 1 Eigenwerte von M, gleich 1 sind. Eine Spiegelung zeichnet sich dadurch aus, dass der
verbleibende Eigenwert —1 ist. Fiir Pseudoreflektionen in endlichen Gruppen kann dieser Eigenwert
allgemeiner eine Einheitswurzel sein.

Zusammenhang zur Hilbertreihe: Pseudoreflektionen o € G sind diejenigen Elemente, deren
Beitrag in der Molienformel an der Stelle ¢ = 1 einen Pol der Ordnung n — 1 liefert. Einen
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Pol der Ordnung n trégt nur das Einselement e € G bei. Fiir Pseudoreflektionen o € G gilt
det(E, —t My) = (1 —t)""1(1 — tdet(M,)).
Betrachten wir fiir R = S¢ die Darstellung von

Ft)=H(R,t) (1 -t)" = (I1+ap1(1=t)+0((1-1)?),

1
|G|
so ergibt sich a,—1 = > #(M), wobei die Summe iiber alle Pseudoreflektionen aus G geht. Da

mit o auch o~ ! eine Pseudoreflektion ist, erhalten wir

1
2 8n—1 :Zudet(Mg) 1—det =21

so dass 2 a,_1 mit der Anzahl der Pseudoreflektionen iibereinstimmt. Wir haben damit fiir belie-
bige regulidre Gruppenaktionen folgenden Zusammenhang bewiesen:

F(t) = |é| <1+( t)+0((1_t)2))’

wobei r die Zahl der Elemente in G angibt, die Pseudoreflektionen sind.

Hat insbesondere R ein System von Primérinvarianten der Grade d, ..., d,, gilt also

£(t)
[T, (1 — 6%

mit f(t) =, cx 198" € N[t] und damit

H(R,t) =

FO) = 10 ] 7

so ergibt sich die Taylorreihe bei t =1 als
F(t)y=F(1)+ F(1)(t—-1)+0((t-1)%

mit

(nach L’Hospital) und

als logarithmische Ableitung, also
)
f()

Ist wie im Fall der Drehgruppen der platonischen Kérper » = 0 und ¥ = {1, m} ein System von
Sekundérinvarianten, so gilt

fF)=1Z[=2, f'(1)=" deg(u) = deg(m)

uey
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und folglich
degim)=d1+---+dn—n

in Ubereinstimmung mit unseren Beispiel-Rechnungen.

Als Reflektionsgruppe bezeichnet man eine solche Matrixgruppe G C GI(V'), die von Pseudoreflek-
tionen erzeugt werden kann.

Solche Reflektionsgruppen sind etwa die Spiegelungsgruppen in der Ebene oder im Raum, aber
auch die Permutationsdarstellung der S,,. Letztere wird von Transpositionen erzeugt, die eben-
falls Spiegelungen sind, denn (1 2) etwa hat die Eigenbasis (x1 + @2, 21 — 22,2, ...,Z,) mit den
Eigenwerten (+1,—1,4+1,...,+1).

Satz 26 (Shephard/Todd, Chevalley, 1954/55) Der Invariantenring R = k[V]¢ einer end-
lichen (reguliren) Matrizgruppe G C GIL(V') kann genau dann von einem System von Primdrinva-
rianten erzeugt werden, wenn G eine Reflektionsgruppe ist.

Wir beweisen den Satz in mehreren Schritten.

(1) Zu einer Pseudoreflektion m € GI(V') betrachten wir deren invariante Hyperebene H, =
Ker(m — 1) und die Linearform L, € [S]y, fiir welche H; = {x : L;(x) = 0} gilt.

Lemma 5 Fiir f € S gilt stets L, | f™ — f.

Beweis: Fiir einen Vektor v € Hp gilt (f™ — f)(v) = f(v™) — f(v) = 0. Also verschwindet
das Polynom f7™ — f auf ganz H, und ist folglich ein Vielfaches des irreduziblen (weil Grad=1)
Polynoms L,. O

(2) Sei nun G eine Reflektionsgruppe, R = S¢ der Invariantenring und I = R, S wie im
Hilbertschen Beweis des Endlichkeitssatzes das Ideal in S, welches von allen Invarianten positiven
Grades erzeugt wird.

Lemma 6 Sind hq,...,hy € S homogene Polynome und g1, ..., gm € R Invarianten mit hy g1 +
oot B gm =0, so gilt entweder hy € I oder g1 € (g2, -, Gm)-

Beweis : Der Beweis erfolgt mit Induktion nach dem Grad von h;. Fiir deg(hy) = 0ist hy € [R]o = k
invertierbar und folglich g1 € (g2, ..., gm)-

Sei deg(hy) > 0 und g1 & (g2,.-.,9m). Ist 0 € G eine Pseudoreflektion, so gilt nach (1) h¢

i hi =
h} L, und damit

0=> gihi=Y gh{ = gi(hi+hLo) = Lo Y _ gihl,

also ), gih; = 0 und wegen deg(h;) < deg(h;) schlieBlich hy — h; = h} L, € Ig.
Sei nun g = 0y0;_1 ... o1 ein beliebiges Element aus G, dargestellt als Produkt von Pseudoreflek-
tionen. Dann gilt

h? —hy = thlnﬂmm . h<1n...a1 _ Z (hflfi+1 B hl)dimdl €lg,

da I natiirlich G-invariant ist. Damit gilt aber auch hf — hy € I und somit h; € I. O

(3) Sei weiter G von Pseudoreflektionen erzeugt. Wir zeigen nun, dass R als Algebra von n
Invarianten erzeugt werden kann. Sei dazu R = k[f1, ..., fm] eine Darstellung mit zunéchst m > n
homogenen Invarianten vom Grad d; = deg(f;) und m minimal mit dieser Eigenschaft. Das ist
zugleich ein minimales System von Erzeugenden fiir 1.
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Nehmen wir an, es ist m > n und g € U = k[y1,...,Ym] ein Polynom mit g(f1,..., fm) = 0.
Wir kénnen ¢ als quasihomogen vom Grad d voraussetzen, wobei wir deg(y;) = d; setzen, und
annehmen, dass auch d minimal mit dieser Eigenschaft ist.

Wir betrachten nun die Invarianten

%)
gl(flv'-'vfm)€R7 mlt'L:l,,m

Jedes der g; ist entweder 0 oder eine homogene Invariante vom Grad d — d; < d. Da g nicht
konstant ist, gibt es ein 4 mit g—;(yl, .y Ym) # 0, so dass nach Wahl von d auch g; # 0 gilt.

Sei I das von (g1, - . ., gm) erzeugte Ideal, wobei wir annehmen wollen, dass so nummeriert ist, dass
I von (g1,...,9k) erzeugt wird, aber keine echte Teilmenge dafiir ausreicht. Wir kénnen dann die
gi,© > k, darstellen als g; = > i<k hijg; mit Polynomen h;;, die entweder gleich 0 oder homogen
vom Grad deg(h;;) = deg(g;) — deg(g;) = d; — d; sind.

Weiter gilt

0= 2 (gfi- s ) Zgzaﬁ

8908 Ts
5fz Ofi
=D 0y t Do\ 2k | 5o
i<k i>k \j<k s
afi 0
= Zgz f + Z hgz fj
i<k Ts
Wegen g1 € (g2, - - -, gm) folgt aus (2)
0] 0
af Zhﬂ f] €lg fir s=1,. . (4)

Fiir ein homogenes Polynom f € [S ]e gilt die Eulersche Formel
of

(fiir Terme trivial, allgemein daraus iiber Linearitét der Ableitungen). Wir multiplizieren deshalb
(4) mit z; und summieren iiber alle s:

szafl +Zhylzzsaf]

=dy fl+2hj1djfj S (:L'l,...,:lin)fg.
i>k

Damit erhalten wir

fl (S (.’L'l,...,l'n)fl+(f2,...,fm)

Aus Gradgriinden kann der erste Summand keinen Beitrag fiir eine Darstellung liefern, so dass
schlielich f1 € (fa,..., fm) folgt im Widerspruch zur Minimalitit von m.
Damit ist der erste Teil des Beweises des Satzes von Shephard/Todd-Chevalley erbracht.

(5) Die andere Richtung ergibt sich aus der Analyse der Molienreihe, denn mit (6) und f =1
haben wir fiir ein System von Algebraerzeugenden R = k[f1, ..., f,] mit den Graden deg(f;) = d;
und

Gl =di-... dn
T:d1+...+dn7
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Ist H C G die Untergruppe in G, die von Pseudoreflektionen erzeugt wird, so gilt nach dem
ersten Teil des Beweises k[V ] = k[g1,...,gn] fiir ein System vom Primirinvarianten der Grade
deg(g;) = e, fiir die genauso gilt

|Hl=e€1 ... ep

r=e+...+e,—n

Wegen R C k[V]H gibt es polynomiale Darstellungen f; = P;(g1, - . ., gn). Die Jacobi-Determinante
det(0f;/0g;) verschwindet nicht, da auch (f1,. .., f») algebraisch unabhéngig ist. Dann gibt es aber

einen Eintrag
Ofry  Ofr(n)
—591 e —agn
in der Jacobi-Matrix, womit dr ;) > e; gilt. Wegen

#0

di+...+d,=r+n=e1+...+e,

miissen dann aber die Grade alle iibereinstimmen, so dass auch |G| = |H| und damit G = H gilt.
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