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1 Einfiihrung

Viele Probleme der angewandten Mathematik haben Symmetrien oder sind invariant unter ge-
wissen natiirlichen Transformationen. So sind etwa alle geometrischen Groflen und Eigenschaft
invariant bzgl. der Auswahl eines Koordinatensystems, d.h. unter der Aktion der affinen Gruppe
oder einer ihrer Untergruppen. FELIX KLEIN benutzte in seinem Erlanger Programm sogar solche
Invarianzeigenschaften unter Transformationsgruppen zur Klassifizierung verschiedener Arten von
Geometrie und unterschied projektive, affine und Euklidsche Geometrie.

In der Physik spielen Invarianzbetrachtungen eine wesentliche Rolle fiir die spezielle und allgemeine
Relativitdtstheorie, wo relevante Eigenschaften unter entsprechenden Transformationen der Raum-
Zeit-Koordinaten erhalten bleiben, also invariant unter der Lorentzgruppe sein sollen.

Sie sehen an diesen wenigen Beispielen zugleich, dass es sich bei solchen Invarianzuntersuchungen
oftmals um Untersuchungen handelt, die einen michtigen mathematischen Apparat erfordern.
Wir wollen uns in dieser Vorlesung deshalb auf Invarianzuntersuchungen fiir endliche Gruppen,
die linear auf Polynomringen operieren, beschrianken.

Hierbei handelt es sich um ein klassisches Gebiet der konstruktiven Mathematik, das besonders
von den Algebraikern zu Beginn des 20. Jahrhunderts im Rahmen ihrer Bemiihungen um ein
besseres Verstéindnis konstruktiver Aspekte in der Mathematik erschlossen wurde. Die Beweise
der inzwischen klassischen Endlichkeitssétze ([?, ?]) iiber Systeme von Basisinvarianten endlicher
Gruppen (in Charakteristik 0), aus denen man alle anderen gewinnen kann, geben zugleich ein
Verfahren zu deren prinzipieller Berechenbarkeit, das aber nur fiir kleine Beispiele praktikabel ist.

Das Interesse an dieser Thematik erwachte erneut mit den wesentlich erweiterten Moglichkeiten
zur symbolischen Formelmanipulation, die moderne Computeralgebrasysteme bieten. Neben die
Frage der prinzipiellen Berechenbarkeit trat nun auch die nach der effizienten Berechnung von Ba-
sisinvarianten und der Relationen zwischen ihnen. Dabei stellte sich heraus, dass aus einem klugen
Zusammenspiel verschiedener bekannter klassischer Konzepte und neuerer Verfahren, insbesondere
der Grobnerbasen, wesentliche Effizienzzuwéchse moglich sind.

Die Vorlesung orientiert sich in ihrem theoretischen Teil am Buch [?]. Wir werden die wichtigsten
algorithmischen Ideen jedoch auch in ihrer praktischen Wirksamkeit erproben, wozu einige Erfah-
rung mit einem Computeralgebrasystem von Vorteil ist. Die Beispiele werden weitgehend unter
Verwendung des CAS MuPAD demonstriert.
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1.1 Symmetrien und Invarianten — einfithrende Bemerkungen

Drei Punkte A = (z1,91), B = (22,y2) und C = (x3,y3) sind genau dann kollinear, wenn die
Koordinaten der Bedingung

1 y1 1
f1 = det T2 Y2 1 = (xlyg — T2Y1 + T3Y1r — YsT1 + r2ys — ﬂigyg) =0
zz ys 1

geniigen. Diese Bedingung héngt nicht vom gewahlten Koordinatensystem ab. Verschieben wir z.B.
die Punkte um einen Vektor (u,v) zu A" = (z14u, y1+v), B’ = (z2+u, y2+v), ¢’ = (x3+u,ys+v),
so vereinfacht die Linearitdtsbedingung

(21 +u) - (Y2 +v) = (22 +u) - (Y1 +0) + (z3 +u) - (y1 +v) = (y3 +v) - (21 +v)
+(v2+u)- (y3+v) = (z3 +u) (2 +v) =0

fiir diese Punkte zur selben Bedingung f; = 0. Das gilt nicht nur fiir Verschiebungen, sondern fiir
beliebige affine Transformationen

() - G 22) G+ ()
g: — + .
Yy a1 Q22 Y as
Der Abstand zwischen A und B

foi= (21— 22)* + (1 — 2)°

ist dagegen nur unter gewissen Transformationen g invariant:

faog=(a11(x1 —x2) + ar2(y1 — yz))2 + (a21(z1 — z2) + a22(y1 — y2))2
= (afy + a3)) (21 — 22)* + (afy + a35) (Y1 — ¥2))* + (a11012 + az1a22) (21 — 22) (Y1 — Y2)
=f

genau dann, wenn
2 2 2 2
a|q + a9 = Q79 + Qo9 = 1 und ai1a12 + ag21a99 = 0,

d.h. wenn ¢ eine orthogonale Matrix ist.

Jedes Polynom, das eine geometrische Bedingung kodiert, muss unter solchen Transformationen
invariant sein. Das Polynom

f3 = x% + x1y1 +y% +m§ + 22y2 +y§

dagegen ist selbst unter Verschiebungen nicht invariant, hat also keine geometrische Bedeutung.

1.2 Die allgemeine Fragestellung

Wir werden im Folgenden keine affinen, sondern stets nur lineare Koordinatentransformationen
betrachten. Genauer: V sei ein endlich dimensionaler Vektorraum der Dimension n iiber einem
Korper k (der im Folgenden immer Charakteristik 0 haben soll), e, ..., e, eine Basis von V und

v=xi1(v)er+ ... +x,(v) e,

eine Koordinatendarstellung des Vektors v € V. Die Funktionen x; : V' — k sind lineare Funktio-
nale auf V und heiflen Koordinatenfunktionen. Im Raum aller Funktionen auf V' erzeugen sie den
Ring k[V] = k[z1,...,x,] der polynomialen Funktionen auf V.
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Als (Links-)Aktion ¢ der Gruppe G auf V bezeichnet man einen Gruppenhomomorphismus ¢ :
G — GI(V), der also jedem g € G eine lineare Abbildung g = ¢(g) € GL(V) zuordnet, die auf V
durch v — g(v) wirkt. Operationstreue bedeutet, dass g(h(v)) = gh(v) fiir alle g,h € G,v € V
gilt.

Im Weiteren werden wir nicht zwischen den Bezeichnungen g und E unterscheiden, sondern G
mit der Untergruppe in GI(V) identifizieren. ¢ kann statt als G — (V' — V) auch als Abbildung
(G x V) — V angesehen werden, die einem Paar (g,v) das Element g(v) zuordnet.

Eine solche Linksaktion von G auf V induziert eine Rechtsaktion von G auf dem Ring k[V] der
polynomialen Funktionen (und sogar auf dem Ring aller Funktionen auf V'), die fiir f € k[V] durch
f9(v) :== f(g(v)) definiert ist. g operiert dabei als Ringautomorphismus, so dass die Operation
durch ihre Wirkung auf die Koordinatenfunktionen eindeutig bestimmt ist. Genauer: Ist f =
P(zq,...,z,) die Darstellung der Funktion f als Polynom in den Koordinatenfunktionen, so gilt
f9=P(x9,...,2%). g wirkt auf den Polynomen also als lineare Variablensubstitution z; — z¢. Da
die Koordinatenfunktionen {z;,i =1,...,n} eine Vektorraumbasis von V* bilden, die zur Basis
{ei,i=1,...,n} von V dual ist (es gilt z;(e;) = &;;), wird (in der jeweiligen Basis) die lineare
Variablensubstitution durch die transponierte Matrix M gT beschrieben, wenn die Operation von g
auf V durch die Matrix M, beschrieben wird.

Im Weiteren werden wir diese subtilen Unterscheidungen nicht weiter verfolgen, sondern poly-
nomiale Funktionen mit den Polynomen in z1,...,x, identifizieren und die Operation von g als
lineare Variablensubstitution z; — z{ bzw. durch die zugehérige Matrix M, € GL(n, k) beschrei-
ben.

Ein Polynom f € k[V] heifit invariant unter g, wenn f = f9 gilt. Ist f unter g1, go invariant, so
auch unter allen Elementen der von g1, gs in GL(V) erzeugten Gruppe. Wir untersuchen deshalb
Invarianten ganzer Gruppen, wobei wir die Invarianz immer nur auf den Erzeugenden der Gruppe
testen miissen.

Die Menge der invarianten Polynome
EV]Y = {f €k[V] : f=f9 fiir alle g € G}

bildet offensichtlich einen Ring (und genauer sogar eine homogene k-Algebra). Die homogenen
Invarianten vom Grad d spannen (zusammen mit der 0) einen (endlich dimensionalen) Vektorraum
[K[V]], auf

Gegenstand der Invariantentheorie ist die Untersuchung der Struktur dieses Rings k[V]¢ fiir ver-
schiedene Gruppenaktionen G C GL(V') und Vektorrdume V. Konstruktive Zugéinge sind bekannt
fiir endliche Gruppen sowie Aktionen einer Reihe klassischer unendlicher Gruppen (insbesondere
GL(n,k),SL(n,k),SO(n, k), SU(n,k)) auf Vektorrdumen verschiedener Grofie. In dieser Vorle-
sung wird es um die Beschreibung von k[V]¢ fiir Aktionen endlicher Gruppen G auf endlichen
Vektorrdumen V' gehen.

1.3 Ein erstes Beispiel

Betrachten wir als Beispiel die Aktion der Gruppe G C GL(2, C) der Drehungen der Ebene, welche
das (zentrierte) Quadrat mit den Ecken (0,1), (1,0), (0,—1),(—1,0) in sich iiberfiihrt. G ist eine
zyklische Gruppe von vier Elementen, die von der Matrix (alle Rechnungen mit MuPAD)

M:=Dom: :Matrix() ([[0,1],[-1,011);

0 1
= (X

erzeugt wird, welche der Transformation
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entspricht.

Wir wollen alle unter g invarianten Polynome f € k[x,y] bestimmen und verwenden dazu einen
Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten fiir jeweils homogenes f, den wir gradweise abarbeiten,
wobei wir die folgenden MuPAD-Funktionen verwenden:

g:=proc(u) begin subs(u, [x=y,y=-x]) end_proc;
// g als Variablen-Substitution

computeBasis:=proc(d) local f,i,s;

begin

f:=_plus(alil*x"i*xy~(d-1)$i=0..d);

// generisches Polynom vom Grad d erzeugen
s:=solve({coeff (f-g(f), [x,y1)});

// lineares Gleichungssystem generieren und 1l6sen

subs(f,s[1]);

// allgemeine LOsung zusammenbauen

end_proc;
d Losung
1 0
2 as(z? +y?)
3 0
1 as(z* +y*) +as(@®y — 2 y®) + aza’ y?
5 0
6 ag(z + %) + as (2% y — v y°) + ag(zt y? + 2% y)
7 0
8 | ag(z® +y®) +ar(z"y — 2 y") + a(z5y* + 22 y%) + a5 (z® y3 — 23 y°) + ag 2t y?

Als k-Vektorraumbasis der Invarianten erhalten wir daraus

d

Basis der Invarianten

2
4
6
8

fo=a2%+y?
f4a :$4+y47 f4b :xy(xQ _y2)7 f4c = x2y2
fﬁa =2 +y67 be = (Ey($4 _y4)7 fﬁc = 11023/2(552 +y2)

fsa = 2B+y8, fao = 2y(a®—y), foc = 2?y* (2 +y?),
fsa = Y3 (a? — y?), fse = zty?

Halten wir zunéchst fest, dass dieses Vorgehen allgemein angewandt werden kann.

Verfahren zur Berechnung einer k-Basis der Invarianten vom Grad d

Gegeben ist der Polynomring R = k[z1,...,z,], ein Erzeugendensystem E der Gruppe G sowie
die Wirkung der Elemente g € E auf R.

(1) Erzeuge ein Polynom f vom Grad d in x1, ..., 2, mit unbestimmten Koeffizienten.
(2) Berechne f — f9 fiir alle g € E.

(3) Koeffizientenvergleich liefert daraus ein (homogenes) lineares Gleichungssystem in den un-
bestimmten Koeflizienten.

(4) Eine Basis des Losungsraums dieses Gleichungssystems bestimmt eine Basis von [k[V]

“Ja
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Zur Komplexitit dieses Verfahrens

Nehmen wir an, dass Rechnungen in k in konstanter Zeit moglich sind, dann kann das lineare
Gleichungssystem in O(D? e?) Zeiteinheiten (mit dem klassischen Gaufiverfahren) gelost werden,
wobei D = (“T"71) = O(d"~') die Anzahl der Monome vom Grad d in n Variablen (und damit
die Zahl der unbestimmten Koeffizienten von f) angibt und e = |E| gilt.

Im Schritt (2) ist f9 fiir eine vorgegebene Variablensubstitution ¢ : z; — 27,1 = 1,...,n, zu
berechnen. Dazu bietet sich ein rekursives Verfahren zur Berechnung von m? fiir alle O(d - D)
Terme M vom Grad < d an, das Zwischenergebnisse speichert und jeweils Produkte m9 - z?

(Komplexitit O(D - n)) berechnet. Der Aufwand ist insgesamt O(n d D?), also gering.

Der Gesamtaufwand wird unter den genannten Voraussetzungen (n und e vorgegeben, d — o0)
also vom Losen des Gleichungssystems dominiert und ist (klassisch) in der Gréfienordnung O(D?).

Die Algebrastruktur des Beispiels

Die berechneten Invarianten bilden eine k-Vektorraumbasis von R = k[V]. Zwischen ihnen existie-
ren also keine linearen Relationen mehr. Allerdings kann man durch Multiplikation aus homogenen
Invarianten neue herleiten. So gilt in obigem Beispiel etwa f2 = fi, + 2f1c € R4, so dass von den
Invarianten vom Grad 4 nur zwei ,wirklich neu ist, fi, dagegen durch f3 ersetzt werden kann.
Im Grad 6 gilt

13 = foa + 3f6er fofav = foo, fo fac= foer

so dass alle berechneten Invarianten bereits aus Invarianten kleineren Grads zusammengesetzt
werden konnen. Im Grad 8 schliellich gilt

f3 = fsa +4fsc+6fse, f3 f1o = fso+ fsa, 3 f1c = fsc + 2fse,
[y = fse — 2 fse, fab fac = fsd, fie = fse:

Es gibt also 6 Produkte aus Basiselementen kleineren Grades, die Invarianten vom Grad 8 liefern,
aber dimy ([R]s) = 5. Folglich muss zwischen diesen 6 Produkten eine lineare Abhéngigkeitsrelation
bestehen, die wir wieder mit einem Ansatz mit unbestimmten Koeffizenten herausfinden kénnen:

p:=[f274,£272*f4b, £2"2*xf4c, f4b~2,f4c"2,f4b*xf4c];
r:=_plus(ali]*f[i]$i=1..6);
sol:=solve({coeff (subs(r, [f[i]=p[il$i=1..61),[x,y]D});
subs(r,sol[1],a[5]=4);

f[4] - £[3] + 4 f[5]

Es gilt also
féfb = f22f4c _4ffc

Auch im Grad 8 gibt es also keine ,,neuen® Invarianten, so dass wir vermuten, dass

R = k[ fa, fab, fac)

als k-Algebra gilt. Allerdings sind die drei Erzeugenden nicht algebraisch unabhingig, sondern
zwischen ihnen besteht eine polynomiale Relation, so dass der Invariantenring isomorph zum
Koordinatenring einer (quasihomogenen) Raumfliche

R=k[V]% ~ R = k[A, B,C]/(B* +4C* — A’C) mit A fo, B fu,C = fac

ist. Dass dies bereits der volle Invariantenring ist, sieht man durch einen Vergleich der Dimensionen
im Grad d, wobei deg(A4) = 2 und deg(B) = deg(C) = 4 gesetzt wird: [R']z¢ hat die Terme
A2t d > 2, und A%%72B (%, d > 2i, als Vektorraumbasis.
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Aufgabe 1 Zeigen Sie, dass es unter der angegebenen Aktion keine Invarianten ungeraden Grades
gibt.

Finden Sie eine 1-1-Korrespondenz zwischen obiger Basis von [R']z4 und einer Vektorraumbasis
von [R]aqg.

Die Invarianten fa, f4, und fy. erzeugen also R = k[V]¢ als k-Algebra, weshalb man sie auch als
Basisinvarianten bezeichnet. Die algebraisch unabhéngigen Invarianten A = fo,C = f4. heiflen
dabei Primdr-, die davon algebraisch abhéngige Invariante B = fq, Sekunddrinvariante.

Jede Invariante f € R ldsst sich eindeutig darstellen als f = P; (A, C)+b- P2(A, C) mit Polynomen
P1, Py, d.h. der Invariantenring R ist ein freier k[A, C]-Modul mit der Basis {1, B}:

R=Fk[A,C]® B-k[A,C].

Eine solche Darstellung von R als endlicher freier Modul iiber einem Polynomring bezeichnet man
als Hironaka-Zerlegung.

1.4 Die Hilbertreihe einer homogenen k-Algebra

Ist R eine homogene k-Algebra, etwa der Ring der Invarianten, so ist die Dimension dimg([R]q4)
des Vektorraums der Elemente vom Grad d fiir verschiedene d eine wichtige Zahlenfolge. Sie ist
in den meisten Féllen besonders einfach zu beschreiben, wenn diese Zahlen in einer erzeugenden
Funktion

H(R,t) = idimk([R]d) -4
d=0

zusammengefasst werden. Diese Reihe bezeichnet man allgemein fiir homogene k-Algebren R als
Hilbertreihe und speziell fiir Invariantenringe auch als Molienreihe.

Der Vorteil einer solchen Zusammenfassung liegt in der Einfachheit der Darstellung der Reihe als

Taylorreihe einer analytischen Funktion. So gilt etwa fiir den ganzen Polynomring S = k[z1, ..., ;]
n+d—1 1
di = d H(S,t)=
img ([S]a) ( ne 1 ) un (S,t) A"

und fiir R = S/(f) mit einem homogenen Polynom f vom Grad deg(f) = d

1+t

HS/().0) = gy

Im Falle quasihomogener Ringe gilt folgende Modifikation.

Satz 1 Ist S = k[y1, ..., yn] ein gewichtet homogener Polynomring, wobei die Variablen die Grade
deg(y;) = d; haben, so gilt

1
(1 —td)(1 —td2) ... - (1 —tdn)

H(S,t) =

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n.
Fiir n = 1 erhalten wir

1

H(k'[yl];t):1+td1—|—t2d1+---= m

Nehmen wir nun an, dass die Behauptung fiir S = k[y1, ..., yn—1] gilt. Eine Basis von [S]. besteht
aus Termen vom Grad e in yi,...,y,. Diese konnen wir unterteilen in solche, die y,, als Faktor
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enthalten und solche ohne einen Faktor y,, also [S]e = yn - [S]e—a,, @ [S']e. Auf der Ebene der
Hilbertreihen ergibt dies

H(S,t) =Y dimp([S]e)t® =Y dimp([Sle—a, )t + > dimg([S]e)t* = t* H(S,t) + H(S',t)
e20 e>0 e>0

und somit
(1 —t%)H(S,t)= H(S',1),

woraus die Behauptung sofort folgt. [
Satz 2 Ist S = k[yi,...,yn] ein gewichtet homogener Polynomring und f ein (quasi)-homogenes

Polynom vom Grad d, so gilt

Beweis: Der Beweis ergibt sich sofort aus folgendem Lemma

Ist ¢ : V — W ein Homomorphismus endlich dimensionaler k-Vektorrdume, so gilt

dimy (ker(¢)) + dimy (im(¢)) = dimg (V).

Zum Beweis des Lemmas wihlen wir e, . . ., e, als Basis von ker(¢) C V und ergéinzen diese durch
dy,...,dy zu einer Basis von V. Dann ist ¢(dy), ..., ¢(di) eine Basis von im(¢).

Wenden wir das Lemma auf die Komponenten vom Grad e der kanonischen Abbildung 7 : S —
S/(f) mit w(h) = h (mod f) an, so erhalten wir wegen ker(m) = f- S
tH(S,t) + H(S/(f),t) = H(S,1)

und schlieflich die behauptete Beziehung. O

Liegt eine Hironakazerlegung vor, so konnen wir die Hilbertreihe ebenfalls leicht aus den Hilbert-
reihen der Bestandteile zusammensetzen.

Satz 3 Ist R="hy - Ry ® - @ hy - Ry eine Zerlegung der homogenen k-Algebra R in die direkte
Summe von homogenen Ro-Moduln (etwa mit h; = 1) und deg(h;) = d;, so gilt

H(R,t) = (t" + -+ t%) H(Ry, t).

1.5 Die Aufgabenstellung in der Invariantentheorie

Generell steht damit folgende Liste von Aufgaben, wenn der Invariantenring R = k[V]¢ beschrie-
ben werden soll:

1. Bestimme wenigstens erst einmal die Dimension dimy ([R]q) des Vektorraums der Invarianten
vom Grad d fiir verschiedene d, also die Molienreihe

H(R,t) = idimk([R]d) -t
d=0

2. Wenn man die Dimensionen kennt, sind geniigend viele (linear) unabhéngige Invarianten
vorgegebenen Grads zu konstruieren. Ein Verfahren haben wir bereits kennen gelernt.

Auf diese Weise kann man alle Invarianten vorgegebenen Grads beschreiben. Allerdings be-
steht der Invariantenring aus unendlich vielen solchen Vektorrdumen.

Eine Beschreibung nur der Vektorraumbasen wiirde auflerdem die Algebra-Struktur des In-
variantenrings nicht widerspiegeln.
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3. Unter den Invarianten sind Basisinvarianten zu finden, die den Invariantenring als k-Algebra
erzeugen. Insbesondere steht die Frage, ob es immer endlich viele solche Invarianten gibt und
wie man merkt, dass man alle gefunden hat.

4. Kennt man Basisinvarianten, so steht die Frage nach der genaueren Algebrastruktur, d.h.
der Beschreibung von Relationen zwischen diesen Invarianten und der Aufteilung in einen
algebraisch unabhéngigen Teil, die Primérinvarianten, und einen , Rest*, die Sekundérinva-
rianten.

Dabei ist insbesondere zu entscheiden, ob das System der Basisinvarianten minimal ist.

2 Symmetrische Polynome

Betrachten wir als erstes komplexes Beispiel die symmetrischen Polynome, deren Eigenschaften
sich im Fundamentalsatz iber symmetrische Polynome zusammenfassen lassen. Der Zweck die-
ser Untersuchungen ist dreifacher Art. Zum ersten ergeben sich fiir einige fundamentale Fragen
der Invariantentheorie in diesem Fall besonders einfache Losungen. Zum zweiten spielt der Fun-
damentalsatz eine zentrale Rolle in vielen Aussagen allgemeineren Charakters. Und zum dritten
liefert der beweis des Fundamentalsatzes zugleich einen Algorithmus, der wichtige Techniken der
Computeralgebra exemplarisch anwendet.

Im folgenden sei k ein Korper. Ein Polynom f € S = k[z1,...,x,] heifit symmetrisch, wenn es
invariant unter allen Variablenpermutationen ist. Z.B. ist fi = zi1z2 + x1x3 nicht symmetrisch,
weil fi(z1,2z2,23) # fi(xe,x1,23) = x172 + xows gilt. Dagegen ist fo = x1x2 + 2123 + 2223
symmetrisch.

Ist m € S, eine solche Permutation der Indizes, so heifit f € S invariant unter 7w, wenn

f@r, 20, .. 20) = f(Tr1), Ta(2) -+ Tr(n))

gilt. Die Permutation induziert eine lineare Abbildung 7* auf S7, die man in Matrixnotation unter

Verwendung der Permutationsmatrix My := |[0x(, ;]| als
X1 X1
T2 T2
™| .| =M,
In In

schreiben kann. 7* lisst sich eindeutig zu einem Ringautomorphismus S — S fortsetzen.

Ist ein Polynom bzgl. einer gewissen Menge von Permutationen invariant, so auch bzgl. all jener
Permutationen, die sich durch Nacheinanderausfiihren der gegebenen Permutationen ergeben, d.h.
der von diesen Permutationen erzeugten Untergruppe der S,,. Umgekehrt geniigt es, die Invarianz
eines Polynoms bzgl. der Erzeugenden einer Gruppe zu testen, also im Fall der symmetrischen
Polynome etwa bzgl. aller Transpositionen, da sich jede Permutation als Nacheinanderausfithrung
von Transpositionen darstellen lésst.

Die symmetrischen Polynome bilden wieder eine homogene k-Algebra R := S°», welche als Vek-
torraum die direkte Summe der endlich dimensionalen Vektorrdume [R]; der homogenen symme-
trischen Polynome vom Grad d € N ist.

Beispiele von symmetrischen Polynomen: Potenzsummen pg, elementarsymmetrische Summe ey,
volle symmetrische Summe hg, monomiale Summe p fiir d = A.

Zahlpartitionen und Ferrersdiagramme.
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Satz 4 (Dimensionssatz fiir symmetrische Polynome)
Fiir den Ring R = S° der symmetrischen Polynome gilt, dass dimy([R]4) gleich der Zahl der
Ferrersdiagramme mit d Késtchen und < n Spalten ist.

Beweis: Offensichtlich bilden die uy,d - A ein Erzeugendensystem. Auflerdem sind die Leitterme
paarweise verschieden. [J

Bestimmung der Dimension bis zum Grad 6 durch Abzdhlen der Diagramme und Aufschreiben
der jeweiligen monomialen Summen. Verifikation der Formel

1
1—2)1—=22)...-(1—2m)"

H(R =8 2)=

Implementierung in MuPAD:

e:=proc(d,vars) local u;
begin
if nops(vars)<d then 0
elif d=0 then 1
else u:=[op(vars,2..nops(vars))];
expand(e(d,u)+op(vars,1)*e(d-1,u))
end_if
end_proc;

h:=proc(d,vars) local u;
begin
if d=0 then 1
elif nops(vars)=1 then op(vars,1)"d
else u:=[op(vars,2..nops(vars))];
expand (h(d,u)+op(vars,1)*h(d-1,vars))
end_if
end_proc;

p:=proc(d,vars) begin _plus(op(map(vars,x->x"d,x))) end_proc;

mu:=proc(l,vars)
begin

_plus (op (map (combinat: : permute (vars) ,x->_mult (op(zip(x,1, " ))))));
end_proc;

Wieviele Produkte aus den elementarsymmetrischen Polynomen gibt es von vorgegebenem Grad?
Es gibt eine 1-1-Korrespondenz

n
a a an P _
ertes? .. et — (b = g ai,k=1,...,n)
i=k

zwischen diesen Produkten und den Zahlpartitionen (Ferrersdiagrammen).

Kann man also jedes symmetrische Polynom als Linearkombination von solchen Produkten schrei-
ben, d.h. als polynomiale Kombination der elementarsymmetrischen Polynome? Wie kann man
fiir ein beliebiges Polynom eine solche Darstellung finden ?

Beispiele:

vars:=[x1,x2,x3];
f:=mu([3,2,1],vars);
f:=poly(f,vars);



Prof. Grdbe: Invarianten endlicher Gruppen — Notizen zur Vorlesung 10

Der hochste Term z3z3xs stimmt mit dem von ejeses iiberein:

f1:=f-poly(e(3,vars)*e(2,vars)*e(1l,vars),vars) ;

Es bleibt als Rest das Polynom
—3x?x32s
Also gilt
1(3,2,1) = ejezes — 3e§.

f:=mu([4,2,1],vars);

f:=poly(f,vars);
f1:=f-poly(e(3,vars)*e(2,vars)*e(1l,vars) 2,vars);
f£2:=f1+poly(2*e(3,vars)*e(2,vars) "2,vars);
£3:=f2+poly(e(3,vars) "2xe(1,vars),vars); // =0

Also gilt
w(4,2,1) = eZeges — 2edes — eqea.

f:=mu([5,3,1],vars);

f:=poly(f,vars);
f1:=f-poly(e(3,vars)*e(2,vars) "2xe(1,vars) "2,vars);
f2:=f1+poly(2*e(3,vars) "2xe(1,vars) "3,vars);
£3:=f2+poly(2*e(3,vars)*e(2,vars) "3,vars);
f4:=£3-poly(4*e(3,vars) 2xe(2,vars)*e(1l,vars) ,vars);
f5:=f4+poly(3*e(3,vars) "3,vars); // =0

Also gilt
w(5,3,1) = elezes — 2elel + dejeqes — 3es.

Satz 5 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome)
Jedes symmetrische Polynom f(x,...,2,) € R = S kann eindeutig als polynomiale Linear-
kombination

flx1,...,x,) = Ple,...,en)
der elementarsymmetrischen Polynome dargestellt werden, d.h. die Abbildung

k[yla"wyn] —>S via Y; > €4

ist ein Ringisomorphismus.

Die elementarsymmetrischen Polynome eq,...,e, bilden also ein System von (algebraisch un-
abhéngigen) Basisinvarianten fiir die angegebene Gruppenaktion.

Die Darstellbarkeit beweist man wie oben, denn es gilt allgemein bzgl. der lexikografischen Term-
ordnung fiir eine Partition (a; > ... > a, > 0)

It(ef* ™2 ed279 epn ety = ot L 2l
Die Eindeutigkeit folgt aus dem Vergleich der Dimensionen von [R]q und [k[y1,...,¥yn]],; wenn

deg(y;) = i gesetzt wird.

Details zum Beweis siche [?].

Wendet man das Verfahren auf die hy an, so ergeben sich folgende Darstellungen:
hi1 =e;
hoy = e% — €9
hs = e? —2e1e9 + €3

hy =€ —36%62—}—6%—}—26163—64
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In allen Féllen kann man h; durch ej, j < i ausdriicken. Diese Beziehungen kann man allerdings
umstellen und auch e; durch hj, j < ¢ ausdriicken. Die Beziehung zwischen den h; und den e; kann
gut iiber die entsprechenden erzeugenden Funktionen ausgedriickt werden:

H(T) =Y haT*
d

= > (D) (221)* - (2, T)

(al""aa’ﬁ-)
1
1-—o1T)1—22T)...(1 —z,T)

E(T)=) esT*
- (f+ 1T+ 22T) ... (1 +2,7T)
Es gilt also
H(T) -E(-T) =1

und die Beziehungen (Newtonsche Relationen) zwischen den h; und e; ergeben sich daraus durch
Koeflizientenvergleich

Jedes homogene symmetrische Polynom kann als Linearkombination von Termen in ej,..., e,
desselben Grads dargestellt werden und diese lassen sich durch hq, ..., h, ausdriicken. Also bilden
die Terme in hq,...,h, vom Grad d ein k-lineares Erzeugendensystem von [R]q. Da es genauso
viele solche Terme vom Grad d in ey, ..., e, und in hy, ..., h, gibt, folgt daraus, dass auch

R =Elhy,...,hy]
gilt.

Satz 6 Der Ring R = S°* kann ebenfalls durch die ersten n Potenzsummen py,...,p, erzeugt
werden: Es gilt R = k[p1,...,pn). (p1,-..,pn) bilden also ebenfalls ein (algebraisch unabhéingiges)
System von Basisinvarianten.

Beispiel:

f:=mu([5,3,1],vars);

f:=poly(f,vars);
f1:=f-poly(p(5,vars)*p(3,vars)*p(1,vars),vars);
f2:=f1+poly(p(5,vars)*p(4,vars),vars) ;
£3:=f2+poly(p(6,vars)*p(3,vars),vars) ;
f4:=£f3+poly(p(8,vars)*p(1,vars),vars);
£5:=f4-poly(2xp(9,vars) ,vars);

Also gilt

w(5,3,1) = p1p3ps — papPs — P3Pe — P1Ps + 2Ppo.
In dem Beispiel werden allerdings auch pg, k > n, verwendet, so dass obiger Beweis fiir (h;) und
(e;) nicht unmittelbar iibertragen werden kann.

Beweis: Jedes homogene symmetrische Polynom kann als f = ), ux dargestellt werden. Die
Darstellung ergibt sich aus den Termen xtl“ ezt A= (ag > ... > ay > 0), in der expandierten
Darstellung von f.
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Fiithre Ordnung ein, so dass die lexikographisch kleinsten Partitionen die grofiten py ergeben. Dann
ist fiir iy > ... >4, > 0und pg :=1

Diy * - Din = M(ir,...;in) T Kleinere iy
und ein Termersetzungsverfahren fithrt wieder zu einer Darstellung von f durch p;,i < deg(f).

Die Aussage des Satzes ergibt sich nun daraus, dass jedes symmetrische Polynom durch die eleme-
tarsymmetrischen Polynome dargestellt werden kann und diese, wie eben bewiesen, durch p;,i < n.
Details siehe [?]. O

Invarianten der alternierenden Gruppe A,, C S,.
D(ml,...,a:n): H (xi—mj).
1<i<j<n

Ist unter S,, keine Invariante, sondern eine Semiinvariante bzgl. des Charakters sgn : S, — k*.
Fiir g € 5, gilt
D9 =sgn(g) - D.

Die Menge der Semiinvarianten zu einem Charakter x : G — k*
EVIS :={f € k[V] : f9=x(g)- f fir alle g € G}
bilden einen K [V]%-Modul.

Die Semiinvarianten der S,, bzgl. x = sgn heiflen alternierende Polynome.

Satz 7 Jedes Polynom f € S4» kann eindeutig als f = g + h D mit symmetrischen Polynomen
g, h geschrieben werden.

{e1,...,en, D} ist also ein System von Basisinvarianten von S An wobei D eine Sekundérinvariante
ist, fiir die D? € kleq, ..., e,] gilt.

Damit ist S4» = kley,...,e,] & D - kley,...,e,] = S & S eine Hironaka-Zerlegung von 54,

Beweis siche [?].
Sei A= (a1 > a2 > ... > a, > 0) eine Partition.

xclz1+n—1 xa2+n—2 xclzn
a1+n—1 as+n—2 An
X X X
a) =det | 72 2 2
a1+n—1 as+n—2 a

ist ein alternierendes Polynom vom Grad deg(ay) = |\ + w Die ay sind (nach Definition der
Determinante) genau die Bilder der z* unter Antisymmetrisierung, also ein Erzeugendensystem
von S’fg’;l. Auflerdem sind sie als alternierende Polynome durch D teilbar und haben somit die
Gestalt ay = sy - D. Die Polynome sy € S5 heifien Schurpolynome und spielen eine wichtige
Rolle in der Darstellungstehorie der S,,. Da offensichtlich It(ay) = = T" 25>+ 225" und damit
It(sx) = lt(uy) gilt, sind die sy eines fixierten Grads d alle linear unabhiingig. Da ihre Anzahl
gerade gleich der Vektorraumdimension von [R]q ist, ergibt sich als weitere Schlussfolgerung der
folgende Satz.

Satz 8 Die Schurpolynome s, € R = S, d I A, bilden eine k-Vektorraumbasis von [R] 4.

3 Grundlegende Eigenschaften des Invariantenrings

3.1 Transzendenzgrad und Priméirinvarianten

Im Folgenden sei immer G C GL(V) eine endliche Gruppe, die auf dem Vektorraum V der Li-
nearformen in S = k[V] = k[z1,...,x,] operiert, k ein Korper, so dass char(k) kein Teiler von
N = |G| ist (nicht modularer Fall) und R = S¢ der Invariantenring dieser Aktion.
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Der Korper k(V) der rationalen Funktionen auf V' ist der Quotientenkérper von k[V].

= (- )

bezeichnet man als den Invariantenkérper von G. Offensichtlich gilt die folgende Inklusion von
Korpern: k(V) D k(V)¥ D k und damit fiir die Transzendenzgrade

tr.deg(k(V) : k(V)) +tr.deg(k(V)C : k) = tr.deg(k(V) : k) =n.
Satz 9 Fiir den Invariantenkorper k(V)% gilt:
(1) (V)€ ist der Quotientenkérper von k[V]<.
(2) k(V)% hat Transzendenzgrad n iiber k.

(3) k(V)/k(V)% ist eine Galois-Erweiterung (d.h. normal und separabel) mit Galois-Gruppe G.

Beweis:

(1) f/hist in k(V)Y, wenn f9/h9 = f/h fiir alle g € G gilt. Durch Erweitern mit [ 1,1 h7 erhélt
man die Darstellung f/h = F/H mit H = [[,.qh? € R, F = f-[],,, h? = f/h-H € R. Also
ldsst sich jede rationale Invariante als Quotient invarianter Polynome darstellen.

(2) Betrachte

N
f(T) = [ (@—af) =T+ (-1 ex(aflg € G) - T" € S[T],
k=1

geG

wobei eg(...) die k-te elementarsymmetrische Summe in den angegebenen Termen ist. Diese For-
mel ergibt sich unmittelbar aus dem Satz von Vieta. Alle e(zf|g € G) sind invariant unter der
Aktion von h € G, denn (29" |g € G) ist eine Permutation der (2¢|g € G), symmetrische Polynome
aber invariant unter solchen Permutationen. Es gilt also sogar

f:(T) € SC[T).

Alle z; sind also algebraisch iiber k(V)% und damit ist auch k(') algebraisch iiber k(V)%.

Die z; sind sogar ganze algebraische Elemente iiber k[V]¢ und damit k[V]% in k(V)¢ ganzabge-
schlossen.

(3) folgt aus der Definition, da g € G auf k(V') als Kérperautomorphismus operiert. O
Beispiel: Cy-Aktion auf k[z, y].

JoT) = (T = &)(T = y)(T + 2)(T +y) = T* — (2% + y2)T° + 2>

Bemerkung: Aus dem Beweis des Satzes folgt sogar ein (allerdings nicht konstruktiver) Beweis,
dass es immer endlich viele Basisinvarianten gibt:

Aus dem Beweis folgt, dass S sogar modulendlich iiber der Algebra A = ka1, . .., Gmn]
ist. A ist als endliche Erweiterung von k noethersch, also der A-Untermodul R des end-
lich erzeugten A-Moduls S ebenfalls endlich erzeugt als A-Modul. Diese Erzeugenden
zusammen mit den a;; bilden ein System von Basisinvarianten. Dieser Beweis ist auch
im modularen Fall giiltig.

Eine maximale algebraisch unabhéngige Teilmenge F' C R aus homogenen Polynomen bezeichnet
man als System von Primdrinvarianten.
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Folgerung 1 (Charakterisierungssatz fiir Primirinvarianten)
Jedes System von Primérinvarianten von R hat genau n Elemente.

Die Menge homogener Polynome F = {fi,..., fn} C R ist ein System von Primérinvarianten,
wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1) {f1,..., fn} sind algebraisch unabhéingig.

2) {z1,...,x,} sind algebraisch abhéngig von {f1,..., fn}.

3) {fi,.-., fn} haben 0 € A" als einzige gemeinsame Nullstelle iiber k.

(1)
(2)
3)
(4)

4) Der Faktorring S/(f1,..., fn) hat die Krulldimension 0.

Beweis: (1)<(2) folgt aus Eigenschaften des Transzendenzgrads.

(2)=(3): Sei a # 0 gemeinsame Nullstelle und etwa a; # 0. Betrachte die nach (2) existierende
algebraische Relation

xi\/[—" Z Tik(fla"'afn)x§:07

k<M

die wir 0.B.d.A. als homogen voraussetzen konnen. Insbesondere sind die 7 (y1,...,yn) (mit
deg(y;) = deg(f;)) homogen vom Grad M — k > 0, so dass jeder Term wenigstens einen Faktor
fi enthilt und folglich 7 (f1,..., fn)(a) = 0 gilt. Es folgt a = 0, was der Annahme a; # 0
widerspricht.

(3)<(4) folgt aus der homogenen Version des Hilbertschen Nullstellensatzes: Beide Aussagen sind
dquivalent zu

rad(fi,..., fn) = (@1,...,25). (5)
(5)=(2): offensichtlich. O
Ein System von Primé&rinvarianten ist nicht eindeutig bestimmt, nicht einmal seine Grade: Mit
{fi,-.-, fn}ist auch {f{"*,..., f2} ein System von Primérinvarianten.

Satz 10 (Algorithmus von Dade zur Berechnung von Primérinvarianten)

Seien ly,...,l, € [S]1 Linearformen mit der Eigenschaft, dass I; in keiner der linearen Hiillen
Q9. N, g1y, g9im1 € G, liegt, so st

fi=1[Wi=1....n

geG

ein System von Primérinvarianten.

Ist k geniigend grof, so finden sich immer solche I;, da sie nur endlich viele echte Teilriume meiden
miissen.

Beweis: Sei a € A" eine gemeinsame Nullstelle der f;. Dann gibt es g; € G,i = 1,...,n, so
dass 17(a) = 0. Nach Konstruktion ist aber dimy(k(l{*,...,19")) = n. Das lineare GL.-S. {l{"i =
1,...,n} hat also nur die triviale Losung. O

Beispiel: Cy-Aktion auf k[z,y]. Nimm /; = 2. Dann ist f; = 22y? und die zu meidenden Teilriume
sind k(x),k(y). Also kann nicht I = y genommen werden. Aber ly = = + y geht, was fo =
(x +y)%(z —y)? = 2* + y* — 22%y? ergibt. Ist ein System von Primirinvarianten, aber nicht das
vom Grad her kleinste.

3.2 Der Reynolds-Operator

p:S—k[V] — R = k[V]® viap(f):ﬁng
geG
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Satz 11 (Eigenschaften des Reynold-Operators)

Der Reynoldoperator ist ein R-linearer Projektionsoperator, d.h.

1. pist k-linear,
2. p>=p,dh. p(I) =1 fiir I € R,
3. p(f-I)=1-p(f) fix f€S,I€R.

Insbesondere ist, wie bei jedem Projektionsoperator, p surjektiv und [S]s = p([S]a) ® (1 — p)([S]a)
eine Zerlegung des Vektorraums der Polynome vom Grad d in die direkte Summe aus dem inva-
rianten Teil und einem dazu ,,orthogonalen* Komplement. Aus 3. folgt, dass (1 — p)(S) sogar ein
R-Modul ist.

Ein Erzeugendensystem von [R]q findet man also, indem der Reynoldsoperator auf die Elemente
einer k-Basis von [S]y angewendet wird.

Ist G in SubRules-Darstellung gegeben, so kann der Reynolds-Operator wie folgt implementiert
werden:

Reynolds:=proc(f,G) local x;

begin
_plus(op(map(Lop(G)],x->subs(f,x))))/nops(G);

end_proc;

Beispiel: Noch einmal die Cy-Aktion auf kfz, y].

M:=Dom: :Matrix () ([[0,1],[-1,0]11);
G:=map([M~0,M,M"2,M"3] ,matrix2subrules, [x,y])

Invarianten:=d->{Reynolds (x"i*y~(d-1i),G)$i=0..d};

Invarianten(d)$d=1..8;

3.3 Der Endlichkeitssatz — Hilberts Beweis

Satz 12 (Hilberts Endlichkeitssatz)

Der Invariantenring R = k[V]¢ einer endlichen Matrixgruppe G C GL(V) ist als k-Algebra endlich
erzeugt, d.h. es existiert immer ein endliches System von Basisinvarianten.

Beweis: Sei I C S = k[V] das Ideal, das von allen homogenen Invarianten mit positivem Grad
erzeugt wird (etwa von den Invarianten p(m), wobei m alle Terme m # 1 aus S durchliuft). Nach
Hilberts Basissatz (VL Grébnerbasen und Anwendungen) ist jedes solche Ideal endlich erzeugt
und man kann sogar aus einem Erzeugendensystem des Ideals ein endliches Erzeugendensystem
auswihlen.

Seien also f1,..., fny € R homogene Invarianten, die I als S-Ideal erzeugen. Wir zeigen, dass diese
Invarianten bereits R als k-Algebra erzeugen.

Indirekter Beweis. Sei Ry = k[f1,...,fn] und f € R\ Ry eine homogene Invariante kleinsten
Grades. Wegen f € [ existiert eine Darstellung f = Zl r; f; mit r; € S. Wenden wir auf diese
Darstellung den Reynolds-Operator an, so erhalten wir

p(f)=f= Zp(n)fi

mit Invarianten p(r;) € R von kleinerem Grad als f. Folglich gilt p(r;) € Ry und damit auch

f=pri)fi € Ro. O
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Insbesondere erzeugen homogene invariante Elemente, die I als Ideal erzeugen, R als Algebra.

Der Beweis ldsst sich auf unendliche Gruppen verallgemeinern, fiir welche ein Reynoldsoperator
mit den oben zusammengestellten Eigenschaften definiert werden kann. Das ist z.B. fiir lineare
reduktive Gruppen moglich, wo die Mittelung iiber alle Gruppenelemente durch ein Integral iiber
das Haar-Mafl der Gruppe erreicht werden kann.

3.4 Emmy Noethers Gradschranke

Satz 13 (Emmy Noethers Gradschranke)

Der Invariantenring R = k[V]¢ der endlichen Gruppe G hat ein System von homogenen Basisin-
varianten vom Grad < |G| = N.

Beweis: Wir fithren neue Variablen uq,...,u, ein und betrachten die Ausdriicke

Se(u,x) == p ((v1z1 + ... + upzy))
1
= €] Z(ulmf + .t upzd)©

geG

als Polynome in (k[x])[u]. Der Koeffizient vor u{*...u%" mit a1 + ...+ a, = e ist (ein mglw.
positives Vielfaches von) p(z{* ... z%").

Andererseits bekommt man S, aus der Potenzsumme P, = yf + ... + y% durch Substitution
yi — urd + ...+ upxdi, wobei g; € G,i =1,..., N, alle Gruppenelemente durchléuft. Nach dem
Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen kann jede Potenzsumme in ¥4, . .., yn polynomial durch

die Potenzsummen P;,i < N dargestellt werden: P, = P.(Py,..., Py).

Damit gilt aber S, = P.(S1,...,Sn). Expandiert man die rechte Seite, sortiert nach u-Potenzen
und fiithrt einen Koeffizientenvergleich aus, so erhélt man eine polynomiale Darstellung der Invari-
anten p(x* ... z%) durch die Koeflizienten von S, . .., Sy, also durch homogene Invarianten vom
Grad < N. 0O

Beispiel: n = 1. Gruppen auf C[z] kénnen nur als g : © — ((g) = operieren, wobei ( € G* ein
Gruppencharakter ist. Ist die Gruppe endlich, so muss ((g) eine Einheitswurzel sein.

Treue Gruppenaktionen sind also genau die der zyklischen Gruppe Cn = (o) mit 2° = {y « und
einer primitiven N-ten Einheitswurzel (. Der Invariantenring ist C[z"]. Gradschranke wird hier
erreicht.

Beispiel: Skalare Aktionen der zyklischen Gruppe Cny = (o) auf Clz1, ..., x,] durch ¢ = (y ;.

Reynoldsoperator liefert

P2 ) = it .ol wenn play + ...+ an

0 sonst
Auch in diesem Beispiel wird die Gradschranke erreicht und ein System von Basisinvarianten
besteht aus allen Monomen vom Grad N.

Der Invariantenring der skalaren Cn-Aktion wird als k-Vektorraum also von den Termen erzeugt,
deren Grad ein Vielfaches von N ist. Diesen Ring bezeichnet man auch als N-ten Veronesering.

4 Permutationsdarstellungen

Als Permutationsdarstellung bezeichnet man die Aktion einer Untergruppe G C S, auf dem Po-
lynomring k[V] = k[xz1,...,x,] durch Variablenpermutation. Damit ist k[V]% D k[V]®" und nach
dem Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen bilden die elementarsymmetrischen Funktionen ein
System von Primérinvarianten fiir k[V]%.
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4.1 Ein Beispiel: Die Aktion der S; auf den Kanten des K,

Um mit Permutationsdarstellungen rechnen zu konnen, miissen zunéichst die Permutationen in
Permutationsmatrizen bzw. in Substitutionsdarstellungen umgewandelt werden:

permu2matrix:=proc(u:DOM_LIST) local i,M,n;
// Permutation in Permutationsmatrix umwandeln
begin n:=nops(u);
M:=Dom: :Matrix () (n,n);
for i from 1 to n do M[i,ul[i]]:=1 end_for;
return(M) ;
end_proc;

Beispiel:

vars:=[x1,x2,x3];
M:=permu2matrix([3,1,2]);

0 0 1
1 00
0 1 0

matrix2subrules:=proc(M:Dom: :Matrix () ,vars:DOM_LIST)

// Matrix in subRules-Darstellung umwandeln

local n,v,i;

begin n:=linalg: :matdim(M) [1];
v:=M*Dom: :Matrix () (n,1,vars);
[vars[i]=v[i]l$i=1..n];

end_proc;

Beispiel:

matrix2subrules (M, vars);
[x1 = x3, x2 = x1, x3 = x2]

Als néchstes ordnen wir den sechs Kanten des K4 die Variablen 1, ...

T zu:

HashTabelle:=proc(n) local u,T;

begin
u:=[{i,jr$i=1..(j-1)$j=2. .nl;
(T[ulil]:=1)$i=1. .nops(u);
T;

end_proc;

T:=HashTabelle(4);

,Yg liber eine Hashtabelle

Nun erzeugen wir die 24 Kantenpermutationen, indem wir jede der 24 Knotenpermutationen in
die zugehorige Kantenpermutation umrechnen, und wandeln diese Kantenpermutationen in der

SubRules-Darstellung um:

kantenpermutation:=proc(u:DOM_LIST,T) local i,j;

begin [T[{ulil,uljl}]1$i=1..(j-1)$j=2..nops(u)] end_proc;

u:=combinat: :permutations(4); // Die Elemente der S_4

v:=map(u,kantenpermutation,T) ;
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// Die Darstellung der S_4 als Untergruppe der S_6
vars:=[y1,y2,y3,y4,y5,y6];
w:=map (v,permu2matrix) ; // Matrixdarstellung
G:=map(w,matrix2subrules,vars); // SubRules-Darstellung

Nun koénnen wir mit dem Reynolds-Operator Invarianten in den verschiedenen Graden konstru-
ieren. In den folgenden Beispielen sind die Invarianten bereits so skaliert, dass sich nur Summen
von Termen ergeben.

e_1 := 6*Reynolds(y1,G);
e_2a :=12*Reynolds(yl*y2,G);
e_2b:= 3*Reynolds(yl*y6,G);

e1=y1+ Y2+ Y3 +Ys+Ys + Yo
€a =Y1Y2 +Y1Y3 +Y1Ys+Yoys +Y1Ys T Y2Ya +Y2Y6 +Y3Ys + Y3 Y6 + YaYs + Y4 Ye + Y5 Ye
€2 =Y1Y6 + Y2Ys + Y3 Y4

Wir sehen, dass dimy([R]1) = 1 gilt und sich die Invariante ey der symmetrischen Gruppe als
Summe zweier unter G invarianter Teilsummen ey = eg, + egp mit den Leittermen It(e2,) = y1 Y2
und lt(eap) = y1 ye darstellen lisst.

Ein Erzeugendensystem fiir die Invarianten aus [R]q erhalten wir, wenn wir auf die Terme vom
Grad d den Reynoldsoperator anwenden. Die folgende Funktion erzeugt alle Terme vom Grad d
iiber einer vorgegebenen Liste von Variablen.

Terme:=proc(d,vars) local u;

// Alle Terme vom Grad d produzieren

begin
if nops(vars)=1 then [vars[1]~d]
else u:=[op(vars,2..nops(vars))];

[op(map(Terme(d-i,u) ,x->vars[1] "i*x))$i=0..d]

end_if;

end_proc;

Wenden wir den Reynolds-Operator auf alle Terme vom Grad 2 an, so erkennen wir, dass neben
den bereits erzeugten Invarianten nur noch eine weitere Invariante entsteht

map ({op(Terme(2,vars))}, Reynolds, G);
p-2:= 6*Reynolds(y1°2,G);

Y12+ y2® +ys® +ya’ +ys® + e’

Diese hat den Leitterm y? und lsst sich aus €3 und e linear kombinieren, wird also fiir ein System
von Basisinvarianten nicht benétigt.

Analog erhalten wir eine k-Basis aus 6 Invarianten vom Grad 3. Der Leitterm jeder dieser Invari-
anten fillt jeweils mit dem erzeugenden Term zusammen.

e_3a := 4*Reynolds(yl*y2*y3,G);
e_3b := 4*Reynolds(ylxy2*y4,G);
e_3c := 12xReynolds(yl*y2x*y5,G);

u_31 := 6*Reynolds(y173,G);
u_32 := 6*Reynolds(yl~2xy6,G);
u_33 := 24*Reynolds(yl1~2xy2,G);
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Aus Invarianten kleineren Grads lassen sich die Invarianten e?, €1 e, und e egp mit den Leittermen
y3,y3y2 und y?ys erzeugen. Diese hiingen mit u31, u32, u33 wie folgt zusammen:

€3 = ugz1 + 3uzz + 3uzs + 6 (e3q + €35 + €3c)
€1€2q = U33 + 3€3q +3e3p + 2 e3¢

€1 egp = U3z2 + €3¢

Die Invarianten wug;, usz, uss lassen sich also durch €3, e; ea,, €1 €9 in einer k-Basis von [R]3 er-
setzen. Das System von Basisinvarianten besteht nach Analyse der Invarianten bis zum Grad 3
damit aus (e, €24, €25, €34, €3p, €3¢). Diese stehen offensichtlich in eineindeutiger Beziehung zu den
Isomorphieklassen von Teilgraphen des K4 mit vorgegebener Kantenzahl.

Im Grad 4 liefert der Reynolds-Operator eine k-Basis aus den folgenden 11 Elementen:

e_4a := 12+Reynolds(ylxy2x*y3x*y4,G);
e_4b := 4#Reynolds(ylxy2*y5xy6,G);

u_41 := 6*Reynolds(y174,G);

u_42 := 12*Reynolds(y1~3*y2,G);
u_43 := 6*Reynolds(yl1~3*y6,G);
u_44 := 12*Reynolds(y1~2xy2*y3,G);
u_45 := 12+Reynolds(yl~2xy2*y4,G);
u_46 := 12+Reynolds(yl~2xy2*y5,G);
u_47 := 12*Reynolds(y1~2*y272,G);
u_48 := 3*Reynolds(yl~2xy6°2,G);
u_49 := 24*Reynolds(y1~2*y2*y6,G);

Die beiden ersten Invarianten miissen zum System der Basisinvarianten hinzugenommen werden.
Die anderen neun Invarianten entsprechen Invarianten, die sich aus den bereits bekannten Basi-
sinvarianten vom Grad < 4 kombinieren lassen und diese neun Kombinationen haben paarweise
verschiedene Leitterme, sind also ihrerseits linear unabhéngig.

Das dndert sich erstmals im Grad 5. Neben der neuen Invarianten
e_5 := 6*Reynolds(yl*y2*y3*y4d*y5,G);

gibt es 17 weitere Invarianten, denen 17 Invarianten vom Grad 5 gegeniiberstehen, die sich aus
den bisher berechneten Basisinvarianten vom Grad < 5 kombinieren lassen. Allerdings fallen die
Leitterme der Invarianten u; = egpe3. und us = €7 €4 zusammen, so dass wir nicht wie bisher
allein aus der Inspektion der Leitterme auf die lineare Unabhéngigkeit schlieen kénnen. Jedoch
gilt

U — Ug — €5 = y%ygyg + kleinere Terme
und der Leitterm y?ysy2 ist neu, so dass auch im Grad 5 die abgeleiteten Invarianten linear
unabhéngig sind.

Im Grad 6 werden die Zusammenhénge noch uniibersichtlicher, so dass die Untersuchungen hinaus
schieben wollen, bis wir weitere Analysewerkzeuge in der Hand haben.

4.2 (G-Orbits und der Orbitsatz

Permutationsdarstellungen haben gegeniiber allgemeinen Darstellungen eine Besonderheit: G ope-
riert nicht nur auf S, sondern bereits (Grad erhaltend) auf den Termen T' = T'(x1, . .., 2, ) selbst.

Fiir m € T kénnen wir das Orbit m® := {m9 € T : g € G} und den Stabilisator G,, :== {g € G :
m9 = m} definieren.
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Fiir g, h € G bezeichnet man g" = h='gh € G als zu g konjugiertes Element und g% = {g" : h €
G} als Konjugationsklasse des Elements g € G.

Satz 14 (Orbitsatz)

1. {m% : m € T} ist eine Klasseneinteilung von 7', d.h. zwei Orbits m{ und m§ mit mq,ms €
T fallen entweder zusammen oder sind disjunkt.

Die zugehérige Aquivalenzrelation wird definiert durch

my~me < JgeG :mg=mj.

2. Der Stabilisator G,, ist eine Untergruppe von G.

Gilt m; ~ mg, so sind die zugehorigen Stabilisatoren zueinander konjugierte Untergruppen.
Insbeosndere sind die Stabilisatoren der Elemente m € T aus einem Orbit gleich méchtig.

3. |mS| = |G : |G-

Dieser Satz gilt fiir beliebige Mengen T' mit G-Aktion. Insbesondere ist er richtig fiir die Aktion von
G auf sich selbst durch Konjugation. Orbits unter dieser G-Aktion sind die Konjugationsklassen.
Konjugationsklassen fallen also ebenfalls entweder zusammen oder sind disjunkt.

Fiir eine Permutationsdarstellung besteht eine k-Basis von [R]4 also aus den verschiedenen Orbit-
summen Orb(m) = >, o t, denn Orb(m) stimmt mit Reynolds(m, G) bis auf einen Skalierungs-
faktor tiberein und die Summandenmengen zweier verschiedener Orbitsummen sind disjunkt.

Beispiele fiir solche Orbitsummen sind etwa die monomialen symmetrischen Funktionen p(\) bzgl.
der Aktion der vollen Permutationsgruppe S, .

Solche Orbitsummen fallen zusammen oder sind disjunkt. Die Vektorraumdimension der homo-
genen Invarianten vom Grad k kénnen wir also durch Abzdhlen der verschiedenen Orbitsummen
im entsprechenden Grad bestimmen. Dazu bilden wir die Menge {. ..} der durch Anwenden des
Reynoldsoperators auf die Menge aller Terme vom Grad k erzeugten Orbitsummen (was automa-
tisch doppelt auftretende Elemente entfernt) und bestimmen mit nops die Anzahl der Elemente
dieser Menge. Eine entsprechende Funktionsdefinition in MuPAD lautet

H:=k->nops (map ({op(Terme (k,vars))}, Reynolds, G));
Fiir unser Beispiel der S4-Aktion auf den Kanten des K4 ergibt sich damit als Molienreihe
HK:=_plus (H(k)*t"k$k=0..10)

T+t+3t2 4663+ 11t + 1865 +32¢5 +48¢" + 758 +111¢° 4+ O(¢'9)

Weiter erkennen wir, dass es = eaq + €2p, €3 = €34 + €3p + €3. Und e4 = eyq + €4 die Zerlegung
des jeweiligen elementarsymmetrischen Polynoms in die Summe von Orbitsummen ist, wihrend
e1, es und eg zugleich auch Orbitsummen sind. Diese Polynome stehen auflerdem in eineindeutiger
Beziehung zu den Isomorphieklassen von Untergraphen des K4 mit jeweils £ = 1,...,6 Kanten,
was uns hier aber nicht interessieren soll.

Welche Teilmengen dieser Invarianten kénnen (statt e, ..., eg) als System von Primérinvarianten
verwendet werden? Rechnung mit MuPAD zeigt

sys:=[e_1,e_2a,e_2b,e_3a,e_3b,e_3c];
solve(sys,vars, IgnoreSpecialCases) ;

dass dieses System nichttriviale Losungen besitzt und folglich nicht als Primérinvarianten durch-
geht. Analog kann man andere Kombinationen durchprobieren. Dies kann iiber die Analyse der
Dimension entsprechender Teilsysteme mit groebner: :dimension genauer untersucht werden.
Zum Beispiel zeigt
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sys:=[e_1,e_2a,e_2b];
groebner: :dimension(sys) ;

dass dieses Teilsystem ein Nullstellengebilde der Dimension 3 hat und folglich algebraisch un-
abhéngig ist. Untersuchen wir mogliche andere Ergénzungen

sys:=[e_1,e_2a,e_2b,e_3a,e_3b,e_4al; // (1)
sys:=[e_1,e_2a,e_2b,e_3a,e_3b,e_4bl; // (2)

mit groebner: :dimension, so erkennen wir, dass (1) nichttriviale Lésungen hat, (2) dagegen ein
System von Primérinvarianten ist. Ro = kl[eq, €24, €2b, €34, €30, €4p] hat die Hilbertreihe
1

HEo=mya—era—pra—n

und ein Vergleich der Taylorreihen
taylor (HK-HKO,t)

2 +2t5 4+ ...

zeigt, dass eine weitere Sekundérinvariante im Grad 3 zu suchen ist. Klar, dies ist es. und die
niichste Niherung des Invariantenrings (die Existenz einer Hironakazerlegung vorausgesetzt) Ry =
Ro @ e3. Ro hat die Hilbertreihe HK; = (1 + t3) HKj. Der Vergleich dieser Hilbertreihen

taylor (HK-(1+t~3)*HKO,t)

ergibt eine weitere Sekundirinvariante im Grad 4 (e4q) usw. Bis zur gegebenen Genauigkeit O(¢1°)
finden wir schliefflich eine Zerlegung

Ro @ e3c Ro © e4qa Ro @ e5 Ro @ eg Ry © ug Ro
wovon wir einzig die Invariante vom Grad 9 noch nicht verstehen.
taylor (HK- (1+t~3+t"4+t 5+t~ 6+t ~9) *HKO,t)

liefert auch bei hoherer Anfangsgenauigkeit von HK nur Terme innerhalb der Toleranzgrenze, so
dass wir vermuten konnen, ein vollstandiges System von Sekundérinvarianten gefunden zu haben,
wobei die genaue Bestimmung von ug noch aussteht.

4.3 Darstellung von Permutationen

Darstellung als Liste, als Funktionswert-Tabelle, als Diagramm. Begriff des Zyklus und Zerlegung
in elementfremde Zyklen.

Satz 15 Jede Permutation o € S, besitzt eine Darstellung als Produkt elementfremder Zyklen.
Die Faktoren einer solchen Darstellung kommutieren miteinander. Die Darstellung ist eindeutig
bis auf die Reihenfolge der Faktoren.

Die Léngen der Zyklen in dieser Darstellung bezeichnet man auch als den Zyklentyp von o.

Zwei Permutationen sind genau dann zueinander konjuguiert, wenn sie denselben Zyklentyp haben.

Sind G,G’ C S, zwei zueinander konjugierte Permutationsgruppen, also G’ = {¢~tgo : g € G}
fiir ein 0 € S),, so sind die Invariantenringe dieser Gruppen ,,im Wesentlichen* gleich. Genauer:
Die Variablenumbenennung y; = Z5(;),% = 1,...,n, induziert einen Ringisomorphismus

S =k[x1,...,x,] — S =kly1, ..., ynl,
der die G-Aktion auf S in die G’-Aktion auf S’ {iberfiihrt:

g
Yi = To(i) 7 Lgo(i) = Yo—1go(4)
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Folgerung 2 Die Invariantenringe der Permutationsdarstellungen zueinander konjugierter Per-
mutationsgruppen sind isomorph.

4.4 Beispiel: Aktionen der Untergruppen der S, auf Q[zy,x2, x3, 14]

Untergruppen der Sy sind durch die Zyklentypen ihrer Elemente jeweils bis auf Konjugation ein-
deutig bestimmt. Wir kénnen zur Bestimmung des zugehdrigen Invariantenrings jeweils einen spe-
ziellen Vertreter wéhlen, da die Invariantenringe konjugierter Untergruppen zueinander isomorph
sind.

Eine Permutationsgruppe G C S,, heifit fizpuntkfrei, wenn es kein 1 <14 < nmit g(i) =i tiralle g €
G gibt. Hat G C S4 etwa den Fixpunkt ¢ = 4, so ist x4 invariant und die Invariantenbestimmung
fiir G ldsst sich auf eine Invariantenbestimmungsaufgabe iiber Q[z1, 2, 3] zuriickfiihren:

Q[z1, 72, 23, 74)% = Q[21, 72, 23]¢ @ Q[24].

Wir wollen uns deshalb auf die Bestimmung der Invarianten der fixpunktfreien Permutationsgrup-
pen Cy, V4, Dy und Ay beschrianken.

Mit MuPAD koénnen wir diese Gruppen wie folgt generieren: Wir nehmen erzeugende Permu-
tationen, transformieren diese mit Hilfe der Funktion combinat::permutations::toMatrix in
Permutationsmatrizen, erzeugen daraus die jeweilige Menge der Gruppenelemente und wandeln
diese Menge schlieflich in die SubRules-Darstellung um.

Die zyklische Gruppe C; — Die Quadratdrehgruppe

vars:=[x1,x2,x3,x4];
sl:=combinat::permutations::toMatrix([2,3,4,1]1); // (1234)
M_C4:={s1"i$i=0..3};

C4:=map(M_C4,matrix2subrules, [x1,x2,x3,x4]);

Die Kleinsche Vierergruppe V, — Eine spezielle Teilgruppe der Quadratsymmetrien

s2a:=combinat: :permutations::toMatrix([2,1,4,3]1); // (12)(34)
s2b:=combinat: :permutations::toMatrix([3,4,1,2]1); // (13)(24)
M_V4:={s2a"0,s2a,s2b,s2a*s2b};

V4:=map (M_V4,matrix2subrules, [x1,x2,x3,x4]);

Die Diedergruppe D, — Die Gruppe der Quadratsymmetrien

M_D4:={(s1"i,s2a*s171)$i=0..3};
sl*s2a = s2a*s1°3; // = (13)
D4 :=map(M_D4,matrix2subrules, [x1,x2,x3,x4]);

Die Gruppe der geraden Permutationen A, — Die Drehgruppe des Tetraeders

s3:=combinat::permutations::toMatrix([2,3,1,4]); // (123)
M_A4:={(83"1i,s2a*s371,s2b*s371,s2a*s2b*s371)$i=0..2};
s2a*s3 = s3*s2b; // = (243)

s2b*s3°2 = s3°2%s2a; // = (234)

A4 :=map(M_A4,matrix2subrules, [x1,x2,x3,x4]);

Die Invarianten der Cy

Sei wie immer R = S¢ der Invariantenring. Vektorraumbasen von [R]4 kénnen fiir die einzelnen
Gruppenaktionen nach dem bisher entwickelten Schema bestimmt werden. Betrachten wir zunéchst
Cy und bestimmen nach dem oben beschriebenen Schema ein Anfangsstiick der Molienreihe
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H:=k->nops (map ({op (Terme (k,vars))}, Reynolds, C4));
HR:=_plus (H(k)*t"k$k=0..10)

T+t +322 4583 +10t* +14¢° +221° + 307 + 43¢% + 55 + O(t'?)

Nun begeben wir uns auf die Suche nach entsprechenden homogenen Invarianten in kleinen Graden:
e_1 :=4xReynolds(x1,C4);

//== Grad 2: 3 Invarianten
map ({op(Terme (2,vars))}, Reynolds, C4); nops(%);

Die drei Orbitsummen haben die Leitterme 33%,331332,331333. Aus der Invarianten e; vom Grad 1
2

liisst sich eine Invariante e? vom Grad 2 mit dem Leitterm 2% erzeugen. Die beiden Invarianten
e_2a:=4*Reynolds(x1*x2,C4);
e_2b:=2*Reynolds(x1*x3,C4);

dagegen sind neu und fiir ein System von Basisinvarianten erforderlich. Da die Leitterme paarweise
verschieden sind, haben wir also folgende Vektorraumbasis fiir [R]s gefunden:

B_2:=[e_1"2,e_2a,e_2b];

Diese drei Invarianten sind auch algebraisch unabhéingig, wie die Analyse mit groebner: :dimension
zeigt.

Im Grad 3 gehen wir dhnlich vor:

//== Grad 3: 5 Invarianten
U_3:=map ({op(Terme(3,vars))}, Reynolds, C4); nops(%);

Neben den Invarianten, die man aus By durch Multiplikation mit e; finden kann, sind das

e_3a:=4*Reynolds(x1~2%x4,C4);
e_3 :=4xReynolds(x1*x2%x3,C4);

Test mit groebner: :dimension zeigt, dass keine dieser beiden Invarianten (eq, €s,, €2) zu einem
algebraisch unabhéngigen System ergénzt.

Im Grad 4 beginnen wir mit Invarianten, die sich aus Invarianten kleineren Grades erzeugen lassen

//== Grad 4: 10 Invarianten
U_4:=map ({op(Terme(4,vars))}, Reynolds, C4); nops(%);
B_4:=[op(map(B_3,u->u*e_1)) ,op(Terme(2, [e_2a,e_2bl1))]; nops(%);

und bestimmen diejenigen Leitterme von Invarianten aus Uy, die damit noch nicht erfasst sind.
Invarianten mit diesen Leittermen kénnen wir als die zugehorigen Orbitsummen generieren.

e_4a:=4*Reynolds (x172*x2*x4,C4) ;
e_4b:=4*Reynolds(x1~2*x3*x4,C4) ;
e_4 :=Reynolds(x1*x2*x3*x4,C4);

Jede von diesen Invarianten ist algebraisch unabhingig von (e1, eaq, €ap), so dass wir als System
von Primérinvarianten etwa (e, €24, €25, €4) nehmen konnen. Wir setzen Ry = kley, eaq, €2p, €4]

mit der Hilbertreihe 1

Ho = I-—t)1—2)2(1—th)
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Zwei der 8 Elemente von By haben den gleichen Leitterm x?waz3, so dass die bisherige Argu-
mentation fiir den Nachweis der linearen Unabhéngigkeit der erzeugten Invarianten nicht mehr
greift. In der Tat ist eine von ihnen iiberfliissig, denn wir wissen dimy([R]4) = 10, haben aber 11
Invarianten vom Grad 4 konstruiert. Gaussreduktion liefert die Beziehung

e1e3 = egq€ap +4es + e4q,

so dass wir eine der vier beteiligten Invarianten fiir eine Vektorraumbasis By von [R]s weglassen
konnen. Allerdings wird es damit auch deutlich schwieriger, in den néchsten Graden ein linear
unabhéngiges System von solchen Invarianten anzugeben, die sich aus Invarianten kleineren Grades
erzeugen lassen.

Wir kénnen unsere bisherigen Untersuchungen zusammenfassen zu der Aussage, dass — Hironaka-
zerlegung vorausgesetzt — der Invariantenring die Zerlegung

R=Ry®esRyPess RoPesa Rob...
hat. Ein Vergleich der Hilbertreihen

HRO:=1/((1-t)*(1-t"2) "2%(1-t"4));
taylor (HR- (1+2%t~3+t"4)*HRO,t) ;

liefert nur noch Terme der GroBe O(t!°), was darauf hindeutet, dass wir schon den ganze Invari-
antenring gefunden haben.

Die Invarianten der Vj,

Bestimmen wir nach demselben Prinzip die Invarianten der V.

H:=k->nops (map ({op(Terme (k,vars))}, Reynolds, V4));
HR:=_plus (H(k)*t k$k=0..10)

T4+t +4t2 4563+ 114+ 1445 + 2445 +30¢7 + 4513 + 5567 + O(t1°)
e_1 :=4*Reynolds(x1,V4);

e_2a:=2*Reynolds(x1*x2,V4);
e_2b:=2*Reynolds(x1*x3,V4);
e_2c:=2*Reynolds(x1*x4,V4);

Wir haben 4 Invarianten gefunden und stellen mit groebner: :dimension fest, dass es sich be-
reits um ein System von Primérinvarianten handelt. Wir setzen Ry = k[e1, €24, €2p, €2.] mit der

Hilbertreihe 1

h=a=ya-ep

Ein Vergleich der Hilbertreihen

HRO:=1/((1-t)*(1-t72)"3);
taylor (HR-HRO,t);

zeigt, dass eine weitere Sekundérinvariante im Grad 3 zu suchen ist.

e_3 :=4xReynolds(x1*x2*x3,V4);
taylor (HR-(1+t~3)*HRO,t) ;
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Damit scheinen wir alles gefunden zu haben, was die Vermutung R = Ry @ e3 - Ry nahe legt.

e3 als Invariante vom Grad 6 muss eine Zerlegung als Element der Summe [Ryls @ e3 - [Rols
haben. Die folgende Funktion ist eine Verallgemeinerung der Funktion Terme und bestimmt alle
gewichteten Terme vom Grad d, wobei der zweite Parameter die Liste der Variablen und der dritte
Parameter die Liste der zugehorigen Grade enthilt.

WeightedTerms:=proc(d,vars,w) local u,v;
begin
if nops(vars)<>nops(w) then
error("Zahl der Gewichte und Terme muss ibereinstimmen")
end_if;
if d<0 then []
elif nops(vars)=1 then
(if d mod w[1]=0 then [vars[1]~(d/w[1])] else [] end_if)
else u:=[op(vars,2..nops(vars))]; v:=[op(w,2. .nops(vars))];
[op(map (WeightedTerms (d-i*w[1],u,v),x->vars[1]~i*x))$i=0..d/w[1]]
end_if;
end_proc;

Eine Basis der Terme vom Grad 6 in [Rgle @ e3 - [Ro]3 ergibt sich dann als

uhu:=[op(WeightedTerms (6, [e_1,e_2a,e_2b,e_2c],[1,2,2,2])),
op(map (WeightedTerms (3, [e_1,e_2a,e_2b,e_2c], [1,2,2,2]) ,u->e_3%*u))]

Losen wir das entsprechende lineare Gleichungssystem mit unbestimmten Koeffizienten a;, i =
1 24

geeey

p:=_plus(a.i*uhul[i]$i=1. .nops(uhu))

sys:={coeff(e_3"2-p,vars)};
sol:=solve(sys);
subs(p,sol[1]);

so ergibt sich mit E = (eaq, eap, €2.) die folgende algebraische Abhéingigkeitsrelation

1 1
6% — €1 €3 el(E) + Ze? €3 — Ze% . GQ(E) +M(271)(E) +2- 63(E) =0.

5 Die Molienreihe

Fassen wir unsere bisherigen Kenntnisse iiber die Niitzlichkeit von Hilbertreihen in der Invarian-
tentheorie zusammen:

Ist Ry der freie Polynomring, der von Primérinvarianten erzeugt wird, und R = h1-Ro®- - -Shi- Ry
eine Hironaka-Zerlegung des Invariantenrings mit den Sekundirinvarianten hq, ..., hy (etwa mit
hi1 = 1) und deg(h;) = d;, so gilt
H(R,t) = (% + .-+ t%) H(Ry, ).
Andererseits konnen wir wie in obigem Beispiel R als Faktorring R = Q[e1, €24, €2p, €2¢, €3]/ (f)
darstellen und erhalten aus der entsprechenden Formel fiir die Hilbertreihe
1—1¢5 1417

= aha-era-m  G-na-oF

Aus der Taylorreihenentwicklung dieser Funktion kénnen wir die Vektorraumdimensionen der
einzelnen Grade von R = Ry @ e3 - Ry und damit die Anzahl der aus den Basisinvarianten nach
obigem Schma erzeugbaren Invarianten des jeweiligen Grads ablesen:
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f:=(1+t"3)/((1-t)*(1-t"2)"3);
taylor (f,t=0,20);

14t4+42 4583 +11t* + 1465 + 245 +30¢7 + 45¢% +55¢° + 76 ¢10 + 91 ¢ + 119¢12
+ 14087 + 176 £ + 204 ¢"° + 249¢'° + 285¢'7 + 340¢'® + 385 ¢'7 + O (t*°)

5.1 Der Satz von Molien

Der folgende Satz erlaubt es, auch die Vektorraumdimensionen dimyg([R].) fiir den Invarianten-
ring selbst zu bestimmen, die wir in den bisherigen Beispielen jeweils aus der Anwendung des
Reynoldoperators auf eine Basis von [S]. bestimmt hatten (wobei wir fiir die Feststellung der
linearen Unabhéngigkeit die spezielle Struktur der Invarianten einer Permutationsdarstellung als
Orbitsummen ausgenutzt hatten). Ein Vergleich der beiden Dimensionen erlaubt Riickschliisse, ob
das System der Basisinvarianten bereits vollsténdig ist.

Satz 16 (Satz von Molien, 1897) Die endliche Gruppe G C Gl(n, k) operiere auf den Line-
arformen des Polynomring S = k[z1,...,x,]. Dann gilt fiir die Hilbertreihe des Invariantenrings
R =S¢

1 1
HRt)=—> ———
(B.1) = i gezcdet(En—t-Mg)’

wobei g = M, = M;l) € Gl(n, k) die Matrixdarstellung der Aktion von g € G auf den Linearfor-
men [R]; von R und E,, die Einheitsmatrix ist.

Die Hilbertreihe eines Invariantenrings wird deshalb auch als Molienreihe bezeichnet.

Beispiel: Fiir die Aktion der V; auf S = Q[z1, x2, 23, 4] ergibt sich wegen

0 0 01 0010 0 1 0 0 1.0 0 0
Mo — 0 010 0 0 01 10 0 0 01 00
Vi 01 00)f2 00O 0’10 O O 1]°(0 O 1 O
10 00 01 0 0 0 01 0 0 0 01

als Hilbertreihe des Invariantenrings

1 1 3 2 —t+1
H(SV,t) = - =
(57,1) 4<(1—t)4+t4—2t2+1) 483 — 12 —2¢ —t+ — 25+ 16 + 1

und aus der Taylorreihe die zu erwartenden Vektorraumdimensionen ebenfalls als

L+t+4¢+ 56+ 116"+ 1447 +241° + 3017 + 45¢% +55¢° + 76 ¢'0 + 91 ¢ 4 119¢'2
+ 14047 + 176 £ + 204 ¢"° + 249¢'° + 285¢'7 + 340¢'® + 385 ¢'7 + O (t*°)

Beide Reihen sind auch als rationale Funktionen identisch, wie sich aus
normal (f) ;

sofort erkennen lisst. Damit stimmen die Vektorraumdimensionen der homogenen Komponenten
von R = Ry @ es3- Ry und S in allen Graden iiberein, so dass wir damit bewiesen haben, dass R
bereits der volle Invariantenring ist.

Die beiden Reihen — die aus dem Satz von Molien berechnete Hilbertreihe des Invariantenrings
und die Hilbertreihe des aus den bisher konstruierten Primér- und Sekundérinvarianten erzeugten
Ro-Moduls — erlauben es auch im allgemeinen Fall schnell die Grade zu finden, in welchen evtl.
noch Invarianten fehlen bzw. die Vollstdndigkeit eines Systems von Basisinvarianten festzustellen.
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5.2 Invarianten zyklischer Gruppenaktionen

Beispiel: Obige Aktion der Cy auf Q[z1, z2, 3, x4].
G = C4 wird erzeugt von g = (1234), was der Matrix

000 1
100 0
My=s1=14 1 0 0
0010

entspricht. Diese Matrix hat (iiber K = Q[i]) eine Basis aus Eigenvektoren

linalg: :eigenvectors(sl);

Y1 =1+ T2 + 13+ 24 mit y{ =y
Yo =T1 —Tg+ T3 — T4 mit y§ = —yo = i Yo
ys = 1(z1 — x3) + (w2 — 24) mit y§ = iys
ys = i(w1 —x3) — (w2 —24) mit yf = —iys = ¥y

Invarianten kann man in den (y;) einfacher ausdriicken als in den (z;), denn g iiberfithrt einen
Term m € T(y) in ein skalares Vielfaches, so dass R = S¢ eine K-Basis aus invarianten Termen
m € T(y) besitzt. Solche invarianten Terme sind etwa y1, Y2, y3y4, 3, y3. Solche Invarianten lassen
sich mit B~! zu Invarianten in den (z;) transformieren, wobei B die Matrix des Basiswechsels
yT =B -xT ist.

Dies gilt generell fiir zyklische Gruppenaktionen: Wenn G = (o) eine (regulire) zyklische Grup-
penaktion auf k[z1,...,z,] = k[V] induziert, so hat M, iiber einer algebraischen Erweiterung K /k
eine Basis aus Eigenvektoren y1, ..., ¥,, wobei y! = B -xT gilt fiir eine Basiswechsel-Matrix B €
Gl(n, K). Die Eigenwerte dieser Eigenvektoren sind N-te Einheitswurzeln mit N = ord(c) = |G].
Bezeichnet € € K eine primitive N-te Einheitswurzel, so gilt

Yy, =%y, firi=1,...,n

und geeignete Exponenten a; € N. Damit wird unter o (und folglich unter allen Elementen von G)
ein Term m = y{* ... y% € T(y) in ein skalares Vielfaches von m iiberfithrt und jede Invariante
ist eine Summe von invarianten Termen. Eine solche Gruppenaktion bezeichnet man auch als
diagonale Gruppenaktion.

m ist genau dann invariant unter o, wenn
101 + - F apay = 0 (HlOd N)
gilt.

Insbesondere ist yid e T(y) mit d; = m der invariante univariate y;-Term kleinsten Grades

P={ﬁ%~wﬁ}

damit ein System von Primérinvarianten. Jeden anderen invarianten Term m € T'(y) kann man
eindeutig in ein Produkt m = mg - m1 mit m; € T(P) und

und

mo € ¥ = {y‘flyg" eT(y)] ZM%EO (mod N) und V 0 < qa; <di}

zerlegen. ¥ ist eine endliche Menge (wegen 0 < a; < d;) und ein System von Sekundérinvarianten.
Die Menge aller invarianten Terme aus T'(y) zerfiillt in die disjunkte Vereinigung der Mengen

U m-T(P).

meX
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Da jede Invariante eine Summe invarianter Terme ist, ergibt sich daraus fiir den Invariantenring
R = K[V]% mit Ry = K[P] die Hironaka-Zerlegung

R = @mRo

meX

Fiir obiges Beispiel ergibt sich P = {yl, y3, s, yi‘},

S = {1, ysYa, y2 U3, Y2 U3 U3 Y3 Y2 Y3 Vi Y2 U3 Yar Y3 U3 §
und damit fiir die Hilbertreihe von R

14+2 4263 +t2 + 25 + 46

HE) == —ma -y

Die Taylorreihenentwicklung zeigt, dass sich dieselben Dimensionen der homogenen Komponenten
ergeben wie in unseren fritheren Berechnungen.

taylor (f,t=0,10);

1+t+3¢7+5¢5+10¢" + 14¢° +22¢° 4+ 30¢" + 43¢° + 55¢° + O (')

Allerdings haben die Primérinvarianten dabei hohere Grade und aus der Menge der konstru-
ierten y-Basisinvarianten kann auch kein anderes Teilsystem als System von Primé&rinvarianten
ausgewihlt werden. Wir sehen an diesem Beispiel, dass die Grade der Primérinvarianten nicht nur
nicht eindeutig bestimmt sind, sondern selbst die Minimalgrade der Primérinvarianten von der
Koordinatenwahl abhéngen kann.

Zusammenfassend gilt also der folgende

Satz 17 (Struktursatz iiber Invarianten einer diagonalen zyklischen Gruppenaktion)

Ist y1,...,yn eine Basis von V, in der die Aktion der zyklischen Gruppe G = (o) diagonal mit
Yo =e%y;, i=1,...,n,ist, und R = K[y]% der zugehorige Invariantenring, so bildet

P={yf1,---,yi"}

—___ ein System von Priméirinvarianten kleinstmoglichen Grads
ged(N,a;) N

mit dz =

> = {y‘flyzn €T(y)|V0<a; <d; und Zaiaizo (mod N)}

ein System von Sekundérinvarianten und der Invariantenring besitzt die Hironaka-Zerlegung

R= @m-RO.

meX

5.3 Beweis des Satzes von Molien

Wir wollen im Weiteren eine Gruppe G, die regulér auf einem endlichen Vektorraum V' operiert,
immer mit der Untergruppe {M, : g € G} C GI(V) identifizieren und eine solche Gruppe als
Matrixgruppe bezeichnen.

1. Fiir eine Matrix A héngen deren Spur Tr(A) und deren Determinante det(A) nicht von der
Basiswahl ab.
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2. Ist P : V — V ein Projektionsoperator und Mp dessen Matrix, so gilt dimg(P(V)) =
Tr(Mp): Wegen V = P(V) @ (1 — P)(V) kénnen wir eine Basis von V' als Vereinigung von
Basen aus beiden Komponenten wéhlen und Tr(Mp) bzgl. dieser Basis berechnen.

3. Der Reynoldsoperator p ist ein Projektionsoperator auf allen [S]4. Sind M,gd) und Mg(d) die
Matrizen der Aktionen von p und g € G jeweils auf [S]4, so gilt also fiir die Hilbertreihe des
Invariantenrings R = S¢

=> Tr(M")t Z Z Tr(M{™)t S e
d>0 d>0 geG |G| geG \d>0

und es bleibt nur noch zu zeigen, dass fiir jedes g € G

1
S Tr(MP) = —————
= g det(E —t My)

gilt.

4. Fiir g € G existiert eine Basis aus Eigenvektoren yi,...,y, mit zugehorigen Eigenwerten
ALy ... An. In dieser Basis ist M, diagonal und es gilt

det(E — t M,) H 1—t\)
=1

5. Die Terme vom Grad d in T'(y) bilden eine Basis aus Eigenvektoren von g von [S]4, wobei
yit .. yon den Eigenwert AJ' ... A% hat. Also gilt

Tr(M{)y =" > A

a1+-+an=d

und

ZT’I"(Mg(d))td = Z /\‘111 . /\an fartetan HZ )\ t

d>0 (a1,...,an) i=1a=0 i=1

5.4 Die Molienreihe von Permutationsdarstellungen

Eine Permutation o € S, lidsst sich immer als Produkt elementfremder Zyklen darstellen, deren
Léngen eindeutig bestimmt sind. Ist I; die Zahl der Zyklen der Linge ¢ in dieser Darstellung
(also insbesondere Iy + 21y + -+ - +nl, = n), so wird die Folge (I1,...,l,) (auch als 1/122 . pl»
geschrieben) als Zyklentyp von o bezeichnet.

Fiir Permutationsdarstellungen léasst sich die Molienreihen-Formel auf besonders einfache Weise
aufschreiben:

Lemma 1 Hat die Permutation g € S,, den Zyklentyp (l1,...,0,), so gilt fiir die zugehorige
Permutationsmatrix M, € Gl(n, Z)

det(Ey, ﬁ 11—t
i=1

Beweis: M, hat Blockdiagonalstruktur mit Blécken D,,,...,Dg,, so dass det(E, — tM,) =
1, det(Eq, — t Dg,) gilt. Fiir die Matrix D, gilt det(E, —tD,) =1—1t* O
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Beispiele:
G:C4I
1 1 2 1 _ P2 —t+1
ARt =7 ((1—75)4 oo T (1—t2)2> T e+ 1) (—1)
G =V,
1 1 3 t2—t+1
H(R1) =7 ((1—t)4 - (1—t2)2> Tt —1)
G:D4Z
1 1 2 3 2
H(R,t) = 3 <(1—t)4 + 1 — ) + 1)z + (l—t)z(l—tQ))
B 2 —t+1
G S
G:A4I

1 1 8 3
HUD =55 ((1—t>4 eI <1—t2>2)
tt—1? 41
t+824+1)-(t+1)°-(t—1)"

G:S4I
1 /1 8 3 6 6
HED =5 ((1—t)4 T taoer oAt (l—t)Q(l—ﬁ))
1
@A) (-1

1
1=t -1 —-)(1—1t4)

5.5 Invarianten abelscher Gruppen

Der Struktursatz iiber die Invarianten einer zyklischen Gruppe lédsst sich relativ einfach auf Ak-
tionen abelscher Gruppen erweitern.

Lemma 2 Sei G C GI(V) eine endliche abelsche Gruppe, die auf einem endlich-dimensionalen k-
Vektorrraum V' regulir operiert. Dann hat V' iiber einer algebraischen Erweiterung K/k eine Basis
V1, ..., Un, die Eigenvektoren bzgl. aller g € G sind, d.h. die Gruppenaktion ist diagonalisierbar.

Beweis: Fiir ein konkretes g € G hat V iiber einer solchen Erweiterung K/k eine Basis aus
Eigenvektoren.

Genauer: V lisst sich in die direkte Summe V = @, V), der Eigenrdume Vy, = {v € V : v? = v}
bzgl. der verschiedenen Eigenwerte A von M, zerlegen.

Ist h € G ein anderes Element mit h - g = g - h, so lidsst h alle diese Eigenrdume invariant: Fiir
v €V, gilt
(v")9 = 0" = (v9)" = ()" = A",
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also auch v" € V). Wir kénnen also die Zerlegung @)V, zu einer Zerlegung in gemeinsame Ei-
genrdume bzgl. g und h verfeinern und so fortfahren, bis wir alle Erzeugenden von G einbezogen
haben. [

Wie im Fall einer zyklischen Gruppenaktion setzen wir N = |G|, nehmen eine primitive N-te
Einheitswurzel ¢ € K und kénnen dann die Gruppenaktion in der Basis y als

g(9) 0
My = .
0 gon(9)
darstellen.

Damit wird der Invariantenring R = K[V]¢ wie im Fall einer zyklischen Gruppenaktion von den
monomialen Invarianten

{yi* - ocyem s aroa(g) + ...+ anan(g) =0 (mod N) fiir alle g € G}

aus T'(y) als K-Vektorraum erzeugt und es gilt die folgende Verallgemeinerung des Struktursatzes
fiir zyklische Gruppenaktionen.

Satz 18 (Struktursatz iiber die Invarianten einer abelschen Gruppe)
In der oben eingefiihrten Basis ¥, ..., 4, von V bildet P = {yfl, e ,yﬁ"} mit

B N
ngVgeG(N7 @i(g))

ein System von Primérinvarianten kleinstmoglichen Grads,
Y= {y‘l“ oy eT(y)|V0<a;<diund VgeG : Zaiai(g) =0 (mod N)}

ein System von Sekundérinvarianten und der Invariantenring besitzt mit Ry = K [P] die Hironaka-
Zerlegung
R = @ m - Ro.
mex

Beispiel: Eine solche Aktion ist die Permutationsdarstellung der V;. Die gemeinsamen Eigenvek-
toren (mit Eigenwerten jeweils +1) sind

Y1 = T1 + T2+ X3+ 24
Y2 =21+ T2 — T3z — T4
Ys =T1 — T2 + T3 — X4
Y4 =T1 — T2 — T3+ 24

Ein System von Primérinvarianten ist P = (y1,y3,%3,y5) mit den zugehorigen Sekundérinvarian-
ten X = (1,42 y3y4).

6 Cohen-Macaulay-Ringe und die Hironaka-Zerlegung

R = [R]p ® [R]1 @ ... sel eine graduierte k-Algebra. Ein maximales System (61,...,6,) von
algebraisch unabhingigen homogenen Elementen positiven Grads aus R, das wir im Fall eines
Invariantenrings als System von Primérinvarianten bezeichnet hatten, heifit im allgemeinen Fall
homogenes Parametersystem.

R ist modulendlich iiber Ry = k[f1,...,0,], ldsst sich also als Summe R = }°  _s.m- Ry mit
homogenen Elementen m schreiben. Die Elemente einer solchen Menge ¥ kann man &hnlich wie
im Fall abelscher Gruppen durch ,, Ausfaktorisieren“ von (61, ...,60,) gewinnen.
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Lemma 3 (Graduiertes Nakayama-Lemma) Ist U = [U]o @ [U]: & ... sei eine graduierte k-
Algebra mit [U]p = k, Uy = ®4>0[U]q das Ideal, welches von den homogenen Elementen positiven
Grads erzeugt wird, M ein graduierter U-Modul und ¥ C M eine endliche Menge homogener
Elemente, so sind die folgenden beiden Bedingungen dquivalent:

(1) X erzeugt M als U-Modul.

(2) X erzeugt M /UM als k-Vektorraum.

Insbesondere sind Anzahl und Grade eines minimalen Erzeugendensystems von M als homoge-
ner R-Modul durch die Dimensionen der homogenen Komponenten des Vektorraums M /UM
eindeutig bestimmt.

Beweis: (1) = (2) ist klar.
Fiir die andere Richtung zeigen wir mit Induktion nach d, dass jedes homogene ¢ € M vom

Grad deg(g) = din Mg = ), .5, mU liegt. Wegen (2) wissen wir, dass a,,, € K und homogene
a; € Uy, h; € M existieren, so dass

g= Zamm—i—Zaihi

meX 7

gilt, wobei alle Summanden vom Grad d seien (andere wiirden sich eh wegheben). Wegen deg(a;) >
0 ist aber deg(h;) < d, also h; € My und damit auch g € My. O

Setzen wir M = R = SY und U = Ry = k[P], wobei P = (01,...,60,) ein System von Primérin-
varianten ist, so sind wir gerade im Fall der Darstellung des Invariantenrings durch Primér- und
Sekundérinvarianten. Anzahl und Grade eines minimalen Systems von Sekundérinvarianten sind
also fiir ein vorgegebenes System von Primérinvarianten eindeutig bestimmt. In diesem Fall ist
Uy gerade das von (01, ...,0,) erzegute Ideal.

Besonders interessant ist der Fall, dass die Summe M = Y mU eine direkte Summe, der U-
Modul M also sogar frei ist. Es stellt sich heraus, dass diese Eigenschaft nicht vom konkreten
Parametersystem abhéingt. Fiir eine graduierte k-Algebra R sind die folgenden beiden Aussagen
dquivalent:

(1) R ist frei iiber Ry = k[f1,...,0,] fiir ein homogenes Parametersystem (61, ...,0,)

(2) R ist frei iiber Ry = k[¢1, ..., d,] fir jedes homogene Parametersystem (é1, ..., ¢n)

Ein solcher Ring heifit Cohen-Macaulay-Ring (CM-Ring).

Fiir ein vorgegebenes Parametersystem (61, . . ., 6,,) lidsst sich ein CM-Ring R also immer als direkte
Summe
R= & mRy
meX

darstellen. Nach dem Nakayama-Lemma ist das genau fiir solche Systeme ¥ homogener Elemente
der Fall, fiir welche ¥ eine Basis des Vektorraums R/ (61, ...,0,)R ist.

6.1 Invariantenringe endlicher Gruppen und deren Hironaka-Zerlegung

Satz 19 (Eagon, Hochster, 1971) Der Invariantenring R = k[V]“ bzgl. einer reguliren Aktion
einer endlichen Gruppe G auf V ist ein Cohen-Macaulay-Ring.

Beweis: Wir zeigen hier nur, wie diese Eigenschaft aus der CM-Eigenschaft des Polynomrings
S = Ek[V] folgt. Dazu fixieren wir ein System P = (61,...,60,) von Primérinvarianten und setzen
Ry = k[P].
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P ist homogenes Parametersystem sowohl fiir R als auch fiir S, da beide Algebren denselben Tran-
szendenzgrad n iiber k haben. Sei T' = S/(61,...,60,)S der aus dem Nakayama-Lemma bekannte
Vektorraum.

Die Einbettung ¢ : R — S induziert eine Abbildung ¢ : R — S/(61,...,0,)S mit dem Kern
Ker(¢) = RN (61,...,0,)S. Dieser Kern fillt mit (6;,...,6,)R zusammen: Ist f = ). s;6; die
Darstellung der Invarianten f € R als S-lineare Summe der 6;, so liefert die Anwendung des
Reynoldsoperators wegen f? = f,0? = 6; die R-lineare Summe f = >, s76;.

Damit induziert ¢ eine Einbettung des Vektorraums 77 = R/(61,...,6,)R in T. Wihlen wir eine
Basis ¥’ von T” und ergéinzen sie zu einer Basis ¥ von T, so ist nach dem Nakayama-Lemma

R= ZmRo und S = ZmRo- (%)

meX’ meX

Aus der CM-Eigenschaft von S folgt, dass die Summendarstellung von S eine direkte Summe ist.
Wegen ¥/ C ¥ ist damit auch die Summendarstellung von R direkt und R ein Cohen-Macaulay-
Ring. O

Aus dem Beweis des Satzes ergibt sich, dass (x) eine Hironakazerlegung von R ist.

Folgerung 3 Ist R = k[V] ein Invariantenring bzgl. einer reguliren Aktion einer endlichen
Gruppe R auf V mit einem System P von Primérinvarianten und einem zugehérigen System %
von Sekundérinvarianten, so besitzt R iiber Ry = k[P] die Hironaka-Zerlegung

R:@mRO

und fiir die Hilbertreihe gilt

H(R,t) = <Z tdeg<m>> H(Ro,t).

meX

6.2 Hironaka-Zerlegung und Gradbeschrinkungen

Weder Primér- noch Sekundérinvarianten sind eindeutig bestimmt. Aus dem Satz von Molien
ergeben sich aber einige Restriktionen auf mogliche Grade:

Satz 20 Ist P = (01,...,60,) ein System von Primérinvarianten fiir R = k[V]“ und d; = deg(6;),
so gilt:

(1) Die Grade (mit Vielfachheiten) der zugehorigen Sekundédrinvarianten m € ¥ ergeben sich
eindeutig aus der Formel

H(R,t)- [ —t%) =D edeslm),

i meX

(2) Die Zahl der zugehorigen Sekundirinvarianten ist gleich

di-...-dy

E =

Insbesondere ist |G| ein Teiler von dy - ... - d,.

Beweis: Die erste Aussage ergibt sich sofort aus obiger Folgerung.
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Zum Beweis von (2) rechnen wir in (1) den Grenzwert ¢t — 1 aus. Auf der linken Seite enthélt
[1, (1 — t4) den Faktor (1 —t)", so dass in der Molienformel fiir H(R,t) nur der Summand fiir
g = e einen nicht verschwindenden Beitrag zum Grenzwert liefert, und zwar

1 1 — ¢di di-...-dy,
@EI(—H) e

t—1 N |G|
nach L’Hospital. Auf der rechten Seite kénnen wir ¢ = 1 direkt einsetzen und erhalten [X|. O

Wir kénnen diese Formeln verwenden, um aus der Hilbertreihe Informationen iiber mogliche Grade
von Primér- und Sekundérinvarianten abzuleiten. Betrachten wir als Beispiel wieder die Permu-
tationsdarstellungen der Untergruppen der Sy.

Beispiele:

G:C4I

H(R.1) = B +12—t+1 _ 1+283 4+t
@+t A=ty (1-) (1 1)

hat das einfachere System P = (e1, €24, €2p, €4) von Primérinvarianten und dann die Zerlegung
R = k[P] ®Des- k[P] D esq - k[P] D eyp - k[P]
G =V

H(R.1) = 2—t+1 1+
’ t+12 (-1 1-8)-1-12)> 1-1)

hat mit P = (ey, eaq, €2p, €2¢) die Zerlegung R = k[P] @ e3 - k[P]

G:D4Z

2 —t+1 _ 1+
(R2+1)- ¢+ (t—1"  (1—th)-(1—)* (1-1)

hat mit P = (ey, eaq, €2p, €4) die Zerlegung R = k[P] @ e3 - k[P)]

H(R,t) =

G:A4I

-2 41 B 1+
t+2+1)-t+1)2 -1 Q-1 -1-2)*-(1-1)

hat mit P = (e1, 2, e3,€4) und A =[], _; (z; — z;) die Zerlegung R = k[P]| & A - k[P].

H(R,t) =

Haben wir zu einem System von Primérinvarianten P = (61,...,6,) ein System ¥ von Se-
kundérinvarianten der richtigen Anzahl und Grade gefunden, so miissen wir fiir den Nachweis
der Vollstandigkeit wegen des Nakayama-Lemmas nur priifen, ob die Sekundérinvarianten eine
k-Basis von T = R/P R bilden. Wegen der Einbettung 77 C T (siehe den Beweis des Satzes von
Eagon/Hochster) kénnen wir diese Rechnungen iiber S ausfiihren:

Lemma 4 In obiger Situation ist ¥ genau dann ein vollstindiges System von Sekundérinvarian-
ten, wenn die m € ¥ im k-Vektorraum S/P S linear unabhéngig sind.

Im Vektorraum S/ P S kann effektiv gerechnet werden, wenn man eine Grobnerbasis G = gbasis(P)
kennt. Die m € ¥ sind genau dann linear unabhéingig in S/P S, wenn die Normalformen NF(m, G)
linear unabhéngig {iber k sind. Darauf soll hier jedoch nicht weiter eingegangen werden.
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7 Weitere Beispiele

7.1 Die Drehinvarianten ebener Vielecke
Cp C Gi(2,R) wird erzeugt von ¢ mit der Matrix
COS(%—’;) sin(%”)
7 <— sin(%’r) cos(%“))
Wegen

2k \? 2%k 2k
det(Ey —t M¥) = (1 —t cos (%)) + % sin (%) =1-—2tcos (TW) + ¢

ergibt sich fiir die Molienreihe des Invariantenrings R,, = k[x1, {EQ]C" die Formel

n—1

1

1
H(R,t) = — .
(Fn,?) nkZ:Ol—%cos(mf—f)—i—ﬁ

Schauen wir uns das zunéchst fiir den Fall n = 3 an.
1 1 2 1—t+t2
H(R3,t) = = = .
(R, 1) 3<(l—t)2+1+t+t2> DD

Mit Blick auf den Satz tiber die Hilbertreihe einer Hironaka-Zerlegung suchen wir eine Darstellung
mit Zahlerpolynom in N[t].

1+1¢3
(1—-t2)(1-13)"
Diese Darstellung suggeriert, dass es ein System von Primérinvarianten mit Grad 2 und 3 und
dazu Sekundérinvarianten im Grad 0 und 3 gibt.

H(Rs,t) =

Rechnungen mit MuPAD ergeben

e1 = 2 * Reynolds(z?,G) = 22 + 22

e2 = 4 * Reynolds(z?,G) = z1 (23 — 323)
3
2

e3 = 4 xReynolds(z;3,G) =

Entspricht mit Ry = k[e1, e2] der Hironaka-Zerlegung R = Ry @ e3 Ro. €5 € [R]s kann durch die
k-Basis (e}, €3, eae3) ausgedriickt werden und fiihrt auf die Relation e3 + €3 = €3, so dass der
Invariantenring auch durch Erzeugende und Relationen als R = k[Ey, Ey, F3]/(E3 + E3 — E3)
dargestellt werden kann.

Wir kénnen neben dem System (eq,e3) auch das System (es, e3) als Primérinvarianten nehmen,
denn die Hilbertreihe kann auch als
1+ 1—¢f 1424t

Hilt) = a8 ~ -2 f2 (1 B)?

geschrieben werden. Entspricht mit Rjy = k[ez, e3] der Hironaka-Zerlegung R = R, & e; Ry @ e? R.

Die Invarianten es gnd e3 lassen auch eine geometrische Interpretation zu. Es sind die Orbitpro-
dukte von [ -19 -1 von!l =z, und | = zs.

Der Ansatz funktioniert auch allgemein:

Satz 21 Fiir k[z1,22)% bilden die Invarianten e; = 22 + 23 und ey = [[29 ,es = [[25 cin
System aus Primér- und Sekundérinvarianten, wobei o ein Erzeugendes der Drehgruppe C,, ist.



Prof. Grédbe: Invarianten endlicher Gruppen — Notizen zur Vorlesung 36

Beweis: Eine Basis aus Eigenvektoren ist y; = 1 + i@2,y2 = 1 — ix2 mit Eigenwerten e = 271/

und 1.

Darstellung des Invariantenrings als R = k[y{', 5, y1 y2] mit Primérinvarianten (y7,y5) und Se-

kundérinvarianten ¥ = {(y1y2)%,i = 0,...,n — 1}. Molienreihe dazu ist
1 t2 .. t2n—2 1— t2n
H(Rp, 1) = +tt 4+ _
=) (D
O

Dieselben Invarianten in der Basis (71, 22): y1y2 = 27 +23. y1 und ys sind komplex konjugiert und
damit y7 = ea+ ies, yd = ea — ies. Allerdings ist (e, e2) auch ein System von Primérinvarianten.
R hat bzgl. dieses Systems wieder eine einfachere Darstellung.

7.2 Die Dreh- und Spiegelungsinvarianten ebener Vielecke

Die Matrixgruppe wird durch C,, = (o) und eine weitere Spiegelung 7 = {x — z,y — —y}
erzeugt. o¥7 sind die anderen Spiegelungen. Jede Spiegelung hat die Eigenwerte (+1, —1), also ist
det(Ey —t M;) =1 —t2.

Wir bekommen fiir die Hilbertreihe (mit Invariantenring R’ = k[zy, x9]")

1 n 1 1 — 1 1
H(R,t)=-H(R,t)+ — =- =
(B.1) = S H(R ) + 509 2<(l—t”)2(1—t2)+1—t2) = -2

Nach dieser Formel miisste es ein System von Primérinvarianten im Grad 2 und n geben, welche
den Invariantenring bereits vollstindig erzeugen. Dies sin doffensichtlich e; = y1y2 = 2% + 23 und

ex = 5yl + ).

7.3 Die Invarianten der Drehgruppen der platonischen Koérper

A0 8O

Die fiinf Platonischen Korper:
Tetraeder, Hexaeder (Wiirfel), Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder

Dualitét zwischen den fiinf Platonischen Koérpern

Damit sind Invarianten in S = k[xy, z2, x3] bzgl. der Drehgruppen T des Tetraeders, O des Okta-
eders und D des Dodekaeders zu untersuchen. Eine solche Invariante ist stets e; = 2% + 23 + 22.
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Die Drehgruppe T des Tetraeders
Beschreibung der Drehgruppe
Die Drehgruppe des Tetraeders enthélt 4 - 3 = 12 Elemente, und zwar

e 4.2 = 8 Drehungen E mit Achse durch Ecke und gegeniiberliegende Seitenmitte um +120°.
e 3 Drehungen K mit Achse durch gegeniiberliegende Kantenmitten um +180°.
e Die identische Abbildung.

Die zugehorige Molienreihen

Eine Drehung im Raum um den Winkel o = 2777 liefert

dd(Eg—tALQ::(l—t)<1—-ZCOS(E%E>—kﬁ).

Die Hilbertreihe des Invariantenrings berechnet sich daraus nach der Molienformel zu

1 1 8 3
H(S".1) = 15 ((1—t)3 LT T (1—t)(1+t)2)
-2+t
AP+ 21+ t+12)
1+16
(1-8)(1-3)(1 -1t

Es sollte also ein System von Primérinvarianten vom Grad 2,3,4 geben, dazu Sekundérinvarianten
im Grad 0 und 6.

Bestimmung von Invarianten

Koordinatendarstellung der Drehgruppe in geeignetem Koordinatensystem: Achsen durch ge-
geniiberliegende Kantenmitten stehen paarweise senkrecht aufeinander, also nehmen wir diese
Achsen als Koordinatenachsen.

Eckpunkte haben dann die Koordinaten (1,1,1), (1,—1,-1),(-1,1,—1),(—1,—1,1) und durch die
12 Drehungen werden die Koordinatenachsen mit ihren Orientierungen vertauscht.

Beschreibung der Matrixdarstellung von T' in der Demo-Datei. Wir erhalten die 12 Elemente in
Subrules-Darstellung als

T = T1,To = Ta, T3 = T3] T = X9, Ty = T'3,T3 = T1] T = T3,T9 = T, T3 = To]

[ [ [

[T1 = 21,72 = —T2,73 = —x3] [11 = 22,02 = —x3,3 = —11] [v1 = 23,72 = —T1,T3 = —T2]
[t = —1, 02 = T2, 23 = —x3] |11 = —X1, 22 = —X2, %3 = T3] [¥1 = X2, T2 = 3,73 = —1]
[331 = —T2,X2 = —I3,T3 = $1] [331 = —I3,T2 = T1,x3 = —xz] [331 = —I3,T2 = —T1,x3 = xz]

Invarianten sind dann e; = 3Reynolds(z?,T),es = 212223 (in jedem Element von T Andert sich
das Vorzeichen bei jeweils genau zwei Elementen) sowie e3 = 3Reynolds(z3x3,T) oder e3, =
3Reynolds(x},T). Mit groebner: :dimension([ey, ez, e3]) priift man wieder, dass es sich in der
Tat um ein System von Primérinvarianten handelt.

Die Invariante vom Grad 4 ergibt sich auch aus dem Orbitprodukt der Linearform [ = z1 + 22+ 3,
die der Koordinatendarstellung eines der Eckpunkte entspricht.

ey = (21 + m2 + 3) (21 — T2 — 22)(—21 + 22 + 23)(—21 — T2 + T3)

zx‘f—l—xg—l—xg—Zm%xg —Zm%xg —ngxg

=el —des
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Die Invariante e; hat ebenfalls eine geometrische Bedeutung. Sie ist das ,,halbe* Orbitprodukt der
Linearformen, welche den Koordinaten der Kantenmitten entsprechen. Das ganze Orbit besteht
aus den Linearformen (z1, z2, 3, —1, —Z2, —3).

Bleibt noch die fehlende Sekunddrinvariante vom Grad 6 zu finden, die nicht bereits in Ry =
klei1, e2, e3] enthalten ist.

=map ({op(Terme (6,vars))}, Reynolds, T);

U_6:
B_6:=map([e_1"3,e_2"2,e_1*e_3],expand);

Es stehen zwei Kandidaten zur Auswahl,
e4qa = 3Reynolds(z? x5, T) = x3 x5 + a1 23 + 22 3 und
eap = 3Reynolds(z] 23, T) = x1 23 + 2 a3 + x5 23 .

Da e4q + eqp € [Rols, withlen wir eg = e4q — e4p. Das sieht aus wie ein Determinantenausdruck und
ist auch einer:

€ T2 T3
eq = —det | xoxs x1x3 T1T2
af a3 4

Das ist im Wesentlichen die Jacobimatrix von [e1, ea, €34].

Die Drehgruppe O des Oktaeders
Beschreibung der Drehgruppe

Die Drehgruppe des Oktaeders enthélt 6 - 4 = 24 Elemente, und zwar

e 3.2 =6 Drehungen E mit Achse durch gegeniiberliegende Ecken um £+90°.

3 Drehungen Ey mit Achse durch gegeniiberliegende Ecken um 180°.
e 4.2 =8 Drehungen S mit Achse durch gegeniiberliegende Seitenmitten um +120°.

6 Drehungen K mit Achse durch gegeniiberliegende Kantenmitten um 180°.
Die identische Abbildung.

Die zugehorige Molienreihen

1 1 8 3+6 6
H(S71) = 55 ((1_75)3 T a0l Ta-paroz (1—t)(1+t2)>
B 1—3+1°
I SOEI G el A TSRy
1+¢°

(1 —2)(1 —t*)(1—1t5)
Leitlinie bei der Umformung waren neben der Taylorreihe solche Grade d, ds, d3 der Primérinva-
rianten, so dass 24 | d; do d3 gilt.

Es sollte also ein System von Primérinvarianten vom Grad 2,4,6 geben, dazu Sekundérinvarianten
im Grad 0 und 9.
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Bestimmung von Invarianten

Invarianten sind

2 2 2 2.2 2 2 2.2 2.2 2
el =] + 5 + T3, e2 = T]x5 + X723 + X3x3, €3 = T1THT3

oder
2 2 2 s 4 4 4 s 6 6 6
e1 =T] +T5+ T3, g =T + Ty + T3, €3 =2] + 295+ X3.

vars:=[x1,x2,x3];

f:=combinat: :permutations::toMatrix([2,3,1]); /* Fldchendrehung */
e:=Dom: :Matrix() ([[1,0,0],[0,0,11,[0,-1,01]1); /* Eckendrehung */
k:=Dom: :Matrix() ([[0,0,1],[0,-1,0],[1,0,0]11); /* Kantendrehung */

ml:={e"i*f~j$j=0..2$i=0..3}; nops(%);
m2:={e " 1lxk*e i*f~j$1=0..38j=0..28i=1..2};
MO:=m1 union m2;

G:=map (MO,matrix2subrules,vars);
e_1:=3*Reynolds(x172,G);
e_2:=3*Reynolds(x174,G);
e_3:=3*Reynolds(x176,G);

39

Die Invarianten vom Grad 4 und 6 kénnen auch wieder geometrisch interpretiert werden; sie haben
enge Beziehung zum , halben“ Orbitprodukt der (Vektoren zu den) Mitten der Seitenflichen (Grad

4) bzw. zum Orbitprodukt der Eckpunkte (Grad 6).

Die Sekundérinvariante bekommt man als

e_4:=6xReynolds (x1°5%x2"3%x3,G) ;

3

64:arla:gxg—xla:ga:g—ka::{’xgxg—mi’mgxg—x?xgarg—km?xgxg

Sieht wieder aus wie eine Determinante und ist auch eine:

1 T2 I3
—eq =det | 2} 23 3

N

Ist wieder die Determinante der Jacobimatrix von [e1, ez, e3].

Dahinter verbirgt sich ein allgemeiner Zusammenhang:

Satz 22 Ist (61,...,0,) ein System von Primérinvarianten und J = Jacobi(by, ...,

0,) € S die

Detrminante der zugehérigen Jacobimatrix, so gilt J9 = det(M,)~! J fiir g € G, d.h. J ist eine

Semi-Invariante zum Charakter g — det(M,) ™ .

Beweis: Setzen wir y; = a:f, dann ist

(3_9> W 8 @ %6 _ g~ 96 dui
Ox; dy;j dy; 4~ Oz Oy;’

I
Ox;

(1) ergibt sich aus der Definition der Ableitung und (2) gilt wegen 67 = 6;. O

In unserem Fall gilt det(M,) =1, d.h. diese Semiinvariante ist eine Invariante.

also

-1
g9

26
aka

dy;

%:
8xk
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Die Drehgruppe D des Dodekaeders
Beschreibung der Drehgruppe
Die Drehgruppe des Dodekaeders enthélt 12 - 5 = 60 Elemente, und zwar

e 10-2 = 20 Drehungen E mit Achse durch gegeniiberliegende Ecken um +120°.

e 6-4 = 24 Drehungen S; mit Achse durch gegeniiberliegende Seitenmitten um 4 - 72°,7 =
1,2,3,4.

e 15 Drehungen K mit Achse durch gegeniiberliegende Kantenmitten um 180°.
e Die identische Abbildung.

Die zugehorige Molienreihen

H(SD,t):i( L 20 15 +6f5)

0 \T—0F (-n0+ir) Q-DU+0? 1-1
mit
f—i 1 4?42t 44
S_k:11_2‘305(2’f77/5)t+t2_t4+t3+t2+t+1’
woraus sich
H(Rp,t) = Lbt—t ' 54t +1°

A+t+2) I+t +2+t3 4+t (1+1)2(1—1)3
ergibt. Nun schauen wir uns die Taylorreihe an:
taylor(h,t=0,20);

L4244 4260 4245 4 3810 4 42 4 4™ 4+t + 580 + 417 464 + 19 4+ O (%)

Guter Tipp fiir die Grade von Primérinvarianten sind damit dy = 2,ds = 6,ds = 10, dann ist
wieder m = ddzda — 9

|D]

normal (h*(1-t~2)*(1-t"6)*(1-t~10)) ;

ergibt 1+ t'* und damit
1 + t15

(1—12) (1 —15) (1 — £10)

H(Rp,t) =

Geometrische Suche nach Invarianten in den entsprechenden Graden. Gute Kandidaten sind e; =
22 + 23 + 22, das ,halbe“ Orbitprodukt zu den Eckpunkten des Dodekaeders (Grad 6) sowie das
yhalbe* Orbitprodukt zu den Seitenmitten des Dodekaeders (Grad 10). Die Semiinvariante vom
Grad 15 kann wieder als Jacobische bestimmt werden. Ein guter Kandidat ist ebenfalls das ,,halbe®
Orbitprodukt zu den Kantenmitten.
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7.4 Invarianten der Dreh- und Spiegelungsgruppen der platonischen
Korper

Bisher haben wir nur die Drehgruppen der platonischen Kérper betrachtet. Wie im Fall der ebe-
nen regelméfligen Vielecke kénnen wir jeweils auch die Gruppe der Drehungen und Spiegelungen
betrachten, die wir mit 7', O und D bezeichnen wollen.

Die Gruppenordnung miisste jeweils ein Vielfaches der Gruppenordnung von T, O resp. D sein.
Da eine Spiegelung durch die Angabe eines Punkt-Bildpunkt-Paares P # P’ eindeutig bestimmt
ist (die Spiegelungsebene steht im Mittelpunkt von PP’ senkrecht auf dieser Verbindungsstrecke),
konnen wir die Anzahl der Spiegelungen, welche einen der platonischen Koérper invariant lassen,
leicht bestimmen. Diese Anzahlen sind

e 6 beim Tetraeder (eine Spiegelung pro Kante, welche die Endpunkte der Kante vertauscht),

e 9 beim Oktaeder (zu jedem der 6 Paare gegeniiberliegender Kanten sowie zu jedem der 3
Paare gegeniiberliegender Eckpunkte eine solche Spiegelung),

e 15 beim Dodekaeder (die Spiegelungsebenen enthalten jeweils ein Paar gegeniiberliegender
Kanten und gehen durch Seitenmitte und gegeniiberliegenden Eckpunkt der angrenzenden
Fiinfecke),

also jeweils genau so viele, wie der Grad der Sekundérinvariante e4 im jeweiligen Beispiel angibt.

In keinem der Félle kommen also geniigend Spiegelungen zusammen, um wie im Fall n = 2 die
gesamte Gruppe der Drehungen und Spiegelungen zu beschreiben.

Das ist im Fall des Oktaeders auch nicht verwunderlich, da die Punktspiegelung 7 mit der

Matrix
-1 0 0

in der von den Spiegelungen erzeugten Gruppe liegt, aber weder eine Drehung noch eine Spiegelung
ist.

Die Nebenklasse My = 7-O enthiilt alle sechs Spiegelungen (sie werden hier als diejenigen Matrizen
herausgefiltert, die nur zwei Eigenwerte enthalten)

p:=Dom: :Matrix() ([[-1,0,0],[0,-1,0],[0,0,-1]11); /* Punktspiegelung */
m2:=map (MO, x->p*x) ;
select(m2,x->nops(linalg: :eigenvalues(x))=2);

so dass O die Gruppe ist, die von O und 7 erzeugt wird. m normalisiert O, d.h. es gilt 77:1 Orn =0,
so dass wegen 72 = e die Menge O U m O multiplikativ abgeschlossen ist und damit O = O U7 O
gilt.

m3:=map (MO, x—>p*x*p) ;
_minus(m3,M0) ; _minus(MO,m3);

S© besteht also aus allen Dreh-Invarianten f € S©, die auch unter 7 invariant bleiben. Offensicht-
lich gilt fiir homogene f € S die Beziehung f™ = (—1)dee() £,

Wir hatten fiir die Drehinvarianten des Oktaeders die Zerlegung S© = Ry @ ey - Ro mit Ry =
Qleq, e2, e3] gefunden, in der Ry die homogenen Invarianten geraden Grads und ey - Ry diejenigen
ungeraden Grads enthilt. Es folgt S© = Ry und dieser Invariantenring lisst sich als Algebra allein
von den Primérinvarianten eq, es, eg erzeugen, ist also wie im Fall der Permutationsinvarianten der
Gruppe G = S,, isomorph zu einem freien Polynomring.
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Ahnliches gilt im Fall des Dodekaeders, da 7 das Dodekaeder ebenfalls invariant ldsst und ST
eine Struktur hat, die analog der von S© ist. Auch hier ist der Invariantenring S” isomorph zu
einem freien Polynomring.

Etwas komplizierter ist der Fall des Tetraeders, da dieses nicht unter 7 invariant ist. Eine der
6 Spiegelungen 7 ist durch die Matrix

1 00
M,=10 0 1
0 10
gegeben. Die Nebenklasse 7 - T" enthilt auch die anderen 5 Spiegelungen

t:=Dom: :Matrix() ([[1,0,0],[0,0,1],[0,1,0]11); /* Spiegelung */
m4 :=map (MT,x->t*x); /* Nebenklasse von MT */
select(m4,x->nops(linalg: :eigenvalues(x))=2);

und ist zusammen mit T" bereits die ganze Dreh- und Spiegelungsgruppe: T=TurT.

m5 :=map (MT, x->u*x*u) ;
_minus (m5,MT); _minus(MT,m5);

Da die frither berechneten Drehinvarianten ey, ez, e3 € S7 unter 7 invariant sind, aber e] =

—ey gilt, haben wir auch in diesem Fall ST = Q[eq, ea, €3], d.h. der Invariantenring ist ebenfalls
isomorph zu einer freien Polynomalgebra.

8 Der Satz iiber die Invarianten von Reflektionsgruppen

Die Gruppen T,é und D sind ebenso wie die Permutationsdarstellung der S,, Matrixgruppen,
deren Elemente sich als Produkte von Spiegelungen darstellen lassen. Die zugehorigen Invarian-
tenringe waren in allen Beispielen isomorph zu freien Polynomringen, lieBen sich als Algebra also
allein aus einem System von Primérinvarianten erzeugen.

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass dies generell fiir durch Spiegelungen erzeugbare Ma-
trixgruppen gilt und diese Eigenschaft solche Gruppen sogar charakterisiert: Ein Invariantenring
ldsst sich als Algebra genau dann aus einem System von Primérinvarianten erzeugen, wenn die
Matrix-Gruppe durch Pseudoreflektionen generiert werden kann.

o € GI(V) heifit Pseudoreflektion, wenn Ker(c — 1) eine (n — 1)-dimensionale Hyperebene ist,
d.h. n — 1 Eigenwerte von M, gleich 1 sind. Eine Spiegelung zeichnet sich dadurch aus, dass der
verbleibende Eigenwert —1 ist. Fiir Pseudoreflektionen in endlichen Gruppen kann dieser Eigenwert
allgemeiner eine Einheitswurzel sein.

Zusammenhang zur Hilbertreihe: Pseudoreflektionen ¢ € G sind diejenigen Elemente, deren
Beitrag in der Molienformel an der Stelle ¢ = 1 einen Pol der Ordnung n — 1 liefert. Einen
Pol der Ordnung n trigt nur das Einselement e € G bei. Fiir Pseudoreflektionen o € G gilt
det(E, —t My) = (1 —t)""1(1 — tdet(M,)).

Betrachten wir fiir R = S¢ die Darstellung von

F(t) = H(R,t) (1 —t)" (I4+an1(1=t)+0((1-1)?)),

1

G|
so ergibt sich a,—1 = #(M), wobei die Summe iiber alle Pseudoreflektionen aus G geht. Da
mit ¢ auch 0~ ! eine Pseudoreflektion ist, erhalten wir

1 1
2an-1 = = 17
1= 1 det(M,) 1= det(M,) 2
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so dass 2 a,_1 mit der Anzahl der Pseudoreflektionen iibereinstimmt. Wir haben damit fiir belie-
bige regulidre Gruppenaktionen folgenden Zusammenhang bewiesen:

1

Ft) =g (14 50-0+0(1-17)),

wobei r die Zahl der Elemente in G angibt, die Pseudoreflektionen sind.

Hat insbesondere R ein System von Primérinvarianten der Grade di, ..., d,, gilt also

f(t)
[Tie, (1 —tde)

mit f(t) =3, cx t48™ € N[t] und damit

H(R,t) =

n

Fty=rm]]

=1

1—t
1— ¢’

so ergibt sich die Taylorreihe bei t = 1 als

Ft)=F(1)+ F'(1)(t—1) +O((t — 1)?)

mit
1 f(1)
F(1) = =
Wie ~
(nach L’Hospital) und
F'(1) 1) & %ch d -1)
F(1) 1 P

als logarithmische Ableitung, also
)
f)

Ist wie im Fall der Drehgruppen der platonischen Kérper » = 0 und ¥ = {1,m} ein System von
Sekundéarinvarianten, so gilt

) =[8=2, f(1) =) deg(u) = deg(m)

uex

r=(di+-+dy,—n)—2

(6)

und folglich
deg(m)=dy +---+d,—n
in Ubereinstimmung mit unseren Beispiel-Rechnungen.

Als Reflektionsgruppe bezeichnet man eine solche Matrixgruppe G C GI(V'), die von Pseudoreflek-
tionen erzeugt werden kann.

Solche Reflektionsgruppen sind etwa die Spiegelungsgruppen in der Ebene oder im Raum, aber
auch die Permutationsdarstellung der S,,. Letztere wird von Transpositionen erzeugt, die eben-
falls Spiegelungen sind, denn (1 2) etwa hat die Eigenbasis (z1 + x2, z1 — z2, z2,...,Zy) mit den
Eigenwerten (+1,—1,41,...,+1).
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Satz 23 (Shephard/Todd, Chevalley, 1954/55) Der Invariantenring R = k[V]¢ einer endli-
chen (reguliren) Matrixgruppe G C GI(V') kann genau dann von einem System von Primérinva-
rianten erzeugt werden, wenn G eine Reflektionsgruppe ist.

Wir beweisen den Satz in mehreren Schritten.

(1) Zu einer Pseudoreflektion @ € GI(V') betrachten wir deren invariante Hyperebene H, =
Ker(m — 1) und die Linearform L, € [S]y, fiir welche H, = {x : Lr(x) = 0} gilt.

Lemma 5 Fiir f € S gilt stets L | f™ — f.

Beweis: Fiir einen Vektor v € Hp gilt (f™ — f)(v) = f(v™) — f(v) = 0. Also verschwindet
das Polynom f™ — f auf ganz H, und ist folglich ein Vielfaches des irreduziblen (weil Grad=1)
Polynoms L,. O

(2) Sei nun G eine Reflektionsgruppe und I = Ry S wie im Hilbertschen Beweis des Endlich-
keitssatzes das Ideal in .S, welches von allen Invarianten positiven Grades erzeugt wird.

Lemma 6 Sind hq,...,h, € S homogene Polynome und g, ..., ¢gn € R Invarianten mit hy g1 +
oo+ B gm = 0, so gilt entweder hy € I oder g1 € (g2, ..., Gm)-

Beweis: Der Beweis erfolgt mit Induktion nach dem Grad von h;. Fiir deg(hy) = 0ist hy € [R]o =k
invertierbar und folglich g1 € (g2, ..., gm)-

Sei deg(hy) > 0 und g1 & (g92,---,9m)- Ist o € G eine Pseudoreflektion, so gilt nach (1) hY — h; =
h% L, und damit

0= Zgihi = Zgihf = Zgi(hi +h} L, = Lozgih;,

also >, gih; = 0 und wegen deg(h;) < deg(h;) schlieBlich hy — h; = h} L, € Ig.
Sei nun g = 07071 ... 01 ein beliebiges Element aus G, dargestellt als Produkt von Pseudoreflek-
tionen. Dann gilt

P = hn = R BT = D (B =)™ € o

da I natiirlich G-invariant ist. Damit gilt aber auch hf — h1 € Ig und somit hy € I. O

(3) Sei weiter G von Pseudoreflektionen erzeugt. Wir zeigen nun, dass R als Algebra von n
Invarianten erzeugt werden kann. Sei dazu R = k[f1,. .., fy] eine Darstellung mit zunéchst m > n
homogenen Invarianten vom Grad d; = deg(f;) und m minimal mit dieser Eigenschaft. Das ist
zugleich ein minimales System von Erzeugenden fiir 1.

Nehmen wir an, es ist m > n und g € U = k[y1,...,Ym] ein Polynom mit g(f1,..., fm) = 0.
Wir konnen g als quasihomogen vom Grad d voraussetzen, wobei wir deg(y;) = d; setzen, und
annehmen, dass auch d minimal mit dieser Eigenschaft ist.

Wir betrachten nun die Invarianten

9] o
gi = 8g(f1,...,fm) €ER, miti=1,...,m.

Yi
Jedes der g; ist entweder 0 oder eine homogene Invariante vom Grad d — d; < d. Da g nicht
konstant ist, gibt es ein ¢ mit g—i(yl, .y Ym) # 0, so dass nach Wahl von d auch g; # 0 gilt.

Sei I das von (g1, - . -, gm) erzeugte Ideal, wobei wir annehmen wollen, dass so nummeriert ist, dass
I von (g1,...,9k) erzeugt wird, aber keine echte Teilmenge dafiir ausreicht. Wir kénnen dann die
gi,© > k, darstellen als g; = > i<k h;jg; mit Polynomen h;;, die entweder gleich 0 oder homogen
vom Grad deg(h;;) = deg(g;) — deg(g;) = d; — d; sind.



Prof. Grdbe: Invarianten endlicher Gruppen — Notizen zur Vorlesung 45

Weiter gilt

8 m
0= Oz, (o -+ f5)) ;
“Sa gt + Y Shon | 52
i<k Ts ok i<k Ts
_Zgz 8f1 +Zhjzafj
i<k Ts

Wegen g1 € (ga, - - -, gm) folgt aus (2)

df1 _Of;
+ ZhJ O
>k

0z

Fiir ein homogenes Polynom f € [S]. gilt die Eulersche Formel

Z s axs

(fiir Terme trivial, allgemein daraus iiber Linearitdt der Ableitungen). Wir multiplizieren deshalb
(4) mit s und summieren iiber alle s:

Yo+ S S

=d; f1+Zhj1djfj S (331,...,3:‘”)[@.

J>k

Damit erhalten wir

fl S (331, e ,xn)fl + (fQ, . ,fm)
Aus Gradgriinden kann der erste Summand keinen Beitrag fiir eine Darstellung liefern, so dass
schlieBlich f1 € (fa,..., fm) folgt im Widerspruch zur Minimalitit von m.
Damit ist der erste Teil des Beweises des Satzes von Shephard/Todd-Chevalley erbracht.

(5) Die andere Richtung ergibt sich aus der Analyse der Molienreihe, denn mit (6) und f =1
haben wir fiir ein System von Algebraerzeugenden R = k[f1, ..., fn] mit den Graden deg(f;) = d;
und

|Gl=dy-... dy
r=di+...+d,—n
Ist H C G die Untergruppe in G, die von Pseudoreflektionen erzeugt wird, so gilt nach dem
ersten Teil des Beweises k[V]? = k[g1,...,gy,] fiir ein System vom Primirinvarianten der Grade
deg(g;) = e, fiir die genauso gilt
|Hl=e€1-... ep
r=e+...+te, —
Wegen R C k[V]¥ gibt es polynomiale Darstellungen f; = P;(gi, .- ., gn). Die Jacobi-Determinante
det(0f;/0y;) verschwindet nicht, da auch (f1,. .., f») algebraisch unabhéngig ist. Dann gibt es aber
einen Eintrag
a T a mT(n
—f(l)... f();éO
891 8971
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in der Jacobi-Matrix, womit d;) > e; gilt. Wegen
di+...+d,=r+n=e+...+e,

miissen dann aber die Grade alle iibereinstimmen, so dass auch |G| = |H| und damit G = H gilt.



