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1 Einfiihrung

1.1 Wiederholung lineare Gleichungssysteme

Allgemeine Gestalt A - x = b mit m x n-Koeffizientenmatrix A.

Eintrige der Matrix A sind aus einem Korper k. Losungen konnen mit Hilfe der arithmetischen
Grundoperationen ausgedriickt werden, d.h. sind ebenfalls {iber k definiert.

Beziehung zu linearer Abbildung
la: K™ — K"

Begriff homogenes und inhomogenes Gleichungssystem.

Struktursatz Losungsmenge inhomogenes Gleichungssystem. Losungsmenge L(A) des homo-
genen Gleichungssystems ist Unterraum des k.

m Anzahl der Variablen, n Anzahl der Gleichungen. Letzteres ist keine Invariante, da zwischen
den Gleichungen Abhéngigkeiten bestehen koénnen. Betrachte statt dessen die Menge der
Linearkombinationen Z(A) der Zeilenvektoren von A. Diese Menge bildet Unterraum von
k™, dessen Dimension (Rang der Matrix A) eine Invariante des Gleichungssystems ist. Es gilt

rang A+ dim L(A) =m

Losungsverfahren: Triangulierung Ag - x = 0 sucht Basis dieses Unterraums heraus. A und
A sind dabei dquivalent, denn es gibt eine Matrix B € Gl(n, k) mit B - A = Ay (technisch:
schreibe neben A die Einheitsmatrix und mache alle Zeilenumformungen auf den verléngerten
Zeilen. Die Zeilen von B geben dann immer an, wie sich die Zeilen von Ay aus denen von
A ergeben haben). Die dazu inverse Transformation wird durch B! gegeben und es gilt
B-B '=E.

1.2 Besonderheiten bei nichtlinearen Gleichungssystemen

Bsp: Pseudolineares GI.-S.
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Gleichungssystem nach Koordinatentransformation
z\ (13 x’ N
Yy - 2 1 y/ %2
172% + 222y + 1392 = 1 (1) §>

8z% + 28zy + 37y = 1 (2)

Klassisches Eliminationsverfahren der linearen Algebra hilft nicht mehr weiter.
37-(1) —13-(2) : 5252° + 4502y = 24
Nun sind alle ,h6chsten Terme* paarweise verschieden. Hier kann man zur Not nach y auflésen

_i175x2—8
150 x ’

in eine der Ausgangsgleichungen einsetzen

1 2031252" — 1000022 + 832 )
22500 ? B

und dann nach x auflosen. Ist eine (biquadratische) Gleichung 4. Grades in z

e =35} -] bl

Losungsmenge ist aber auch so bekannt:

i

@y = 0D @-D[ LY [ (-1,-1)[«5
(@)= (21) ] (-4,3) [ 4 -3) ] (-2,-1) |«

Schlussfolgerungen:

e Im Zuge der Elimination treten auf natiirliche Weise nichtlineare Gleichungen in einer
Variablen auf.

e Der Grad einer solchen Gleichung kann hoher sein als der Grad der Ausgangsgleichun-
gen.
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e Mit dem Losen solcher nichtlinearer Gleichungen wird der Bereich der Polynome ver-
lassen. Damit erhoht sich die Komplexitét der Rechnungen.

Es ergibt sich die Frage, ob es auch fiir nichtlineare Gleichungssysteme Eliminationsverfahren
gibt, die so lange wie nur moglich mit Polynomen rechnet. In unserem Beispiel miisste das
folgende Ergebnis herauskommen:

Losungsmenge hat paarweise verschiedene z-Werte. Das sind die Nullstellen des Polynoms

1 4 4 26
6)($2—7):$4—7l‘2+7

2 J— PR
(@ = 155 125 25 56

Es gibt genau eine polynomiale Funktion 3. Grades, die durch die vier Losungen geht (Inter-

polationsaufgabe):
625 4 11

R T 12

V= 127
Eine allgemeine Theorie miisste also die Polynome

fi o= 1722 + 222y + 1397 — 1
fo = 8x? +28xy + 37y — 1

umwandeln in

4 26
A 4 2
s 625 5 11
T T

Beide Gleichungssysteme sind sogar dquivalent:
(91>:M1.<f1> and <f1>:M2_<91)
92 f2 f2 92

74 91 .2 296 26 41 .2 104
M ((_625?/33 + g T~ 46875) (@yx + 1552 + 46875))
L=

(-35y + ) (31v + 141 2)

mit

und

My =

5078125 (.2 36 8125 (.3 _ 1628 .. 48
( 5304 (T 595) s (@ 8§15 L~ a5 Y) )
14453125 /.2 36\ 23125 (.3 _ 2972 . 48

— o301 ( ) ( 53155 £ — 525 Y)

925 48

Allerdings gilt nicht wie im linearen Fall MMy = F, sondern nur My Ms g = g und MM, f =
f
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1.3 Folgerungen

Wir bendtigen

e polynomiale statt skalarer Linearkombinationen
e Ringe statt Vektorrdume
o Ideale statt Unterrdume

Auflerdem ist die Nullstellenbestimmung univariater Polynome eine Unteraufgabe der allge-
meinen Fragestellung, die fiir algebraisch nicht abgeschlossene Korper zusétzliche Schwierig-
keiten bereithélt.

Aufgabe 1 Versuchen Sie dasselbe Programm mit

v — 2

y 4+ a2 =5
/
und der Koordinatentransformation ( 5 ) = ( 12 ) ( 1‘/ )

2  Grundlagen

2.1 Ringe und Polynomringe

Definition Ring (R, +, *).
Alle Ringe in diesem Kurs sind kommutativ mit 1.

u € R heifit Finheit, wenn es v’ € R mit uv' = v’ u = 1 gibt. Die Menge aller Einheiten bildet
eine multiplikative Gruppe R*.

Ein Ring heifit Kdrper, wenn alle a € R, a # 0 Einheiten sind.

Beispiele fiir Korper: R, Q,F), = Z/pZ.

7Z ist kein Korper, es gilt Z* = {41, —1}.

Eine operationstreue Abbildung ¢ : R — R’ zwischen zwei Ringen R und R’ bezeichnet man
als Ringhomomorphismus.

Als Term bezeichnet man ein Potenzprodukt

«

— 9 « — n
x*=za . ooapt, a=(al,...,a,) EN

n

Die Menge aller Terme
T=Tx)=T(x1,...,z5) = {x* : a € N"}

ist eine Halbgruppe mit 1 = x" bzgl. der iiblichen Multiplikation, das Term-Monoid. Damit
ist auch eine Teilbarkeitsrelation auf den Termen definiert.

la] = a1 + ... + ay, bezeichnet man als den Totalgrad des Terms x® (bzgl. der Standardgra-
duierung).
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Sei A ein nullteilerfreier Ring, also ein Integritéitsbereich. Als Polynom in x1,...,x, iiber A
bezeichnet man jede endliche A-lineare (mit ¢, € A) Kombination von Termen f = )" cox®
. Einen einzelnen Summanden c,x® bezeichnen wir auch als Monom. Beachten Sie, dass in
der Literatur die Bezeichnung Term und Monom unterschiedlich verwendet wird.

Fiir f #£ 0 bezeichnet man die Zahl

deg(f) := max{|a| : co # 0}

als den Totalgrad von f. Es gilt

deg(f - g) = deg(f) + deg(g),
deg(f + g) < max(deg(f),deg(g)) und Gleichheit, wenn deg(f) # deg(g) ist.

Die Polynome in z1,...,x, iiber A bilden mit den iiblichen Operationen wieder einen Ring,
den Polynomring R = Alxy,...,x,]. A kann in R mit dem Unterring der Polynome vom
Totalgrad 0 identifiziert werden. Es gilt R* = A*.

2.2 Termordnungen

Die Darstellung f = > cox® fiir f € R = Alxy,...,z,] kann in den meisten CAS aus
allgemeineren Darstellungen polynomialer Ausdriicke durch expand gewonnen werden.

Diese Darstellung ist eindeutig, d.h. eine kanonische Form fiir Polynome f € R, wenn fiir die
Koeffizienten, also die Elemente aus A, eine solche kanonische Form existiert und die Reihen-
folge der Summanden festgelegt ist. Zur Festlegung der Reihenfolge definiert man gewhnlich
eine totale Ordnung auf 7' = 7T'(x).

Eine solche Ordnung kann alternativ iiber die Variante < oder < definiert werden, wobei
t1 <ty & t1 <ty oder t; =ty

gilt, und muss die folgenden Axiome einer partiellen Ordnung

VieT:t<t (Reflexivitét) (1)
Vi, to €T it <tag Nty <t1 = t1 =ts (Antisymmetrie) (2)
Vii,to,t3 €T :t1 <tog Nty <tz =1t; <t3 (Transitivitét) (3)

sowie die Vergleichbarkeitsbedingung fiir je zwei Elemente
Vir,to €T :t1 <taViyg <ty (totale Ordnung) (4)

erfiillen. Als distributive Darstellung eines Polynoms f € R bzgl. einer solchen Ordnung
bezeichnet man eine Darstellung f = ) c,x% in welcher die Summanden paarweise ver-
schiedene Terme enthalten, diese in fallender Reihenfolge angeordnet sind und die einzelnen
Koeffizienten in ihre kanonische Form gebracht wurden. In dieser Darstellung ist die Addition
von Polynomen besonders effizient ausfithrbar. Gilt dariiber hinaus

Vir,to,t €T :t1 <to=>t-11 <t-to (Monotonie) (5)
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so kann man auch die Multiplikation recht effektiv ausfithren, da dann beim gliedweisen
Multiplizieren einer geordneten Summe mit einem Monom die Summanden geordnet bleiben.
Ordnungen mit dieser Zusatzeigenschaft bezeichnet man als Termordnungen. Oft werden als
Termordnungen nur wohlfundierte Ordnungen dieser Art bezeichnet.

Wichtige Ordnungen auf T'(x), die in praktischen Anwendungen eine Rolle spielen:

o Lexikographische Ordnung (lex)

b1 b
Py o mp Spex TP A L z,0n

{al > by oder
=

a; =by und z5? - ... 2, >1exx32-...-xn

o Revers lexikographische Ordnung (revlex)

a1 n_1,. @ b1 bn_1
Ty et Tp—1 " Ty " Sreviex £y - Tp—1 " Tn

{an < b, oder
=

_ ai _ b1 by
ap =0b, und 7" .. T 1P Srevlex T - Ty Y

bn

e Gradordnung (bzgl. der Standardgraduierung)

a1 a b b
it ™ >degaae Ty T

deg(a) > deg(b) oder
deg(a) = deg(b) und z{* - ... 2, > xlil S

e Gewichtete Gradordnung bzgl. w(x;) = w;

a1 a b1 b
2t w2y S T T

- w(a) > w(b) oder
w(a) =w(b) und 29 - ... 2,9 > - aybe

wobei w(a) = wia; + -+ - + wypay, ist.

Hier ist zzx eine andere Termordnung, nach welcher Terme gleichen Grades geordnet werden.
Wichtige Gradordnungen sind insbesondere die gradweise lexikographische (deg-lex) und die
gradweise revers lexikographische (deg-revlex) Termordnung.

Beispiel: Anordnung der Terme vom Grad < 2 fiir n = 3.

Als wohlfundierte Ordnung, Wohlordnung oder noethersche Ordnung bezeichnet man eine
totale Ordnung (T, <), in der eine der beiden dquivalenten Bedingungen gilt:

(a) Jede Teilmenge M C T hat ein kleinstes Element.
(b) Jede (echt) absteigende Kette t; > to > ... in T ist endlich.

Waéhrend die lexikographische und jede Gradordnung Wohlordnungen sind, gilt dies fiir die
(rein) revers-lexikographische Ordnung nicht: ¥y > 23 > 23 > ... ist fiir diese Termordnung
eine unendliche absteigende Kette von Termen.
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Satz 1 Eine Termordnung (T, >) ist genau dann eine Wohlordnung, wenn gilt
(¢) m > 1 fir allem e T.

Beweis: Wir zeigen die Giiltigkeit der Implikationen (a)=-(b)=-(c)=-(a):
(a):>(b) Nimm M = {tl,tg, .. }
(b)=>(c): Gibe es ein m < 1, so gilt wegen der Monotonie m > m? > m? > .. ..

(¢)=(a): Sei M C T eine Teilmenge ohne minimales Element. Dann kénnen wir eine un-
endliche Folge von Elementen mj > mg > ... aus M auswéhlen. Nach dem Dickson-Lemma
(Beweis spéter) existieren ¢ < j mit m; | m;, also mj = m;-t mit t € T. Wegen m; = m;-t < m;
und der Monotonie folgt t < 1. O

Charakterisierungssatz fiir Termordnungen:

Mit T = {x* : a €Z"} bezeichnen wir die Gruppe der verallgemeinerten Terme, deren
Exponenten beliebig ganzzahlig sein kénnen.

(1) Jede Termordnung auf 7' kann man eindeutig auf 7" ausdehnen:

Fiir a, o/, 8,8 € N™ setzen wir
x < xPP o x0Tt < x ¥ B
Die Reprisentantenunabhéngigkeit dieser Definition folgt aus der Kiirzungsregel
x¥ . xY <% x7 = x¥ < %P,

die sich fiir lineare Ordnungen wiederum aus der Monotonie ergibt.
(2) Dann gilt
x* <xP o1 <xP,

so dass die Termordnung durch ihren Positivkegel C'y = {xa eT : x*> 1} bestimmt wird.

(3) Da die Ordnung eine lineare Ordnung ist, ist der Positivkegel ein Halbraum, der durch
ein lineares Funktional w € (Z™)" = R" beschrieben werden kann, so dass fiir o« € Z" gilt

w(a) >0=x*>1
und folglich auch (wegen w(—a) = —w(a))
w(a) <0=x*<1
Wir setzen kurz auch w(x®) = w(a).
Satz 2 Zu jeder Termordnung (T, <) gibt es einen Gewichtsvektor w € (Z")" = R", so dass
x* < x% = w(a) < w(p)

gilt.
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(4) Einzig tiber Terme x® mit w(a) = 0 kann allein aus diesem Gewichtsvektor w keine
Aussage getroffen werden. Diese liegen jedoch in einem linearen Unterraum von Z" und wir
konnen fiir diese Gitterpunkte dieselbe Argumentation mit einem weiteren Gewichtsvektor
wiederholen.

(5) Jeder solche Gewichtsvektor ist durch den Zeilenvektor (w(x;),i =1,...,n), die Gewichte
der Variablen, eindeutig bestimmt. Beschrinkt man sich auf rationale Gewichte, so kann
man alle Gewichte sogar als ganzzahlig annehmen, da sich die durch w(«) = 0 beschriebene
Gitterebene durch Skalieren nicht &ndert. Durch Skalierung auf die L&nge 1 kann man die
Gewichtsvektoren mit Punkten auf der Sphire S™~! identifizieren und hat damit auch eine
genaue Fassung des Begriffs ,,nahe beieinander liegender” Termordnungen.

(6)

Satz 3 (Charakterisierungssatz fiir Termordnungen)

Jede Termordnung lisst sich durch eine Folge von Gewichtsvektoren wi, wo, ..., wi € R"
beschreiben, wobei fiir x*,x? € T gilt

x*>x" & 3j <k (Vi< j (wila)=wi(B) A (wjs1(a) > wir1(5)))

Hierbei ist wy bis auf einen positiven skalaren Faktor eindeutig bestimmt, wéhrend w; auch
um Vielfache von w;, ¢ < j, abgedndert werden kann.

(7) Jede Termordnung ldsst sich damit als Matriz-Termordnung darstellen, indem die Ge-
wichte der Variablen bzgl. der w; als Zeilen einer Matrix notiert werden.

Eine Termordnung ist offensichtlich genau dann eine Wohlordnung, wenn der erste Eintrag
verschieden Null in jeder Spalte der Gewichtsmatrix positiv ist.

Die Matrizen fiir die oben beschriebenen noetherschen Termordnungen sind

11 ... 11 1 1 1 1

(1) (1) ’ 0 1 0 ... 00 0 O 0 -1
>lex . > deglex 0 1 00 > degrevlex: 0 0 -1 0
00 1 00 ... 1O 0 -1 0 O

Beispiele mit CoCoA: Standardordnung ist degrevlex, andere Ordnungen kénnen durch
Kiirzel vereinbart werden. Interne Darstellung erfolgt offensichtlich als Matrixordnung.

Use R ::= Q[x,y,z];
0rd(R);
Mat [
1, 1, 11,
[o, o, -1],
[0, -1, 0]
]
Use S::=Q[x,y,z],Lex;
0rd(S);
Mat [
[1, o0, 0],
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[O’ 1) O]’
[0, 0, 1]
]

(8) Ist ¥ < T\ {1} eine endliche Menge verallgemeinerter Terme, so kénnen wir nach der
Menge der Gewichtsvektoren

Wy ={weR" : Vx* € ¥ w(a) > 0}

fragen, unter denen alle x* € ¥ positiv sind. Wegen w(a) = wy -y + - - - + wy, - oy ist das der
Durchschnitt der (offenen) Halbrédume

(] {weR" : w(a)>0}.

xeey

Dieser Durchschnitt ist entweder leer oder eine offene Menge (hier kommt die Endlichkeit von
Y ins Spiel) und damit n-dimensional. Letzteres gilt genau dann, wenn x* € ¥ = x™* ¢ X
gilt.

Die entsprechenden Gewichtsvektoren bilden wegen wi,ws € Wy = wy + wy € Wy einen
Kegel im R™ = (Z")*, welcher dual zum Kegel ist, der von den Exponenten der x* € %
aufgespannt wird. Wy ist nicht leer genau dann, wenn ¥ einen Kegel mit Spitze aufspannt.

Wy, # ) enthiilt als offene Menge Punkte mit rationalen und sogar ganzzahligen Koordinaten,
da mit jedem Gewichtsvektor w € Wyx auch alle positiven skalaren Vielfachen von w zu Wy
gehoren.

Satz 4 Spannt Ist X C T eine endliche Menge von Termen mit x* € ¥ = x~“ & 3, so gibt
es einen ganzzahligen Gewichtsvektor w € Wy NZ", fir den also x* € ¥ = w(a) >0 gilt.

Fiir ¥ = {z1,...,2,} bekommt man genau die noetherschen Termordnungen heraus. Der Ge-
wichtsvektor (11 ... 1) der Gradordnungen liegt im Inneren dieses Kegels, die Gewichtsvek-
toren der lexikographischen Ordnungen (bzgl. verschiedener Variablenordnungen) auf dessen
Rand.

2.3 Polynome als Funktionen

Polynome p € R = Az, ..., z,] konnen als n-stellige Funktionen p € Func(B", B) aufgefasst
werden, wobei B ein Bereich ist, iiber welchem Werte des Polynoms p berechnet werden
konnen. Hier kommen neben A insbesondere Erweiterungen von A in Betracht, in denen
iiberhaupt erst die Koordinaten der Nullstellen definiert sind.

Ist B D A eine Ringerweiterung von A (allgemein eine A-Algebra), so kann man p € R mit
der Auswertungs-Abbildung

5: Bn_>B7 (p17"'apn) Hﬁ(plavpn)

in Verbindung bringen. Func(B™, B) ist ebenfalls ein Ring bzgl. der punktweisen Addition
und Multiplikation von Funktionen und p — p ein Ringhomomorphismus. Dabei werden die
Variablen z; auf die Koordinatenfunktionen @; : (p1,...,pn) — p; abgebildet.
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Ist B unendlich, so ist der Homomorphismus p — p injektiv, d.h. Polynome kénnen mit ihren
Funktionen identifiziert werden. Fiir endliche Kérper gilt das nicht mehr: f = 2P —x € Fp[z]

verschwindet nicht, wohl aber die zugehotrige Funktion fvauf Fp.

Im Weiteren werden wir mit dieser Konstruktion zu tun haben, wenn A = k ein Korper ist
und B = k der algebraische Abschluss von k.

2.4 Ideale und Faktorringe

Definition 1 Eine Teilmenge I C R eines Rings R heifit Ideal, wenn

(1) 0el,
(2) f,gel = f4+gelund
3) fel, he R = h-fel

gilt.

Mit einer endlichen Menge B = {f1, fa,..., fm} C R muss also auch jede R-lineare Kombi-
nation von Elementen aus B zu I gehoren.

Definition 2 Wir bezeichnen die Menge

I(B) = {Zhlfz : h; € R}
als das von B erzeugte Ideal.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass es sich tatséchlich um ein Ideal handelt und dass dieses
Ideal das kleinste Ideal ist, das B umfasst. Ist B = {f} eine einelementige Menge, so schreiben
wir auch I(f) statt I({f}).

Jeder Ring enthélt zwei triviale Ideale, das nur aus dem Nullelement bestehende Nullideal
I(0) und das aus dem ganzen Ring bestehende Finsideal I(1). Ein Ring R ist genau dann ein
Korper, wenn er keine echten, d.h. von diesen trivialen verschiedene, Ideale enthilt.

Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus.

Ist I' C R ein Ideal in R/, so ist das Urbild I = ¢~ 1(I’) ein Ideal in R. Dieses Ideal be-
zeichnet man auch als den Riickschnitt von I nach R (vgl. spezielle Situation, wenn ¢ eine
Ringeinbettung ist).

Ist I C R ein Ideal in R, so ist ¢(I) nicht unbedingt ein Ideal in R’ (Beispiel: Ideale unter
der Einbettung Z — @Q). Allerdings kann man I’ = I(¢(I)), das von ¢(I) erzeugte Ideal,
betrachten. Dies ist das kleinste Ideal, welches ¢(I) enthélt, und wird als Erweiterungsideal
bezeichnet.

Definition 3 Ist umgekehrt ein Ideal I gegeben, so bezeichnet man eine (endliche) Teilmenge
B C I mit I =1(B) als (endliche) Basis oder Erzeugendensystem von I.

Eine Teilmenge, die minimal mit dieser Eigenschaft bzgl. der Inklusionsrelation ist, heifdt
Minimalbasis.

10
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Es stellt sich heraus, dass dieser Begriff nicht die guten Eigenschaften von Vektorraumbasen
hat. Insbesondere ist die Anzahl der Elemente in einer solchen Minimalbasis nicht eindeutig
bestimmt. Betrachten wir dazu als Beispiel das Ideal Iy = I(B;) mit By = {x1,x2,x3}, das
alle Polynome in k[z1, 2, 3] ohne Absolutglied enthélt.

2 3
By ={x1 + z3, 2] + x2, w122, ] + 21}
und

B3 = {371 + z3, a:% + 22, 129, 371(1’%.733 + JI% + 3 + 1), :Elxg(ﬂ?% + 1)}
erzeugen alle dasselbe Ideal, denn z. B. gilt
(2] + @2) 11 — 21 00 = 2}

Aufgabe 2 Zeigen Sie

(1) Iz +2y,y+ay,2?y?) =1(z,y)

(2) I(22% +3y? — 11,22 — y?> = 3) = I(2% — 4,9y* — 1)
(3) I = I(z? — w9, 23 — 23,21 + 23,23 — 1) = I(1)

Ahnlich wie fiir den Ring der ganzen Zahlen definieren wir fiir ein Ideal I C R

f=g (modl) : & f—gel.

32 = 2ty = 2% (mod J)

Bsp: Fiir J:=I(y — 2%,z — 23) gilt 2yz =z
Man iiberzeugt sich leicht davon, dass diese Relation eine Aquivalenzrelation ist, womit wir
entsprechende Aquivalenzklassen bilden konnen, die wir auch als Restklassen (mod I) be-

zeichnen.

Diese Aquivalenzrelation ist in Wirklichkeit sogar eine Kongruenzrelation, da sie Summen
und Produkte respektiert. Mit

fi = g1 (modI)
fo = g2 (mod I)
gilt ndmlich auch
fitfo = gitg2 (modlI)
fi-fo = g1-g2 (modI).

Damit kéonnen wir die Addition bzw. Multiplikation von Restklassen modulo I repriasentan-
tenweise definieren. Die Menge der Restklassen bildet bzgl. dieser Operationen einen Ring,
den Restklassen- oder Faktorring S = R/I des Polynomrings R nach dem Ideal I. Die natiirli-
che Abbildung 7 : R — S, die jedem Polynom die zugehorige Restklasse zuordnet, ist dann
ein Ringhomomorphismus. Sie erzeugt eine eineindeutige Abbildung

71 Ideale(S) — Ideale(R)

zwischen den Idealen von S und denen von R, die I = 7 1(0) umfassen.

11
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Definition 4 Ein Ideal M C R bezeichnet man als maximales Ideal, wenn es maximal bzgl.
der Inklusionsrelation unter allen echten Idealen von R ist.

Ein Ideal P C R bezeichnet man als Primdeal, wenn
Va,beR(a-be P = a€ P oderbe P)
gilt.
Es gilt
(a) M ist genau dann ein maximales Ideal, wenn R/M ein Korper ist.

(b) a € R ist genau dann invertierbar, wenn es in keinem maximalen Ideal von R enthalten
ist.

(c) Das Ideal P C R ist genau dann ein Primideal, wenn R/P ein Integritétsbereich ist.

3 Affine Varietiaten

3.1 Situation und Bezeichnungen

S = k[x1,...,xy,] bezeichnet den Polynomring in X = (z1,...,x,) iiber einem Kérper k. K
ist der algebraische Abschluss von k. A" := {(a1,...,a,) : a; € K} ist der n-dimensionale
affine Raum (iiber K).

Weiter sei B = {fi,..., fs} C S ein (endliches) System von Polynomen, I = I(B) das von B
erzeugte Ideal in S und

V=V(B):={(a1,...,ap) € A" : Vf € B f(a) =0}

deren gemeinsame Nullstellenmenge. Es gilt V(B) = V(I(B)).
Mengen V C A™, die sich auf diese Weise darstellen lassen, heiflen affine Varietdten.

Zu einer beliebigen Teilmenge V' C A™ kann man umgekehrt die Menge
I(V):={feS : fla)=0VaecV}

der auf V' C A" verschwindenden polynomialen Funktionen betrachten.

3.2 Beispiele
Affine Varietiten in der Ebene

V(F(z,y)) beschreibt normalerweise eine Kurve in der Ebene. Ein besonders einfaches Beispiel
sind Kurven

C={(z,y) - y=f(x)},

die sich durch einen expliziten funktionalen Zusammenhang angeben lassen. Ist f ein Polynom,
so gilt C = V(y — f(x)). Ist dagegen f(x) = % eine rationale Funktion mit teilerfremden

12
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p(x),q(x), so gilt C = V(q(x) -y — p(x)). In der Tat, a € V wenn entweder g(a,) # 0 oder
p(az) = gq(ay) = 0. Letzteres ist fiir univariate Polynome aber nicht moglich, da p und ¢
teilerfremd sind, es also eine Darstellung 1 = up + v ¢ gibt.

Oftmals lésst sich aber F'(z,y) nicht nach einer der beiden Variablen auflosen, z. B. fiir F' =
22+ y? — 1. V(F) ist ein Kreis und zu einem vorgegebenen y-Wert gibt es zwei Punkte mit
dieser y-Koordinate, aber verschiedenen z-Koordinaten, und umgekehrt. Allerdings lisst diese
Varietét eine rationale Parametrisierung zu

1—7r2 2
V=3|l—s5——=5) i 7€ K 1+ #0
{(1+r2’1+r2> ref iy }

Diese ergibt sich aus folgender Uberlegung: Wir betrachten die Schar der Geraden durch den
Punkt P = (—1,0) € V, die durch deren Anstieg r parametrisiert seien. Eine solche Gerade
ist also durch die Gleichung y = r(z+1) gegeben und schneidet den Kreis auler in P in einem
weiteren Punkt, dessen Koordinaten folglich durch r eindeutig bestimmt sind und umgekehrt.
Durch Substitution in die Kreisgleichung erhalten wir

2+ 4204+ - 1= (z+ 1) (v +rPz — 1 +17)

Dass sich dieses durch Elimination entstandene Polynom zweiten Grades in zwei Linearfakto-
ren zerlegen ldsst, entspricht der Tatsache, dass wir einen seiner Faktoren, der P entspricht,
vorab kannten. Der zweite Faktor beschreibt die z-Koordinate des zweiten Schnittpunkts, die
Geradengleichung daraus die zugehorige y-Koordinate. Bemerkenswert ist, dass in Wirklich-
keit alle Punkte bis auf P auf diese Weise (eindeutig) gewonnen werden kénnen. P erhilt
man auf formale Weise, wenn man r — oo streben lésst.

Aufgabe 3 Betrachten Sie auf analoge Weise die Kurve V = V(y? — 2% — 2%) und versuchen
Sie, eine (rationale) Parametrisierung zu finden. Eine solche Kurve nennt man eine elliptische
Kurve.

Hinweis: Die Kurve V' hat einen Doppelpunkt im Ursprung O = (0,0).

Betrachten Sie Geraden durch O. Diese haben jeweils genau einen weiteren Schnittpunkt mit
V. Wir erhalten dabei sogar eine regulidre Parametrisierung, d. h. eine solche durch polyno-
miale Ausdriicke.

Affine Varietiten im Raum

Nullstellengebilde der Gestalt V' = V(F(x,y, z)) sind Flichen im Raum wie etwa die folgen-
den. Die Bilder wurden mit der Funktion plots[implicitplot3d] und Maple 8 erzeugt. Mit
Maple 13 hat sich an der Qualitét nichts gedndert.

with(plots):
implicitplot3d(ul,x=-2..2, y=-2..2, z=-2..2);

13
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- -
&

V(2?2 +y? - 2) V(2% +y? — 2?) V(2? — 3?22 + 23)
,,Schweinsohrflache

In anderen grofien CAS gibt es mit ContourPlot3D (Mathematica) bzw. plot: :Implicit3d
(MuPAD) vergleichbare Funktionen, die teilweise qualitativ bessere Bilder liefern. Besonders
am letzten Beispiel wird deutlich, dass Gradientenverfahren, die zur impliziten Darstellungen
von Flédchen benutzt werden, in der Nahe von Singularitédten wie der Selbstdurchdringung der
Fliche lings der y-Achse oder gar in der Nihe der komplizierteren Singularitét im Ursprung
ihre Schwierigkeiten haben.

Nullstellengebilde im Raum, die sie sich durch zwei Gleichungen beschreiben lassen, ergeben
im Normalfall eine Kurve im Raum.

Beispiel:
V:V({y—xz,z—m?’}) = {(t,t2,t3) : teK}

Diese Kurve nennt man die getwistete Kubik.

Das fithrt uns auf einen intuitiven Dimensionsbegriff: Die Dimension dim V einer affinen Va-
rietét V ist gleich der Anzahl der freien Parameter in den sie definierenden Gleichungen. Nor-
malerweise ist zu erwarten, dass jede Gleichung eine Variable bindet, d. h. dass dim V =n—m
gilt, wenn V durch m Gleichungen im A" gegeben werden kann. Dies ist allerdings bereits im
Fall der linearen Algebra falsch, wo m durch den Rang der entsprechenden Matrix ersetzt wer-
den muss. Im nichtlinearen Fall wird es noch komplizierter. Betrachten wir die ebene Varietét
1% ({y (x4+y—1),22 -z —y%+ y}), die sich aus den beiden Teilvarietdten V({x +y — 1})
und V({z,y}) zusammensetzt, d.h. aus einem Punkt und einer Geraden besteht. (Es gilt
-y ty=(r-y (r+y—1))

3.3 Erste Eigenschaften affiner Varietiten

Beschreibung affiner Varietiten im A':

Satz 5 Eine affine Varietit V C Al besteht aus dem ganzen Al oder endlich vielen Punkten.
Damit bekommen wir ein notwendiges Kriterium

Satz 6 Ist V eine affine Varietit und g eine Gerade, so gilt g CV oder g \'V ist endlich.

Beweis: Betrachte die Geradengleichung (c1,...,¢,) + ¢+ (v1,...,v,) von g. Setzt man diese
Punkte in die Bestimmungsgleichungen von V' ein, so erhéilt man univariate Polynome in ¢,
die eine Untervarietiit im A! beschreiben. O

14
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Beispiele nichtalgebraischer Mengen, basierend auf diesem Satz: Ein Intervall in der Ebene,
eine Kreisscheibe, A2\ {(0,0)}.

Satz 7

(1) O und A™ sind affine Varietiten
(2) Sind V und W affine Varietiten im A™, so ist auch V. UW eine affine Varietit.

(3) Ist Vo, C A" eine Familie affiner Varietiten, so auch ihr Durchschnitt.

Beweis: von (243): Ist V =V(B), W = V(C) und V, = V(B,), so gilt VUW =V ({fg :
fe€B,geC})und NGVy =V (UyBy). O

Die affinen Teilvarietéiten des A" erfiillen damit die Axiome eines Systems abgeschlossener
Mengen und definieren somit eine Topologie, die sogenannte Zariski- Topologie.

Begriff des topologischen Abschlusses V einer beliebigen Teilmenge V' C A™: Dies ist die
kleinste affine Varietiit, die V umfasst. Aquivalent:

V=YW :W >V, W affin}
Aufgabe 4

(a) Zeigen Sie, dass (2) auch fiir endliche Vereinigungen affiner Varietiten gilt.

(b) Zeigen Sie an einem Beispiel, dass die unendliche Vereinigung affiner Varietéiten nicht
unbedingt eine affine Varietéit sein muss.

(c) Zeigen Sie, dass V' \ W nicht unbedingt eine affine Varietdt sein muss.
(d) Zeigen Sie, dass fiir affine Varietiten V' C A™ und W C A" das karthesische Produkt
V x W C A™t" eine affine Varietét ist.
3.4 Parametrisierung affiner Varietiten

Im linearen Fall ist eine solche immer mdglich:

r+y+z = 1 v -1 -3
y B = y | = 2 + 2 t
r+2y—2z = 3 . 0 1

Die Parametrisierung erfasst alle Punkte der Varietét genau einmal.

Betrachten wir den nichtlinearen Fall, z. B. obige Parametrisierung der Kreislinie C' = V (22 +

y?—1)
o= f(10 2 Y e 2 4+1#0
- 1+t2"1+¢2) ’
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Hier kann man ebenfalls aus vorgegebenen Koordinaten P = (z,y) € C' den Parameterwert ¢

iiber die Formeln ¢ = H% fiir  # —1 eindeutig rekonstruieren, jedoch erfasst C’ den Punkt

(—1,0) auf der Kreislinie nicht. Wir kénnen die Parametrisierung verstehen als Abbildung
¢ AN\ {i,—i} — A%,

die durch die beiden rationalen Funktionen gegeben wird, durch die sich die z- bzw. y-
Koordinate berechnet. Dann ist C' = im ¢ und C = C' U {(—1,0)}. Die Abbildung ¢ ist
injektiv.

Sei nun n beliebig und V' C A" eine affine Varietét.

Definition 5 Als rationale Parameterdarstellung (der Dimension d) von V' bezeichnet man
eine Darstellung durch rationale Funktionen r; = % € k(ty,...,tg),1=1,...,n, so dass die
Menge

V= {(2’23@: 1n) ac A, Vig(a) ;éo}

die Varietéit V so weit wie moglich ausschopft, d.h. V = V7 gilt.
Dabei kénnen wir oBdA eine Normierung auf den gemeinsamen Nenner vornehmen:

r, = 2 mit ng(p17 s ,pnaQ) =1

Definition 6 Eine Parameterdarstellung mit ¢ = 1 heifit polynomial oder reguldr. In dem
Fall sind die r;(t) polynomiale Funktionen.

Wie oben kénnen wir eine solche Parametrisierung stets als Abbildung
¢: A\ W — A"
betrachten, die einem Parametertupel a = (a1,...,aq) € A? den Punkt
c=¢(a) = (ri(a),...,rn(a)) € A"

zuordnet. Dabei ist W = V(q) die Ausnahmemenge, auf der eine der rationalen Koordina-
tenfunktionen nicht definiert ist. Im Falle einer reguléiren Parametrisierung ist diese Menge
leer.

Vorteile einer Parameterdarstellung: Man kann die Punkte auf V besser generieren und damit
grafische Darstellungen erzeugen.

Betrachten wir als Beispiel die ,,Schweinsohrfliche* V = V(22 — 3222 + 23).

Setzen wir 32 = c als Parameter, so erhalten wir
eine Schar elliptischer Kurve 22 = c2? — 23, die in
einer Aufgabe weiter oben zu untersuchen war. Die

entsprechende Parametrisierung

(x,2) = (t (c— t2), (c— t2))

kann man zu einer der ganzen Fliche fortsetzen:

V= {tw? =), u, (u* =) : (u,t) € C?}.
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Hier ist die Parameterrekonstruktion aus (z,y,z) € V etwas komplizierter: Allgemein ist
u =y und t = z/x, allerdings ist fiir z = 0 auch = 0 und aus z = u? — t> = 0 ergeben
sich zwei Losungen t = +u = +y fiir £. Das ist aber auch klar, denn die Flache schneidet sich
selbst langs der y-Achse.

Die Frage, ob ¢ eine injektive Abbildung ist, ist also selbst fiir den Fall einer reguléren Pa-
rametrisierung eine komplizierte Frage. Normalerweise kann man Injektivitéit, wie in diesem
Beispiel, nur jenseits einer Ausnahmemenge erreichen, die wie hier selbst wieder eine alge-
braische Varietdt kleinerer Dimension ist.

Eine implizite Darstellung dagegen ist vorteilhaft fiir Tests, ob gegebene Punkte auf einer
Varietét liegen.

Damit entstehen folgende weiteren Fragen:

(1) Umrechnung einer impliziten in eine Parameterdarstellung.

(2) Inverses Problem: Finde Formeln, nach denen aus den Koordinaten eines Punkts auf
der Varietit dessen Parameterkoordinaten berechnet werden konnen.

(3) Finde eine implizite Darstellung einer in parametrisierter Form gegebenen Varietét.

Die zweite und dritte Fragestellung fithren auf Eliminationsprobleme. Betrachten wir etwa
die Kurve
C={1-t1-t*:tcK},

so ist fiir eine implizite Darstellung aus dem Gleichungssystem = 1—t, y = 1—t2 die Variable
t zu eliminieren, was hier auf einfache Weise moglich ist und auf die implizite Gleichung
C = V(2? — 2z + y) sowie die inverse Formel t = 1 — x fiihrt.

Betrachten wir ein etwas komplizierteres Beispiel, die Tangentialfliche an die getwistete Kubik
C={(t,tt*) : te K}.

Der Tangentialvektor an den Punkt (t,tQ,t3) eC
hat die Koordinaten (1,2t,3t?). Damit kann man
jeden Punkt auf der Tangentialfliche durch zwei
Parameter ¢t und u beschreiben:

F={(t+ut*+2ut,t?+3ut?) : tuc K}
oder explizit
r=t+u, y:t2+2ut, z =12+ 3ut?

Als inverse Formel ergibt sich unter Verwendung
der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen

u=z—tt=c+a?2—y

und insgesamt

F=V(*>—6zyz+42®z—3229° +41°)
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Aufgabe 5 Betrachten Sie die Kurve C' = {(ﬁt, 1-— t%) teC\{-1, 0}}

(a) Finden Sie die Gleichung der affinen Varietiit V = C.
(b) Zeigen Sie, dass C =V \ {(1,1)} gilt.

Wir sehen an diesem Beispiel noch einmal, dass die Parametrisierung nicht alle Punkte der
Varietét erfassen muss, d. h. die Menge der durch die Parametrisierung erzeugten Punkte ist
nicht unbedingt abgeschlossen. Das kann selbst fiir regulédre Parametrisierungen auftreten:

Aufgabe 6 Gegeben sei die Fliche F' = {(u v,uvtu?) @ uv € (D}. Finden Sie die Glei-
chung der affinen Varietdt V = F und bestimmen Sie V' \ F.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem Beispiel aus dem CAGD, dem computergestiitzten
Geometrie-Design beenden. Wenn man komplexe Formen wie etwa Autokarosserien oder Flug-
zeugfliigel entwerfen will, brauchen die Ingenieure Kurven und Fléichen, die variabel in ihrer
Form, aber einfach zu beschreiben und schnell zu zeichnen sind. Dafiir sind rational parame-
trisierte Kurven und Flidchen bestens geeignet.

Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass ein solcher Design-Ingenieur Kurven in der Ebene
entwerfen will. Komplizierte Kurven werden gewGhnlich aus einfacheren Stiicken zusammen-
gesetzt, wobei man fiir deren glatte Komposition iibereinstimmende Tangentialrichtungen an
den Endpunkten benétigt. Der Designer muss also vier Grofien kontrollieren kénnen, ndmlich
Lage und Tagentialrichtung fiir den Start- und den Endpunkt.

Die Bézier-Kurven, benannt nach dem Renault Autodesigner P. Bézier, ist dafiir besonders
gut geeignet. Es handelt sich dabei um Kurven, die parametrisch gegeben sind durch die
Gleichungen

= (1—t)3z +3t(1 — t)%20 + 3t3(1 — t)as + t324
y=(1—1)%y1 +3t(1 — t)*ya + 3t*(1 — t)ys + t°pu

fir 0 <t <1, wobei x1,...,ys4 die zu spezifizierenden Designkonstanten sind. Fiir ¢ = 0 bzw.
t = 1 bekommen wir

(1‘(0),y(0>) - (1'17:91)
(z(1),y(1)) = (x4,94)

und fiir die Tangentialrichtungen in den Endpunkten mit
x' = —3(1 — )%z + 3(3t% — 4t + 1)xy + 3(2t — 3t?) a3 + 3t3zy
schlieBllich

('(0),4/(0)) = (3(w2 — #1),3(y2 — v1))
(«'(1),5'(1)) = (3(2a — 23), 3(ya — v3))-
Die zu manipulierenden Parameter sind also durch die Lage der vier Punkte (z1,y1), (z2,y2),

(x3,y3), (x4,y4) eindeutig bestimmt. Diese vier Punkte heiflen die Kontrollpunkte der Bézier-
Kurve, ihre konvexe Hiille bezeichnet man als Kontroll-Polygon. Durch die Lage der beiden
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mittleren Punkte kann man nicht nur die Tangentialrichtung, sondern auch die Tangentialge-
schwindigkeit der Kurve variieren und so verschiedene Kurven mit denselben Tangentialrich-
tungen und denselben Endpunkten konstruieren.

Bézier-Kurven kommen ebenfalls in der Postscript-Sprache vor. Mit dem Kommando curveto
kann man die vier Kontrollpunkte eingeben.

Aufgabe 7 Zeigen Sie, dass die Bézier-Kurve immer vollstdndig innerhalb ihres Kontrollpo-
lygons verlauft.

Hinweis: Zeigen Sie, dass ein Punkt P mit den Koordinaten P = a1 P; + ... + a4 P; in der
konvexen Hiille der Punkte P, ..., Py liegt.

Aufgabe 8 Eine andere interessante Kurve ist die Strophoide, die durch folgende trigonome-
trische Parametrisierung gegeben werden kann:

x = a sin(t)
y = a tan(t)(1 + sin(t)),

wobei a eine Konstante ist.

(a) Lassen Sie sich von einem CAS ein Bild einer Strophoide erzeugen (t = =5 ... 5).

(b) Zeigen Sie, dass eine Strophoide eine affine Varietét ist, indem Sie die beschreibende
Gleichung finden. (Hinweis: (a? — 22)y? = x?(a + z)? ist nicht die richtige Antwort, da
die entsprechende Varietét noch eine Komponente {(—a,y) : y € C} enthélt.

(c) Finden Sie eine rationale Parametrisierung fiir die Strophoide.

4 Verschwindungsideal und Koordinatenring

4.1 Beispiele

Bisher hatten wir Nullstellenmengen zu vorgegebenen Idealen bestimmt. Wir wollen nun 7(V),
das Ideal der auf einer vorgegebenen Menge verschwindenden Polynome, ndher untersuchen.

In einzelnen Féllen lasst sich eine Basis fiir dieses Ideal leicht angeben. Ist z. B. V' = {(0,0,0)}
der Ursprung des A3, so gilt offensichtlich (V) = I(z1, 22, 73).

Etwas komplizierter ist es, das Verschwindungsideal Is = I(V') der getwisteten Kubik Co =
{(a,a?,a®) : a € C} zu finden. Wir zeigen, dass dieses Ideal von der Basis By = {y—2?%, z—23}
erzeugt wird.

Sei J = I(Bg). Wegen By C I(C3) haben wir nur I(Cy) C J zu zeigen. Ist f(z,y,z) € I(C?)

ein auf Cy verschwindendes Polynom, so gilt f(¢,t2,3) = 0 fiir alle ¢, d.h. f wird nach dieser

Substitution (und Vereinfachung) das Nullpolynom in k[t]. Andererseits gilt y = 22, 2z = 23

(mod J) und somit

f(ac,y,z) Ef($7$2?$3) = g($) (HlOd J)a

da f eine polynomiale Funktion ist. Wegen f € I(Cs) und f — g € J C I(Cy) folgt g(x) €
I1(Cs), also g = 0 und damit f =0 (mod J), d.h. f € J.
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Noch etwas komplizierter wird die Bestimmung der Idealbasis fiir das Verschwindungsideal I3
der Kurve C3 := {(a?,a3,a°) : a € C}. Man iiberzeugt sich leicht, dass B3 := {zy—z, 23 —y?}
in I3 enthalten ist.

Aufgabe 9 Weitere Elemente des Verschwindungsideals sind etwa 2° — 22 oder y° — 23. Zeigen

Sie, dass diese Polynome in I(Bs3) liegen, fiir eine Minimalbasis also iiberfliissig sind.

Setzen wir wieder J := I(Bs), so kénnen wir mit den Beziehungen z = zy, y*> = 23 (mod J)
nur bis zu einer Darstellung f(x,y,z) = gi1(x) + g2(z) - y (mod J) reduzieren. Ist g;(x) =
> ci et so gilt allerdings g1 () + g2(x)y € I(C3) nur, wenn

g1(a®) + g2(a®)a’® = Z c1pa” + Z coka®* % =0

fur alle a € C, also identisch in a gilt. Dafiir miissen aber sowohl g; als auch gy identisch
verschwinden, denn die erste Summe enthélt nur gerade a-Potenzen, die zweite dagegen nur
ungerade. Weiter argumentieren wir wie oben.

Aufgabe 10 Bestimmen Sie das Verschwindungsideal der Kurve Cy = {(a3, a*,a%) : a € C}.

Der Faktorring k[V] := R/I(V) bgzl. des Verschwindungsideals (V') einer affinen Varietét
V' hat eine direkte geometrische Interpretation: Dieser Ring ist der Ring der polynomialen
Funktionen auf V. In der Tat, sind f,g € R zwei Polynome, die als Funktionen auf V' zusam-
menfallen, so gilt f — g € I(V) und umgekehrt. Man bezeichnet k[V] deshalb auch als den
Koordinatenring von V.

4.2 Das Verschwindungsideal regulir parametrisierter Varietéiten
Sei nun V eine reguldr parametrisierte Varietdt und
¢: AT — A"

mit ¢ = (é1,¢2,...,¢n) und polynomialen Funktionen ¢; € k[t1,...,tq], ¢ = 1,...,n die
zugehorige Parametrisierung. Im Fall der Kurve Cy aus dem vorigen Abschnitt gilt

AL 3 : 2 3
¢ A — A via a— (a,a”,a’)

und Cy = im(¢).

f(z,y, z) verschwindet genau dann auf Cy, wenn das durch die entsprechenden Substitutionen
aus f erzeugte Polynom identisch, d.h. als Element des Polynomrings k[t], verschwindet.
Dies kénnen wir auch so formulieren: Die Ersetzung  — t,y — t2, 2z — t> induziert einen
Ringhomomorphismus zwischen den Koordinatenringen

¢ 1 E[A%] = k[z,y, 2] — E[A] = E[t] via  f foo,
wobei
felV) <= ¢*(f)=fop=0

gilt.
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Auch im allgemeinen Fall induziert ¢ eine solche duale Abbildung zwischen den Koordina-
tenringen

¢*: R:=klxy,...,25] — R :==k[t1,...,14] via fr= foo,

die in die andere Richtung zeigt, also kontravariant wirkt. f(xi1,...,x,) € R verschwindet
auf der durch ¢ parametrisierten Varietit V = im(¢) = {(¢1(a),...,dn(a)) : a € A%} genau
dann, wenn f(¢1(a),...,dn(a)) = f(¢(a)) =0, d.h. wenn f € ker(¢*) gilt.

Hierbei steht ker(¢*) = {u € R : ¢*(u) = 0} fir den Kern des Ringhomomorphismus
¢»*:R— R.

Die Abbildung ¢ : A% — A™ kann man durch

™

AT 2 A AT Ty AT

fithren, wobei ¢ : A=A x A™ durch (t1,...,tq) = (t1,...,tq, d1(t),...,dn(t)) definiert
wird (im(¢g) bezeichnet man auch als den Graphen von ¢) und 7 : A% x A"—A" die
Projektion auf den zweiten Summanden ist. 7* ist dann die Einbettung von k[z1,...,z,] in
Elti,... ,tq,x1,...,zy] und

ker(¢*) = ker(¢g o ™) = ker(dg) N klz1, ..., xn)

das Ideal, das man aus ker(¢§) C k[t1,...,tq, z1,...,2,] durch Elimination der Variablen
t1,...,tq bekommt.

Dieses Ideal kann man aber genau beschreiben: ker(¢*) fallt mit

Ji=I(x1 — ¢1(t), 22 — da(t),. .., 2n — dn(t))

zusammen. Offensichtlich gilt ker(¢g) 2 J, da die Basiselemente von J unter ¢ verschwinden.
Wegen z; = ¢;(t) (mod J) gilt fir f € k[t1,...,tq,21,...,2,] aber auch

flt, . stagyxr, oo xn) = ft1, .oy ta, d1(t), .o, dn(t)) = @5(f)  (mod J).
Aus f € ker(¢f) folgt also f =0 (mod J) und somit bereits f € J.

Damit bekommen wir die folgende Beschreibung des Verschwindungsideals einer reguldr pa-
rametrisierten affinen Varietét:

Satz 8 Ist V = im(¢) eine regulir parametrisierte Varietit im A" und ¢ : A® — A" die
zugehorige Parametrisierungsabbildung, so gilt

I(V) = ker(¢*) = I(x1 — ¢1(t), x2 — da(t), ..., xn — dn(t)) N K[z, ... 2]
und k[V] = R/I(V) =im(¢*).

4.3 Der Korrespondenzsatz, Teil 1

Betrachten wir nun die Beziehung zwischen den Operatoren I() und V(), die einer gegebenen
Teilmenge W C A% das Ideal der auf ihr verschwindenden Polynome bzw. einem gegebenen
Ideal J C R die Menge seiner gemeinsamen Nullstellen (iiber einer algebraisch abgeschlossenen
Erweiterung K des Grundkoérpers k) zuordnet.
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Starten wir bei einer Teilmenge W, bilden das Ideal J = I(W) und davon die zugehorige
Varietét, so enthélt diese neben den Punkten von W noch all jene Punkte, die gemeinsame
Nullstellen aller Funktionen sind, die auch auf ganz W verschwinden. Das ist offensichtlich
die kleinste affine Varietét, die W umfasst, also deren Abschluss. Ist insbesondere W bereits
eine affine Varietiit, so gilt V(I(W)) = W.

Starten wir dagegen mit einem Ideal J, bilden die gemeinsame Nullstellenmenge V' = V(J)
und davon wieder das Ideal, so erhalten wir nicht notwendig J zuriick, da jedes Polynom
f € R, fiir welches ein m existiert, so dass f™ € J gilt, ebenfalls auf V' verschwindet. Ideale

enthalten also neben der Information tiber die Nullstellen selbst weitere Information iiber die
,, Vielfachheit* der Nullstellen.

Definition 7 Fiir ein Ideal J C R bezeichnen wir die Menge rad(J) :=={f € R : Im f™ €
J} als das Radikal von J.

Aufgabe 11 Zeigen Sie:
1. rad(J) ist wiederum ein Ideal.
2. rad(rad(J)) = rad(J).

Es stellt sich heraus, dass dies bereits alle Funktionen sind, die auf einer gegebenen Varietét
V verschwinden. Betrachten wir dafiir zunfichst V = (). Im Fall n = 1 wissen wir aus dem
Fundamentalsatz der Algebra, dass jedes nichtkonstante univariate Polynom eine (komplexe)
Nullstelle besitzt. Ein dhnlicher Satz gilt fiir Ideale (0. Bew.):

Satz 9 (Hilberts Nullstellensatz) Ist J C k[x1,...,2,] ein Ideal und K eine algebraisch ab-
geschlossene Erweiterung von k, so gilt

Vk(J)=0 < J=I(1).
Aquivalent zu diesem Satz ist die folgende Charakterisierung von I(V):
Satz 10 Ist J C R = k[z1,...,xy] ein Ideal und V = Vi (J), so gilt I(V) = rad(J).

Beweis: Wir hatten schon gesehen, dass jede Funktion aus rad(J) auf V' verschwindet. Zum
Beweis der Umkehrung verwenden wir den sogenannten Rabinowitsch-Trick: Sei h € I(V)
und B = {f1,..., fm} eine Idealbasis von J. Sei weiter ¢ eine neue Variable, S = R[t] und
J' c Sdasvon fo, € B, a=1,...,m, und f = 1— h -t erzeugte Ideal. Wegen V(J') = 0
folgt J' = I(1), also gibt es 79,74 € S mit

1= ro(z,t) falz) +ro(z,t) - (1 - h(z) - 1).

Substituieren wir nun iiberall ¢ — ﬁ und multiplizieren mit dem Hauptnenner A" durch,
erhalten wir die Gleichung

h()¥ = Fa(@) fol@) + Fo(x) - 0,

also bV e J. O
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Definition 8 Ein Ideal J C R mit J = rad(J) nennen wir Radikalideal.

Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen:
Satz 11 (Korrespondenzsatz, Teil 1) Sei

o V die Menge der Teilmengen des A™,
e 7 die Menge der Ideale J C R,

oV :7T — V die Abbildung, die einem Ideal J die zugehirige Nullstellenmenge V (J)
zuordnet und

o [:V — T die Abbildung, die einer Teilmenge W C A™ das Ideal I(W) zuordnet.

V und I sind zueinander inverse, inklusionsumkehrende Korrespondenzen zwischen den affi-
nen Teilmengen des A™ und den Radikalidealen in R, d.h.

1. die Bilder unter V sind genau die affinen Teilmengen des A",
2. die Bilder unter I sind genau die Radikalideale in R,

3. fiir jede Teilmenge W € A™ gilt V(I(W)) =W,

4. fir jedes Ideal J C R gilt I(V(J)) = rad(J),

5. J1 CJy=V(JJ1) DV(J2),

6. Vi C Vo= I(Vi) 2 I(Va).

Beweis: Es sind nur noch die Aussagen 5. und 6. zu zeigen. Deren Giiltigkeit ist aber offen-
sichtlich. O

4.4 Affine Varietiten und Idealoperationen

Als néchstes wollen wir untersuchen, welchen Idealoperationen die Bildung (endlicher) Verei-
nigungen und Durchschnitte von affinen Varietédten unter obiger Korrespondenz entsprechen.

Ein Gleichungssystem, dessen Nullstellenmenge genau dem Durchschnitt zweier vorgegebener
Nullstellenmengen entspricht, bekommt man als Vereinigung der beiden Teilsysteme. Auf diese
Weise entsteht jedoch kein Ideal. Dafiir muss noch die Bildung entsprechender kreuzweiser
polynomialer Linearkombinationen zugelassen werden.

Beispiel: J; = I(x1 + x2, x273, m§ — z475), Jo = I(x1 + 20, T2w4, 2% — mg)
Definition 9 Als Summe der Ideale Ji, Jo C R bezeichnet man die Menge
Ji+ o ={j1+J2 : j1€Ji, jo € Jo}

Beispiele:
J1+ Joy=1(z1 + :cg,:vgxg,xgx4,x§ — 475,73 — x%)
Ji = I(x1 + z2, x122), Jh = I(x1 — 22, 2122), J| + J§ = I(x1,22) (nach Transformation).
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Satz 12 Die Summe von zwei Idealen ist wieder ein Ideal. Sind B; Basen der Ideale J;,1 =
1,2, so ist B = By|J Bs eine Basis von Ji + Ja.

Betrachten wir die analoge Konstruktion fiir das Produkt statt der Summe.
Definition 10 Als Produkt der Ideale Ji, Jo C R bezeichnet man die Menge

Ty Jo i ={) dik-dok ¢ ik € i, ok € Jo}
k

Beispiele:
Ji-Jo = I((w1 4 22)%, (21 + 22) 7224, - - -, (23 — 2475) (] — 22)) (insgesamt 3 -3 = 9 Produkte)

J| - Jb = I(2? — 23, 23, 2123) (nach Transformation).

Satz 13 Das Produkt von zwei Idealen ist wieder ein Ideal. Sind B; Basen der Ideale J;,i =
1,2, soist B={f-g: f € B1, g € By} eine Basis von Jp - Jo.

Jeder Punkt aus der Vereinigung der Nullstellenmengen der beiden Teilsysteme ist offensicht-
lich eine gemeinsame Nullstelle der Idealprodukts. In den Beispielen haben wir allerdings
gesehen, dass die Multiplizitéit oftmals nicht die richtige ist.

Es zeigt sich, dass noch eine dritte Operation zwischen Idealen von Interesse ist:
Satz 14 Der Durchschnitt zweier Ideale ist wieder ein Ideal und es gilt stets Ji-Jo C JiNJs.

Die Basis eines Idealdurchschnitts kann jedoch im Allgemeinen nicht nach einer einfachen
Vorschrift aus den Basen der Teilideale berechnet werden.

Beispiel: Betrachten wir den Polynomring k[z] in einer Variablen. Das ist ein Hauptidealring.
Fir Jy = I(f), J2 = I(g) gilt

Ji+Je=1(ged(f,9))  Si-J=I(f-g) JinJa=I(em(f,g)).
Beispiel: Potenzprodukte im Durchschnitt von zwei Potenzproduktidealen
I(2®, xy?) N 1%y, y°) 2 1(a%y, 2%y, xy°)
Beispiel J; N J§ = I(23, 7172, 23)

Beispiel (0. Bew.) J; N Jy = [(wox322, mom475, 127374, 71 + T2, (T3 — x%)(m% — T45))

Dafiir verhilt sich der Durchschnitt zweier Ideale besser bzgl. der Korrespondenz zwischen
Idealen und Varietéten als das Produkt.

Aufgabe 12 Zeigen Sie, dass Summe oder Produkt von Radikalidealen nicht unbedingt wie-
der Radikalideale sein miissen.

Zeigen Sie, dass der Durchschnitt zweier Radikalideale wieder ein Radikalideal ist.

Die eingefiihrten Idealoperationen hingen eng mit der Bildung von Vereinigungen und Durch-
schnitten affiner Varietdten zusammen:

Satz 15 (Korrespondenzsatz, Teil 2) Mit den Bezeichnungen aus dem Korrespondenzsatz,
Teil 1, gilt fir Ideale J1, Jo C R weiterhin
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7. V(Ji+ J2) =V (J1) OV (J2) und
8 V(Ji-J2) =V(Li1J2) =V (J1) UV (J2).
Beweis: Wegen J; - Jy C Jy N Jy C Jyp, Jo gilt
V(J1-J2) DV (JiNJy) DV(J) UV (J2).

Es bleibt also nur V(J; - Jo) C V(J1) UV (J2) zu zeigen. a € V (Jp - J2) heifit aber insbesondere
f(a)g(a) =0 fiir alle f € J1,9 € Ja. Ist a & V(J1), so gibt es ein f € J; mit f(a) # 0, was
g(a) =0 fiir alle g € Jy nach sich zieht. Also wire dann a € V(J3). O

Aufgabe 13 Seien a,b,c C R Ideale. Beweisen Sie die folgenden Relationen

1. (a+b)c = ac+be

2. (anb)+c¢ C (a+c)n(b+ec)
3. (anbd)-c¢ C (a-¢)n(b-c)
4. a-b+c O (a+c)-(b+c)
5. an(b+c¢) 2 (anb)+(anc)
6. Nb-¢c) 2 (anb)-(anc)

Zeigen Sie in den Fillen 2. 6., dass im Allgemeinen keine Gleichheit besteht, aber jeweils die
Radikale beider Seiten {ibereinstimmen.

Ein Spezialfall der Relation 5. ist das Modularititsgesetz
7. ¢cCa=an(b+c)=(anb)+c
Beweisen Sie diese Aussage.
Als Idelaguotienten bezeichnet man
J:(f)y={reR : f-reJ}.
Als stabilen Idelaquotienten bezeichnet man
J:(f)={reR : 3In f"-reJ}.

Beides sind Ideale.
Eigenschaften:

J:i(f)ST:(f)C...CT:(f)
und es gilt Gleichheit nach endlich vielen Schritten, wenn J : (f°°) eine endliche Basis hat,
da f".r € J nur auf dessen Basiselementen 71, ..., 7, gepriift werden muss.

Aufgabe 14 Zeigen Sie, dass aus J : (f™) = J : (f™H1) bereits J : (f™) = J : (f*) folgt.

Aufgabe 15 Zeigen Sie, dass fiir ein Radikalideal J stets J : (f) = J : (f*°) gilt und dieses
Ideal wieder ein Radikalideal ist.

Zeigen Sie weiter, dass fiir ein beliebiges Ideal rad(J : (f*°)) = rad(J : (f)) = rad(J) : (f)
gilt.
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Geometrische Bedeutung: V(J : (f*°)) = V(J : (f)) ist die kleinste affine Varietit, die
V(J)\ V(f) umfasst.

r € R verschwindet auf V(J)\V(f) < fr verschwindet auf V(J) < Im (fr)™ €
J e rerad(J: (f™) =rad(J : (f)).

Verallgemeinerung auf Ideale:
I:J:={reR :r-JCI}
I:J*:={reR : 3nr-J"CI}
Aufgabe 16 Zeigen Sie, dass diir J = I(f1,..., fr)
Iod =0k :(fr) und T J® =g (L (fr7))

gilt, so dass man die Berechnung dieser Ideale auf die Berechnung von Idealquotienten bzgl.
Polynomdivisoren und die Berechnung von Idealdurchschnitten zurtickfithren kann.

Idealquotienten und Primideale:
Satz 16 Ist P ein Primideal, so gilt

(1) firfeP

P:(f)zPr(f"o)z{P o r

Beweis: Zu zeigen ist nur P : (f*°) C P fiir f ¢ P. Fiir r € P : (f*°) gilt aber f™r € P fur
ein m € IN und wegen der Primidealeigenschaft auch r € P. [

4.5 Zerlegung in irreduzible Komponenten

Der Darstellung affiner Varietéten als Vereinigung anderer solcher Varietdten entsprechen
Durchschnitte der zugehorigen Verschwindungsideale. Es ergibt sich die Frage, ob eine solche
Zerlegung stets nach endlich vielen Schritten mit nicht weiter zerlegbaren Komponenten endet.

Unabhéngig von einer Antwort auf diese Frage definieren wir deshalb

Definition 11 Eine affine Varietdt V heiflt irreduzibel, wenn sie sich nicht als Vereinigung
zweier echt kleinerer Varietidten darstellen ldsst, d. h. wenn

V=ViuV, = V=Vioder V=1V
gilt.
Satz 17 V ist genau dann eine irreduzible Varietit, wenn P = I(V') ein Primideal ist.

Beweis: Ist V eine irreduzible Varietdat und verschwindet das Produkt f g auf ganz V', so muss
bereits einer der Faktoren auf V' verschwinden. In der Tat, wegen

Vv uVnvig)=vVnV(HuVig) =V nV(fg =V
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wire das eine Zerlegung in kleinere Varietidten. Das Verschwindungsideal J := I(V') einer
irreduziblen Varietét ist also ein Primideal.

Umgekehrt, wére fiir ein Primideal P die Varietdt V = V(P) = Vi U V4 Vereinigung zweier
echter Teilvarietdten, so wire P = (V) = I(V1) N I(V2) = J1 N Ja der Durchschnitt zweier
echt groflerer Ideale. Wahlen wir f1 € J1\ P, fa € Jo\ P,soist fi-fa€ Ji-Jo C J1NJy =P,
was der Primidealeigenschaft von P widerspricht. [

Jede affine Varietét ldsst sich also als endliche Vereinigung irreduzibler Varietéiten darstellen
genau dann, wenn sich jedes Radikalideal im Ring R als endlicher Durchschnitt von Primidea-
len darstellen lidsst. Die letztere Aussage ergibt sich als Folgerung einer anderen Eigenschaft
von Polynomringen: Der (noch zu beweisende) Hilbertsche Basissatz sagt aus, dass jedes
Ideal in R = k[z1,...,x,] eine endliche Basis besitzt.

Satz 18 Fiir einen Ring R sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Jedes Ideal J C R hat eine endliche Basis.

(b) Jede aufsteigende Kette J; C Jo C ... von Idealen in R enthdlt nur endlich viele
verschiedene Elemente.

(c) Jede nicht leere Menge von Idealen {J,} in R enthdlt (mindestens) ein bzgl. Inklusion
maximales Element.

Ringe mit dieser Figenschaft heiffen Noethersche Ringe.
Ist k ein Korper, so ist R = k[x1,...,x,] ein Noetherscher Ring.

Beweis: (b) und (c) sind offenlichtlich dquivalent.

(a)=>(b): Die Vereinigung J = U, J; ist selbst ein Ideal (warum?) und hat nach (a) eine endliche
Basis. Fiir ein geniigend grofles ¢ sind diese Basiselemente bereits in J; enthalten und deshalb
Ji=J.

(b)=(a): Hatte J keine endliche Basis, so konnte man nacheinander Elemente f; € J konstru-
ieren, so dass jeweils fi11 & J; = I(f1,..., fi) gilt. J; C Jo C ... wire damn eine unendliche
Kette von Idealen mit echten Inklusionen im Widerspruch zu (b).

Die letzte Aussage (die Giiltigkeit von (a) fiir Polynomringe) beweisen wir spéiter. [

Satz 19 Jedes Radikalideal lisst sich als Durchschnitt endlich vieler Primideale darstellen.

Damit ist jede affine Varietdt zugleich die endliche Vereinigung irreduzibler Varietdten.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass jedes Radikalideal I, das kein Primideal ist, sich als Durch-
schnitt zweier echt groflerer Radikalideale darstellen ldsst. Ist ndmlich I kein Primideal, so
gibt es f,g € R\ I mit fg € I. Dann gilt aber wie oben V(I) = (V(I)NV (f))U(V(I)NV(g))
und folglich

I'=rad(I + (f))( \rad( + (9)).

Jedes nicht prime Radikalideal ist also Durchschnitt zweier groflerer Radikalideale. Nach dem
Hilbertschen Basissatz kann ein solcher Zerlegungsprozess nur endlich oft durchgefiihrt wer-
den, jeder Zweig endet also nach endlich vielen Schritten in einem Primideal. O
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Kleinste affine Varietidten sind Punkte. Ihnen entsprechen die grofiten Verschwindungsideale.
P=(a,...,ap) € A" = I(P)=I(z1—a1,...,Tn—an)

Ein solches Ideal ist in keinem nichttrivialen Ideal enthalten, ist also ein maximales Ideal.

Wir kénnen damit eine weitere geometrische Interpretation des Idealquotienten geben:

Satz 20 Ist V = V(J) = UV, die Zerlegung von V in irreduzible Komponenten und P, =
I(V,,) die zugehirigen Primideale, so ist

V()= U Ve
a:f¢Po

die Vereinigung derjenigen Komponenten, auf denen f nicht vollkommen verschwindet.

Beweis: OBdA konnen wir J als Radikalideal voraussetzen, so dass J = Ny P, gilt und damit

:ﬂpa:(foo)): m Pa

a:f¢Pu

wegen Satz 16. [

4.6 Die Dimension einer irreduziblen affinen Varietit

Fiir irreduzible Varietdten ldsst sich der Dimensionsbegriff prézisieren. Sei dazu V C A%
eine irreduzible affine Varietat, P = I(V) C R = k[x1,...,zy] das zugehorige Primideal und
kE[V] = R/P der Koordinatenring von V. Dieser ist ein Integritétsbereich und somit kénnen
wir dessen Quotientenkorper k(V) = Q(R/P), den Kdrper der rationalen Funktionen auf V',
bilden. Dieser Korper ist ein Erweiterungskoérper von k.

Definition 12 Den Transzendenzgrad d = tr.deg(k(V') : k) bezeichnet man als die Dimensi-
on von V.

Jede Menge von d algebraisch unabhéngigen Elemente {l1,...,l;} C k(V) kann damit als Pa-
rametermenge verwendet werden in dem Sinne, dass k(1) die rein transzendente Erweiterung
E(ly, ..., lq) = k(y1,...,yq) als Teilkérper enthédlt und k(V') : k(ly,...,l ) eine algebraische
Erweiterung ist.

Von besonderem Interesse sind maximale Teilmengen {a:il, RN 0¥ d} von {xl, . ,xn} mit

dieser Eigenschaft, wobei z; € k(V') die i-te Koordinatenfunktion ist. Solche Teilmengen sind
durch Tupel (i1, ...,iq) mit

Pﬂkle,.. ,xi,] = {0} (muV)

charakterisiert. (z;,, ..., x;,) bezeichnet man in diesem Fall als mazimale bzgl. P unabhingige
Variablenmenge. Aus den bisherigen Erorterungen folgt, dass fiir ein Primideal P alle solchen
maximalen unabhingigen Variablenmengen dieselbe Anzahl d von Elementen enthalten.

Diese Definition kann auf beliebige Ideale I erweitert werden. Zunéchst ist offensichtlich, dass

Iﬂk:x“,.. ,xi,] = {0} < rad( ﬂkx“,_, ,zi,] = {0}
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gilt, d.h. dass die Grofle eines maximalen d nur vom Radikal von I abhingt. Allerdings
sind im allgemeinen Fall die maximalen unabhingigen Variablenmengen nicht unbedingt
gleichméchtig, so dass wir die Dimension wie folgt definieren:

dim(R/I) = max (d L I @iy oo wiy) mit T \Flaiys ... @i)) = {0}) .

Fiir Primideale [ fillt diese Definition mit der frither gegebenen zusammen.

Wir zeigen nun, dass diese Definition auch mit der natiirlichen Verallgemeinerung als ,,hdchste
Dimension einer der irreduziblen Komponenten®“ zusammenféllt:

Satz 21 Flir ein allgemeines Ideal I mit der Zerleqgung V (I) = UaV (Py) in irreduzible Kom-
ponenten gilt

dim(R/I) = max (dim (R/P,)) .
Beweis: Wegen I C N, P, ist jede Variablenteilmenge, die bzgl. eines der P, unabhéngig ist,
auch I-unabhéngig. Folglich gilt >.

Ist umgekehrt x;,,...,z;, I-unabhéngig, so ist z;,,...,z;, auch P,-unabhingig fiir ein «.
Wiire das nicht so, so gibe es nicht triviale p, € P, N R’ mit R = k[x;,...,x;,]. Das
Produkt p =[], po wére nicht trivial, enthalten in R’ und [], P, C Na Py = rad([) und eine
geeignete Potenz schlieBlich in I N R’ = {0}. Folglich gilt <. O

Eine andere Charakterisierung der Dimension ergibt sich als maximale Lénge von (echten)
Ketten Py D ... D P, D Py = P aus Primidealen in R. Alle solchen maximalen Ketten haben
dieselbe Linge d’ und diese Linge stimmt mit der oben eingefiihrten Zahl d iiberein. (0. Bew.)

4.7 Homogene Ideale, affine Kegel und Hilbertreihe

Ein Polynom heifit homogen, wenn alle seine Terme vom selben Grad sind. Eine alternative
Definition verwendet die Skalierungseigenschaft solcher Polynome:

Definition 13 Ein Polynom f € R heifit homogen vom Grad d, wenn
FOx1, .. A zn) = Mf (21, ..., 20)

im Polynomring k[A, x1, ..., z,] gilt.

Die Menge [R]4 der homogenen Polynome vom Grad d bildet einen k-Vektorraum Das Null-
polynom ist homogen von jedem Grad und gehort damit zu jeder dieser Mengen. R ist als
k-Vektorraum die (unendliche) direkte Summe dieser homogenen Komponenten: R = &4[R]4.

Ist f € R ein allgemeines Polynom, so besitzt es eine Zerlegung f = >, f(a) in homogene
Bestandteile, fiir welche

FO@1, o Aam) =Y N g (2, 20)
d

gilt. Als Koeffizient vor A? in k[z1,...,2,][)] sind die f(4) eindeutig bestimmt.

Definition 14 Ein Ideal J C R heifit homogen oder H-Ideal, wenn mit jedem Polynom auch
alle homogenen Bestandteile zu diesem Ideal gehoren:

fed = Vlf(l)GJ
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Ist J ein H-Ideal, [J]q = J N [R]q und [S]q = [R]a/[J]a fiir S = R/J, so gilt offensichtlich
J = @q[J]q und S = &q[S5]q.

Einen solchen Ring S bezeichnet man auch als graduierten Ring oder H-Ring.

Neben H-Idealen kann man allgemeiner homogene S-Moduln M = &[M],; betrachten, in
denen fiir die Multiplikation [S]g - [M]e C [M]44e gilt. Wir wollen dabei stets voraussetzen,
dass [M], endliche k-Vektorrdume sind. Das ist zum Beispiel der Fall, wenn M ein endlich
erzeugter Modul iiber einem Polynomring S ist. Dann ist iibrdies [M]; = 0 fiir d < 0.

Jedes H-Ideal J C S iiber einem H-Ring S und S selbst sind homogene Moduln. Von be-
sonderem Interesse werden im Folgenden auch die homogenen S-Moduln Sfa] sein. Dazu
vereinbaren wir gleich ganz allgemein: Ma] ist der homogene S-Modul M mit der Gradu-
ierung [Ma)]lq = [M]atq. M|a] féllt also als Modul mit M zusammen, allein die Grade der
homogenen Elemente sind verdndert, und wird deshalb auch als Gradshift von M bezeichnet.

Definition 15 Ein H-Homomorphismus ¢ : M — N homogener S-Moduln ist ein Homo-
morphismus, welcher homogene Elemente graderhaltend abbildet, d.h. der k-lineare Abbil-
dungen ¢q : [M]s — [N]q induziert.

Definition 16 Eine Folge

OHMlgMQ&...ﬂ)MkJA—)O

von H-Homomorphismen homogener S-Moduln bezeichnet man als (lange) exakte H-Sequenz,
wenn jeweils im(¢;—1) = ker(¢;) gilt.

Insbesondere muss ¢; injektiv und ¢y, surjektiv sein. Aus der Homogenitétseigenschaft folgt,
dass im(¢;) und ker(¢;) selbst wieder homogene S-Moduln sind.

Eine solche lange exakte H-Sequenz kann in eine Folge kurzer exakter H-Sequenzen
0 — ker(¢;) — M; 25 im(g;) — 0
zerlegt werden und es gilt offensichtlich fiir alle¢ =1,...,kund d € Z
dimy ([ker(¢:)]a) + dimy([im(¢i)]a) = dimg ([Mi]q)-

Als unmittelbare Schlussfolgerung ergibt sich fiir die alternierende Summe der Vektorraum-
dimensionen
> (=1)" dimy([M;]q) = 0. (alt)
Ist J ein H-Ideal, so ist die zugehorige affine Varietdt V = V(J) ein Kegel, denn sie hat die
Eigenschaft
a€V = VAXEEK": ha€cV.

Affine Varietdten dieser Bauart heiflen deshalb affine Kegel. Mit jedem Punkt P € V aufler-
halb des Ursprungs O gehort auch die ganze Gerade OP zu V. Alternativ kénnen wir einen
solchen Kegel also auch als Biischel von Geraden durch den Ursprung betrachten. Ein solches
Geradenbiischel beschreibt eine projektive Varietit im P?~!. Auf diese Verbindung werden
wir aber nicht nadher eingehen.

Zur Untersuchung der Eigenschaften der Zahlenfolge dimy([M]y),d € 7, fasst man diese
Zahlen in einer erzeugenden Funktion zusammen.
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Definition 17 Die erzeugende Funktion
H(M,t) = dimg([M]q) !
deZ

bezeichnet man als die Hilbertreihe des homogenen S-Moduls M.

Ist M endlich erzeugt, so gilt [M]g = 0 fiir d < 0 und die Hilbertreihe ist eine Laurentreihe
(um ¢ = 0). In den meisten Féllen gilt sogar [M]; = 0 fiir d < 0 und die Reihe ist eine
Potenzreihe. Oft lidsst sich die erzeugende Funktion einer Zahlenfolge als Taylorreihe einer
analytischen Funktion identifizieren und aus dem Eindeutigkeitssatz iiber die Koeffizienten
der Reihenentwicklung die Zahlenfolge rekonstruieren.

Ist MJa] aus M durch Gradshift entstanden, so gilt
H(MlJa),t) =t - H(M,1).

(alt) lasst sich reformulieren als

> (=1)'H(M;,t) =0. (alt’)

i
Damit erhalten wir eine Formel fiir die Hilbertreihe des Polynomrings k[z1, ..., zy].

Satz 22 Fir R = k[z1,...,x,] gilt

HRD = 75

Beweis: Mit Induktion. Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich. Fiir den Beweis des Induk-
tionsschritts sei R = k[z1,...,2,—1] und H(R',t) = (l_tl)n,l bekannt. Wir betrachten die

exakte H-Sequenz
0— R[-1] ™™ R — R/(z,) =R —0

aus welcher wegen (alt’) sofort (1 —t)H(R,t) = H(R',t) folgt. O

Die Idee dieses Beweises kann sofort auf den Fall eines Hauptideals verallgemeinert werden.
Sei f € R ein homogenes Polynom vom Grad d, so hasen wir die exakte Sequenz

0— R[-d LR R/(f) —0

und erhalten wie oben

H(R/(f),) = (1 - td) H(R,1).

Dabei spielte die Nullteilerfreiheit von R fiir die Exaktheit der Sequenz an der ersten Stelle
eine wichtige Rolle:

Ker(f)={9€R : f-g=0}={0}.

Fiir einen allgemeineren Ring R = R/I, wobei I ein homogenes Ideal ist, gilt

Ker(RﬁR)z{gGR s frgel=1:(f).
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Damit ist
0— R/(I: (f)=d L R/T — R/(I+(f)) — 0

eine exakte Sequenz und wir erhalten die Beziehung
H(R/(I+(f)),t) = H(R/1,t) = t"H(R/(I : ()),1) (HQR)

zur Berechnung der Hilbertreihe allgemeiner Ideale.

Ist insbesondere f ein Nichtnullteiler bzgl. I, also I : (f) = I, so gilt wie oben

H(R/(I + (f)),t) = (1 - td) H(R/IL,1).

4.8 Zusammenfassung

Aus den bisherigen Ausfithrungen ergeben sich die folgenden Fragestellungen, zu denen im
Weiteren algorithmische Verfahren angegeben werden sollen:

1. Fragen zu polynomialen Gleichungssystemen F' C R:
a) Entscheide, ob F' Nullstellen iiber K hat, d.h. ob I(F') = I(1) gilt (Hilberts Null-
stellensatz).

b) Entscheide, ob F' endlich viele Nullstellen {iber K hat, d.h. ob dim R/I(F) = 0
gilt.

c¢) Transformiere F in ,Dreiecksform® (und definiere das genauer).
2. Eliminationsproblem

Gegeben ist ein Ideal J C k[x,u]. Finde eine Basis des Eliminationsideals J N k[u] der
Polynome in J, die keine der Variablen x enthalten.

3. Enthaltenseinstests:

a) Idealenthaltenseinstest:
Untersuche fiir ein Ideal J C R und ein Polynom f € R, ob f € J gilt.

b) Radikalenthaltenseinstest:
Untersuche fiir ein Ideal J C R und ein Polynom f € R, ob f € rad(J), also
V(f) D V(J) gilt, d.h. ob f auf allen gemeinsamen Nullstellen von J verschwindet.

c. Vergleiche zwei durch Basen gegebene Ideale miteinander.
4. Bestimme verschiedene Idealinvarianten (Dimension, Hilbertreihe, usw.)
5. Idealoperationen:

— Idealdurchschnitt
— Quotient und stabiler Quotient

— Primkomponenten und Primérzerlegung
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5 Grobnerbasen

5.1 Monoidideale und Dickson-Lemma

Eine wichtige Klasse von Beispielen, die sich einfach beschreiben lassen, aber trotzdem be-
reits recht komplizierte Ideale enthalten, sind die von Potenzprodukten erzeugten Ideale (PP-
Ideale). Diese wollen wir in diesem Abschnitt n&her untersuchen. Da wir bereits gesehen
hatten, dass der Begriff der Idealbasis nicht eindeutig ist und insbesondere etwa bereits fiir
das von einfachsten Potenzprodukten erzeugte Ideal I(xj,x9,x3) selbst Minimalbasen aus
mehrgliedrigen Polynomen angegeben werden kénnen, bendtigen wir zunéchst eine invariante
Definition.

Definition 18 Ein Ideal I C R heifit Potenzproduktideal, wenn mit f = c,x“ € I auch
alle Potenzprodukte x%, ¢, # 0 zu I gehoren.

Fiir ein PP-Ideal I ist
Y=X{U)={a"€T : 2" eI}

als Teilmenge von T ein Monoidideal (d.h. es gilt 3 - T = ). ¥ und jede Teilmenge ¥, die
> als Monoidideal erzeugt, ist — nach Definition eines PP-Ideals — auch eine Idealbasis von I.

Beispiel: I = I(z*y?, 23y*, 22y%). Grafische Darstellung im N2.
Summe, Produkt und Durchschnitt von PP-Idealen sind wieder PP-Ideale, denn fiir PP-Ideale
1, 1> C R gilt offensichtlich

1. E(Il + IQ) = E(Il) U E(IQ)

2. S(Ih-I) =3(I) - S(I)

3. E(Ilﬂfg) = E(Il)ﬂz(lg)
Beispiel: I(x3y,y*) N I(x®, 22y?) = [(x?y?, 23y?, 2%y)

Aufgabe 17 Finden Sie eine allgemeine Formel fiir die Erzeugenden des Durchschnitts zweier
Monoidideale.

Definition 19 Eine Teilmenge ¥y = {x%,...,x%"} eines Monoidideals ¥ bezeichnet man
als Basis, wenn Yo - T = X gilt und als Minimalbasis, wenn ¢ minimal bzgl. Inklusion mit
dieser Eigenschaft ist.

Wir schreiben in diesem Fall ¥ = (x,...,x%").

Satz 23 Jedes Monoidideal > C T hat eine eindeutig bestimmte Minimalbasis. Diese besteht
genau aus den x“ € 3, die minimal in 3 bzgl. der Teilbarkeitsrelation sind, d. h. fir die

x’ e, f|x* = 2F =x°
gilt. Fir diese Menge schreiben wir Gen(X).

Satz 24 (Dickson-Lemma) Jedes Monoidideal ¥ C T := T (z1,...,xy) besitzt eine endliche
Basis.
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Beweis: Wir fithren den Beweis mit Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich.
Fiir den Induktionsschritt sei 77 = T'(z1, . . ., 5,—1). Nach Induktionsvoraussetzung wissen wir,
dass jedes Monoidideal in T” eine endliche Basis besitzt und wir wollen dies fiir Monoidideale
Y C T zeigen. Mit x = (z1,...,2p—1) und y = z,, kann jedes M € T (eindeutig) als M = x*y™
dargestellt werden.
Betrachten wir zunéchst

Yi={x*: Im>0x"y" e}
Diese Menge ist ein Monoidideal (warum?) in 7", hat also eine endliche Basis

B:={x% :i=1,...,k},

wobei fiir geeignete m; stets x%iy™ € ¥ gilt.

Sei m :=max(m; : i=1,...,k) und fiir { > 0
Y= {xY : x%l e n}.

Diese Mengen, die man als die ,,Scheiben* von ¥ in y-Richtung verstehen kann, sind ebenfalls
Monoidideale in 77 (warum?) und es gilt

lh <ly =>le C Elg

sowie ¥; = Y fiir I > m. Jedes der kleineren (I < m) Monoidideale hat wiederum eine endliche
Basis A
B, := {xo‘l(z) ca=1,...,k},
so dass nach Definition '
Cpo={x®yl - j=1,... k}cCx
gilt.
Wir behaupten nun, dass die Vereinigung C' := Ulgm C; C X eine endliche Basis von X ist.

Nach der Basiseigenschaft ist dazu nur zu zeigen, dass jedes Monom M € ¥ durch eines aus
C teilbar ist. Das ist nach Konstruktion aber offensichtlich. [

Zum besseren Verstédndnis des Beweises wollen wir ihn noch einmal an einem Beispiel nach-
vollziehen:

¥ = (z*y?, 23y*, 22y°) Dann ist ¥’ = (22),m = 5 und fiir die einzelnen , Scheiben® erhalten
wir o = X1 = {0}, 39 = X3 = (z%), 34 = (2?). Nach dem Beweisschema erhalten wir

C = {a'y?, aty?, 2Py, 2%},

wobei das Monom zy3 in einer Minimalbasis iiberfliissig ist.

5.2 Normalformen

Zur Bestimmung der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems kénnen wir den Gauf3-
Algorithmus oder die Eliminationsmethode verwenden. Beide sind Modifikationen ein und
desselben Normalformverfahrens. Betrachten wir etwa das Gleichungssystem

r+y+2z =1
r4+2y+z =
2z4+y—+2z = 5
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Im ersten Verfahren verwenden wir die erste Gleichung, um durch geeignete Zeilentransfor-
mationen in den verbleibenden Gleichungen die Koeflizienten vor der Variablen x zu Null um-
zuformen. Im zweiten Verfahren stellen wir die erste Gleichung nach z um und substituieren
in die verbleibenden Gleichungen. Beide Verfahren kénnen wir als Termersetzungsverfahren
auffassen, das die Regel x — 1 — y — 2z anwendet. Im Ergebnis erhalten wir die Gleichungen

y—z = 1
—y—3z = 3,

aus denen wir die néchste (einfachere) Regel y — 1 + z extrahieren, die uns schliefilich
4z =-4

liefert. Riicksubstitution liefert uns schlieflich als Losungsmenge L = {(3,0,—1)}. Die Ter-
mination des Verfahrens beruht darauf, dass in jedem Eliminationsschritt eine der (endlich
vielen) Variablen verschwindet.

Ahnlich kénnen wir den Euklidschen Algorithmus fiir Polynome in k[z] interpretieren. Dessen
zentraler Baustein, die Division mit Rest, konnen wir ebenfalls als Termersetzungsverfahren
verstehen. Fiir f := 2° — 2 + 1 und ¢ := 2% + 22 — 1 sind dabei die folgenden Schritte

auszufiihren:

fi = f—2%g = —2*+22—x+1
fo = h+xg = P+ —-2041
r = fa—g = —2x+42

um daraus f = (x2 —x+ 1) g + r zu erhalten.

Jeder einzelne Schritt kann dabei als algebraische Ersetzungsregel 2® — —a22 + 1 aufgefasst
werden, wobei ,algebraisch“ bedeutet, dass nicht nur die Regel selbst, sondern auch alle
daraus ableitbaren monomialen Vielfachen anzuwenden sind. Nach endlich vielen Schritten
ist keine dieser Regeln mehr anwendbar; der Rest = f (mod g) ist berechnet. Der Euklidsche
Algorithmus wird nun mit g und r fortgesetzt, d. h. mit einer ,einfacheren* Ersetzungsregel
x — 1. Im Gegensatz zum Gauf-Algorithmus gibt es (potentiell) unendlich viele z-Potenzen
als linke Seiten unserer Ersetzungsregeln. Die Termination des Verfahrens beruht hier darauf,
dass stets nur héhere durch niedrigere Potenzen ersetzt werden.

Ahnliche Uberlegungen haben wir auch schon beim Rechnen mit multivariaten Polynomen

angetroffen. Um sich etwa zu iiberzeugen, dass die Polynome f := —zz + 4% und ¢ := 2y — 2
im Ideal I := I(y — 22,z — %) enthalten sind, haben wir aus der Idealbasis die beiden
Kongruenzrelationen

y=2> (mod I)
z=2> (mod I)

abgeleitet, diese als Ersetzungsregeln aufgefasst und damit

f
g

—z*+ (%)% = 0 (modI)
z-22—2> = 0 (modI)

hergeleitet und so f, g € I geschlossen. Um hieraus ein algorithmisches Verfahren zu machen,
das immer terminiert, bedarf es einiger Uberlegung. Wir wollen uns dabei an der oben ent-
wickelten Vorstellung orientieren, dass wir ,,gréflere“ durch ,kleinere“ Terme ersetzen und
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nachweisen, dass ein solches Ersetzungsverfahren aus noch zu prézisierenden Griinden termi-
niert.

Kehren wir nun zu unseren Termersetzungsverfahren im Polynomring R = k[x] zuriick. Sei
T'(x) mit einer Termordnung < versehen, die wir fiir die folgenden Betrachtungen fixieren
wollen, und 0 # f(x) = ZZ]\L 0 CiXx* € R ein Polynom, so dass in der fixierten Termordnung
x¥ > x% fiir i < j gilt. Bezeichne weiter T'(f) := {x*, i =0,..., N} die Menge der in der
Darstellung von f auftretenden Terme. Dann kénnen wir die folgenden Begriffe definieren:

den Leitterm l¢(f) := x°,

den Leitkoeffizienten lc(f) := o,

das Leitmonom Im(f) := le(f) - it(f),

das Reduktum red(f) := Ef\il ¢ix® = f —Im(f).

Beispiel: f =4xy?z +422 — 523 + 72222,
CoCoA ordnet die Terme eines Polynoms sofort entsprechend der aktuell giiltigen Termoord-

nung (d. h. bringt das Polynom in die distributive Normalform). Hier sind die Ergebnisse fiir
f mit verschiedenen Termordnungen. Zunéchst die Default-Ordnung DegRevLex:

4xy~2z+4z"2-5x"3+7x"2z272;
4xy~2z + 7x"2z72 - 5x"3 + 4z72

Nun die lexikografische und die gradweise lexikografische Termordnung.

Use R::=Q[x,y,z],Lex;
4xy~2z+4z"2-5x"3+7x"2z272;
-5x73 + 7x72z72 + 4xy~2z + 4z72

Use R::=Q[x,y,z],Deglex;
4xy~2z+4z"2-5x"3+7x"2z272;
7x72z72 + 4xy~2z - 5x73 + 4z72

Zusammenfassung in Tabellenform:

<lew : Im(f) = —ba® red(f) = Tw22% + day’z + 422

<deglex ° Im(f) = 72222 red(f) = 4wy?z — 5a + 422

<degrevles: Im(f) = 4xy?z red(f) = Tw?2? — bad + 422
Aufgabe 18

1. Untersuchen Sie, ob es eine Termordnung gibt, in der Im(f) = 422 gilt.

2. Ordnen Sie die Summanden der folgenden Polynome bzgl. der drei wichtigsten Term-
ordnungen:

f1 = T2yt z — 2000 + 2%y?
fo=20+3y+z+a?—22+23

f3 = 22%y8 — 3%yt + 2y — xy?
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Mit der Fixierung eines ,,grofiten” Monoms kénnen wir jedes Polynom f als algebraische Erset-
zungsregel auffassen, die monomiale Vielfache des Leitterms l¢(f) durch geeignete monomiale
Vielfache des Reduktums red(f) ersetzt. Genauer gesagt lautet die abzuleitende Ersetzungs-
regel

it(f) — —le(f) "L red(f).

Entsprechend erhalten wir fiir eine endliche Menge B = {fi,..., fm} von Polynomen ein
System von Ersetzungsregeln.
Beispiel: B; = {f1 =22 +ay+1y? fo=axz+yz, f3=9y>— 23} liefert (bzgl. <je,) das Er-
setzungssystem

22— —zy — 2, zz e —yz, yP e 25
Wenden wir die Regeln in der genannten Reihenfolge auf das Polynom g = 2%y? + 2222 + %22
an, so erhalten wir nacheinander

2

g— x222 — P — oyt 2% o —ayd — oy — oyt e —aye? — 22—yt

> —x2d — y4 + y2z2 — —y4 + y222 + yz3 — y222

Use R::=Q[x,y,z],Lex;
Bl:=[x"2+xy+y~2,xz+yz,y"3-z"3];
G:=x"2y"2+x72z2"2+y"22"2;
NR(G,B1);

y~2z"2

Das aus B abgeleitete Ersetzungssystem erlaubt es also, alle Terme aus dem Monoidideal
YX(B):={z" : IfeB:lt(f)|z}

durch eine Linearkombination ,kleinerer* Terme zu ersetzen. Diese Terme bezeichnen wir
deshalb auch als Nichtstandardterme, die verbleibenden Terme T'(X) \ ¥(B) dagegen als die
Standardterme bzgl. B. Das von X(B) erzeugte PP-Ideal bezeichnen wir mit Lt(B).

Beispiel, dass es ganz wesentlich auf die Reihenfolge beim Berechnen der Normalform an-
kommt: By := {u:L" —y? uy — 2%, uz — xQ} und Reduktion des Monoms u?zyz.

Use R::=Q[u,x,y,z],Lex;
B2:=[ux-y~2,uy-z"2,uz-x"2];
G:=u"2xyz;

NR(G, [B2[1]1,B2[2]11);

y~2z"3

NR(G, [B2[1],B2[3]11);

x"2y~3

NR(G, [B2[2]1,B2[311);

x~3z"2
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Verschiedene Pfade liefern eine der Normalformen 3223, 2322 oder x322. Begriff des Redukti-
onspfads.

Der folgende Algorithmus NormalForm erlaubt es, in einem Polynom f € R so lange Erset-
zungen vorzunehmen, bis der Leitterm des entstehenden Polynoms ein Standardterm bzgl. B
ist:

NF(f : Polynom, B : Basis) : Polynom

Input: Polynom f € R, endliche Menge B C R.

Output:  Polynom f' € R mit f = f’ (mod I(B))
und [’ =0 oder lt(f') & X(B).

while (f #0) and (M :={be B : 1t)|lt(f)} #0) do
choose be M
=1 =

return f

Dieser Algorithmus terminiert offensichtlich, weil die Folge der Leitmonome der in den ein-
zelnen Schritten entstehenden Zwischenergebnisse eine streng monoton fallende Folge von
Monomen darstellt, die nach der Definition einer noetherschen Termordnung endlich sein
muss.

Ahnlich wie im Erweiterten Euklidschen Algorithmus kann man den Normalforn-Algorithmus
so modifizieren, dass sogar eine Darstellung von f' — f € I(B) als polynomiale Kombination
der Basiselemente zuriickgegeben wird. In obigem Beispiel etwa erhalten wir bei der Berech-
nung von ¢’ := NF(g, B) nacheinander

9= aq =g-y’ h = 2?2 —ay’ -yt + 9727
— g2 =g -2 fi = —zy® —ay’ —y!
— g3 =g2t+xf3 = —qyz? —z2® — o
— gy =g3+yzfo = —x2® —yt + %22
— gs =g+ f = -yt + 227 +y2?
= g6 = g5+ f3 =y’ =y

also g = (y° +2°) fi+ (~y2 — 22) o+ (—x +y)fs + 7"
Allgemein lassen sich die Kofaktoren wéihrend der Reduktion auf dieselbe Weise in einem
Vektor (vi,...,v,) aufsammeln:

NFwithRelations(f: Polynom, B: Basis): (Polynom,Vektor)

Input: Polynom f € R, endliche Menge B = {by,...,by} C
R

Output: Polynom [ € R mit f' = 0 oder lt(f") ¢ X(B) und
Vektor v = (v1,...,vp) mit f=>,v;b; + f.

for ¢ =1,...,m do v; :=0
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while (f#0) and (M:={be B : 1t(b)|lt(f)} #0) do
choose b; € M
f=f = Gigigb

v; = v; + ;:Z((g:))

return (f,v)

Diese Darstellung als polynomiale Kombination der Basisvektoren hat eine weitere wichtige
Eigenschaft; sie kommt ohne , grofle“ intermediire Terme aus:

Satz 25 Sei B = {b1,...,by} C R eine endliche Menge von Polynomen. Dann liefert der
Algorithmus NFwithRelations fir jedes Polynom f € R nach endlich vielen Schritten eine
Darstellung

f=uvbi+... by +7

mit vi,...,Vm,r € R, in der v =0 oder lt(r) & 3(B) und lt(f) > lt(v;) lt(b;) fir alle i gilt.

Beweis: Da NFwithRelations nur eine Modifikation von NF ist, muss nur die letzte Aussage
It(f) > lt(v;) lt(b;) (1) bewiesen werden.

Sind f’ und f” = f — ZZ%I)) b; zwei intermediiire Terme, so unterscheiden sich die Vektoren v
1(f")

fiir f/ und f” nur im Summand mit dem Term m = T fiir den aber gilt It(f) > It(f') =
m - 1t(b;). Aussage (1) gilt also fiir alle Terme von h; und folglich auch fiir den Leitterm. O

Das CoCoA-Kommando DivAlg (fiir ,,division algorithm®) fithrt diese Rechnungen aus. Im
folgenden Beispiel wird die Normalform von xyz bzgl. der interreduzierten Basis Bg, berech-
net:

Res:=DivAlg(u~2xyz,B2);
Res;
Record[Quotients = [uyz, y~2z, 0], Remainder = y~2z"3]

Die Probe zeigt, dass das Ergebnis die Spezifikation der Aufgabenstellung erfiillt:

ScalarProduct (Res.Quotients,B2)+Res.Remainder;
u”~2xyz

Mit dem Algorithmus NF kénnen wir schon eine Antwort auf die erste Halfte des Idealent-
haltenseins-Problems geben:

Satz 26 Seien R, f und B wie in obigem Satz. Ist NF(f, B) =0, so gilt f € I(B).

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, d. h. es kann durchaus Elemente f € I geben, fiir die
NF(f, B) # 0 gilt. Mehr noch kann das Ergebnis vom gewihlten Reduktionspfad abhéngen.
Der Satz kann dahingehend verschirft werden, dass NF(f, B) = 0 fiir einen einzigen Reduk-
tionspfad ausreicht, um auf f € I zu schlieflen. Jedoch auch von dieser Verscharfung gilt die
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Umkehrung nicht: Wir werden spéter auf systematische Weise Polynome f € I konstruieren,
die als Summe von Standardtermen iiberhaupt nicht weiter reduziert werden konnen.

Der bisher betrachtete Normalform-Algorithmus beendet seine Arbeit, wenn ein Standardterm
als Leitterm erzeugt worden ist. Dabei kann es sein, dass immer noch Nichtstandardterme
im Reduktum des erzeugten Polynoms auftreten, die ebenfalls noch reduziert werden kénnen.
Einen entsprechenden Algorithmus, der NF noch rekursiv auf das Reduktum anwendet, be-
zeichnet man als totalen Normalform-Algorithmus.

TNF(f: Polynom, B: Basis): Polynom

Input:  Polynom f € R, endliche Menge B C R

Output: Polynom f’ € R mit f = f’ (mod I(B))
und f' =0 oder T(f')NX(B) =10

£:=NF(f,B)
if f =0 then return f else return Im(f)+ TNF(red(f),B)

Fiir diesen Algorithmus kann man ebenfalls wieder eine Variante angeben, die f — f’ als
polynomiale Kombination der Basiselemente b € B darstellt. Die CoCoA-Kommandos NR
und DivAlg berechnen bereits solche totalen Normalformen.

5.3 Interreduktion

Betrachten wir das folgende System von Polynomen
By={fi=a’+y+z-3 fao=a+y’+2-3, fr=a+y+2" -3},

so erkennen wir, dass die daraus ableitbaren Ersetzungsregeln nicht unabhéngig voneinander
sind. Das liegt daran, dass das Basiselement f; dafiir verwendet werden kann, die anderen
beiden Elemente zu reduzieren. Wir erhalten entsprechend

Ja ‘:NF(fh{fS})23/2+23/22—5y+z4—6z2+z+6
fs = NF(fo,{fs})=v*—y—2*+=2

Hier die entsprechenden Rechnungen mit CoCoA (iiber Q[x,y,z] ,Lex):

Use R::=Q[x,y,z],Lex;
Fl:=x"2 + y + z - 3;
F2:=x + y°2 + z - 3;
F3:=x + y + z72 - 3;
B3:=[F1,F2,F3];
F4:=NR(F1, [F3]);

F4;

y°2 + 2yz"2 - by + z°4 - 6272 +z + 6
F5:=NR(F2, [F3]);

F5;

y2-y-2z"2+z
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Im Allgemeinen kénnen wir dhnlich vorgehen und erhalten ein Ergebnis, das der Triangulie-
rung einer Matrix im Gaussverfahren entspricht: Solange in der Basis ein Element enthalten
ist, das bzgl. der anderen reduziert werden kann, fiihren wir diese Reduktion aus und ersetzen
das alte Basiselement durch das neue (oder lassen es weg, wenn die Reduktion 0 ergeben hat).

Eine Basis B mit der Eigenschaft

VieB : It(f) € X(B—A{f})

heifit reduziert. Der folgende Algorithmus Interreduce berechnet aus einer beliebigen Basis
eine reduzierte Basis desselben Ideals.

Interreduce(B: Basis): Basis

Input:  Basis B ={b1,...,bp} CR
Output: Basis B’ mit I(B) = I(B’) und |B’| = |Gen(X(B))|

while exists f € B, lt(f) €e (B —{f}) do
B-B-{f)
f'=NF(f,B)
if f'#0 then B=BU{f'}

return B

Satz 27 Der Algorithmus Interreduce terminiert, wenn (T, <) eine noethersche Termord-
nung ist, und erfillt die gegebene Spezifikation.

Beweis: Sei B = B — {f}. Wegen f' = NF(f,B’) = f (mod B’) gilt offensichtlich I(B" U
{f}) =I(B"U{f'}), so dass nur die Termination zu beweisen ist.

Nach Auswahl von f gilt X(B) = 3X(B’) und f’ = 0 oder It(f") ¢ X(B’). Im zweiten Fall ist
Y =X(B'U{f'}) eine echte Obermenge von ¥ = X(B).

Wiirde der Algorithmus nicht terminieren, so gibe es also eine unendliche Kette X1 C 3o C ...

von echt ineinander enthaltenen Monoididealen. Dies widerspricht aber dem Dicksonlemma.
O

Bemerkung: Die Eigenschaft, dass es sich um eine noethersche Termordnung handelt, wurde
nur fiir die Termination von NF benétigt; die while-Schleife terminiert allein auf Grund des
Dicksonlemmas.

In obigem Beispiel erhalten wir nacheinander

F4:=NR(F1, [F2,F3]);

F4,;

y'4 + 2y"2z - 6y"2 +y +z"2 -5z +6
F5:=NR(F2, [F3,F4]);

F5;

y2-y-z"2+z

F6:=NR(F4, [F3,F5]);
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F6;
2yz"2 - 4y + z"4 - 5272 + 6

B = {f17f27f3} = {f27f37f4} = {f37f47f5} = {f37f57f6}

mit den Monoididealen
S(z) C (x,y") € S, y?) C B, 9%,y 2°%)

Das kann mit dem CoCoA-Kommando Interreduce(B) erreicht werden, das allerdings B in
situ &ndert.

Interreduce(B3);
B3;
[y"2 -y-2z"2+2z, x+y+2z2°2-3, 2yz°2 - 4y + z°4 - 522 + 6]

Die reduzierte Basis B heif$t vollstdndig interreduziert, wenn alle Terme in den Basiselementen
bis auf den Leitterm Standardterme sind.

Vbe B T(red(b)) N S(B) = 0.

Fine solche Basis kann aus einer interreduzierten gewonnen werden, indem das Reduktum
jedes Basiselements durch dessen totale Normalform ersetzt wird.

Aufgabe 19 Uberfithren Sie die Idealbasis
Bs :={w+x+y+z,wr+xy+yz+ 2w, wry + vyz + yzw + 2wz, wryz — 1}

(bzgl. der lexikografischen Ordnung w > x > y > z) in eine entsprechende reduzierte Form.

5.4 Grobnerbasen und Hilberts Basissatz

Die systematische Vergréfierung von Y (B) im Zuge des Interreduktionsprozesses kann man
verallgemeinern: Wir kénnen beliebige Polynome f € I mit t(f) ¢ 3(B) mit demselben
Erfolg zu B hinzunehmen, um die ,Reduktionskraft* von B zu verstérken.

Dafiir miissen wir nicht einmal von einer Idealbasis ausgehen, sondern kénnen diesen Prozess
mit B = () als Startmenge beginnen. In jedem Schritt ergéinzen wir B um ein Element 0 # f €
I mit lt(f) € ¥(B), so lange das moglich ist. Wir bekommen dabei eine Kette 3o C ¥; C ...
von echt wachsenden Monoididealen, was nach dem Dicksonlemma nach endlich viele Schritten
zu einer endlichen Menge G von Polynomen mit der Eigenschaft ¥(G) = (1) fiihrt.

Es handelt sich dabei um besondere Teilmengen von I, denn selbst fiir eine Basis B des Ideals
I gilt zwar X(B) C (), es muss aber nicht unbedingt ¥(B) = 3(I) gelten.

Beispiel: I = I(fy = 23 —2xy, fo = 22y—2%?+x). Dann gilt B = {f1, fo} ,2(B) = (23, 2%y),
aber wegen 12 = x fo — y f1 € I auBerdem wenigstens 22 € 3(I).

Definition 20 Eine Teilmenge G C I des Ideals I mit X(G) = X(I) heiBt Grobnerbasis von
1.
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Da ¥ als Monoidideal endlich erzeugt ist, hat das Ideal I auch Grébnerbasen mit endlich vielen
Elementen. Jede Teilmenge G’ C G, deren Leitterme noch immer ¥ erzeugen, ist ebenfalls
eine Grobnerbasis von I. Eine Grobnerbasis G heifit minimal, wenn {lt(g) | g € G} = Gen(%)
gilt.

Ist G dariiber hinaus vollstéindig interreduziert, so heifit G minimale reduzierte Grébnerba-
sis. Wir werden spéter sehen, dass eine solche Groébnerbasis bei vorgegebenem Ideal I und
vorgegebener Termordnung (7, <) eindeutig bestimmt ist.

Obwohl unsere Argumentation nicht konstruktiv war, haben wir oben gezeigt, dass jedes Ideal
eine Grobnerbasis hat. Es bleibt noch der Begriff ,, Basis“ zu rechtfertigen, d. h. zu zeigen, dass
G wirklich eine Basis des Ideals [ ist.

Satz 28 Jede endliche Grobnerbasis G = {g1,...,9r} C I ist eine Basis des Ideals I.

Beweis: Wegen G C I bleibt nur zu zeigen, dass jedes Element f € I auch tatséichlich als
polynomiale Kombination dieser Polynome darstellbar ist. Berechnen wir die Normalform mit
Relationen von f bzgl. GG, erhalten wir eine Darstellung

f=pg+...+prgr+q

mit einem Polynom ¢, das entweder Null ist oder einen Leitterm lt(q) ¢ X(G) = X(I) hat.
Da letzteres wegen ¢ € I nicht moglich ist, folgt ¢ = 0 und damit f € I(G). O

Wir sagen deshalb auch ohne Bezug auf ein Ideal, dass G eine Groébnerbasis ist, wenn G dies
bzgl. des Ideals I = I(QG) ist.

Einer der zentralen Sétze der kommutativen Algebra ergibt sich nun als einfache Folgerung:
Folgerung 1 (Hilberts Basissatz) Jedes Ideal I C R besitzt eine endliche Basis.

Da es sich beim Dickson-Lemma, auf dem der obige Beweis beruht, um eine reine Existenzaus-
sage handelt, die uns kein konstruktives Verfahren zum Auffinden einer solchen Grobnerbasis
in die Hand gibt, bleibt die M&glichkeit des praktischen Umgangs mit diesem Begriff zunichst
im Dunkeln. Bevor wir dieses aufhellen, wollen wir die Niitzlichkeit des eingefiihrten Begriffs
auch fiir andere konstruktive Fragestellungen zusammentragen.

5.5 Erste Eigenschaften von Grébnerbasen
Grobnerbasen erlauben eine eindeutige Antwort auf das Idealenthaltenseinsproblem:
Satz 29 Sei G ={g1,...,9-} eine Griobnerbasis des Ideals I. Dann gilt

fel & NF(f,G)=0.

Beweis: Wir hatten bereits gesehen, dass NF(f,G) =0 = f € I fiir jede Idealbasis von [
gilt, so dass die umgekehrte Richtung zu zeigen bleibt. Nehmen wir also an, es gidbe ein f €
mit NF(f,G) =r # 0. Dann ist einerseits lt(r) € X(G) = X(I), andererseits f =r (mod I),
d.h. r € I, ein Widerspruch. [0

Folgerung 2 Fir eine Gréibnerbasis G und ein Polynom f € R ist TNF(f,G) unabhdingig
vom gewdhlten Reduktionspfad.
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Beweis: Sind r1 und ro zwei totale Normalformen, die unterschiedlichen Reduktionspfaden
entsprechen, so gilt wegen f = TNF(f,G) (mod I(G)) auch r :=r; —ry € I. Da aber beide
Normalformen Linearkombinationen aus Standardtermen sind, so auch r. Also muss r = 0
sein, da sonst lt(r) € £(G) = X(I) wire. O

5.6 S-Polynome

Wir wollen nun gezielt Beispiele von Polynomen konstruieren, die im von der Basis B erzeug-
ten Ideal liegen, aber deren Leitterm nicht in 3(B) enthalten ist. Einen Weg zur Konstruktion
solcher Polynome hatten wir im Beispiel Bg := {fl =ux -y fo=uy—2% fa=uz— xQ}
gesehen: u? x y z lisst sich auf zwei verschiedenen Pfaden jeweils zur Normalform 3223 oder
2322 reduzieren. Demzufolge ist f = 2322 — y?23 € I, aber It(f) = 2322 ¢ X(Bsy).

Use R::=Q[u,x,y,z],Lex;
Fl:=ux-y~2; F2:=uy-z"2; F3:=uz-x"2;

Kleinste Gegenbeispiele konnen auf folgende Weise konstruiert werden:
so=y-fi—z-fo=(uzy—y’) — (wry —22") =x2® —y’
sizs=z-fi—x-fys=(urz—y*2) - (uxz—23) = 2% -y’
s;3=2-fo—y- fa=(uyz—2°) — (uyz—a’y) = 2’y — 2°
In jedem der drei Beispiele kann man dem Ergebnis nicht mehr ansehen, wie es als Linearkom-
bination der Basiselemente entstanden ist, da sich diese Kombination nur durch Hinzufiigen
zweier gleicher Terme mit entgegengesetztem Vorzeichen ergibt, die in der fixierten Term-
ordnung grdffer als die verbleibenden Terme sind. Ein solches Element hat nur dann eine
verschwindende Normalform, wenn es einen zweiten Weg zu seiner Darstellung als Element
von I gibt, die ohne Termiiberschreitung auskommt.

Das allgemeine Schema der Konstruktion solcher Elemente suggeriert die folgende

Definition 21 Seien f,g € R zwei nichttriviale Polynome und m = lem(lt(f),[t(g)) das
kleinste gemeinsame Vielfache der Leitterme der beiden Polynome. Dann bezeichnen wir das
Polynom

() g = () M) gy 49>

das die kleinste monomiale Kombination aus f und g ist, in der sich die beiden Kopfterme
gegenseitig wegheben, als das S-Polynom von f und g.

S(f,g) =

f red(f)

Eine entsprechende Funktion kann man in CoCoA wie folgt vereinbaren:

Define SPoly(F,G)
M:=LCM(LT(F),LT(G));
Return M/LM(F)*F-M/LM(G)*G;

EndDefine;

Fiir die Elemente einer Idealbasis B definieren wir noch abkiirzend
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Define S(B,I,J)
Return SPoly(B[I],B[J]);
EndDefine;

Ein solches S-Polynom, falls es nicht verschwindet, besitzt einen Leitterm, der echt kleiner als
der erwartete Leitterm m = lem(lt(f),[t(g)) ist. Auf diese Weise entstehen Polynome, deren
Leitterm moglicherweise nicht in 3(B) enthalten ist. Durch Hinzunahme dieser Polynome in
die Basis vergroflern wir also 3(B). Fligen wir etwa im Beispiel By zur Basis die drei neu
erzeugten Polynome hinzu, erhalten wir eine neue Basis

Boo = {f1, fo, f3, f1 1= s12, f5 := 513, f6 := S23}

mit X(Ba,) = (ux,uy,uz,sz,xg,x2y).

Bzgl. dieser neuen Basis ist offensichtlich
NF(S(fuf])vBZa) =0

fir (4,7) € {(1,2),(1,3),(2,3)}. Andererseits konnen zwischen den neuen und alten Elementen
neue S-Polynome konstruiert werden:

siu=22fi—ufi=(urz® —y?2%) = (wz2® —uy’) = uy’ -2
Im Gegensatz zu obigen Polynomen ist dieses Polynom nicht bereits in Normalform bzgl. Ba,.
Es gilt
514 7 fy 0
also NF(s14, B2s) = 0. Damit entsteht aus diesem Polynom kein neues Polynom aus I mit bis

dahin unbekanntem Leitterm. Dasselbe gilt fiir die S-Polynome s;;,7 € {1,2,3},5 € {4,5,6}.
Die restlichen S-Polynome liefern

s45 = —x2y> + 13223 e 0
S46 = —xy4 + 2% =: fr
S5 = z2— y3z =, 0

Wir erhalten also ein weiteres Polynom f7 € I mit bis dahin unbekanntem Leitterm z y* und
schlieBlich wegen

sp=y'fat+ P fr=—y +2" = fg

ein letztes solches Polynom. Die Normalformen aller weiteren S-Polynome verschwinden,
so dass wir auf einfachem Wege keine neuen Polynome f € I mit lt(f) ¢ X(G) fir G =
{f1,..., fs} konstruieren konnen. Weiter unten werden wir sehen, dass G in der Tat bereits
eine Grobnerbasis ist.

Betrachten wir unser zweites Beispiel: Fiir I(B3) hatten wir bereits eine neue Idealbasis

Bgy, := {fg,f5,f6}:{x—i—y+22—S,yQ—y—22+z,2yz2—4y+z4—5z2+6}
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konstruiert. Hier liefert nur NF(S(fs, fs), Bsy) ein neues nichttriviales Polynom f7:

1 1 3
S(f5>f6)222 5—§yf6=2y2—§yz4+§y22—3y—z4+z3
Loy, 3 9 4 3 2
> fs —iyz —|—§yz —y—2 42 +222-2z
1 1 9 7
’_>32f6iyZQ_y+126_124+23+522—22

1
S fri= (20— 102* +42° + 1922 — 82 — 6)

Alle S-Polynome, die man seinerseits mit f7 bilden kann, reduzieren zu null. Auch hier gilt,
wie wir nun zeigen wollen, dass G := {fs, f5, f6, f7} bereits eine Grobnerbasis ist.

Satz 30 (Charakterisierungssatz fiir Grobnerbasen) Die folgenden Bedingungen an eine Ba-
sis G eines Ideals I C R sind dquivalent:

G ist eine Grébnerbasis von I, d. h. es gilt X(I) = 3(G).

Fiir jedes Element f € I und jede Reduktionsstrategie gilt NF(f,G) = 0.

Fiir jedes Element f € I gibt es eine Reduktionsstrategie mit NF(f,G) = 0.

Fiir jedes Paar g1, g2 € G und jede Reduktionsstrategie gilt NF(S(g1,92),G) = 0.
Fiir jedes Paar g1, g2 € G gibt es eine Reduktionsstrategie mit NF(S(g1,92),G) = 0.
Jedes Element f € I hat eine Darstellung

F=Y hgg mit Vg (t(f) > It(heg)).

geG

S G o v o~

7. Die Standardterme N(G) :=T(X) \ 2(G) sind k-linear unabhingig (mod I).

8. Die Standardterme N(QG) bilden eine k-Vektorraumbasis des Faktorrings R/1, d. h. jedes
Element f € R besitzt eine eindeutige Darstellung

f= Z c¢mm  (mod T)

meN(G)
mit ¢, € k.

Beweis: Wir hatten bereits gesehen, dass 1. = 2. gilt. Da S-Polynome spezielle Elemente aus
I sind, sind die Implikationen 2. = 3. = 5. und 2. = 4. = 5. trivial, so dass nur noch 5. = 6.
und 6. = 1. zu zeigen bleibt.

5. = 6.: Sei f = > hgg € I, aber It(f) < m = max(lt(hyg)). Im folgenden bezeichnet
f1, f2, ... Kombinationen )~ hyg € I mit max(lt(hyg)) < m. Zunichst ist

*

= hgg+fi=>_(lm(hy) +red(hg)) g+ f1 = sz ) g+ fo,

wobei sich die Summation " nur iiber diejenigen g € G erstreckt, fiir die it(hgg) = m gilt.
Insbesondere ist lt(g) | m fiir g € *. Betrachten wir den Ausdruck unter dem Summenzeichen.
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Fiir jeden einzelnen Summanden gilt nach Konstruktion lt(hg)lt(g) = m > lt(f), also ist
> *le(hg) le(g) = 0. Sei 0.B.d. A g; € *. Dann gilt l¢(g1) | m und

Zlc m(g im(gn) 7' 0-

m ist ein gemeinsames Vielfaches aller lt(g), g € *, also insbesondere ein Vielfaches von
mg = lem(lt(g1),lt(g)). Deshalb ist

Zlm )g = Zlc lm @) ZZC ) le(g:) oy S(gl,gl)

()

wenn man die oben hergeleitete Null-Summe hinzufiigt. Da aber [t(S(gi,91)) < m; und au-

Berdem NF(S(gi,91),G) = 0 gilt, erhalten wir auf diese Weise eine Darstellung von f als

Kombination ) hyg mit max(lt(hyg)) < m. Noethersche Induktion beweist dann die Aussa-
6

ge 6.

6. = 1.: Aus der Existenz der genannten Darstellung fiir f € I folgt It(f) = max4(It(hg) lt(g)),
also lt(f) € X(G).

1. = 7.: Wére
f= Z emm =0 (mod I)

meN(G)
eine nichttriviale Linearkombination von Standardmonomen aus I, dann wére wegen f € [
auch lit(f) € ¥(I) = 3(G).
7. = 8.: Jedes Nichtstandardmonom kann mit Hilfe von TN F(_, G) als Linearkombination
von Standardmonomen dargestellt werden. Also bilden diese auch ein Erzeugendensystem.

8. = 1.. Wire m € X(I) \ ¥(G) und f € I mit lt(f) = m, so wire f':=TNF(f,G) € I eine
nichttriviale Linearkombination von Termen aus N(G). O

Der Charakterisierungssatz zeigt, dass die oben berechnete Menge G = {fi,..., fs} eine
Grobnerbasis von I = I(Bs) ist, weil sie die Eigenschaft 5. erfiillt.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem Kriterium beschlielen, das es erlaubt, manche S-Poly-
nome nicht zu untersuchen.

Satz 31 (Hauptsyzygienkriterium) Sind f,g € R nichttriviale Polynome mit teilerfremden
Leittermen, so gilt NF(S(f,q9),{f,g}) =0.

Beweis: Aus der Teilerfremdheit folgt m = lem(lt(f),t(g)) = lt(f) - lt(g) und somit

(f.9) = ot red() = s redlg) = s (mlg) red(f) = () red(y)

Fiihren wir nun die Substitutionen Im(f) — —red(f) und Im(g) — —red(g) aus, so erhalten
wir 0. [

Betrachten wir noch einmal die Rechnungen zum Beispiel
Bsy = {fs, f5, f6} = {x+y+22 —3,y2 —y—z2+z,2yz2—4y+z4 —522+6}.

Da die anderen Leittermpaare zueinander teilerfremd sind brauchen wir nach dem Hauptsy-
zygienkriterium nur S(f5, fg) zu untersuchen, was in der Tat ein neues Polynom

fri=20-1022 442241922 -82-6

liefert. Von diesem brauchen wir nur S(fs, f7) zu untersuchen, was zu 0 reduziert.
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5.7 Der Buchberger-Algorithmus

Ahnlich wie oben kénnen wir auch im allgemeinen Fall versuchen, aus einer gegebenen Ideal-
basis B eine Grobnerbasis zu konstruieren. Wir versuchen, nacheinander alle S-Polynome
S(fi, fj), fi, f; € B vermdge B zu reduzieren. Ist f := NF(S(f;, f;), B) # 0, so wissen wir
zumindest, dass lt(f) € £(I)\X(B), d.h. f € I ein Element aus dem Ideal ist, dessen Leitterm
man aus den bisher bekannten Basiselementen nicht herleiten kann. Fiigen wir andererseits
dieses Polynom zur Menge B hinzu, kann S(f;, f;) nunmehr trivialerweise zu Null reduziert
werden. Durch die Hinzunahme des neuen Basiselements vergrofiert sich andererseits die An-
zahl der moglichen S-Polynome, so dass die Termination dieses Vorgehens eines Beweises
bedarf. Im Beispiel der Menge B; jedenfalls terminierte dieses Verfahren.

Die formale Spezifikation des entsprechenden Algorithmus, den man zu Ehren seines Erfinders
den Buchergeralgorithmus nennt, sieht wie folgt aus:

GBasis(B: Basis): Basis

Input:  Endliche Menge B = {f1,..., fm} C R.
Output:  Grobnerbasis G des Ideals I = I(B).

G:=B;
Po={(fi, f;) 11 <i<j<m};
While P # () do

Choose p € P; P:= P\ {p};

f=NF(S(p),G)

if f#0 then

P:=PU{(g,f)|g €G};
G:=GU{f};

return G;

Satz 32 Der Algorithmus terminiert nach endlich vielen Schritten.

Beweis: In jedem Schritt mit f # 0 wird X(G) echt vergrofiert. Nach dem Dicksonlemma sind
aber nur endlich viele solche Schritte moglich. [

Beispiel: Das erste Beispiel in der Vorlesung bzgl. der lexikografischen Termordnung mit y > «.
BO:=[17x"2+22xy+13y~2-1, 8x~2+28xy+37y~2-1];

Interreduktion liefert als Augangspunkt fiir den Grébneralgorithmus

Interreduce (BO);

{fi=150yz+ 17522 =8, fo = 75y* — 502% + 1}

Nichttrival reduzierende S-Polynome kénnen mit CoCoA wie folgt berechnet werden:

NR(S(B0,1,2),B0);
Append(BO,It);
BO;
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In unserem Beispiel erhalten wir nacheinander die folgenden neuen nicht trivialen Basisele-
mente

fa = NF(S(f1, f2), Bo) = 48y + 6252° — 44z
fa=NF(S(f1, f3), Bo U {f3}) = 15625 z* — 2500 2% + 64,

so dass insgesamt G = {f1, fo, f3, f4} eine Grobnerbasis ist. Allerdings sind I£(f1) und t( f2)
fiir ein minimales Erzeugendensystem von ¥(G) und somit fiir eine Grobnerbasis nach Definiti-
on derselben nicht notwendig. Damit ist in diesem Fall bereits G’ := { f3, f4} eine Grébnerbasis
in Ubereinstimmung mit unseren Rechnungen im Abschnitt 1.

Satz 33 Ist G eine Grobnerbasis des Ideals I und G' C G eine Teilmenge, so dass
Gen(S(G)) = {it(g). g € &)
gilt, so ist auch G’ eine Gribnerbasis von I. Eine solche Grébnerbasis nennt man minimal.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich sofort aus der Definition einer Grébnerbasis. Auf Grund
der Eindeutigkeit der Minimalbasis des Monoidideals 3(I) ist die Menge {lt(g9), g € G'}
eindeutig bestimmt. Die Menge

G" ={lt(g) - TNF(lt(g),G'), ge G} CI

bezeichnet man schliefflich als minimale reduzierte Grobnerbasis. Jedes dieser Polynome ist
die Differenz zwischen einem minimalen Nichtstandardterm und dessen eindeutiger Darstel-
lung (mod I) als Linearkombination von (in der Termordnung kleineren) Standardtermen.
Offensichtlich ist eine solche minimale reduzierte Grobnerbasis eindeutig bestimmt.

5.8 Grobnerbasen bzgl. verschiedener Termordnungen

Wir hatten oben bereits gesehen, dass man mit Grobnerbasen das Idealenthaltenseinsproblem
algorithmisch 16sen kann. Der dabei zu treibende Aufwand hingt allerdings von der gewéhlten
Termordnung ab.

Wollen wir etwa priifen, ob f = —4 229?22 +y5+3 25 im von B = {x z —y?, 3 — 2%} erzeugten
Ideal I = I(B) liegt, so berechnen wir zuerst die Grobnerbasis G = GBasis(B) und priifen
dann, ob NF(f,G) = 0 gilt. Bzgl. der lexikografischen Termordnung mit z > y > z erhalten
wir etwa

Use R::=Q[x,y,z],Lex;

F:=-4x"2y~2z"2+y~6+3z"5;

B:=Ideal (xz-y~2,x"3-2"2);

GBasis(B);

[xz - y°2, x"3 - 272, -x"2y"2 + 273, -xy"4 + z°4, -y~6 + z"5]

49



Prof. Grébe: Grobnerbasen und Anwendungen — Vorlesungsnotizen 13. Juli 2011

NF(F,B) berechnet dabei die Normalform von F' bzgl. der Grébnerbasis von B. Verwenden
wir dagegen die revers-lexikografische Termordnung, so ist B = {—y? + z z, 2% — 22} bereits
selbst Grobnerbasis.

In praktischen Anwendungen hat sich herausgestellt, dass Grobnerbasen bzgl. der rein lexiko-
grafischen Termordnung besonders schwierig zu berechnen sind. Eine komplexitétstheoretische
Aussage tiber die Laufzeit des Buchbergeralgorithmus fiir ,,zuféllig” gewihlte Polynomsysteme
fallt sehr pessimistisch aus: eine (scharfe) Gradschranke fiir entstehende Basiselemente ist dop-
pelt exponentiell in der Anzahl der Variablen. Genauer: Ist D eine Gradschranke fiir die Aus-
gangspolynome in R = k[x1,...,zy], so ist O (DQn) eine Gradschranke fiir die Elemente einer
Grobnerbasis bzgl. der degrevlex Termordnung. Fiir einen Koérper & mit Einheitskostenarith-
metik (etwa k = Zj) ist das auch eine Schranke fiir die Laufzeit des Buchberger-Algorithmus.
Uber k£ = @ kommt noch Koeffizientenwachstum hinzu, was etwa der Hinzunahme einer
weiteren Variablen entspricht.

Grobnerbasis- und Normalformberechnungen in CoCoA

CoCoA verwendet das Konzept des CurrentRing, iiber den Informationen zu Koeffizien-
tenbereich, Variablen und Termordnung gespeichert werden, so dass in den Kommandos zu
Normalformen und Grébnerbasen keine derartige Information mitgefiihrt werden muss.

Da Berechnungen von Grobnerbasen recht aufwiindig sein konnen, werden die Ergebnisse
zu einzelnen Idealen zwischengespeichert, wenn diese einem Bezeichner zugeordnet sind. Die
zu einem Bezeichner aktuell gespeicherten Informationen kénnen mit Describe abgefragt
werden.

Use R::=Q[y,x],Lex;

BO:=[17x"2+22xy+13y"2-1, 8x~2+28xy+37y~2-1];

B1l:=Ideal(BO);

B1.GBasis;

Null

GBasis(B1);

[4/75y + 25/36x~3 - 11/225x, -625/48x"4 + 25/12x"2 - 4/75]

B1l.GBasis;

[4/75y + 25/36x~3 - 11/225x, -625/48x"4 + 25/12x"2 - 4/75]

Describe Bi;

Record[Type = IDEAL, Value = Recordl[
Gens = [13y~2 + 22yx + 17x"2 - 1, 37y"2 + 28yx + 8x"2 - 1],
GBasis = [4/7by + 25/36x"3 - 11/225x, -625/48x"4 + 25/12x"2 - 4/75]
]

]

Es gibt in CoCoA verschiedene Moglichkeiten, Grobnerbasisrechnungen zu steuern und zu
verfolgen, auf die hier nicht ndher eingegangen werden soll. Die wichtigsten Kommandos zu
Normalformen und Grébnerbasen sind:
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NR(F,B) (totale) Normalform eines Polynoms F' bzgl. einer Liste B.

Interreduce (B) Interreduktion einer Liste von Polynomen (in situ).

I:=Ideal(B) Basis B einem Ideal I zuordnen.

GBasis(I) Grobnerbasis von I berechnen und unter dem Bezeichner I spei-
chern.

ReducedGBasis(I) Reduzierte Grobnerbasis von I berechnen.

NF(F,I) (totale) Normalform eines Polynoms F' bzgl. eines Ideals I, wobei

— wenn erforderlich — eine Grobnerbasis von I berechnet und unter
dem Bezeichner I gespeichert wird.

I.Gens Idealbasis eines Ideals I als Liste.

I.GBasis Bereits berechnete Grobnerbasis eines Ideals I als Liste.

Betrachten wir als weiteres Beispiel das Polynomsystem
F = {:1:2 —2xz245, vy +y2, 3yF— 823}

Use R::=Q[x,y,z],Lex;

F := [x"2 -2xz + 5, xy°2 + yz°3, 3y"2 - 8z°3];
G := ReducedGBasis(Ideal(F));
G;

[yz"3 - 3/80z"8 + 2/5z"7 - 1/2z"5, z"9 - 32/3z"8 + 80/3z"6 + 1600/9z"3,
y°2 - 8/3z73, x"2 - 2xz + b, xz"3 + 9/640z"8 - 3/20z"7 + 3/16z"5]

Wir kénnen in diesem Fall das Gleichungssystem l6sen, indem wir das Polynom

32 30 1600
gp=2"— 8+ 2 ——23

3 3 9 € k[z]

faktorisieren, durch je einen der Faktoren ersetzen und noch einmal die Grobnerbasis aus-
rechnen.

[ ReducedGBasis(Ideal(Concat(G,[I[1]1]1))) | I In Factor(G[2])];

32 80 1600 3 2 1 9 3 3
6 _°24 5, % 3 VYV 9 5,4 4 1.2 - T Y ST )
[z 32+32+ 9 Y SOZ —1—52 2z7x+6402 202 —1—162 ,
(2,27 +5,9°]
[1]

Wir lesen daraus die 8 Losungen dieses Gleichungssystems ab:

. _ 9 5 3 4 3 2 _3 5 2 4 1 2
{<x’y’z)‘$_ 610° T20° 167 YT %0 5% T2

G_g 5 @ 5 1600
zeRootOf(z 3z+3z—|—79 >}
U{(VT5,0,0), (—v/5,0,0)}

Wir kommen darauf spéter noch einmal zuriick.
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6 Anwendungen von Grobnerbasen

6.1 Anwendungen des Idealenthaltenseins-Tests
Das Subideal-Problem

Wir hatten bereits gesehen, dass Grobnerbasen verwendet werden kénnen, um das Idealent-
haltenseinsproblem zu l6sen:

f€I(F) <& NF(f,GBasis(F)) = 0.
Auf dieser Basis konnen wir auch priifen, ob ein Ideal in einem anderen enthalten ist:

Subldeal(A,B: Basis): Boolean

Input: Idealbasen A, B C R
Output: true & I(A) C I(B)

G:=GBasis(B);
for £ in A do

if NF(f,G) # 0 then return false
return true;

bzw. zwei Ideale auf Gleichheit priifen

Equalldeal(A,B: Basis): Boolean

Input: Idealbasen A, B C R
Output: true & I(A) = I(B)

return SubIdeal(A,B) and SubIdeal(B,A);

Triviale Ideale erkennen

Betrachten wir als néichste Fragestellung die Losbarkeit polynomialer Gleichungssysteme.
Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz hat ein Gleichungssystem B genau dann eine (iiber
einem algebraisch abgesschlossenen Grundkorper) nichttriviale Nullstellenmenge V(B) # 0,
wenn I(B) nicht das Einsideal I(1) ist. Da sich letzteres aber durch X(I(1)) = T(X) = (1)
auszeichnet, erhalten wir die folgende Aquivalenz von Aussagen:

Satz 34 Gegeben sei ein polynomiales Gleichungssystem B C R = k[x1,...,x,| mit Koeffi-
zienten aus einem Korper k und ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskirper K von
k. Folgende Aussagen sind dann dquivalent:

1. Vg(B) =0, d.h. B hat keine gemeinsamen Nullstellen iber K.
2. I1(B) = I(1) ist das Finsideal.
3. Jede Gribnerbasis G = GBasis(B) enthilt ein konstantes Polynom.
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4. {1} ist die minimale reduzierte Grobnerbasis von B.
Betrachten wir etwa das Gleichungssystem

Use R::=Q[x,y],Lex;
B:=[x"2 + y72 - 2, x"3 + y°3 -3, x4 +y°4 - 4];

Wir erhalten nacheinander (bzgl. der lex. Termordnung mit x > y)

fi=NF(S(f1, f2), fr.3) =2y” =2z —3° +3
fs = NF(S(f1, f1), fr.a) =22y — 3z +2y" —4y> -3y +4
:NF(S(f47f5) 1s)=x—4y> =6yt +4y3 +18y% +y
= NF(S(f1, f6), fr.6) =2y° —6y* — 64> +12¢° +1
= NF(S(f1, fs), fr.7) =y* — 29
= NF(S(fs, fs), f1..8) = 2y° — 3y°
f10 = NF(S(fs, fo), f1..0) = ¥
fir = NF(S(fa, fr0); fr.10) =2y +3
fiz = NF(S(f10, f11), f1.11) = Z

Aufgabe 20

1.) Untersuchen Sie dasselbe Gleichungssystem bzgl. der gradweise lexikografischen und der
gradweise revers lexikografischen Termordnung.

2.) Untersuchen Sie, ob das System

{2+ 2 +22 -2, + P + 28 =32 + oyt + 2t - 4,2° + 7 + 25 -5}
eine nichttriviale Losungsmenge besitzt.

Mit einer Modifikation dieses Vorgehens kénnen wir auch die Frage beantworten, fiir welche
a € C das System
B={2*+y*-2,2°+¢° - 3,2" +y' —a}

Losungen hat. Dazu fithren wir dieselben Rechnungen wie oben aus:

Use R::=Q[x,y,a],Lex;
B:=[x"2 +y"2 -2, x"3+y°3-23, x4+ 7y4-al;
ReducedGBasis(Ideal(B));
[a"3 + 6a"2 - 108a + 274,
x +y - 1/3a"2 - 11/3a + 62/3,
y°2 - 1/3ya”2 - 11/3ya + 62/3y + 1/2a"2 + ba - 31]

Die reduzierte Grobnerbasis enthiilt insbesondere ein Element g(a) = a3 + 6a? — 108a + 274,
welches nur von a abhéingt und im Ideal liegt, welches von B in R = C|[z,y, a] erzeugt wird.
Also gibt es eine polynomiale Kombination

Zhbxya a?y,)

beB
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und fiir konkrete Zahlen ag € C ist g(ag) im Ideal Iy enthalten, welches von By = Bla — ay)
erzeugt wird. Iy ist also hdchstens dann nicht trivial, wenn g(ag) = 0 gilt.

Da B und G beides Basen des Ideals I = I(B) C k[x,y, a] sind, lassen sich die Elemente aus
B als polynomiale Kombinationen der Elemente aus G und umgekehrt darstellen.

BT =M, -GT" GT"=M,-BY, M, My c Mat(R)

Dies gilt auch nach einer Substitution a — ag: By und Gog = Gla — ag| erzeugen beide
das Ideal Iy — allerdings muss G nicht unbedingt mehr Grobnerbasis sein. Wihlen wir ag
mit g(ag) = 0, so konnen wir die beiden Losungen in unserem Fall aber aus G unmittelbar
ablesen.

Das Polynom g(a) bezeichnet man auch als die Diskriminante des (parametrischen) Glei-
chungssystems B C k(a)[z, y]

6.2 Der Eliminationssatz und polynomiale Gleichungssysteme

Viele konstruktive Fragestellungen der Algebra lassen sich auf Eliminationsprobleme zuriick-
fithren. Diese lassen sich ebenfalls mit Grobnerbasen konstruktiv behandeln.

Sei B C R = k[x] eine endliche Menge von Polynomen und die Menge der Variablen in zwei
Teilmengen x = (z1,..., Tk, Y1, - - ., Ym) aufgeteilt. Wir fragen nach den Polynomen im Ideal
I =I(B), die z1, ...,z nicht enthalten, also nach einer Basis des Eliminationsideals

I'=1(B)(\klyr,- -, ym)-

Zu dessen Berechnung wihlen wir auf 7'(x) eine Termordnung, in der jeder Term, der eine
Variable z; enthélt, grofler ist als jeder Term, der nur Variablen y; enthilt. Solche Ter-
mordnungen bezeichnet man als Eliminationsordnungen fiir (x1,...,zx), da ein Polynom
flxy,..., 2k, Y1,...,Ym) genau dann keine der Variablen zy,...,x; enthélt, wenn dies fiir
dessen Leitterm It(f) gilt.

Neben der lexikografischen Ordnung gibt es eine Reihe anderer Eliminationsordnungen, bzgl.
derer sich Grobnerbasen gewohnlich schneller ausrechnen lassen. So konnen wir etwa jede
Matrix-Termordnung verwenden, deren erster Gewichtsvektor durch w(z;) = 1,w(y;) = 0
gegeben ist.

Satz 35 Ist R = k[z1,...,Zk, Y1, ., Ym| und G = GBasis(B) eine (min. reduzierte) Grébner-
basis des Polynomsystems B C R bzgl. einer Eliminationsordnung fir (x1,...,x), so ist

G ={geG:ltlg)eT(ys,...,ym)}

eine (min. reduzierte) Grébnerbasis des Eliminationsideals I' = I(B) (kY1 - - - Ym)-

Beweis: Offensichtlich gilt G’ C I'. Ist f € I’, so gilt f € I und folglich NF(f,G) = 0. Da
bei der Reduktion aber nur solche g € G mit lt(g) < lt(f), also g € G’ herangezogen werden,
gilt NF(f,G’) = 0. Diese Eigenschaft charakterisiert aber Grébnerbasen. [J

Die lexikografische Termordnung ist eine Eliminationsordnung fiir jedes Anfangssegment der
Variablen. Damit hat eine Grobnerbasis bgzl. dieser Ordnung eine ,,Dreiecksgestalt“, aus der
heraus sich die Losungsmenge eines polynomialen Gleichungssystems berechnen lésst.
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Folgerung 3 Ist R = k[x1,...,x,] und G = GBasis(B) eine (min. reduzierte) Grébnerbasis
von B C R bzgl. der lexikografischen Termordnung, so ist

Gi={9€G :lt(g) e T(xs...,zn)}

eine (min. reduzierte) Gréibnerbasis des Eliminationsideals I[(B) () k[zi, ..., zy].

Insbesondere enthdlt G,, das Polynom g(x,) € I kleinsten Grades, das nur von x, abhingt,
wenn es ein solches Polynom gibt und G eine minimale reduzierte Grobnerbasis ist.

Die letzte Aussage folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass k[z,] ein Hauptidealring ist.
G;,1 < n kann dagegen mehr als n — ¢ Polynome enthalten.

Dies liefert ein induktives Verfahren zum L&sen polynomialer Gleichungssysteme:

Kennt man eine gemeinsame Nullstelle (:L'ZO 1 29) von Gy, so enthiilt G;\Gy 41
alle Polynome, die zur Bestimmung von solchen m? verwendet werden kénnen, dass
(z9,...,20) eine Nullstelle von Gj ist.

Dies entspricht der Triangulierung eines linearen Gleichungssystem durch den Gauf3-Algorith-
mus.

Beispiel (CoCoA):

Use R::=Q[x,y,z],Lex;
B:=[x"2+y+z-3, x+y2+2z-3,x+y+2z2"2-3];
I:=Ideal(B);
ReducedGBasis(I);
[y2-y-2"2+ 2z,
yz©2 - 2y + 1/2z"4 - 5/2z72 + 3,
z"6 - 10z"4 + 4z°3 + 192z"2 - 8z - 6,
X +y+ 272 - 3]

Die Grobnerbasis enthilt mit f = 25 — 1024 + 423 + 1922 — 82 — 6 ein Polynom allein in z,
dessen Nullstellen bestimmt werden kénnen.

Factor(I.GBasis[3]);
([z +3, 1], [z -1, 1], [z"2 - 2, 1], [z°2 - 2z - 1, 1]]

Setzen wir diese in I.GBasis ein. Fiir z = 1 erhalten wir zwei Gleichungen zur Bestimmung
von y, die aber voneinander abhiingig sind. Die (hier triviale) Reduktion fiihrt auf folgendes
Ergebnis:

Subst (I.GBasis, [[z,1]1]1);
I1:=Ideal(It);
ReducedGBasis(I1);

[y -1, x - 1]
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Wir kénnen daraus die Losung (z,y, z) = (1,1, 1) leicht ablesen. Denselben Effekt erhélt man,
wenn man f durch einen dieser Faktoren ersetzt. Fiir z = —3 erhalten wir auf diese Weise.

I2:=I+Ideal([z+3]);
ReducedGBasis(I2);
[y + 3, z + 3, x + 3]

Allgemein gilt: Ist f = f1-...- fi eine Zerlegung in Faktoren und F' eine Menge weiterer
Polynome, so gilt offensichtlich

VIEU{) =JvFu{f}
k

Neben den linearen enthilt obige Faktorzerlegung noch quadratische Faktoren. Fiir den ersten
Zugang — Substitution von Werten z = 4+/2 fiir z — miissen wir mit Polynomen rechnen, deren
Koeffizienten in einem Erweiterungskorper liegen. Fiir den zweiten Zugang ist dies zunéchst
nicht erforderlich:

I3:=I+Ideal([z"2-2]);
ReducedGBasis (I3);

[z°2 -2, y2-y+z-2,x+y-1]
I4:=I+Ideal([z"2 - 2z - 1]);
ReducedGBasis(I4);
[z°2-22-1,y+z-1, x +z - 1]

In I3 gibt es zu jeder der beiden Losungen fiir z zwei Werte (z,y, ), also insgesamt 4 Losungen.
I tragt zwei weitere Losungen zur vollen Losungsmenge bei, so dass V(I) aus insgesamt 8
Punkten besteht.

Zusammenfassend hitten wir auch rechnen kénnen

[ ReducedGBasis(Ideal(Concat(B,[J[1]]))) | J In Factor(I.GBasis[3])];
[ [y +3, z+ 3, x+ 3],
ly -1, z-1, x - 1],
[z°2-2,y2-y+z-2,x+y-1],
[z2-2z2-1,y+z-1, x +2z - 1]]

Bessere Ergebnisse liefert eine integrierte Variante von Buchbergeralgorithmus und Faktori-
sierung, der Grobnerfaktorisierer der aber nur in wenigen CAS implementiert bzw. nicht
explizit zugénglich ist.
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Eliminationssatz und Diskriminante

Zum Abschluss dieses Punkts wollen wir untersuchen, fiir welche Werte (a,b,c) das Glei-
chungssystem

? —|—y2 =a
2 +y*=b (Discr)
z? +y4 =c

Losungen besitzt. Dazu miissen die drei rechten Seiten in einem wohlbestimmten Verhéltnis
zueinander stehen. Diese Losbarkeitsbedingung bezeichnet man auch als die Diskriminante
des parametrischen Gleichungssystems. Wir kénnen solche Beziehungen ermitteln, wenn wir
im Polynomring k[z,y, a, b, | das Eliminationsideal

I(2® +y* —a, 2® +y° — b, 2’ + y* — ¢) N ka,b, (]

bestimmen. Wie im Abschnitt 6.1 gezeigt, ist das Verschwinden jedes Polynoms aus diesem
Ideal eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von Losungen fiir spezielle rechte Seiten
(a,b,c). Die entsprechende Grobnerbasis besteht aus 19 Polynomen, darunter eins, das die
Variablen z,y nicht enthélt. Dieses kénnen wir auch mit dem Kommando Elim bestimmen:

Use R::=Q[x,y,a,b,c];

B:=[x"2 +y"2 -a, x3+y°3-Db, x4+ y4-cl;
ReducedGBasis(Elim(x..y,Ideal(B)));

[a"6 - 4a"3b"2 - 4b"4 + 12ab"2c - 3a"2c”2 - 2c¢”3]
ReducedGBasis(Ideal(B));

[LPP(I) | I In It];

Jedoch kann fiir Parameter (a, b, ¢), welche die Diskriminantenbedingung erfiillen, nicht mehr
so einfach wie im Abschnitt 6.1 argumentiert werden, dass (Discr) Losungen besitzt, da nun
mehrere Gleichungen zur Bestimmung von Werten (z,y) existieren und diese fiir konkrete
(a, b, c) widerspriichlich sein kénnten, wie etwa beim Gleichungs,system“ a - x = 1, dessen
Diskriminantenbedinung leer ist, das aber natiirlich nur fiir a # 0 eine Losung besitzt.

Auf dieselbe Weise kénnen wir untersuchen, fiir welche Koeffizienten f(x) = 22 4+ ax + b
Mehrfachnullstellen hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn f(z) und f’(z) gemeinsame
Nullstellen besitzen, d.h. das System B := {f(x), f'(z)} gemeinsame Losungen besitzt.

Use R::=Q[x,a,b];

F:=x"2+ax+b;

B:=[F,Der(F,x)];
ReducedGBasis(Elim(x,Ideal(B)));
[a~2 - 4Db]
ReducedGBasis(Ideal(B));

[x + 1/2a, a"2 - 4b]

Wie oben haben wir dazu fiir I = I(B) das Eliminationsideal I N k[a,b] berechnet. Es wird
vom Polynom a? —4b erzeugt, das man auch als Diskriminante von f bezeichnet. Man beachte
den Zusammenhang zur allgemeinen Losungsformel fiir quadratische Gleichungen.
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Aufgabe 21 Bestimmen Sie die Diskriminante des allgemeinen Polynoms f(x) = 23 +a 2% +
bx + ¢ vom Grad 3 sowie des reduzierten Polynoms dritten Grades g(x) = 2% + px + ¢ und
vergleichen Sie Thr Ergebnis mit der Cardanoschen Formel fiir die allgemeine Losung einer
Gleichung dritten Grades.

6.3 Polynomsysteme mit endlich vielen Nullstellen
Betrachten wir noch einmal das folgende Gleichungssystem:

Use R::=Q[x,y,z],Lex;
B3:=[x"2+y+z-3,x+y2+z-3, x+y+2z"2-3];

Aus der Grobnerbasis hatten wir die Nullstellen berechnet, wobei das Vorhandensein von
Gleichungen mit den Leittermen z,y? und 2% in der Grébnerbasis sicherten, dass es zu jeder
Koordinate bei vorgegebenen Werten fiir die lexikografisch kleineren Koordinaten nur endlich
viele verschiedene Werte gibt.

Eine &hnliche Eigenschaft charakterisiert Gleichungssysteme mit endlich vielen Lésungen bzgl.
beliebiger Termordnungen:

Satz 36 (Charakterisierungssatz fiir Systeme mit endlich vielen Nullstellen)

Sei B C R = k[X] eine Menge von Polynomen im Polynomring R. Fir R werde eine beliebige
noethersche Termordnung fixiert. Sei weiter I = I(B) das von B erzeugte Ideal und K ein
algebraisch abgeschlossener Oberkédrper von k. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Vi(B) ist endlich.

I enthdlt fir alle i = 1,...,n univariate Polynome p;(z;).

i

(1) enthdlt fir alle i =1,...,n eine reine Potenz x!

RS

Jede Gribnerbasis G = GBasis(B) enthdlt fir alle i = 1,...,n Elemente g;, deren
Leitterm lt(g;) = x}* eine reine x;-Potenz ist.

5. R/I ist ein endlichdimensionaler k- Vektorraum, d.h. es gibt nur endlich viele Standard-
terme.

FEin Ideal I mit diesen Eigenschaften nennen wir nulldimensional.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Aquivalenz von 1. und 2.:

Ist Vi (B) endlich, so gibt es insbesondere unter den a € Vi (B) nur endlich viele verschie-
dene Werte fiir die Koordinate z;, also ein Polynom p;(z;) € I(V(B)) = rad(f). Nach dem
Hilbertschen Nullstellensatz liegt aber eine geeignete Potenz p;(x;) dann bereits in I'.

Gibt es umgekehrt solche univariaten Polynome, dann impliziert dies, dass es fiir jede der
Koordinaten einer Losung nur endlich viele Moglichkeiten gibt, also die Losungsmenge selbst
endlich sein muss.

Nun zeigen wir die Aquivalenz der verbleibenden Aussagen.

'Hier muss eigentlich noch gezeigt werden, dass p; Koeffizienten aus k hat. Dafiir muss man ggf. statt p;
das Produkt iiber alle Galois-Transponierten von p; nehmen.
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= 3.:lt(p:) € B(I).
= 4.: 2" e (1) = F 2" € Gen(X(1)).
= 5. : evident.

or ok W

. = 2.:pi(z;) ist eine lineare Abhéngigkeitsrelation zwischen den (unendlich vielen) z;-
Potenzen. 0

Bemerkung: In diesem Fall bezeichnet man die k-Vektorraum-Dimension dimy, R/I(B) als den
Grad deg R/I des Gleichungssystems B. Dieser ist als Zahl der Standardterme mit einfachen
kombinatorischen Argumenten aus einer Grébnerbasis zu gewinnen. Der Grad stimmt mit der
Anzahl der Nullstellen iiberein, wenn man jeder von ihnen eine geeignete Vielfachheit zuord-
net. Der Grad ist eine Invariante von I, héingt also nicht von der verwendeten Termordnung
ab. In obigem Beispiel ist B3 bereits eine Groébnerbasis bzgl. der gradweise lexikografischen
Termordnung, woraus man unmittelbar Grad = 8 ableitet.

Der Beweis des Satzes liefert zugleich eine Moglichkeit, wie man aus einer Grobnerbasis G
univariate Polynome p;(x;) konstruieren kann: Ist N = deg R/I die Zahl der Standardterme,
so sind die N 41 Polynome TNF(a;f, G), k=0,..., N modulo I linear abhéingig. Eine solche
Abhéngigkeitsrelation kann man mit Mitteln der linearen Algebra berechnen:

UPoly(z;: Variable, G: GBasis): Polynom

Input: Grobnerbasis G eines nulldimensionalen Ideals, Varia-
ble x;

Output:  Polynom p(x;) € 1

N:=|T(X)\ £(G)|; (* Anzahl der Standardterme *)

Bilde
N k _
F(a,zi) := ) p—oax TNF(z7,G) = ngz(e) Im(a) m
mit neuen Variablen ag,...,ay und homogenen Linearformen lm(a)
Finde eine nichttriviale Losung (qg,...,al) des

homogenen Gleichungssystems {l,(a) =0, m ¢ X(G)}

k

return Y 5, aj }
Das hierbei entstehende lineare homogene Gleichungssystem hat N + 1 Variablen und N
Gleichungen, besitzt also immer nichttriviale Losungen. Leider kann das nicht mit CoCoa
realisiert werden, da dort keine Polynome iiber allgemeinen Grundbereichen implementiert
sind. Hier die entsprechenden Rechnungen fiir die CAS Maxima, Maple und Mathematica.
Dies demonstriert zugleich die Art der Verwendung des Grobnerbasen-Kalkiils in jedem dieser
CAS. Mehr dazu im Hilfesystem des jeweiligen CAS.

Beispiel

Maxima:
load(grobner) ;
poly_monomial_order:lex;
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B:[x"2 +y+2z -3, x+y2+2z-3,x+y+z"2-3];

vars: [x,y,2];

G:poly_reduced_grobner(B,vars);

poly_monomial_order:grevlex;

G:poly_reduced_grobner(B,vars);

f:sum(al[il*x~i,1,0,8);

f1:poly_normal_form(f,G,vars);
cl:flatten(makelist(coeff(f1,x,i),i,0,1));
c2:flatten(map(lambda([u] ,makelist (coeff (u,y,i),i,0,1)),c1));
sys:flatten(map(lambda([u] ,makelist(coeff(u,z,i),1,0,1)),c2));
sol:solve(sys,makelist(al[il,i,0,8));

f2:ev(f,so0l[1]);

ev(£f2,%r1=0,%r2=0,%r3=1) ;

20— 102 +42% +192%2 — 82— 6

Maple:

with(Groebner) ;
B:=[x"2+y+z-3,x+y2+z-3,x+y+2z"2-3];
vars:=[x,y,z];
G:=Basis(B,plex(op(vars)));
G:=Basis(B,tdeg(op(vars)));
f:=add(a[i]*x"i,i=0..8);
f1:=NormalForm(f,G,tdeg(op(vars)));
sys:={coeffs(fl,vars)};
sol:=solve(sys, [seq(ali],i=0..8)1);
f2:=subs(sol[1],f);
subs(a[8]=0,a[7]=0,al[6]=1,f2);

20— 102 +42° +192%2 - 82— 6

Mathematica:
B={x"2 +y+z-3,x+y2+z-3, x+y+z"2- 3}
vars={x,y,z}
G = GroebnerBasis[B,vars]
G = GroebnerBasis[B,vars,MonomialOrder -> DegreeReverseLexicographic]
f Sum[Subscriptla,i]*x~i, {i, 0, 8}]
f1=PolynomialReduce[f,G,vars,
MonomialOrder -> DegreeReverseLexicographic] [[2]]
sys=Flatten[CoefficientList[f1,vars]]
sol = Solve[sys == 0, Table[Subscriptla,i], {i, 8,0,-1}]]
f2 = £ /. sol[[1]]
f2 /. {Subscript[a,8] -> 0, Subscript[a,7] -> 0, Subscriptl[a,6] -> 1}

20— 102  +423+1922 -8z -6

Erlduterungen:
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e (G = B, denn B ist bereits eine Grobnerbasis bgzl. der degrevlex Termordnung, da die
Leitterme paarweise teilerfremd sind.

e f ist ein univariates Polynom in x vom Grad d = 8 mit unbestimmten Koeffizienten
agp, . ..,ag (d+ 1 Summanden mit d = Anzahl der Standardterme).

e fi ist die die Normalform dieses Polynoms, ein Polynom in Q(aq,...,as)[z,y, 2] in den
Standardtermen {1,z,y,z,xy,z 2,y z,x Yy 2 }.

e sys ist die Menge der Koeffizienten?, wenn f; als Polynom in Q(aq,...,as)[z,y, z] be-
trachtet wird.

e sol enthilt die allgemeine Losung des (homogenen linearen) Gleichungssystems sys. Die
Losung héngt von drei Parametern ab.

e fo entsteht durch Substitution der Losung in f, die letzte Zeile erzeugt durch Substitu-
tion das univariate Polynom f(z) € I kleinsten Grades.

Aufgabe 22

(1) Finden Sie alle Losungen von
V(x2+y2—|—z2—1, 2?4 y? 2% -2z, 2$—3y—z)
und geben Sie eine Interpretation der Losungsmenge als Schnitt geometrischer Figuren im

Raum.

(2) Gegeben sei das von B = {x2 +29%2 -3, 22ty +y? - 3} erzeugte Ideal I. Bestimmen
Sie Polynome p;(x),p2(y) € I sowie V(I).

(3) Losen Sie das Gleichungssystem

{x2+y2—|—22:4, x2—|—2y2:5, xz:l}

6.4 Grobnerbasen und Dimensionsbestimmung

Wir hatten die Dimension eines Ideals I C R als
dim(R/I) = max (d : 3wy, .., xiy,) mit Iﬂk[mil,...,xid] = {0})

definiert. Die Bedingung
I(\ ki, ... 2i,] = {0}

lésst sich zwar durch eine Grobnerbasis-Berechnungen bzgl. einer Eliminationsordnung iiber-
priifen, aber wir miissten diese Rechnungen fiir viele verschiedene Teilmengen der Variablen
und damit fiir verschiedene Termordnungen ausfiihren.

Wir fixieren deshalb eine Termordnung auf R und stellen die folgende Frage: Welche Infor-
mationen iiber die Dimension kodiert 3(7)?

2Maxima hat leider keinen Operator, mit dem die Koeffizienten eines multivariaten Polynoms auf einen
Ritt extrahiert werden koénnen.
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Sei R' = k[zi,,...,x;,] fir eine fixierte Teilmenge (z;,,...,x;,) der Variablen und 7" =
T(xiy,...,xi,) das zugehorige Teilmonoid von T'. Offensichtlich gilt

ST =0= IR = {0}

Wir nennen deshalb die Teilmenge (z;,, ..., z;,) der Variablen streng unabhdngig bzgl. I (und
der Termordnung), wenn (1) NT" = () gilt, und

d =max(d : I(ziy,...,z5,) mit (1) NT(x,...,2;,) =0)
die strenge Dimension von R/I. Nach Definition gilt d’ < dim(R/I).
Satz 37 Fir jedes Ideal stimmen Dimension und strenge Dimension tberein.

Der vollstdndige Beweis dieses Satzes kann hier nicht gefithrt werden, da er von Techniken
der algebraischen Deformationstheorie Gebrauch macht. Allerdings sind seine wichtigsten
Etappen lehrreich, so dass diese hier an einem Beispiel vorgestellt werden sollen.

Wir betrachten wieder das Beispiel
B = {x2+y+273,x+y2+273,x+y+22—3}

und dessen Grobnerbasis G bzgl. der lexikographischen Termordnung gerade aus den Polyno-
men

Y —y— 2% +z,

1 5
yz2—2y+§z4—§z2+3,
20— 1024 + 42° + 1922 — 82 — 6,

c+y+22-3

besteht. Es stellt sich zunéchst heraus, dass es auch Matrix-Termordnungen mit positi-
ven ganzzahligen Gewichten gibt, welche dieselbe Grébnerbasis produzieren. Dazu muss nur
gewahrleistet sein, dass

3,z2,z,1; T > y,z2,1

y2 > y,z2,z; yz2 >y, 24,22, 1; 20 > 24,2
gilt. Einige dieser Beziechungen sind fiir alle noetherschen Termordnungen giiltig, andere er-
geben sich als Folge aus dritten. Eine hinreichende Bedingung ist etwa z > y > 22, was fiir
den Gradvektor (4,3,1) erfiillt ist. Und in der Tat, wenn wir eine Grobnerbasis bzgl. einer
Matrix-Termordnung mit diesem ersten Gradvektor berechnen, dann erhalten wir dasselbe
Leittermideal 3(/) (und damit auch dieselben Standardterme und dieselben totalen Normal-
formen) wie bgzl. der lexikographischen Termordnung.

Use R::=Q[x,y,z],0rd(Mat[[4,3,1],[1,0,0],[0,1,011);
B:=[x"2+y+2z-3,x+y2+2z-3,x+y+2z"2-3];
I:=Ideal(B);

ReducedGBasis(I);

[yz"2 + 1/2z"4 - 2y - 5/2z"2 + 3,
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z"6 - 10z74 + 4z"3 + 19272 - 8z - 6,
xX+y+2z"2-3,
y2-y-2z"2+ z]

Aufgabe 23 Finden Sie einen positiven ganzzahligen Gradvektor, so dass auch die Reihen-
folgen der Standardterme in den Normalformen dieselbe wie in der lexikographischen Ordnung
ist.

Lemma 1 Sei G = {XO‘ — D xBeN cagxﬁ} eine minimale reduzierte Grébnerbasis des Ideals
I, wobei N =T\ X(I) die Menge der Standardterme bezeichnet. Dann gibt es einen positiven
Gewichtsvektor w € Zy, fiir den gilt:

Va, B (cap 7# 0 = w(a) > w(p))

Fiir jede Termordnung <', die w verfeinert, gilt ¥'(G) = X(G) und G ist damit eine Gréibner-
basis auch bgzl. <.

Beweis: G ist eine Grobnerbasis bzgl. jeder Matrix-Termordnung, deren erster Gradvektor w
die Bedingung
Va,B (cap #0 = wla—p3) >0)

erfiillt. Wir fiigen noch die Bedingungen w(e;) > 0,7 = 1,...,n, hinzu, wobei e; fiir den i-ten
Einheitsvektor steht, d.h. x; = x% gilt.

Andererseits gilt wo(a — ) > 0 und auch wp(e;) > 0, wobei wg der erste Gradvektor der
Termordnung ist, bzgl. welcher G berechnet wurde. Die (endlich vielen!) Vektoren o — 3 € Z"
und ey, ..., e, liegen also innerhalb des Positivkegels (Cp) 4 und spannen somit einen Kegel
mit Spitze auf. Der dazu duale Kegel enthélt dann innere Punkte mit rationalen (und damit
— nach Skalierung — auch solche mit ganzzahligen) Koordinaten, die wegen w(e;) > 0 sdmtlich
positiv sein miissen. [

Mit einem solchen Gradvektor kann nun eine Familie von Grobnerbasen
Gy ={x"— Z ca[gxﬁ . pw(a)—w(p)
B

iiber dem Ring R; = kl[t]|[z1, ...,y konstruiert werden, die fiir ¢ = 1 die Grobnerbasis G des
Ausgangsideals I und fiir t = 0 das PP-Ideal Lt(I) ergeben. Eine solche Familie von Idealen
I = I(Gy) bezeichnet man als Deformation des Ideals I, jedes einzelne Ideal I; als Faser der
Deformation.

Fiir gutartige (flache — dies verallgemeinert den Stetigkeitsbegriff) Deformationen haben alle
Fasern dieselbe Dimension. Die Gutartigkeit ergibt sich hier daraus, dass wir G; auch als ein
Ideal in R' = k[z1,...,x,,t] mit einer speziellen Matrix-Termordnung betrachten konnen,
deren erster Gradvektor gerade w ist, erweitert um die Setzung w(t) = 1. Bzgl. dieses Ge-
wichtsvektors sind die Elemente aus G; homogene Polynome und G} ist auch in diesem Ring
eine Grobnerbasis.

In unserem Beispiel ergédbe sich
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yz~2 + 1/2z74t - 2yt~2 - 5/2z72t"3 + 3t°5,

z"6 - 10z74t"2 + 4z"3t"3 + 19z"2t"4 - 8zt"5 - 6t76,
x +yt +z72t72 - 3t7°4,

y°2 - yt°3 - z72t74 + zt"5

Spezielles Interesse besteht also an der Berechnung unabhéngiger Variablenmengen fiir PP-
Ideale. Da die Eigenschaft der Unabhéngigkeit nur vom Radikal des Ideals abhéngt, kann man
zunichst alle Exponenten durch 1 ersetzen. Fiir obiges Beispiel gilt Lt(I) = I(yz?, 25, z,v?),
also rad(Lt(I)) = I(yz,z,y,z) = I(z,y,z) und jede unabhingige Variablenmenge ist leer.
Generell bekomen wir auf diesem Wege noch einmal die Charakterisierung nulldimensionaler
Ideale I als solcher, wo X(I) fiir alle Variablen v € x reine v-Potenzen enthilt.

Beispiel: Bestimmung der Dimension des von
($2+y2 —a, 2% +y® —bxt +yt —c)

erzeugten Ideals. Wir berechnen dazu die Grébnerbasis bzgl. der degrevlex Termordnung und
extrahieren das Leittermideal:

Use R::=Q[x,y,a,b,c];
B:=[x"2 +y"2-a, x3+y°3-Db, x4+ 7y74-cl;

B:=Ideal(B);
ReducedGBasis(B) ;
L:=LT(B);

3

2,2 2 2 2 4 3
(LU(I y a,a 2y LY ,ryay a)

Das Radikal dieses PP-Ideals ist gerade (x, a,y), die Dimension des Ausgangsideals also gleich
2. Dies kann in CoCoA auch direkt mit dem Befehl Dim(R/B) berechnet werden.

Die Dimension lasst sich nicht immer so einfach bestimmen wie in den bisher betrachteten
Fillen.

Beispiel: Bestimmung der Dimension des PP-Ideals
(717273, T23T4, T3T4T5, T4T5T1, T5T1T2)

In diesem Fall lassen sich alle (streng) unabhéngigen Variablenmengen auflisten, es sind genau
die Mengen

(xl,x2,$4) 3 (IE1,$3,.1)4) 5 (1'1,1'3,1'5) 5 (iL’Q,ng, $5) 5

die Dimension dieses Ideals ist also gleich 3.
Aufgabe 24 Dieses Ideal gehtrt zu einer Serie
I, = I (z12223, 22324, . . ., Ty 12 T1, TnT1T2)

von Beispielen.

Finden Sie allgemeine Formeln fiir die unabhéngigen Variablenmengen von I,, und berechnen
Sie daraus die Dimension von I, in Abhéngigkeit von n.
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6.5 Grobnerbasen und Hilbertreihe

Fiir ein homogenes Ideal I hatten wir die Hilbertreihe

H(R/I,t) = dim([R/I]q) "

dez
eingefiihrt, die uns angibt, wie viele linear unabhéngige (mod I) Polynome vom Grad d es
gibt.
Ist G eine Grobnerbasis von I, so bildet die Menge N(G) = T \ 3(I) der Standardterme
gerade eine solche k-Vektorraum-Basis, so dass

H(R/I,t) =) |[N(G)ld| t*
deZ

gilt. Da die Menge der Standardterme nur von 3(I) abhiingt, gilt auch
H(R/I,t) = H(R/L(I)),

so dass wir die Berechnung der Hilbertreihe allgemeiner Ideale auf die von PP-Idealen zuriick-

fithren konnen.

Fiir ein nulldimensionales homogenes Ideal I (in diesem Fall gilt immer rad(l) = (z1,...,zy))
mit der Grébnerbasis G kann die Hilbertreihe aus der k-Vektorraum-Basis N(G) sofort als

H(R/I,t) Z tdes(m)

meN(G)

abgelesen werden.
Beispiel: Fiir das PP-Ideal I = {xQ,yQ, z2} ergibt sich

H(R/I,t) =t +3t*+3t+1,

da es genau die Standardterme (1 | x,y, z | xy,x2z,yz | xyz) in den einzelnen Graden gibt.

Allgemein ldsst sich die Hilbertreihe {iber einen rekursiven Ansatz wie folgt berechnen: Ist I
ein PP-Ideal und m € T ein Term vom Grad d, so gilt nach (HQR)

H(R/I,t) = H(R/(I,m),t) +t* H(R/I : m,t).

Wegen (I,m) D I und I : m D I fiir ein geeignet gewéhltes splitting element m wird die
Berechnung von H(R/I,t) auf die Berechnung einfacherer Hilbertreihen zuriickgefiihrt.

Fiir das Beispiel
I= (.%' a2>y2 02703>$2>$y27y4;3«"yaa yS a)

im Ring R = k[x,y, a] erhalten wir mit m = x zunéchst
I =(I,z) = (z,9%d% a®,yt, 3 a)

I2 - I T = (‘12733,9279@)
H(R/I,t) = H(R/I1,t) + t H(R/I, )
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Fiir I; und m = y? erhalten wir

I3 = (Ilay2) = ($7y27a3)
I4 — Il 31/2 — (m7a27y27ya) = 12
H(R/Ii,t) = H(R/I3,t) + t* H(R/I>, 1)

Fiir I und m = y erhalten wir

Is = (I2>y) = ($7a2>y)
Is=1:y=(x,a,y)
H(R/Ig,t) = H(R/Ig),t) + tH(R/I6,t)

Man rechnet leicht nach, dass fiir ein Ideal mit der Basis J = (7!, ..., 2%)
(T—tm). .- (1 —t%)
H(R/J) =
(R/J) i

gilt, so dass sich abschlieBend H(R/I3,t) =1+ 2t und damit

H(R/I,t) = H(R/I3,t) + (t + t*) H(R/I,t)
=142t 4282+ 3+ (t+¢7) (1+2¢)
=1+3t+5t>+3¢

ergibt. Dies kann auch direkt mit der CoCoA-Funktion HilbertSeries berechnet werden:

Use R::=Q[x,y,al;

L:=[xa"2, y"2a"2, a"3, x72, xy~2, y 4, xya, y~3al;
L:=Ideal(L);

HilbertSeries(R/L);

6.6 Konstruktiv-algorithmische Idealtheorie

FEine Reihe von Algorithmen verwenden zusétzliche Variablen, mit deren Hilfe sich die zu
untersuchende Aufgabenstellung auf andere Aufgabenstellungen zuriickfiithren lisst.

Ein Radikalenthaltenseinstest

Ein Polynom f € R verschwindet auf einer gegebenen Varietéit V = V(I) genau dann, wenn
f erad(]) gilt. Im Allgemeinen ist es schwierig, eine Basis von rad([) zu berechnen.

Zum Test f € rad(I) verwenden wir stattdessen die Aquivalenz

ferad(l) < I-R[t]+I1—t-f)=1I(1),

die wir im Zusammenhang mit Hilberts Nullstellensatz iiber den Rabinowitsch-Trick bewiesen
hatten. ¢ ist hierbei eine neue Variable. Damit ist der Radikalenthaltenseinstest auf die

Frage des Erkennens eines trivialen ideals zuriickgefiihrt.

Beispiel:
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Use R::=Q[t,x,y,z],Lex;
B:=Ideal(-x"2z"2 +xy~2z +xz"2-y~2z, -xyz+xz 2+y~3-y 2z,
X" 3y-x"2z-xyz+z"2, x"4-x"2y-x"2z+yz, -xXx"3z+x 2y " 2+xz"2-y~2z);
F:=xz-y~2;
Wir wollen untersuchen, ob f € rad(I(B)) gilt.
Wir berechnen dazu die Grobnerbasis von I + (1 — ft)

G:=B.Gens; Append(G,F*t-1);
GBasis(Ideal(@));

(=1

Diese ist in der Tat trivial. Alternativ hiitten wir in diesem Fall f2 € I mit dem Normalfor-
malgorithmus zeigen konnen.

NF(F~2,B);

0

Fiir den Radikalenthaltenseinstest kann eine beliebige Termordnung gewihlt werden. Die
folgenden Algorithmen verwenden eine Tag-Variable ¢t im Zusammenhang mit Eliminations-
problemen. Sei also R’ = R[t] = k[t,x1, ..., z,] mit einer Eliminationsordnung t > 1, ..., Zn,
etwa der lexikographischen Ordnung.

Berechnung des Idealdurchschnitts
Betrachten wir die beiden Ideale
Li=1"=2%y,2y* —y°), L=I1("—ay’a®y—y°).
Man iiberzeugt sich leicht, dass beide Idealbasen bzgl. der lex. Termordnung bereits Grobner-

basen sind.

Aufgabe 25 Zeigen Sie, dass die gegebenen Basen sogar Grobnerbasen bzgl. jeder nur denk-
baren Termordnung, d. h. universelle Grébnerbasen sind.

Hinweis: Dazu sind nur fiir alle méglichen Leittermkombinationen der Basiselemente die je-
weiligen S-Polynome zu untersuchen.

Grundlage des Verfahrens zur Berechnung des Idealdurchschnitts ist der folgende

Satz 38 Sind I, Iy zwei Ideale im Polynomring R = k[x] und t eine neue Variable, so gilt
L NIy = (Il -tR[t] + Iy - (1 — t) R[t]) NR.

Beweis: f(z)e 1 NIy = f=f-t+f-1—-t)e(l1-t+1-(1—1)NR.

Zum Beweis der anderen Inklusion sei By := {fi(z),..., fr(z)} eine Basis von I; und By :=
{g1(z),...,gs(x)} eine Basis von I5. f(x) € I;-t R[t]+I2-(1—t) R[t] kann man dann darstellen
als

Fw) =D pie,0) fila) t+ 3 as(e, ) g5(a) (1~ 1),

J
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Setzen wir ¢ = 0, so erhalten wir f(x) = >_, ¢;(,0) g;(x) € I5. Setzen wir dagegen t = 1, so
erhalten wir f(z) =), pi(x,1) fi(xz) € I, also insgesamt f e [; NI,. O

In unserem Beispiel berechnen wir den Idealdurchschnitt mit CoCoA:

Use R::=Q[t,x,y],Lex;
I1:=[x"3-x"2%y,x*y 2-y~3];
I12:=[x"3-x*y"2,x " 2xy-y~3];
J:=Concat([t*F | F In I1],[(1-t)*F | F In I2]);
ReducedGBasis(Ideal(J));
[tx"2y - ty™3 - x"2y + y73, txy~2 - ty~3,

X3 - x72y - xy"2 + y°3, x"2y"2 - y 4]

Elim(t,Ideal(J));
Ideal(-x"3 + x"2y + xy~2 - y~3, -x"2y"2 + y~4)

Dies liefert den Idealdurchschnitt
I(a?y® —y*, 2® — 2y —a® + %) = 1(2® — ) - I(y% 2 — )
Alternativ héitten wir auch gleich Intersection(Ideal(I1),Ideal(I2)) berechnen kénnen.
Aufgabe 26 Berechnen Sie den Idealdurchschnitt
I(wz — zy, w?y — %) N I(wy? — 222, 22° — y3)

Diesen Algorithmus kann man folgendermaflen auf die Berechnung des Durchschnitt mehrerer
Ideale erweitern:

Seien Iy, ..., Iy Ideale im Polynomring R = k[x] und yi, ...,y neue Variablen.
Dann gilt

Lhn..nly=0Nwy+.  Lyye+I(yi+...+ye— 1)) NR.

Der Beweis verlauft wie im oben betrachteten Fall.

CoCoA kennt zur Berechnung von Idealdurchschnitten die Kommandos

Intersection(E_1:IDEAL,...,E_n:IDEAL) :IDEAL
IntersectionList (L:LIST) :0BJECT

Idealquotienten und stabile Idealquotienten

Im Zusammenhang mit der Untersuchung relativer Nullstellengebilde hatten zwei Sorten von
Idealquotienten eine Rolle gespielt. Zur Erinnerung: Ist I/ C R ein Ideal und ¢ € R ein
Polynom, so bezeichnet man

Iic = {feR| fcel}
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als den Idealquotienten von I nach ¢ und
I[:¢® = {feR|3k fFeTl}
als den stabilen Idealquotienten (oder Saturation) von I nach c.
Beide Quotienten kann man auf Ideale als Divisor ausdehnen, was einer zusétzlichen Durch-
schnittsbestimmung entspricht:

I:J ={feR: f-JCI}=(){I:c: c€Gen(])}
I:J° :={feR:3n(f-J)cI}=){I:c® : c€Gen(])}

Es zeigt sich, dass man Basen der entsprechenden Ideale ebenfalls mit Eliminationstechniken
berechnen kann.

Satz 39 Ist R =k[x]|, I C R ein Ideal, c(x) € R und t eine neue Variable, so gilt
1
I:c=-(INI(c))
c

und

I:c®=(-Rf]+I(1—t-c)NR.

Beweis: Die erste Beziehung ist offensichtlich. Zum Beweis der zweiten wenden wir wieder
den Rabinowitsch-Trick an.

Sei dazu B = {f1(z),..., fs(¥)} eine Basis des Ideals I. Gilt f(z) € I : ¢, also fcF € I fiir
ein geeignetes k > 0, so folgt

ff =ri(@)fi(z) + ... 4 rs(a) fo(@)
in R und damit
f=tF (@) filx) +...+r@) fo(@)+f- (1=t e TRt +T(1 —te).
Ist umgekehrt

f :pl(x?t)fl(x) + ... +ps(m7t)fs($) +p(a:,t) : (1 —tC) € IR[t] +I(1 - tc)a

so erhalten wir nach der Substitution ¢ — 1/c¢ wiederum eine rationale Funktion mit einem
Hauptnenner ¢*. Multiplizieren wir mit diesem durch, so bleibt ein polynomialer Ausdruck

fc* =pi(x)fi(z)+ ...+ ps(x)fs(x) € T.
Damit haben wir den Satz bewiesen. [

Die Berechnung von [ : J bzw. I : J° kann nun auf die Berechnung von Idealdurchschnitten
zuriickgefiihrt werden.

Alternativ kann man die Berechnung der Quotienten bzgl. eines Ideals auch auf die Berech-
nung des Quotienten bzgl. eines Polynoms in einer zusétzlichen Variablen zuriickfithren, was
den Aufwand deutlich vermindert: Sei J = I(cy, ..., cs) und ¢(y) := co+c1 y+. . .+csy® € R|y]
ein Polynom in einer neuen Variablen y. Ist I C R ein Ideal und f(z,y) € I R[y] ein Polynom
im Erweiterungsideal, so kann f in seine y-homogenen Komponenten f = fo+ f1 y+. ..+ fzy"
mit f; € R zerlegt werden. Man iiberzeugt sich leicht, dass aus f € I R[y] stets f; € I fiir alle
1 folgt.
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Satz 40 Es gilt
I:J=n(l:¢)={RJy]:c(y))NR

und
I:J°=n{U:¢°)=(R[y]:c(y))NR

Beweis: Fir f € R gilt f € I : J genau dann, wenn

frely) = (feo) + (fer)y+ ...+ (far)y* € I R[y],

da (fc¢;) die homogene Komponente vom y-Grad ¢ in f - ¢(y) ist. O

CoCoA kennt zur Berechnung von Idealquotienten deshalb nur die Kommandos

Colon(M:IDEAL,N:IDEAL) : IDEAL /* oder */ M : N
Saturation(I:IDEAL,J:IDEAL) :IDEAL

Die Idealberechnung bzgl. eines Polynoms als Divisor kann durch das davon erzeugte Haupt-
ideal als Divisor simuliert werden.

6.7 Implizite Darstellung regulir parametrisierter Varietéten

Sei ¢ : A — A" eine regulire Parametrisierung der d-dimensionalen Varietit V = im ¢, wie
wir sie bereits im Kapitel 4 betrachtet haben, d. h. gegeben durch die polynomialen Funktionen
x; = ¢i(t1,...,tg), i =1,...,n. Wir hatten dort gesehen, dass ¢ eine Abbildung

¢* : k[l’l,...,xn] — k[tl,... ,td]
der zugehorigen Koordinatenringe induziert und dass
I(V)=Ker¢* =1I(x1 — ¢1(t),...,xn — ¢n(t)) N R[X]

genau das Ideal der auf V' verschwindenden Funktionen beschreibt. Dieses ist ein Elimina-
tionsideal und lésst sich folglich iiber Grobnerbasen berechnen.

Beispiel: Betrachten wir noch einmal die Tangentialfliche T" an die Kubik
C={(ttt) : teC},

die durch die Abbildung (¢,u) — (z =t +u,y =t* +2ut,z = t* + 3ut?) gegeben ist. I(T)
konnen wir damit berechnen, indem wir im Ideal

I=TI(z—(t+u),y— (+2ut),z— (£ +3ut?))
die Parameter ¢t und u eliminieren.

Use R::=Q[t,u,x,y,z],Lex;

I:=Ideal(x-(t+u), y-(t"2+2ut), z-(t"3+3ut”2));
Elim([t,ul,I);

Ideal(2x"3z - 3/2x72y"2 - 3xyz + 2y"3 + 1/2z72)

ReducedGBasis(I);
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[t+u-x,u2-%x"2+y,
ux"2 - uy - x°3 + 3/2xy - 1/2z,
uxy - uz - x°2y - xz + 2y"2,
uxz - uy 2 + x"2z - 1/2xy"2 - 1/2yz,
uy~3 - uz"2 - 2x"2yz + 1/2xy"3 - xz"2 + 5/2y"2z,
x"3z - 3/4x72y"2 - 3/2xyz + y~3 + 1/4z"2]

Da nur das letzte Polynom in der Grobnerbasis die zu eliminierenden Variablen nicht enthélt,
wird das Verschwindungsideal I(T) (wie fiir eine Fliiche im A3 zu erwarten) von einem einzigen
Polynom

h=4ax3z—32%y> —6xyz+41y° + 22

erzeugt.

Es gibt Beispiele von Parametrisierungen, wo T' = im ¢ nicht die gesamte algebraische Varietét
T = V(h) ausschépft. Wir konnen in unserem Fall die anderen Gleichungen der Grébnerbasis
verwenden, um eine Aussage zu treffen, welche Punkte auf V' (h) wirklich zu 7" gehoren, indem
wir entsprechende Parameter (¢,u) finden.

Fiir xg = (20, %0, 20) € V(h) mit xg € V(z 2z — 3%, xy — 2,22 — y,9y> — 22) kénnen wir eine der
vier in u linearen Gleichungen der reduzierten Grobnerbasis nach v auflésen, um den einzig
moglichen u-Wert zu xg zu bestimmen. Es gibt in diesem Fall also hdchstens einen méglichen
u-Wert zu Xg.

Verschiedene Gleichungen konnten allerdings verschiedene Ergebnisse liefern. Sind wg; —
fi,uga — fo € I zwei unterschiedliche solche Formeln, so gilt ga(ug1 — f1) — g1(uge — f2) =
fog1 — fige € INk[x] = I(h). Folglich ergibt sich aus den zwei unterschiedlichen Gleichungen
u1(x0) = f1(x0)/91(x0) und ua(xg) = f2(x0)/g2(x0) derselbe Wert, denn es gilt xo € V(h).
Wir erhalten also keine sich widersprechenden Lésungen.

Gilt dagegen xo € V(z 2z —y?, 2y — 2,22 — y,9° — 2?) — dies sind genau die Punkte auf der
Kurve C C T —, ist u?> = 0, also u = 0. In jedem Fall bekommen wir aus der ersten Gleichung
den zugehorigen Parameter fiir ¢ heraus und es gilt 7 = T.

Betrachten wir als zweites Beispiel die Kurve C' = {(¢2,¢3,¢*) [t € C}. Zur Bestimmung ihres
Verschwindungsideals berechnen wir die Grobnerbasis GBasis( {:U — 2y —13, 2 — t4}) bzgl.
einer Ordnung, die ¢ eliminiert;:

Use R::=Q[t,x,y,z],Lex;

I:=Ideal(x-t"2,y-t"3,z-t"4);

ReducedGBasis(I);

[x"2 - z, xz - y°2, xy"2 - 272, tz - xy,
y4 - 273, t72 - x, tx -y, ty - z]

Das Eliminationsideal I(C') hat damit die Basis
{y* =22 vy =22 e — 9P a? -2}

Mit dem Kommando Elim verwendet CoCoA eine effizientere Ordnung:
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Elim([t],I);
Ideal(-x"2 + z, xz - y~2)

I(C) wird also bereits von den beiden Polynomen z? — z und x z — y? erzeugt. Fiir jeden

Punkt x € C mit x # 0 oder y # 0 kann eine der Formeln ¢ = y/x oder t = z/y zur
Berechnung des zugehorigen Parameters verwendet werden. Fiir (0,0,0) € C ergibt sich als

einziger Parameterwert ¢ = 0. Auch in diesem Fall gilt also C = C.

Use R::=Q[t,x,y,z],Lex;

I:=Ideal(x-t"2,y-t"5,z-t"7);

ReducedGBasis(I);

[x"2 - z, xz - y°2, xy"2 - 22, tz - xy,
y'4 -2"3, t72 - x, tx -y, ty - z]

Aufgabe 27 Bestimmen Sie die Verschwindungsideale der folgenden Kurven und Flichen

(1) By = {(t*,15,¢") [t € C}
(2) By == {(s*, s%t,st,t%) | s,t € C}
(3) Bs:={(s°, s*t +15,5%13,st*) | s,t € C}

Die Fldchen Fs und Ej3 sind Kegel mit der Spitze im Ursprung, d.h. mit jedem Punkt P :=
(wo, x0, Yo, 20) € E; gehort die gesamte Gerade A\ P zu F;. Der Schnitt dieser Fldche mit der
Hyperebene (w = 1) ist dann eine Kurve C; und wir haben eine eineindeutige Korrespondenz
zwischen den Mantellinien des Kegels E; und den Punkten auf C;, wenn wir letztere um
yunendlich ferne“ Punkte ergénzen, die Mantellinien durch Punkte P € FE; mit wg = 0
entsprechen. Wir sprechen in diesem Zusammenhang auch vom projektiven Raum und sagen,
dass Fy und E3 Kurven im projektiven Raum P? beschreiben. Es stellt sich heraus, dass
ghnlich wie zwischen Idealen und affinen Varietéten eine enge Bezeihung zwischen projektiven
Varietdten und homogenen Idealen besteht. Diese wichtige geometrische Konstruktion muss
hier auler Betracht bleiben.

6.8 Implizite Darstellung rational parametrisierter Varietiten

Gegeben ist eine Varietét

V={(61(a)....6u(a) | a € AT\ W} ,

wobei ¢;(t) € k(t) rationale Funktionen in t = (¢1,....t3) sind und W die Varietét, auf
der eine dieser rationalen Funktionen nicht definiert ist. Gesucht ist das Verschwindungsideal
I(V') dieser Varietit.

Wir koénnen zunéchst einmal annehmen, dass die rationalen Funktionen ¢;(t) = fi(t)/g(t)
einen gemeinsamen Nenner haben und ged(fi,..., fn,g9) = 1 gilt. Eine solche Parametrisie-
rung kann man dann analog dem reguldren Fall als Abbildung

¢ AN\W — A"
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mit W = V(g) auffassen, wobei V' = im¢ und I(V) = Ker (¢*) gilt. ¢* ist hierbei die
Abbildung

. . fi(t)
o 1 k[x] — k(t) via xi > Ok

wobei x = (z1,...,zy,) bedeutet.

Im Gegensatz zu reguldren Parametrisierungen besteht das Bild im ¢* nicht mehr aus Poly-
nomen, weil die Variablen z; durch rationale Funktionen ersetzt wurden. Wir werden diese
Abbildung wie im Fall regulédrer Parametrisierungen in Etappen zerlegen, jedoch noch eine
Zusatzvariable y einfiigen und mit der polynomialen Substitution ¢y : z; — f; - y und der
rationalen Substitution 3 : y +— 1/g arbeiten.

kix] 25 K[t y) 22 k(t)
Wie im Fall regulérer Parametrisierungen erweitern wir t; zu einer Abbildung

kx| — k[x ty] 25 kty] 22 k(t),

wobei k[x] — k[x,t,y| die Einbettungsabbildung ist. Im Ring k[x,t,y] betrachten wir
das von B = {z1 — fi(t)y, z2 — fo(t)y,..., xn, — fu(t)y} erzeugte Ideal. B ist nach dem
Hauptsyzygienkriterium eine Grobnerbasis bzgl. einer Termordnung mit x > y,t und fiir
F(z1,...,zy) € k[x] gilt (wie im Fall regulérer Parametrisierungen)

Fy =1 (F)=F(fiy,..., fny) = NF(F(x1,...,2,), B)
d.h. F = Fy (mod I(B)) in k[x, t,y]. Da ¢*(F) = ¢2(Fo) und Fy € k[t, y], gilt weiter
F e Ker(¢*) <= Fye Ker(¢2).

Berechnen wir deshalb zuerst Ker (13). Offensichtlich gilt I(gy — 1) C Ker (¢2). Sei umge-
kehrt p(t,y) = > 1o pi(t)y" € Ker (1h2). Dann ist > 1 % = 0 und damit auch

9" -p(t,y) =D g™ pi(t)(y' - ;) => g pit)((gy)' 1) el(gy—1)
=0 1=0

in k[t, y]. Wegen

()" =(gy—-1)+1)"=1 (mod (gy—1))
gilt schlieflich auch

p(t.y) = (99)"p(t,y) =0 (mod (gy — 1))
und somit

Ker (v2) =I(gy — 1).
Also gilt

F e Ker(¢*) <= NF(Fo,(gy—1))=0.

Wir haben damit folgenden Satz bewiesen:
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Satz 41 (Implizite Darstellung rational parametrisierter Varietéiten) Sei
f1(a) fn(a)) d }
V= yeees a €A\ V(g
(G 5) teeaniv
eine rational parametrisierte Varietit mit ged(f1,..., fn,g9) = 1. Dann gilt

wobei t = (t1,...tq) und y neue Variablen sind, d.h. das Verschwindungsideal kann man als
Eliminationsideal berechnen.

Aufgabe 28 Zeigen Sie, dass

Izr = fiy, oo on—foy, gy —1) =1(gz1 — fi, ..o, g2n — fo, gy — 1)
gilt.
Letzteres Ideal spielte bei der Berechnung des stabilen Idealquotienten von

ILy=1(gx1— fi, .-, gTn — fn)

nach g eine Rolle. Diese Verbindung ist nicht zufillig. Bei der Substitution ¢* entstehen nicht
beliebige rationale Funktionen, sondern nur solche, deren Nenner eine Potenz von g ist. Die
Menge {g*, i € N} aller Potenzen von g ist aber eine multiplikative Menge, d.h. eine solche
Menge s C R, dass 1 € S und

51,82€ S8 = s1-52€8
gilt. Die Menge
R5::{£’f€R, SGS}

ist, wie man leicht nachpriift, abgeschlossen unter Addition und Multiplikation rationaler
Funktionen, also ein Ring zwischen R und dessen Quotientenkorper. Im Fall S := {¢’, i € N}
schreiben wir auch kurz R,. Fiir R = k[t] besteht dieser Ring aus genau den auf A%\ V(g)
reguldren Funktionen.

I:¢>*° =1-R;N R heiit deshalb auch Saturierung von I bzgl. g.
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