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0 Einf mhrung

Die (synthetische) Geometrie ist eine sehr alte mathematishe Disziplin und stand lange Zeit wohl
fur Mathematik schlechthin, ehe ihr dieser Platz durch eine sermische Entwicklung der Mathema-

tik in den letzten 200 Jahren von anderen Disziplinen streitg gemacht wurde. Natirlich hat sich

in dieser Zeit auch die Geometrie weiter entwickelt. Teildsziplinen wie Di erentialgeometrie oder

Algebraische Geometrie untersuchen komplizierte geomeische Gebilde und haben zu wichtigen
Einsichten wber die Struktur von Raum (und Zeit) gefuhrt. Die elementare Geometrie ist darber,

vollkommen zu unrecht, in die zweite Reihe gemckt. Das ndet insbesondere seinen Ausdruck
im Curriculum der Schule, in dem (elementar)geometrische Fagestellungen nur noch in geringem
Umfang auftauchen.

Andererseits faszinieren solche Aufgaben immer wieder dah die Einfachheit, mit der relevante
Probleme formuliert werden kennen, sowie den Scharfsinn und die Tiefgmdigkeit der Argumen-
tation, die zu deren Beantwortung herangezogen werden mssen. Sie sind damit ér Hobbymathe-
matiker, interessierte Schuler eingeschlossen, immer wieder eine Fundgrube von Pradhen und
Ideen, an denen man die eigene Argumentationskraft trainieen und verbessern kann. Die Vielfalt
der Argumentationsmuster, die dabei zum Einsatz kommen, lasen eine Mechanisierung derartiger
Beweisansitze als schier unneglich erscheinen.

BesondersFragen der Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal haben Mathematiker ver-
schiedener Epochen immer wieder fasziniert. So gehen die beiden gro en Fragestellungen aus der
antiken Mathematik nach der Verdopplung eines Whirfels und der Dreiteilung eines beliebigen Win-
kels mit diesen Instrumenten zu den wohl auch au erhalb der Mathematik bekanntesten geometri-
schen Problemen. Trotz der Einfachheit der Fragestellungie sich deren Unlesbarkeit erst exakt
nachweisen, als ein entsprechendelgebraischer Apparat , in diesem Fall die Kerpertheorie, ent-
wickelt wurde. Eine solcheMethode der,, Symbolisierung\ geometrischer Sachverhaltén der Spra-
che der Algebra erlaubte es C.F. Gau im Jahre 1796, die Konsuierbarkeit eines 17-Ecks nachzu-
weisen. Die entsprechenden Argumente sind heute in den méén Standardwerken zur (heheren)
Algebra als Anwendungsbeispiele dieser Theorie enthalten

Ein exaktes Studium der mit der Konstruierbarkeit verbundenen Fragestellungen kommt umeine
ordentliche Fundierung, eine Axiomatisierung der Geometr ie nicht herum. Auch hier
lassen sich die entsprechenden Amsze bis in die Antike hinein, etwa zu den Bechern des Euklid,
verfolgen. Mathematiker hat dabei immer interessiert, gemetrische Aussagen und Konstruktionen
mit m eglichst geringen Voraussetzungen herzuleiten bzw. aushthren. Die aus der Schule bekannte
Geometrie setzt dabei das umfangreichste Instrumentariumvoraus. Neben Punkten, Geraden,
Parallelen, Langen und Winkelgrm en gibt es auch noch Strecken, Strahlen und Halbebenen, vau
auf jeder Geradeng (auf konsistente Weise) eine Ordnungsrelation zur Vemrigung stehen muss, die
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es erlaubt, fur drei Punkte A;B;C 2 g zu entscheiden, obC zwischenA und B liegt. Geometrische
Aussagen, die von Strahlen, Halbebenen und diesetwischenrelation Gebrauch machen, werden
der Ordnungsgeometrie  zugeordnet.

Da algebraische Verfahren, die wir zum Mechanisieren ausBke lich heranziehen werden, mit
solchen Ordnungsrelationen nicht gut zusammenspielen, Wien wir derartige geometrische|
Aussagen im Weiteren ausklammern.

Damit wird der Kreis der betrachteten geometrischen Aufgaken aber nur etwas eingesclankt,
da viele Kon gurationen, in denen Strecken vorkommen, diege Ordnungsrelation in Wirklichkeit
nicht ausnutzen. So kann man etwa den Mittelpunkt einer Strecke AB bestimmen, ohne zu wissen,
wo auf der Geradeng = g(AB) links oder rechts ist, indem nach dem aus der Schule bekanah
Verfahren die Kreisec(A; B) (mit Mittelpunkt A und Peripheriepunkt B) und ¢(B; A) zum Schnitt
gebracht und deren zwei Schnittpunkte miteinander verbuncen werden. Der Schnittpunkt dieser
Verbindungsgeraden mitg ist der zu konstruierende Mittelpunkt.

Eine solche Geometrie, welche nur von Punkten, Geraden, Patlelen, Langen und Winkelgre en
(und damit auch Senkrechten und Kreisen) gebrauch macht, wid als Euklidsche , Bewegungs-
ode Kongruenzgeometrie  bezeichnet.

Allerdings benetigt man ein so umfangreiches Ar-
senal von Hilfsmitteln zur Konstruktion des Mittel-
punkts einer Strecke nicht wirklich. Man kann den
Mittelpunkt einer Strecke AB auch bestimmen, in-
dem man einen dritten Punkt C beliebig wahlt und
das Parallelogramm ACBD konstruiert. Die Mit-
te der Strecke AB ist dann genau der Diagonalen-

schnittpunkt in diesem Parallelogramm. Ane Geometrie: Konstruktion des
Mittelpunkts einer Strecke

Wir haben dafer die Meglichkeit der Euklidschen Geometrie, langen (und Winkel) vorgegebener
Gre e in einem vorgegebenen Punkt anzutragen, nicht beatigt, sondern einzig die Meglichkeit, zu
vorgegebenen Geraden Parallelen konstruieren zuekinen. Eine Geometrie, die nur mit Punkten,
Geraden und Parallelen auskommt, bezeichnet man ala ne Geometrie . Im Mittelpunkt dieser
Geometrie stehen der Strahlensatz, Teilverkltnisse und Eigenschaften des Parallelogramms.

Noch allgemeinere &tze derprojektiven Geometrie  erhalt man, wenn man auch auf die Verwen-
dung von Parallelen verzichtet. Derartige Satze sind invariant unter projektiven Transformationen,
d.h. solchen, die man in der Malerei bei detJbertragung einer weiten Landschaft auf die Sta elei
antri t, wenn sich die ehemals parallelen Geraden im Bild auf der Horizontlinie schneiden. Eine
solche projektive Transformation ebertragt eine geometrische Kon guration von einer Ebene’
(im Raum) auf eine andere Ebene'® nach folgendem Verfahren:

Wahle ein Projektionszentrum Z au erhalb der beiden Ebenen aus. Den Bildpunkt
A%= (A) 2 "0zuy einem Original A 2 " ndet man als den Schnittpunkt von g(AZ)
mit "C.

O ensichtlich gehen bei dieser Konstruktion Geraden in Geladen eber. In der Tat, die Geraden
0(AZ) fur A 2 g spannen eine Ebene auf, so dass die Bildpunkte auf der Schtgeraden dieser
Ebene mit "9 liegen. Allerdings besitzt nicht jeder Punkt A der Urbildebene" einen Bildpunkt,
denn die Geradeg(AZ ) kann ja parallel zu "° verlaufen. Die entsprechenden PunkteA mit dieser
Eigenschaft liegen genau auf der Schnittgeraden voi mit der Parallelen zu "° durch Z. Diese
Gerade bezeichnet man als didusnahmegeradeauf ". Ihre Punkte werden in die ,,unendlich ferne\
Gerade von"? abgebildet. Insbesondere sind die Bilder zweier Geraden,iel sich in " auf dieser
Ausnahmegeraden schneiden, parallel zueinander. Genaugibt es auf"° eine Ausnahmegerade.
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Die Abbildung st jenseits der beiden Ausnahmegeraden eineindeutig. Emitert man " bzw. "0
jeweils durch Hinzunahme einerFerngeradenzur projektiven Ebene" bzw. "% wobei die jeweilige
Ferngerade Bild bzw. Urbild der Ausnahmegeraden der andereEbene ist, so wird die Abbildung
sogar im Ganzen eineindeutig. Aussagen der projektiven Geaetrie enthalten also typischerweise
Formulierungen der Art ... die Geraden schneiden sich oder sind parallel zueinande. .\.

Wie kann man nun eine solche Vielfalt von Anstzen unter einen Hut bringen? Zurachst waren
es Mathematiker am Ende des 19. Jahrhunderts, vor allem F. Kéin und D. Hilbert, die einen
Zusammenhang zwischen dem Umfang der eingesetzten Konzeptind Transformationsgruppen
herausfanden. Die aus der Schule bekannte Phrasgindeutig bis auf Kongruenz\ besagt genau
dies. Aussagen der Bewegungsgeometrie, etwa die Konstru&h eines Dreiecks aus vorgegebenen
drei Streckenlngen, sind immer nur eindeutig bis auf Kongruenztransfornationen meglich. Form
und Gre e des Dreiecks sind eindeutig bestimmt, seine Lage in der&chenebene kann durch Dre-
hung, Verschiebung und Spiegelung weitgehend frei geahlt werden. Die zugetorige Bewegungs-
gruppe ist die O(2), die Gruppe der orthogonalen Transformationen der Eber. Streckeningen
und Winkelgre en bleiben dabei erhalten, so dass orthonormale Koordingensysteme bei solchen
Transformationen in orthonormale Koordinatensystemeeberfehrt werden. Solche Koordinatensy-
steme bezeichnen wir auch al&arthesische Koordinaten

Aussagen der a nen Geometrie bleiben unter weiter-
gehenden Transformationen erhalten. Die zugebrige
Gruppe ist die GI(2), die orthonormale Koordina-
tensysteme in schiefwinkligesberfehrt und auch die
.Langen\ der Einheitsstrecken nicht erhalt (aber
Langen gibt es ja nicht). Allerdings kann man durch
Parallelogramme wenigstens Strecken vorgegebener
Lange auf parallelen (und mit einem transitiven An-
satz damit auch auf derselben) Geraden abtragen,
was Grundlage #r (unabhangige) Koordinaten auf
wenigstens jeder der beiden Achsen ist. Nafrlich
muss ein exakt arbeitender Mathematiker hier auch
einen Eindeutigkeitssatz beweisen. Wie lautet der
Satz und wie geht der Beweis?

A ne Geometrie: Abtragen einer
Streckenknge auf derselben Geraden

Schlie lich gibt es noch weitergehende Transformationenunter denen Aussagen der projektiven
Geometrie erhalten bleiben. Die zugebrige Gruppe P SI(2) ist mit projektiven oder homogenen
Koordinaten verbunden, auf die hier zumchst nicht eingegangen werden soll.

Unsere hauptachlichen Arbeitsmittel werden die Einfehrung von Koordinaten und Methoden der
analytischen Geometrie sein. Es stellt sich dabei heraus, ass es ein solcher Ansatz gestattet,
konstruktive, also algorithmische Ansatze auf der Seite der Geometrie mit Hilfe eines informatik-
theoretischen Hilfsmittels, des Unterprogramms, in einemsymbolischen Kontext in vielen Fallen
so auszuwerten, dass sich daraus ein im mathematischen Siarexakter Beweis ergibt.

Das Vorhandensein eines Koordinatensystems werden wir dab als gegeben voraussetzen. Da
hierfur allein die Festlegung einer Einheitsstrecke und derertYbertragbarkeit an alle Orte und
Richtungen der Ebene gewhrleistet sein muss, stellt das wenigstenseir Problemstellungen inner-
halb der Euklidschen Geometrie keine Einscheinkung dar. Das Vorhandensein eines Koordinaten-
systems kann allerdings aus noch viel allgemeineren Annahem heraus abgeleitet werden. Diese
Frage steht im Zentrum der axiomatischen Einkihrung der Geometrie und wird deshalb in den
entsprechenden Lehrichern umfassend abgehandelt. Insbesondere in der Monogpaie [5] von W.-
T. Wu sind dazu interessante Auskihrungen enthalten, in denen auch Koordinatensystemeiber
nichtkommutativen Zahlbereichen eine Rolle spielen. Wir verden darauf nicht naher eingehen.

Eine weitere praktische Anwendung der Koordinatenmethodewird uns allerdings interessieren,
denn sie ist auch die Basis#r die bildliche Darstellung geometrischer Kon gurationen in Gra k-
Software, so dass dieser Kurs gegeber freheren einen sarkeren informatik-praktischen Bezug
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haben wird. Wir werden parallel zu den mathematischen Fraga auch die Modellierung in entspre-
chender Dynamischer Geometrie-Software (DGS) studierenwozu wir den im Hause entwickelten
Java-basierten, GeoFuchs\ als Grundlage heranziehen werden. Er ist noch nit sehr vollkommen,
deshalb wird auch andere DGS, insbesondere das ProgramyZirkel und Lineal\ von Rere Groth-
mann aus Eichsatt, Verwendung nden. Die grundlegende Struktur all dieser Programme ist aber
ahnlich.

1 Einige S atze aus der ebenen Geometrie

In diesem Kapitel wollen wir zunachst einige einfache und weniger einfachea®e aus der ebenen
Geometrie kennenlernen bzw. uns wieder ins Gexathtnis zureickrufen.

Dies soll zum einen ausreichendes Materialif die weiteren Betrachtungen zur Verfugung stel-
len, an dem sich zu entwickelnde algorithmische Anstze werden demonstrieren lassen, und zum
anderen die Vielfalt geometrischer Argumente noch einmal dmonstrieren, die im Rahmen einer
Mechanisierung unter einen gemeinsamen Hut zu bringen sind

Au erdem sollen wichtige Begri e, die beim Beweisen geomatischer Sachverhalte eine Rolle spie-
len, beispielhaft demonstriert werden.

1.1 Satze wber die Ecktransversalen im Dreieck

Satz vom Schnittpunkt der Mittelsenkrechten

Verwendet den Begri der Ortslinie: Eine Mittel-
senkrechte besteht aus genau den Punkten, die von
zwei gegebenen PunkterA; B den gleichen Abstand
haben. Aus dem Beweis ergibt sich dann au erdem,
dass der Schnittpunkt O von allen drei Eckpunkten
gleichweit entfernt ist, also der Umkreismittelpunkt
sein muss.

Eine Ortslinie verbindet eine geometrische (Mittel-
senkrechte als Gerade) mit einer logischenR mit

jAPj = |BPj) Eigenschaft. Ihre Beweiskraft ent- Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks
wickeln Ortslinien aus dem Zusammenspiel beider schneiden sich in einem Punkt, dem
Seiten. Umkreismittelpunkt

Beweis: Sei ABC das gegebene DreieckD;E;F die Mittelpunkte der Seiten BC; AC; AB und
M der Schnittpunkt der beiden Mittelsenkrechten mag und mgc . Wir zeigen, dassM dann auch
auf der dritten Mittelsenkrechten liegt.

M 2ma )j MAj=MBj
M 2mgc )j MBj=jMCj

Daraus folgt [MAj = jMCj, alsoM 2 mac .

Satz vom Schnittpunkt der Winkelhalbierenden

Auch hier spielen Ortslinien eine Rolle: Eine Winkelhalbigende besteht aus genau den Punkten,
die von zwei gegebenen Geraden den gleichen Abstand habenus\dem Beweis ergibt sich dann
au erdem, dass der Schnittpunkt W von allen drei Dreiecksseiten gleichweit entfernt ist, ale der
Inkreismittelpunkt sein muss.
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Inkreis und Ankreise eines Dreiecks

Allerdings ist das ungenau, denn der genannte geometrisch@rt besteht aus den Punkten auf dem
Geraden+Paar, das die Halbierenden von Innen- und Au enwinkel bilden. Imnenwinkel und Au en-
winkel sind allerdings Begri e der Ordnungsgeometrie und aeshalb von unserem Standpunkt aus
nicht zu unterscheiden. Die drei Winkelhalbierendenpaarehaben neben dem Inkreismittelpunkt
noch die drei Mittelpunkte der Ankreise gemeinsam.

Man beachte die Ahnlichkeit zum Begri des Parallelenpaars als dem geometrischen Ort aller
Punkte, die von einer gegebenen Gerade einen vorgegebenehstand haben.

Zwei Geraden schneiden sich (normalerweise) immer in genaginem Punkt. Wenn drei Geraden
durch einen gemeinsamen Punkt gehen oder parallel sind, s@gt schon eine besondere Situation
vor. Solche Geraden nennt markonkurrent.

Umgekehrt geht durch zwei Punkte (normalerweise) immer geau eine Gerade. Wenn drei Punkte
auf einer gemeinsamen Geraden liegen, so liegt ebenfallsneibesondere Situation vor. Solche
Punkte nennt man kollinear.

Ein nicht so einfaches Beispiel éir Geraden am Dreieck, die durch einen gemeinsamen Punkt geh,
kann man als Nebene ekt der Konstruktion der Ankreise beobahten: Um einen Kreis zu zeichnen
brauchen wir neben dem Mittelpunkt einen Punkt auf der Peripherie, im Fall des Ankreises also
den Lotfu punkt aus dem Ankreismittelpunkt auf die zugeh erige Dreiecksseite. Diese drei Lote
gehen durch einen gemeinsamen Punkt!

Die Lote aus den Ankreiszentren gehen durch einen gemeinsam Punkt
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Satz vom H ehenschnittpunkt

Beweis wber Mehrfachanwendung von Thaleskreis
und Peripheriewinkelsatz.

Eine weitere Anwendung des Sehnensatzes liefert die
zusatzliche Eigenschaft, dass der ldhenschnittpunkt
die Hohen so teilt, dass die Produkte aus den beiden
Hehenabschnitten jeweils gleichgro sind.

1.2 Der Satz von Ceva

All diese Satze kann man aus einem allgemeinen Prinzipiber Teilverhaltnisse von Transversalen
am Dreieck herleiten.

Satz 1 (Satz des Ceva) Drei Ecktransversalen des Dreieckgt ABC megen die gegeuaberliegen-
den Seiten in den PunkterD; E; F schneiden. Diese drei Ecktransversalen gehen genau dannrda
einen Punkt, wenn

iBDj JCEj JAFj _

jDCj JEAj jFBj

gilt.

Beweis durch Flachenzerlegung.

In diesem Beweis spielen Verhltnisse der Artt = TV (A;B;F) = jAF j=jF Bj fur kollineare Punkte
A;B;F eine wichtige Rolle, die auch alsTeilverhaltnis bezeichnet werden. kir Punkte innerhalb
AB bestimmt es die Lage vonF eindeutig. Verwendet man gerichtete Streckersingen, so kann
man dieses Teilveraltnis auch fur Punkte F auf AB de nieren, die au erhalb der Strecke liegen.
Fer Punkte jenseits von A ergeben sich Werte 1<t < O, far Punkte jenseits von B ergibt sich
t< 1. Stets bestimmt der Wert von t die Lage vonF eindeutig. Die AusnahmenF = B sowie
t = 1 lassen sich durch Hinzunahme eines Werts = 1 sowie eines Fernpunkts auf der Geraden
einordnen. Die Punkte der (projektiven) Geraden AB werden so durcht 2 P! parametrisiert,
wobei als Bezugsge en die Punkte A(t =0);B(t = 1 ) und der Fernpunkt (t = 1) dienen.

Als Folgerung erhalt man neue Beweise der 8tze vom Schnittpunkt der Seitenhalbierenden und
vom Hehenschnittpunkt.

Aufgabe 1

a) Zeigen Sie, dass man aus dem Satz des Ceva auch den Satz voehethschnittpunkt herlei-
ten kann, indem Sie die langen der Seitenabschnitte durch geeignete trigonometdse Formeln
ausdrucken.

b) Zeigen Sie, dass die Transversalen zu den Benrungspunkten des Inkreises sich in einem Punkt
schneiden. (Hinweis: Berechnen Sie die &nge der einzelnen Tangentenabschnitte.)

Weitere Folgerung:

Die Transversalen zu den drei Beehrungspunkten der Ankreise schneiden sich in ei-
nem Punkt. (Dieser Punkt heit auch Nagelscher Punk)
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Wir betrachten dazu verschiedene Beziehungen zwischen ddangentenabschnitten zu den Beelhr-
punkten der drei Ankreise:

X+y+z = r+s+t
X+y+t = z+r+s
) z = t

Analog gilt x =1, y = s.

1.3 Weitere S atze am Dreieck

Satz 2 (Eulersche Gerade) In einem Dreieck lie-
gen der Hphenschnittpunkt H, der SchwerpunktS
und der Umkreismittelpunkt M auf einer Geraden.
S teilt HM im Verhaltnis 2:1.

Im Beweis werden Dreiecke inAhnlichkeitslage ver-
wendet.

Zwei Dreiecke ABC und A%BOCP hei en in Ahnlich-
keitslage, wenn einander entsprechende Seiten jeweils

zueinander parallel sind. Die Eulersche Gerade

Dann kann man schlussfolgern, dass das eine Dreieck aus demdzren durch eine Zentralstreckung
hervorgeht. Diese Aussage ist Gegenstand des folgenden 3as.

Satz 3 (Der a ne Satz von Desargue)

1. Sind 4 ABC und 4 ABCPY in Ahnlichkeits-
lage, d.h. ABKABC ACKAYC®und BCkBC®,
so sind AA%BB? und CCP konkurrent oder
parallel.

2. Sind umgekehrtAA% BB ° und CCP konkurrent

oder parallel und ABkAB° ACKACCC so gilt
auch BC kB O Der (a ne) Satz von Desargue

Aufgabe 2 Leiten Sie diesen Satz aus dem Strahlensatz her.

Der Satz von Desargue spielt in der Fundierung der Geometrials ,, schwache Version des Strah-
lensatzes\ eine wichtige Rolle. Er ist schvacher als der Strahlensatz und déhrt damit zu einer
umfassenderen als der a nen Geometrie. Details nden sich m Buch [5].

Satz 4 (Der Satz vom Feuerbachschen Kreis)

Der Mittelpunkt N von HM ist der Mittelpunkt
eines Kreises, auf dem neun ausgezeichnete Punkte
des Dreiecks4 ABC liegen, und zwar

die drei Seitenmitten,
die drei Hohenfu punkte und
die drei Mitten der oberen Hehenabschnitte

Der Feuerbachsche Kreis

Beweis: Die beiden Dreiecke, die durch die Seitenmitten bzw. die Mten der oberen Hehen-
abschnitte aufgespannt werden, sind inAhnlichkeitslage mit dem Faktor ( 1), also zueinander
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kongruent. Da dabei H als Hehenschnittpunkt des Hehendreiecks inM als Hehenschnittpunkt

des Mittendreiecksebergeht, ist die Mitte N der StreckeMH gerade das Zentrum dieser Punkt-
spiegelung, d.h. Drehung um 180. Das Dreieck ABC geht bei Streckung um den Faktor % mit

Zentrum S in das Mittendreieck eber, dessen Umkreismittelpunkt M also in den Umkreismit-
telpunkt des Mittendreiecks. Bild von M bei dieser Streckung ist aber geraddN. Also geht ein
Kreis mit Zentrum in N die genannten 6 Punkte. Weiter entsprechen sich bei der Purtkpiege-
lung mit Zentrum in N Seitenmitte und gegemberliegende Mitte des oberen ldhenabschnitts.
Die Verbindungsgerade geht also durch das Streckungszenim N und ist ein Durchmesser des
Feuerbachkreises. Aus dem Satz des Thales folgt schlie g dass auch der henfu punkt auf

dem Feuerbachkreis liegt.

Der Feuerbachkreis hat eine weitere, mit elementargeomeischen Mitteln nur schwer zu beweisende
Eigenschaft: Er bemhrt den Inkreis des Dreiecks4 ABC und dessen drei Ankreise.

1.4 Satze am Dreieck aus der neueren Forschung

Wir erwahnen hier nur zwei Stze, die im Zusammenhang mit dem mechanisierten Theorembe
weisen in der Geometrie immer wieder als Beispiele herangegen werden.

Satz 5 (Der Miquelsche Punkt) P;Q;R seien
Punkte auf den Seiten des Dreieckd ABC .

Zeichnet man durch jede Ecke und die beiden Punk-
te, welche auf den zu dieser Ecke inzidenten Seiten
liegen, Kreise, so gehen diese durch einen gemeinsa-
men Punkt.

Der Beweis folgt fast unmittelbar aus dem Satzeiber

das Sehnenviereck und dessen Umkehrung. )
Der Miguelsche Punkt

Satz 6 (Die Simsonsche Gerade)  Fallt man

von einem Punkt P auerhalb eines Dreiecks
4 ABC die Lote auf die Dreiecksseiten oder deren
Verlangerungen, so liegen die drei Fu punkte der
Lote genau dann auf einer Geraden, wennP auf

dem Umkreis des Dreieckst ABC liegt.

Die Simsonsche Gerade

Beweis: Seien die drei Fu punkte mit A;; B;; Cy bezeichnet (d.h.A; ist der Fu punkt des Lots von

P auf BC usw.). Der Thaleskreisuber PC liefert j\ B;A;Pj = j\ B;CPj. Der Thaleskreis uber
PA liefert j\ B1C1Pj = j\ B1APj.Im SehnenviereckABCP ist j\ APCj =180 . Wegen zweier
rechter Winkel ist aber auchj\ A;PC;j =180 . Folglich ist j\ A1B1C4j = j\ AB;Cj =180,

A1;B1;C; also kollinear.

Zu beiden Stzen gabe es noch eine Menge zu sagen. So kann man etwa zu jedem Puktim
Inneren des Dreiecks ABC Punkte A;1;B1;C; so auf den Dreiecksseiten nden, das$ der
zugehorige Miquelsche Punkt ist. Ein solches Dreieck bekommt manThalessatz!) insbesondere
dann, wenn man vonP aus die Lote auf die drei Dreiecksseitendilt. Dieses Dreieck wird auch als
das zum Punkt P geherende Fu punktdreieck bezeichet.
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Aufgabe 3

a) [2, 1.91] Zeigen Sie, dass die Seiten des Fu punktdreieskvon P die Langen
ax. by cz
2r' 2r’ 2r

haben, wobela = jBCj; b= jACj; c= jAB | die Langen der Seiten des Dreieckd ABC, r dessen
Umkreisradius und x = jAPj;y = jBPj; z= jCPj die Abs®nde von den Eckpunkten ziP sind.

b) Zeigen Sie, dass#r den Flacheninhalt des Fu punktdreiecks4 A;B;C; bzgl.P

r2 j MPj?

F(A1B1Cy) = T

F(ABC)
gilt, wobei M der Umkreismittelpunkt ist.

Das eben betrachtete Fu punktdreieck entartet zu einer Geden, wennP auf dem Umkreis des
Dreiecks4 ABC liegt und ergibt dann genau die Simsonsche Gerade. Von Sasber die Simsonsche
Gerade gilt mbrigens auch die Umkehrung:

Satz 7 (Simsonsche Gerade Il) Sind die Lotfu punkte A1;B1;C; von einem PunktP auf die
Seiten des Dreiecks ABC oder deren Verlangerungen kollinear, so liegtP auf dem Umkreis des
Dreiecks.

Aufgabe 4

a) Leiten Sie aus der Flcheninhaltsformel ®r das Fu punktdreieck (vorige Aufgabe) einen zweiten
Beweis #r den Satzuber die Simsonsche Gerade her.

b) Beweisen Sie die Umkehrung des Satzes von der Simsonscl@&eraden.

Weitere interessante fitze, die an dieser Stelle vielleicht noch zu nennen aven (alle aus [2]): das
Schmetterlings-Theorem oder der Satz von Morley.

1.5 Satze der projektiven Geometrie

Wir wollen dieses Kapitel mit einigen Satzen aus der
projektiven Geometrie beschlie en, die ob der ver-
wendeten Mittel (meist nur geneigend verzwickte Ge-
radenkon gurationen) einen ganz speziellen Reiz be-
sitzen.

Satz 8 (Theorem von Pappus) Sind A;CE

und B;D;F jeweils kollineare Punkte, so sind
auch die Schnittpunkte AB ~ DE;BC ~ EF und
CD ™ AF kollinear. Die entstehende Gerade wird
als Pappus-Geradebezeichnet. Pappus-Gerade

Beweis: Wir beweisen diesen Satz zuerst in einer speziellen Situiah, in der zwei der drei Verbin-
dungegeraden zueinander parallel sind:

ABKDE;BC kEF ) CDKAF

Der Beweis ergibt sich hier unmittelbar aus dem Strahlensat und seinen Umkehrungen.

Fer den allgemeinen Beweis verwenden wir eine projektive Tnasformation, bei der die Gerade
g(AB ~ DE; BC ™ EF) die Ausnahmegerade ist, d.h. in der Bildebene in die Ferngade ebergeht.
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Damit sind fer das Bild unserer Geradenkon guration die Voraussetzung@n des bewiesenen Spezi-
alfalls erfellt und die Bilder von g(CD) und g(AF ) sind zueinander parallel. Die Urbilder schneiden
sich damit auf der Ausnahmegeraden, so dass die drei Schnitinkte kollinear sind.

Ubrigens ist auch der Satz von Desargue eigentlich ein prokdiver Satz.

Satz 9 (Allgemeiner Satz von Desargue) Sind
die Schnittpunkte AB ~ AB% AC ~ AXCC und
BC "~ B%CO kollinear, so gehen die drei Geraden
AA% BBO? und CCP durch einen gemeinsamen
Punkt.

Beweis: Wir betrachten eine projektive Transforma-
tion, die die Gerade durch die drei Schnittpunkte auf
die Ferngerade abbildet. Dann haben wir gerade die
Situation des a nen Satzes von Desargue vorliegen.

Eine interessante Fragestellung, die wir zum sel-
ben Thema hier nur aufwerfen wollen, entsteht
aus dem Vergleich verschiedener Pappus-Geraden.
Sind A1;A2; Az und B1;B2; B3 jeweils kollinear, so
fuhren die verschiedenen Permutationen der Punkte
B1;B2; B3 zu insgesamt 6 solchen Geraden (Permu-
tationen der Punkte auf der anderen Geraden haben
keinen Einuss: Ist (; ) ein Paar von Permutatio-
nen der Punkte (A) und (B), so liefert die Permu-
tation (1; ! ) dieselbe Pappus-Gerade). Es stellt
sich heraus, dass drei dieser Geraden durch einen ge-
meinsamen Punkt gehen.

Die 6 Pappusgeraden zu einer
Punktkon guration

Der Satz von Pappus ist ein Spezialfall eines noch allgemegnen Satzes der projektiven Geometrie.
Wir betrachten dazu eine Kon guration aus sechs Punkten derEbene A;B;C;D;E;F , fur die
X = AB A" DE;Y = BC " EF und Z = CD ™ AF kollinear sind. In einer solchen Kon guration
sind die ersten #inf Punkte frei wahlbar, wobei auch die Lage vonX bestimmt wird. Die Richtung
der Geradeng = g(EF ) bestimmt Y eindeutig und somit auchZ = CD ~ XY . F ergibt sich dann
alsF = AZ ~ g. Eine solche Punktekon guration bezeichnet man als einPascalsches Sechseck

Fehrt man Koordinaten ein, so stellt sich heraus,
dass sich solche Punktekon gurationen analytisch
recht einfach charakterisieren lassen. Es gilt der fol-
gende

Satz 10 (Satz von Pascal) Sechs Punkte spannen
genau dann ein Pascalsches Sechseck auf, wenn sie
auf einer Kurve zweiten Grades liegen.

Auf einen vollstandigen Beweis dieses Satzes muss
hier verzichtet werden, da hierfir noch Kurven zwei-
ten Grades einzueihren waren. Man kann aber wie
im Beweis des Satzes von Pappus einen wesentlichen
Teil durch eine projektive Transformation aus einer
spezielleren Situation herleiten, die Gegenstand der
folgenden Aufgabe ist.

Pascalsches Sechseck

Aufgabe 5 Beweisen Sie den folgenden Spezialfall des Satzes von Pésca
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Liegen die Punkte A;B;C;D; E;F auf einem Kreis und gilt ABkCD und BCKEF, so ist auch
CDKEF .

Eine wichtige Folgerung aus dem Satz von Pascal ist die aus deirspreinglichen De nition nicht
ersichtliche Tatsache, dass jede Permutation von Punktendie ein Pascalsches Sechseck aufspannen,
wieder ein solches bilden. Das liefert Aussagen der ebenere@metrie, zu deren Formulierung keine
Kurven zweiter Ordnung benetigt werden. Solche &itze hei en in [5] Satze vom Pascal-Typ Ein
solcher ware z.B. die folgende Aussage:

Sind R = AB " DE;S = BC " EF;T
CD N AF kollinear, so sind auchX =
AD "CF;Y = BD "CE;Z = BF " AE
kollinear.

Um dieses Bild zu zeichnen massen die Punkte in
geeigneter Reihenfolge eingehrt werden: R; T und
A kennen frei gewahlt werden. Die Punkte S 2 /
RT;B 2 AR;C 2 BS;D 2 CT und E 2 DR er-

geben sich als (semifreie) Gleiter auf Geraden, der
letzte Punkt F = ES * AT als Schnittpunkt zweier Satz vom Pascal-Typ
Geraden.

1.6 Zur Dualit at von Punkten und Geraden in der projektiven Geome-
trie

In vielen geometrischen Aussagember Punkte und Geraden kann man die Worte, Punkt\ und
.Gerade\ vertauschen und bekommt einen ebenfalls gtigen geometrischen Satz. Die einfachsten
Aussagen dieser Art sind

Es gibt genau eine Gerade durch zwei (voneinander verschiede) Punkte.

Zwei voneinander verschiedene Geraden haben genau einerh8ittpunkt (oder sind parallel).

Die Sonderrolle zueinander paralleler Geraden kann man ab&ben, wenn man von der a nen zur
projektiven Ebene ubergeht, die man durch Hinzukigen der Punkte auf einer Ausnahmegeraden
erhalt, die ,unendlich weit\ entfernt liegen, so dass zwei parallele Geaden genau einen gemeinsa-
men Punkt auf dieser Ferngeraden haben.

Als Beispiele #r solche ,dualen\ Satze betrachten
wir zunachst den folgenden Satz:

Satz 11 (Dualer Satz von Pappus) Seien

0O1; O2; g3 und hy; hy; hs jeweils konkurrente Geraden,

die sich in P bzw. Q schneiden undA;::;F die

Schnittpunkte A = hy » gi;B = g * hy;C =
NgosD =M hzgE=hs?ggund F = gz ” hy.

Die drei Verbindungsgeraden AD;BE und CF

gehen durch einen gemeinsamen Punkt. Dualer Satz von Pappus

Aufgabe 6 Durch eine projektive Transformation kann man die Punkte P und Q auf die Fern-
gerade legen und bekommt so einen (gleichwertigen) Saitber zwei Tripel paralleler Geraden.
Formulieren und beweisen Sie diese Aussage.



Prof. Grabe: Geometrie mit dem Computer { Vorlesungsnotizen (July B, 2007) 12

Da bei projektiven Transformationen zwar keine Kreise erhidten bleiben, aber Quadriken in Qua-
driken wbergehen, ist auch der Satz von Pascal eine Aussage der pesifiven Geometrie. Vertauscht
man hier die Rolle von,Punkf\ und , Gerade\, so ertalt man den Satz von Briarcon.

| ]

Satz 12 (Satz von Briarcon) Die Geraden

a;b;c;d;e;f megen eine Quadrik bewhren, so

dass sich, benachbarte\ Geraden in den Punkten
A;B;C;D;E;F schneiden (d.h. ABCDEF st ein

Tangentensechseck). In jedem solchen Tangenten-
sechseck gehen die Diagonale®D;BE und CF

zwischen gegewber liegenden Eckpunkten durch
einen gemeisamen Punkt.

Der Satz von Briarcon
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2 Die Koordinatenmethode

2.1 Grundlegende geometrische Zusammenh ange
in koordinatengeometrischer Interpretation

Fer die Visualisierung geometrischer Kon gurationen spiet die Darstellung durch Koordinaten
eine zentrale Rolle. Im klassischen Zugang der ebenen Geotrie werden dazu Punkte P durch
Koordinaten (p1; p2) im Punktraum A, dargestellt und Darstellungen anderer geometrischer Ob-
jekte daraus abgeleitet. Geraden kbnnen etwa durch zwei Punkte, ein kreis durch Zentrum und
Peripheriepunkt gegeben werden.

Eine kompakte Geradendarstellung ergibt sich durch Tripelg = (01; 02; 3), das fur die Gerade
aus den Punktenf (x1;X2) : O1X1 + Q2X2 + g3 = 0 g steht. Ein solches Tripel bezeichnet man
als homogene Koordinatender Geradeng. Zueinander proportionale Tripel beschreiben dieselbe
Geradeg und fur (echte) Geraden curfen g; und g, nicht gleichzeitig verschwinden.

Die wichtigsten geometrischen Eigenschaften von Punkten md Geraden spiegeln sich dann in den
folgenden Formeln wider:

A; B; C sind kollinear, d.h. liegen auf einer gemeinsamen Geradeg genau dann, wenn das
homogene lineare Gleichungssystem

giar + hax + g3 =0
O+ b+ g3 =0
0i1C1 + G+ g3 =0

eine (nichttriviale) L esung in (g:; gz; g3) besitzt, d.h. wenn

aa a 1
@y b 1A=0
¢ ¢ 1

gilt.

Analog gehen drei Geradeng; h; k durch einen gemeinsamen Punkt genau dann, wenn das
lineare Gleichungssystem

OiX1+ X2+ g3=0
h]_X]_ + h2X2 + h3 =0
kix1 + koxo + k3 =0
eine Lesung in (X1;X2) besitzt. Das ist genau dann der Fall, wenn die zugebrige Koe -

zientenmatrix denselben Rang wie die erweiterte Koe zientenmatrix hat. Da dieser Rang
hechstens 2 sein kann, muss also

0 1
g G 0
det@hl hz th =0
ki ko ks

gelten. Ist der Rang der Koe zientenmatrix gleich 2, so hat das System dann eine (eindeutig
bestimmte) Lesung. Ist ihr Rang dagegen gleich 1, d.h. sind ihre drei Ze#h (91; 92); (h1; h2)

und (ki;kz) zueinander proportional, so sind die drei Geradeng; h; k zueinander parallel,
schneiden sich also \im Unendlichen" oder fallen zusammen.

Geraden, die durch einen gemeinsamen Punkt gehen oder zuaimder parallel sind, bezeichnet
man als konkurrente Geraden
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Fur die Parameter einer Geraden durch zwei PunkteA; B erhalten wir aus der Zwei-Punkte-
Gleichung
(01;02,B) = (b ax;ar by acby  aihy)

Zwei Geradeng; h sind parallel genau dann, wenngih,  hig = 0 gilt, d.h. ihre Normalen-
vektoren (g;; g2) und (hs; hy) zueinander parallel sind.

Die Parameter der Parallelenh zu g durch einen Punkt P ergeben sich durch Adjustieren
des Absolutglieds vong als

(hg;h2;h3) = (01, 02; (9P + Q2p2)):

Die Koordinaten des Schnittpunkts P zweier Geradeng;h berechnet sich als losung des
entsprechenden Gleichungssystems nach der Cramerschendgeé zu

h h h h .
(P15 p2) = 9215 d93 2;93 : d91 3 mit d= gihy hig

Ein Punkt X auf der Geradeng = AB hat bei bekanntem Verhaltnis u = % die Koordi-
naten

(X1;X2)=((1  uwar+uby; (1 u)az+ uby)
Dieses Verhaltnis u bestimmt die Lage vonX auf g relativ zu A; B eindeutig. Wir bezeichnen
u= GP(X;A;B) als Gleiterparameter. Liegt X im Inneren der StreckeAB, so gilt0<u < 1,
fur Punkte X jenseits vonB gilt u > 1 und fur Punkte jenseits von A schlie lich u < 0.
Zum fruher eingetihrten Teilverhaltnis TV(A;B;X) = }Q%}: besteht der Zusammenhang
TV(AB;X)= %5

TR

Auch Begri e aus der Euklidschen Geometrie lassen sich symiiisch durch entsprechende
Koordinaten ausdreicken:

So ergibt sich der Abstand zwischen den PunkterA; B aus der Formel
p
dAB)= (a1 b)?2+(ax k)2

Da es sich dabei nicht um einen arithmetischen Ausdruck handlt, wollen wir statt dessen
mit dem Abstandsquadratsqrdist(A; B) = d(A;B)? arbeiten.

Zwei Geradeng;h sind orthogonal genau dann, wenn ihre Normalenvektorend;; g.) und
(h1; hy) senkrecht aufeinander stehen, d.h.dr das entsprechende Skalarprodukt

gihs + g2h2 =0
gilt.
Schlie lich l asst sich das Loth von P auf die Geradeg ausdrecken als

(h1i;h2;h3) = (Q2; O1;01P2  Oop1):

2.2 Homogene Punktkoordinaten

Bei der Betrachtung der Konkurrenz dreier Geraden lonnen wir statt nach Lesungen &;;X2) des
inhomogenen Gleichungssystems

GiX1+ GeX2+ g3 =0
hixy + hoxo+ hs3 =0
k]_Xl + |(2X2 + k3 =0
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auch nach Lesungen &i; X2; X3) des homogenen Gleichungssystems

O1X1 + goX2 + gsX3 =0
hix1 + hoxo + haxz3 =0
kixy + koxo + kaxz =0 ()

mit X3 = 1 fragen. Da Lesungen homogener Gleichungssysteme durch einen skalaféaktor variiert
werden kennen, reicht die Existenz von Lesungen mitxsz 6 0 aus.

Solche Koordinaten X = (X1;X2;X3) bezeichnet man alshomogeneoder projektive Punktkoordi-
naten. Sie sind | wie die homogenen Geradenkoordinaten | nur bis au f einen skalaren Faktor
verschieden Null eindeutig bestimmt, wobei den a nen Koordinaten (x;; X») die projektiven Ko-
ordinaten (x1;X2;1) entsprechen. Letztere bezeichnen wir auch alsormierte Koordinaten und
schreibenX . X liegt auf der Geradeng genau dann, wenn

O1X1 + goX2 + gsX3 =0

gilt. An dieser Formel sieht man schon, dass Punkt- und Geradnkoordinaten in zueinander dualer
Weise eingehen, was die #her beschriebene Dualiat von Punkten und Geraden in Satzen der
projektiven Geometrie plausibel macht. Die Punkte, fur deren homogene Koordinatexs = 0 gilt,
liegen auf der Ferngeraden, denn deren homogene Koordinatdauteten ja gerade (0:0: 1).

Wir bezeichnen diese Erweiterung der a nen EbeneA, um die Punkte der Ferngeraden als pro-
jektive Ebene P,. Bezeichnen wir dual dazu mitP, den Raum der projektiven Geraden, so lassen
sich die weiter oben untersuchten geometrischen Beziehurg nennerfrei durch Skalar-, Vektor-

und Spatproduktoperationen im 2 beschreiben.

0 1
a b o
A;B;C in homogenen Punktkoordinaten sind kollinear, det@a, b, c,A =0
a3 by ¢

Notation: jA B Cj =0 (Spatprodukt)
Analog sind drei Geradeng; h; k konkurrent ,j ghkj=0

Punkt P und Geradeg sind inzident, p;0; + p202 + p3gs =0
Notation: P g =0 (Skalarprodukt)

Fer den Schnittpunkt P zweier Geradeng; h kennen wir die frahere Formel nennerfrei in-
terpretieren:

P =(ghs gzhz;03h:  gihs;oih, oohy) = Ez Eiﬁz Eiﬁi ﬁi

=(01;02;,0) (hi;hz;hg)=g h
Das sind genau die Koordinaten des Vektorprodukts zweier \itoren im 3.

Die Gleichung einer Geraden durch zwei in homogenen Koordaten gegebene (verschiedene)
Punkte A;B lautet analog

0= (azhs azhp;ashy aibz;aib, a)= A B

A;B;C sind kollinear , A ist inzident zur Geraden durchB und C, A (B C)=0.
dies stimmt wegen des bekannten Zusammenhangs

jABCj=A (B C)

zwischen Spat-, Vektor- und Skalarprodukt im 2 mit obiger Determinantenformel sberein.
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Homogene Punkt- bzw. Geradenkoordinaten sind genau dannicht zulassig wenn sich (0: 0 : 0)
ergibt. Aus der Formel fur die Koordinaten des Schnittpunkts zweier Geradeng; h ist ersichtlich,
dass sich nicht zuassige Koordinaten genau dann ergeben, wenn die Koordinatevon g und h
proportional sind, d.h. wenn g und h identisch sind.

Analog ergeben sich nicht zuhssige Geradenkoordinatenefr die Verbindungsgerade zweier Punkte
A und B genau dann, wennA = B gilt.

Auch Parallelit at und Teilverh altnisse kann man ausdeicken, wenn besicksichtigt wird, dass diese
Gre en nicht projektiv invariant sind, d.h. bei ihrer De niti on die Ferngeradelp = (0: 0: 1) eine
Rolle spielen muss:

Zwei Geradeng; h sind parallel, sie schneiden sich auf der Ferngeraden, d.ig h lpj = 0.
Das stimmt mit unserer weiter oben hergeleiteten Formeluberein.

Die Geradeh durch P, die parallel zu g verlauft, ergibt sich als Verbindung vong Ig =
( ©:01:0)undP:h=P (g lo).

Alle Senkrechten zur Geradeng gehen durch den gemeinsamen FernpunkDg = (g1 : g2 : 0),
so dass sich die Senkrechte zugdurch P alsh=P Og=( psg:p30i:pi102 P201)in
WUbereinstimmung mit der freher gefundenen Darstellung ergibt.

Mit Parallelen kann man aus einem Standardframe ein ganzes aes Koordinatensystem gewinnen.
Als Standardframe bezeichnet man die Punktee; = (1 : 0:0);e, =(0:1:0);e3=(0:0:
1);u=(1:1:1). Geometrisch sind e3 der Ursprung des (a nen) Koordinatensystems, e;; e, die
Fernpunkte in x- bzw. y-Richtung (diese bestimmen zusammen mites die x- und y-Richtung) und
u der Einheitspunkt mit den (a nen) Koordinaten (1 ;1). Parallelen zur x- bzw. y-Achse durchu
schneiden diey- bzw. x-Achse in den Koordinaten-Einheiten und auch andere Teilpunkte auf den
Achsen mit ganzzahligen Koordinaten lassen sich leicht kastruieren.

Teilverh altnisse : Die Mittelpunktsformel

mo_loa 1
mo 2 a 2

by
v

gilt fur homogene Koordinaten nicht mehr, da sie selbst nicht homgen ist. Die richtige Modi ka-

tion lautet 0o 1 0 1 0 1
mi bs, ag a
@m,A = > @a,A + ?3 @p,A
ms az o)
und allgemeiner #r einen Gleiter M auf AB mit Parameter u
0 1 0 1 0 1
mq ai by
@moA = ubs @A +(1 u)az @A
ms ag s

Die Ferngerade bildet insgesamt eine Art, schwarzes Loch\, denn liegt einer der beiden Rand-
punkte dort, so auch M (es gilt stets m3 = ashz). Wenn beide Randpunkte A und B auf der
Ferngeraden liegen, so ergeben sicluf M unzulassige Koordinaten.

Die beiden Koe zienten in der Darstellung M = ubzA+(1 u)azB ergeben in der Summe nicht
mehr unbedingt 1, so dass sich ein GleiteM auf AB auch als
M= pAA+ gB

darstellen lasst. In der Tat, ist g = (g1; gz; g3) die Gerade durchA und B, alsog A=g B =0,
so gilt g M =0 auch fer jede solche LinearkombinationM . Andererseits ergeben Paare (a; B),
welche sich nur durch einen skalaren Faktor unterscheidenyerschiedene homogene Koordinaten
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fur denselben PunktM , so dass die Punkte aufAB durch das Verhaltnis 5 : g 2 P! eindeu-
tig charakterisiert werden (das Verhaltnis 1 ist meglich und entspricht dem Punkt A). Dieses
Verhaltnis ist fur ag = by = 1 gerade das feher eingebihrte Teilverhaltnis TV (A;B ;M ), wie sich
durch ®Ubergang zu normierten Koordinaten auch #ir M leicht nachrechnen hsst.

Allgemein gilt

A= B
TV(A;B;M) = ;
( ) az=ky
denn ausM = AA + gB folgt fur normierte Koordinaten msM = aazA + ghbsB mit
m3 = aaz + pgls. Das Teilverhaltnis ist also keine projektive Invariante, sondern hangt von

der speziellen Wahl der homogenen Koordinaten vorA und B ab. Invariant wird erst das Dop-
pelverhaltnis
DV(A;B;M;N)= TV(A;B;M): TV(A;B;N);

wobeiN = pAA+ gB ein weiterer Punkt auf der GeradenAB ist:

A— B

DV (A;B;M;N) =

Durch das Verhaltnis A= g werden also die PunkteM 2 AB eindeutig parametrisiert, aber ihre
genaue Lage nicht absolut beschrieben, sondern nur relatizueinander.

Halt man allerdings einen weiteren Punkt auf der Geraden festso beschreibt das Teilverlltnis die
Lage auch absolut. Das Teilverlltnis kann etwa als Doppelvertaltnis mit N = F, dem Fernpunkt
auf der GeradenAB , geschrieben werden: Wegefr = sz A + azB ergibt sich

TV(A;B;M)= DV (A;B;M;F):

Hieraus folgt, dass projektive Transformationen, welche @& Ferngerade fest lassen (also genau die
a nen Transformationen), auch teilverh altnisinvariant sind.

2.3 Zur Algorithmisierung geometrischer Konstruktionen. Analytische
Geometrie mit dem Computer

Wir k ennen auf der Basis der im Abschnitt 2.1 hergeleiteten Bezigungen nun in einer klassischen
imperativen Programmiersprache (die an dieser Stelle nochicht uber die Fahigkeit zur Symbol-
verarbeitung verfegen muss) Funktionen schreiben, die in der Lage sind, BeZeingen in durch
konkrete Koordinatenwerte vorgegebenen geometrischen Kogurationen zu eberprefen oder ge-
suchte Gre en auszurechnen. Entsprechende Funktionen sind auch di&rundlage fer dynamische
Geometriesysteme, mit denen entsprechende Kon guratione gra sch dargestellt werden kennen.

Die elementaren geometrischen Objekte Punkt und Gerade seén wir dazu als KlasserPoint und
Line um, die in Java etwa als

public class Point {
public Scalar x,y;

public Point () { }
public Point(Scalar x, Scalar y) { this.x=x; this.y=y; }

3

public class Line {
public Scalar a,b,c;

public Line () {}
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public Line(Scalar a, Scalar b, Scalar c¢) {
if (iszero(a) & iszero(b) & iszero(c))
throw new GeoException("Gerade mit Nullkoordinaten");
this.a=a; this.b=b; this.c=c;

3

de niert werden kennen und Punkte P(X1;X2) bzw. Geradeng = f(X1;X2) : giX1 + OXo +
g3 = 0g darstellen. Scalar ist dabei der Grundbereich, aus dem die Werte der Koordinate
kommen, also in Java etwa der interne Typdouble oder etwas Selbstgestricktes wi&ational oder
Complex Wir wollen annehmen, dass es sich um einen é&per handelt, also #r diesen Datentyp die
arithmetischen Operationen + = sowie ein boolesches Rdikat boolean iszero() de niert
sind.

Geometrische Grundkonstruktionen kennen wir in diesem Kontext als Funktionen au assen, die
aus gegebenen Objekten neue konstruieren, und in einer weiten KlasseGeoFunctions als Klas-
senfunktionen keindeln.

1) Die Gerade durch zwei PunkteP und Q

public static Line pp_line(Point p, Point q) {
return new Line(q.y-p.y, p-X-0.X, pP.y*g.X-p.x*q.y);
}

P und Q sind dabei als formale Parameter vom TypPoint Container fur die aktuellen Koordina-
ten, der Reckgabewert der Funktion vom Typ Line der Container fur die berechneten Koodinaten
des davon abmngenden Objekts.

2) Analog kennen wir den Schnittpunkt zweier Geraden berechnen, wobedie zu de nierende
Funktion mit einer Ausnahme abbricht, wenn kein bzw. kein eindeutig bestimmter Schnittpunkt
existiert.

public static Point intersection_point(Line g, Line h) {
Scalar d = g.a*h.b-g.b*h.a;
if (iszero(d)) throw new GeoException("Geraden sind paral lel");
return new Point((g.b*h.c - g.c*h.b)/d,(g.c*h.a - g.a*h.c )/d);

}

Auch hier sind g und h formale Parameter, diesmal vom TypLine.
3) Fur das Lot | von einem Punkt P auf eine Geradeg erhalten wir analog
public static Line ortho_line(Point p, Line g) {

return new Line(g.b, -g.a, g.a*p.y - g.b*p.x);
}

und fur die Parallele zu einer Geradeng durch einen Punkt P

public static Line par_line(Point p, Line g) {
return new Line(g.a, g.b, -(g.a*p.x + g.b*p.y));
}

Das Abstandsquadratergibt sich schlie lich als

public static Scalar sqgrdist(Point p, Point q) {
return new Scalar((p.x-q.X)*(p.x-q.x) + (p.y-g.y)*(p.y- a.y));
}
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4) Neben freien Punkten, die mit dem Punktkonstruktor erzeugt werden kennen, sind auch Punkte
auf vorgegebenen GeradenGeradengleitel) oder Kreisen (Kreisgleiter) interessant. Einen Gera-
dengleiter auf einer durch zwei Punkte gegebenen Geraden ka man etwa durch ein variables
Teilverhaltnis festlegen:

public static Point varpoint(Point P, Point Q, Scalar u) {
return new Point((1-u)*p.x+u*q.x,(1-u)*p.y+u*q.y);

}

Insbesondere liefert
Point midpoint(Point P,Point Q) { return varpoint(P,Q,new Scalar(1/2)); }

den Mittelpunkt der Strecke P Q.

5) Komplexere geometrische Konstruktionen (Makros) lennen aus nacheinander ausgefirten
Grundkonstruktionen zusammengesetzt werden. Dem entspahen auf der Seite der Programmier-
sprachen zusammengesetzte Funktionen. So ndet man etwa aeFu punkt des Lots vom Punkt
P auf die Geradea als

public static Point pedalpoint(Point P, Line a) {
return intersection_point(ortho_line(P,a),a);

}

Aufgabe 7 Geben Sie entsprechende Funktionen an

Line p _bisector(Point A, Point B)
fur die Mittelsenkrechte (perpendicular bisector) auf der ®ite AB,

Line altitude(Point A, Point B, Point C)
fur die Hehe durchA im Dreieck ABC,

Line median(Point A, Point B, Point C)
fur die Seitenhalbierende, die durchA im Dreieck ABC verlauft.

6) Schlie lich kann man testen, ob fur gewisse Kon gurationen geometrische Bedingungen eutlt
sind. So kann man etwa testen, ob zwei gegebene Geradgrund h parallel oder orthogonal sind,
indem man pruft, ob g;h,  goh; bzw. gih; + goh, verschwindet, oder ob ein PunktP auf einer
Geradeng liegt. Entsprechende Funktionen haben folgende Spezi kabn:

public static boolean is_parallel(Line g, Line h) {
return iszero(g.a*h.b-h.a*g.b);

}

bzw.

public static boolean is_orthogonal(Line g, Line h) {
return iszero(g.a*h.a+g.b*h.b);

}

public static boolean is_point_on_line(Point P, Line g) {
return iszero(g.a*P.x+g.b*P.y+g.c);

}

Auch kompliziertere Bedingungen, die wir im letzten Paragraph hergeleitet hatten, kann man auf
diese Weise pufen, so z.B., ob drei gegebene Punkt®; Q; R kollinear oder drei gegebene Geraden
a; b; ckonkurrent sind. Die entsprechenden Funktionenis _collinear und is _concurrent lassen
sich leicht angeben.
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Aufgabe 8 Fuhren Sie die Implementierung entsprechender Funktionen & oben begonnen in
Java zu Ende.

Mit diesem Arsenal kann man die Koordinaten auch komplizieterer geometrischer Objekte be-
stimmen und entsprechende geometrischeeffize in konkreten Kon gurationen wuberprefen.

Beispiel 1: Der Satz vom Schnittpunkt der Mittelsenkrechten. Die Funktion

static boolean CircumCenter_Test1(Point A, Point B, Point C) {
return is_concurrent(p_bisector(A,B), p_bisector(B,C) , p_bisector(C,A));

}

pruft, ob fer ein Dreieck, das durch seine Eckpunkt(koordinaten)A; B;C gegeben ist, die drei
Mittelsenkrechten durch einen gemeinsamen Punkt gehen. Aérnativ kann man wie im elemen-
targeometrischen Beweis dieses Satzes auch zuerst die Kdoraten des Schnittpunkt zweier der
Mittelsenkrechten bestimmen und dann zeigen, dass dieserunkt auf der dritten Mittelsenkrech-
ten liegt:

static boolean CircumCenter_Test2(Point A, Point B, Point O {
Point M = intersection_point(p_bisector(A,B), p_bisecto r(B,C));
return on_line(M, p_bisector(C,A));

}

Letztere Funktion | asst sich zu eine Test erweitern, der zeigt, dass dieser Sdttpunkt der Mittel-
punkt des Umkreises des Dreiecks ABC ist. Dazu ist

sqrdist(M; A) = sqrdist(M; B ) = sqrdist(M; C)
Zu testen, d.h. die letzte Zeile durch

return iszero(sqgrdist(M,A) - sqgrdist(M,B)) &
iszero(sqrdist(M,B) - sgrdist(M,C));

Zu ersetzen.
Aufgabe 9 Geben Sie analoge Testfunktionenefr die Satze vom Schnittpunkt der Fohen bzw.

der Seitenhalbierdenden. Lassen Sie auch testen, dass dieoBukte aus den Hhenabschnitten im
Dreieck gleich sind bzw. der Schnittpunkt der Seitenhallienden diese im Vertaltnis 2:1 teilt.

Beispiel 2: Der Satz von der Eulerschen Geraden:

static boolean EulerLine_Test(Point A, Point B, Point C) {

Point M = intersection_point(p_bisector(A,B), p_bisecto r(B,C));
Point H = intersection_point(altitude(A,B,C), altitude( B,C,A));
Point S = intersection_point(median(A,B,C), median(B,C, A));
return is_collinear(M,H,S);

}

Aufgabe 10 Modi zieren Sie diese Testfunktion so, dass sie den Satz vorReuerbachschen Kreis
testet. (Feuerbach_Test(Point A, Point B, Point C) )

Testen Sie den (a nen) Satz von Desargue.Desargue_Test(Point A, Point B, Point C) )
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2.4 Zum grunds atzlichen Aufbau einer
dynamischen Geometrie-Software (DGS)

Wir wollen uns an dieser Stelle auf die Betrachtung von Punken und Geraden in der EbeneE
beschmnken und die grundlegenden informatischen Begri e entwigeln, die fur das Verstandnis
einer DGS erforderlich sind, sowie deren Veraltnis zu anderen Begrien und Konzepten der
Informatik insgesamt herausarbeiten.

Im letzten Abschnitt hatten wir bereits gesehen, dass sich ds Attribute und Methoden b mndelnde
Klassen- und Instanzenkonzept des objektorientierten Prgrammierens gut #ir DGS eignet. Es
erlaubt die Kapselung von durch Koordinaten gegebener geoetrischer Gebilde in neuen Sinnein-
heiten.

Die in der Informatik ebliche Unterscheidung von abstrakter Identitat eines Objekts und dessen
sich im Laufe der Zeit andernden Objektzustands spielt &#ir DGS eine wichtige Rolle. Wie bei
Variablen haben wir dabei zu unterscheiden zwischen dem Okkt als Container des Zustands
(dieser wird in den Attributen  des Objekt dargestellt) und dem sicheber die Zeit andernden
Zustand selbst (also denAttributwerten ). Ist g:calso ein Attribut eines Objekts g mit Werten
in einem BereichC, so wird in der Attributdeklaration public CType ¢ von g Speicherplatz #ir
das Attribut g.c reserviert, der dann konkrete Werte g:c 2 C aufnehmen kann. Dieser Wert
kann sich eber die Zeit andern, was alsg:qt) 2 C fur einen Zeitparametert 2 T oder gleich als
Attributwertfunktion g:c: T ! C dargestellt werden kann.

Attributwerte k ennen also einmal als spezielle Werte aus einem WerteberhicC, zum anderen
als Werte aus einem FunktionenraumF¢ = Map( T ; C) verstanden werden. Arithmetische Opera-
tionen auf C lassen sich zu solchen auFc fortsetzen, indem etwa #ir Funktionen f;g 2 Fc die
Summef + g 2 Fc punktweise durch (f + g)(c) = f (c)+ g(c) de niert wird. Der De nitionsbereich

D (f + g) dieser Verknepfung ergibt sich als Durchschnitt der De nitionsbereiche D (f )\ D(g) bzw.
im Fall eines Quotienten alsD (f=g) = D(f)\ D(g) nV(g = 0). Dabei kann es passieren, dass der
De nitionsbereich der Verknepfung leer ist, etwa im Fall, dassf und g disjunkte De nitionsberei-
che haben. Auf diese Feinheiten gehen wir hier aber nicht ein

Das Bewegen geometrischer Objekte kann die Bewegung andergeometrischer Gebilde zur Fol-
ge haben { Zustand®nderungen propagieren also durch ein Netz von Abéingigkeiten. Diese
Abhangigkeiten werden durch Formeln beschrieben, nach denenie@lKoordinaten des ablangigen
Objekts aus denen der Vaterobjekte bestimmt werden kann, salass es sich um Abkngigkeiten
zwischen den Objekten selbst handelt. Wir &hren deshalb die folgende begri iche Unterscheidung
ein:

De nition 1  Die Klassen Punkt und Gerade bezeichnen wir alsgeometrische Typen , Instan-
zen einer solchen Klassen algeometrische Objekte . Jeden Objektzustand eines solchen geo-
metrischen Objekts bezeichnen wir alspezielles geometrisches Objekt

Geometrische Objekte haben eine abstrakte Identit, die wir an Bezeichner binden lennen. Spe-
zZielle geometrische Objekte sind konkrete Ausmgungen dieser abstrakten Identiat in Raum und
Zeit.

Fur jeden geometrischen TypT spezi zieren wir ein spezielles Attribut ¢ vom Typ Cr, welches
die Koordinaten des jeweiligen Objekts entlalt, und bezeichnen dieses al&oordinatenattribut . Ist
etwa g 2 Line ein Objekt vom Typ Gerade, so stehtg:c fur das Koordinatenattribut von g. Wie
oben haben wir zu unterscheiden zwischen dem Attributg:c selbst als informatischem Begri,
konkreten Attributwerten g:c 2 C. oder gc(t) 2 C_ fur t 2 T und der Attributwertfunktion
g:.c 2 FL, welche die zeitliche Existenz vong in ihrer Gesamtheit beschreibt.

C. ist dabei der Bereich der (kr Geraden zukssigen) Koordinatenwerte,F. = Map( T;C_) der
zugelwrige Funktionenraum. Beides hangt nicht von g selbst, sondern nur vom geometrischen Typ
g 2 Geradeund naterlich vom gewahlten Koordinatenmodell  ab. Das Modell der homogenen
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Geradenkoordinaten ksst sich als Menge vorAquivalenzklassen
C. = K3nf(0;0;0)g =
bzgl. der Relation
xy;z) (x%y%z29,9 c2K :x%=cx; y?=cy; =cz

oder kurz als Menge der nichttrivialen Orbits der Aktion der multiplikativen Gruppe K auf
K 2 beschreiben. Ein solches Koordinatenmodell basiert stetauf einem Grundbereich K, aus
welchem die Werte der Koordinaten kommen. Wir wollen stets wraussetzen, das& ein algebraisch
abgeschlossener Brper mit char(K) =0 ist.

DGS sind als gra sche Anwendungen sinnvollerweise nach derivodell-View-Controler-Konzept
aufgebaut, wobei der Controler mit dem View vereinigt sein lann. Mausaktionen werden vom
View wuber den Controler an das Modell weitergegeben, dort die esprechenden Berechnungen
aktualisiert, und schlie lich uber den Controler (oder auch direkt elber Event-Steuerung) an den
View der Befehl zu einem(re)paint gegeben. In diesem Kontext istg als geometrisches Objekt
auf der Modell-Seite, die speziellen geometrischen Obje&ty(t) auf der View-Seite zu nden.

Geometrische Objekte werden durch entsprechende Konstrulonswerkzeuge Schritt fir Schritt

erzeugt, welche auf der Seite der Informatik als Funktionerdaherkommen. Far Funktionen haben
wir zwischen Funktionsde nition und Funktionsaufruf zu un terscheiden, wobei in einer Funktions-
de nition formale Parameter als Platzhalter f eir geometrische Objekte als Aufrufargumente auftre-
ten. Die Dynamik eines so neu konstruierten geometrischen Bjekts ergibt sich aus der Dynamik
der geometrischen Objekte, welche an der Konstituierung bieiligt waren, und der Spezi k des
Konstruktionswerkzeugs selbst.

Diese Werkzeuge sind prototypisch von zwei verschiedenenrten.
Prototyp 1 : Point H = pedalpoint(Point P, Line a)

Mit diesem Aufruf des Werkzeugspedalpoint wird aus zwei vorhandenen geometrischen Objekten
P 2 Point und a 2 Line ein neues geometrisches ObjekH 2 Point erzeugt, dessen Dynamik
H:c 2 Fp sich aus den DynamikenP:c 2 Fp und a:.c 2 F_ als Zusammensetzung

Hic= (Pc ac):T!7°% cp C ! Cr

ergibt, wobei :Cp Cp ! Cp beschreibt, wie aus den Koordinaten vorP und a diejenigen von
F zu berechnen sind.

Prototyp 2 : Point M = varpoint(Point A, Point B, X u)

Hier hangt M noch zusatzlich von einem Stellparameteru ab, dessen NaturX wir nun naher

spezi zieren wollen. Ein Vergleich mit Prototyp 1 zeigt, dassu hier in derselben Doppelbedeutung
wie ein geometrisches Objekt auch auftritt: Einerseits alsabstrakte Identit at eines Stellparameters,
welcher selbst eine zeitliche Dynamik hat, und anderersed als Eingangsparameter, welcher die
Dynamik von M beein usst. u bestimmt diese Dynamik aber nur relativ zu A und B, denn ein

Bewegen eines dieser Punkte ohn&nderung des Stellparametersu andert die Lage des speziellen
geometrischen ObjektsM ebenfalls.

X steht also fur einen weiteren Datentyp eines StellparametersSP, dessen Wertebereich im Koor-
dinatenmodell der homogenen Punktkoordinaten liegt. In Aralogie zu den geometrischen Objekten
bezeichnen wir einen solchen Typ al$arametertyp und Instanzen u dieses Typs alsParame-
terobjekte . Ein solches Parameterobjekt hat einerseits eine abstrale Identitat und andererseits
einen zeitlichen Verlaufu:c 2 Fs = F(Cs) mit Werten aus dem (skalaren) ParameterbereichCs
(S wie Stellparameter). Diese Funktion bezeichnen wieder alParameterfunktion, einen konkreten
Wert u:c(t) 2 Cs als speziellen Parameter

Wir k ennen uns die Entkopplung von der visuellen Darstellung als,Bewegen mit der Maus\ etwa
als Schieberegler vorstellen, dessen Schieben den Pumikt auf der GeradenAB bewegt. Eine solche
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Trennung ist auch bei freien Punkten sinnvoll, da fur diese ebenfalls eine mittelbare Steuerung
der Bewegung denkbar varet. Allerdings haben freie Punkte zwei Freiheitsgrade, so das hierfer
noch ein zweiter Parametertyp MPmit einem ParameterbereichCy (M wie Mausparameter) und
einem Funktionenraum Fy benetigt wird.

Mit diesen zusatzlichen De nitionen k ennen wir nun eine einheitliche De nition eines Konstruk-
tionswerkzeugs geben, welche davon ausgeht, dass ggend Parameterobjekte zur Vertigung
stehen, aber selbst das Anlegen eines einzigen freien Puekt durch ein Konstruktionswerkzeug
geschieht (und so ist es ja praktisch auch). Die gesamte Dymaik der Konstruktion ist in den Pa-
rameterobjekten gekapselt. Allerdings werden auch konstante\ Parameterobjekte benetigt, wenn
wir z. B. den Mittelpunkt einer Strecke als varpoint(A,B,1/2)  konstruieren wollen. Diese Imple-
mentierungsfeinheiten von Parameterobjekten sollen hieaber nicht diskutiert werden.

eine (informatische) Funktion der Signatur
w:(Ty 0 Tp)! Ta
zusammen mit einer mathematischen Funktion

wic:(Cy i Cp)! Cg;

03:C = W:c(01:C;:::;0q:C) 2 Cy

gilt.
Weiter sei
w=id w:(Ty 0 T)! (Ty 0 Tpn Ta)

der Graph vonw, also die Abbildung, welche die Aufrufargumente mit in das Rckgabetupel auf-
nimmt, und w:.c entsprechend der Graph vorw:c.

w:c induziert eine Funktion

F(C1) i F(Cy)! F(Cy);
welche die Dynamik des Koordinatenattributs von o, in Abhangigkeit der Dynamiken der Ko-
ordinatenattribute von o1;:::;0, beschreibt. w:c ist die Berechnungsvorschrift nach welcher bei

Anderung der Eingabewerteo;:c;:::;0,:c der Ausgabewerto,:c neu zu berechnen ist.
Eine weitere Feinheit haben wir dabei noch nicht beecksichtigt: Ist z.B.

Line g = pp_line(Point A, Point B)

das Konstruktionswerkzeug, welches zu zwei gegebenen Puek die Gerade durch diese Punkte
konstruiert, so ist far spezielle Punkte A und B diese Gerade nur de niert, wenn diese nicht
zusammenfallen.

ppline :«c:Cp Cp! C_

ist also nur eine partiell de nierte Funktion. Die Ausnahmemenge wird durch ein boolesches
Pradikat
ppline :DG Cp Cp ! Boolean

bestimmt, welches in unserem Fall die einfache Fornpp_line :DG&c;; c;) = isequal (ci;c;) hat.
Hierbei ist Boolean der Wertebereich des Datentypsboolean.

1Das ist auch praktisch so: Die Koordinaten des Mauszeigers w erden auf der View-Seite in Fensterkoordinaten
abgegri en und auf der Modell-Seite in Weltkoordinaten umg  erechnet.
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De nition 3  Zu jedem Konstruktionswerkzeugw gibt es weiter eineDegenerationsbedingung
w:DG (C; ::: C,)! Boolean;

so dassw:c genau auf denjenigen Werten(cy;:::;¢,) 2 C1  ::: C, deniert ist, f ur welche

gilt.
Beispiele :
freePoint: MP | Point
legt einen freien Punkt an.
pp-line: Point Point ! Line

erzeugt die Gerade durch zwei gegebene Punkte.
Die zugelwrige Degenerationsbedingung ispp_line :DGc;; c;) = isequal (cp; ) fer ¢1;¢2 2 Cp.

intersection _point: Line  Line ! Point

erzeugt den Schnittpunkt zweier Geraden.

Die zugehorige Degenerationsbedingung istntersection _point :DGa; b) = is _parallel (a;b) fer
a;b2 C..

Konstruktionswerkzeuge werden eingesetzt, um mit ihnen &ie geometrische Kon guration schritt-
weise aufzubauen, wobei neu erzeugte geometrische Objekten bereits vorhandenen sowie von
Parameterobjekten abmngen. Diese Abmngigkeitsverhaltnisse lassen sich durch einen (endlichen)
gerichteten azyklischen Graphen (DAG) darstellen und inten durch Ereignispropagation model-
lieren. Auch auf dieser Ebene wollen wir zwischen De nitionund Aufruf unterscheiden, da die
Abhangigkeitsverhaltnisse zwischen Ein- und Ausgabeg en der Konstruktionswerkzeuge auf der
Ebene der geometrischen Typen und nicht der geometrischen lidekte liegen.

De nition 4  Als Kon guration  bezeichnen wir deshalb einen Alsimgigkeitsgraphen =( T;E)
zwischen Typen. Ein TupelO = (o 2 j 2 T) dazu passender spezieller Objekte der korrekten
Typen bezeichnen wir alsRealisierung der Kon guration

Wir bezeichnen weiter = ( T;E) als Parameterkon guration , wenn T ausschlie lich Para-
metertypen enttalt.

Damit k ennen wir nun den Begri der Konstruktion schrittweise herl eiten.

Denition 5 Sei =( T;E) ein Kon guration und w:(Ty ::: Tn)! T, ein Konstruktions-
werkzeug.

w ist auf  anwendbar , wenn es eine Belegung :[1:::n]! T mit f (i) = T; gibt.
Als Konstruktionsschritt bezeichnen wir in diesem Fall die Sequenz folgender Aktione

1. Auswabhl einer solchen Belegund,

Ist O=(0o 2 j 2T) eine Realisierung von und o = ¢ (), SO bezeichnen wir die Sequenz
folgender Aktionen alsAusf mhrung des Konstruktionsschritts
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2. Erganzung vonO zu O%= O[f 0,0.
Es ist sinnvoll, als Belegungf nicht nur injektive Funktionen zuzulassen. So kann etwa daskon-

struktionswerkzeugaltitude (A;B; C), welches die tbhe durchA im Dreieck 4 ABC konstruiert,
auch fur A = B sinnvoll angewendet werden, um eine Senkrechte iB zu errichten.

In all diesen De nitionen ist es meglich, den Begri des Konstruktionswerkzeugs so zu fasserdass

wir als verallgemeinertes Konstruktionswerkzeug

De nition 6  Als Konstruktion K bezeichnen wir eine Folge von Konstruktionsschritten, wehe

die Startkon guration s = (Ts; Es) durch endlich viele konsekutive Konstruktionsschritte
s= o! b N= E ()
mit der Endkon guration e = (Tg;Eg) verbindet.

Ist Os =(0 2 | 2 Ts) eine Realisierung von g, so bezeichnen wir die Herstellung der Rea-
lisierung Og = (0 2 j 2 Tg) von g durch sukzessives Anwenden der Konstruktionsschritte
als Anwenden der Konstruktion auf Os. Wir schreiben auch kurzOg = K(Os).

Die Folge der Konstruktionsschritte, in welchen die Kon guration  entsteht, bezeichnen wir als
Konstruktionsbeschreibung

Als Zeichnung bezeichnen wir schlie lich die Anwendung einer Konstrukton auf eine Realisie-
rung einer Parameterkon guration (also ein ,, wei es Blatt\).

Die De nition zeigt, dass zusammen mit ( ) auch jede Teilfolge

s= ¢! 1! | i

eine Konstruktion ist. Wir bezeichnen sie alsTeil- oder Zwischenkonstruktion K ()

Die dynamischen Freiheitsgrade einer Konstruktion werdenallein durch deren Parameterobjekte
bestimmt, sind also bereits in der Startkon guration festgelegt.

Jede Konstruktionsbeschreibung ist zugleich ein verallgmeinertes Konstruktionswerkzeug, was
die Einfuhrung des Konzepts vonMakros ermeglicht: Fer ein verallgemeinertes Konstruktions-
werkzeugw : Ty Ta! U Um kann man w aus dem Abbildungsgraphen

w = id w:Ty T ! T1 Th U1 Un

von w durch Projektion auf die U-Komponenten gewinnen. Dasselbe giltsir die Koordinaten-
abbildungen w:c. Ist nun

& ] ]
T A SR B

s = 1: N = E

die Folge von Konstruktionsschritten, welche eine Konstriktion K beschreibt, so beschreibt

Y Y
& = @y & (2Ts) ! ( 2Te)

das zugelorige verallgemeinerte Konstruktionswerkzeug.

Die zugetorige Degenerationsbedingung ergibt sich analog alsder-Verknepfung aus den Abbil-
dungen

w!):DG Q (C(): 2Tg) I € DG

@o Qey: 2T( )"

Boolean
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Konstruktionsbeschreibungen werden wir in der formalen Néation eines geometrischen Linear-
programms (GLP) angeben. Ein solches Programm enthlt in den ersten Zeilen die Startkon-
guration. Danach folgt die Angabe der einzelnen Konstruktionsschritte, wobei die Angabe der
Belegung des entsprechenden Konstruktionswerkzeugger Bezeichner &r die konstruierten geo-
metrischen Objekte ohne Vorwartsreferenzen erfolgt.

Die Konstruktion eines durch drei freie Punkte aufgespannen Dreiecks &sst sich damit wie folgt
beschreiben:

MPuy;uz; us;

Point A = freePoint( uj);
Point B = freePoint( uy);
Point C = freePoint( us3);

Line a = pp_line(B,C);
Line b = pp_line(A,C);
Line ¢ = pp_line(A,B);

Sind in solchen GLP als Abkerzungen geschachtelte Funktionsaufrufe wie folgt erlaub
Point F = intersection _point(pp line(B,C),ortho line(A,pp _line(B,C)));

so sprechen wir von derschwachen GLP-Notation Sind als Parameter in einem Konstruktions-
werkzeug nur Bezeichner zugelassen, so sprechen wir von ddrengen GLP-Notation.

In obigem Beispiel ist F der Lotfu punkt der H ehe durch A im Dreieck 4 ABC . Jedes GLP in
schwacher Notation kann ohne Schwierigkeiten durch Einihrung anonymer geometrischer Objekte
in die strenge Notation eiberfuhrt werden (und dies wird intern bei der geometrischen Dargellung
einer solchen Kon guration auch ausgesdihrt). Obiger Schritt kann wie folgt in eine Sequenz von
Konstruktionsschritten entschachteltwerden:

Line 11 = pp_ine(B,C);
Line 12 = ortho _line(A, _1);
Point F = intersection _point( _1, _I2);

Dies kann sogar automatisch geschehen, wenn man mdgst, dass, dasselbe geometrische Objekt
mehrfach konstruiert wird\.
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3 Geometrie und Formeln

3.1 Symbolische analytische Geometrie

jedesmal dieselben Rechnungew:c mit je anderen Werten, also eine allgemeine Berechnungsver
schrift auszufehren.
Ist allgemeiner

K:S: 0!\B1 1!\52 :::!WN N = E
eine Konstruktion und Os eine Realisierung der Startkon guration, so berechnen sie die Koor-
dinatenwerte der zugelerigen Endkon guration Og = K(Os) nach einer Berechnungsvorschrift,
die sich als Zusammensetzungsy :c w,:c der Berechnungsvorschriften der einzelnen Kon-
struktionsschritte ergibt.

Damit entsteht die Frage, ob sich diese lau g auszufuhrenden Berechnungsvorschriften durch
gleichwertige, aber e zienter auszufehrende ersetzen lassen. Aus Sicht der Informatik ware insbe-
sonderewber eine compilierte Form nachzudenken, was eine DGS mit eégprechenden Fahigkeiten
zur inkrementellen Ubersetzung erfordert. Dieser Ansatz soll uns hier nicht wier interessieren.

Wir wollen stattdessen eingescheinkte Klassen von Funktionen betrachten, auf die sich unser

Anwendungen bisher immer reduzieren lie en: Die Koordinaen von o:c sollen sich durch arith-

metische Operationen aus den Koordinaten voro;:c;:::; o, :Cc berechnen lassen. Da in eine Kon-
struktion nur endlich viele Parameterobjekte eingehen unddiese die einzige Quelle der Dynamik
der Konstruktion sind, | asst sich jede Berechnungsvorschrift durch arithmetisché®perationen aus

Kernen aufbauen, die nur die Koordinatenwerte , der Parameterobjekte enthalten.

Ersetzen wir diese Kerne durch Variablenx,, so wird aus der Berechnungsvorschrift eine Formei
der Termalgebrak(x,) und wir k ennen nach Vereinfachung dieser Formel zu einer Formed®in der
Termalgebra fragen. Die Berechnungsvorschriftdsst sich aus der Formel durch die Substitution
s=1fxa! agzuruckgewinnen. Die Vereinfachung der FormeA zur Formel A%in der Termalgebra
ist naterlich nur dann interessant, wenn die zuge®rigen Berechnungsvorschriftensubs(A; s) und
subs(A% s) berechnungsquivalent sind, d.h. dasselbe berechnen. Im Rahmen einesAS kann
die Umwandlung einer Formel in eine Berechnungsvorschrifdurch Ersetzen der Variablen durch
Zahlenwerte mit dem Substitionsoperator erreicht werden,da bei der Auswertung der Formel mit
Zahlenwerten die enstprechenden Operationen als Funktiogaufrufe interpretiert werden. Dabei
kann es allerdings geschehen, dass die Berechnung mit eindrahler (Ausnahme) abbricht.

Entsprechende Implementierungen stehenefr Maple, MuPAD, Reduce und Mathematica mit den
GeoProver -Paketen [3] zur Verfugung. Die Pakete implementieren einen gemeinsamen Sprach
standard fur Geometriebeweise, dessen Syntax in der GeoCode-Tabetles SymbolicData-Projekts
[4] xiert ist und unterscheiden in der Version 1.3 (noch) nicht zwischenw und w:c. Kleinere
Syntaxunterschiede zwischen den Sprachen der Target-CAS achen au erdem ein gemeinsames
Oberformat und entsprechendetbersetzungswerkzeuge erforderlich. Hier ist eine Migradn nach
XML in Arbeit.

Wir bezeichnen die Formel A bzw. A° als universelle Formel der zum Werkzeugw geherenden
Berechnungsvorschriftw:c. Da in die Berechnungw:c die Parameter der Aufrufobjekte eingehen,
muss zurachst ein Mechanismus eingefrt werden, der diese Parameter durch Variable ersetzt.
Dieser Ersetzungsmechanismuséngt nicht von den geometrischen Objekten ab, sondern nur vio
deren Typ, so dass wir zumchst fur jeden Typ ein zugehorigesuniverselles Objektde nieren.

Sei dazuX =[x : 2 1] ein Satz von abahlbar vielen Variablen und R = K[x : 2 1] der
Polynomring eber K in diesen Variablen. Ist C = C(T) der Wertebereich eines geometrischen

Typs T wber dem GrundbereichK , so bezeichnen wir mitC = C ¢ R den Wertebereich, den
man durch Erweiterung K ! R des Grundbereichs erilt.
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De nition 7 Als universelles Objektvom Typ T bezeichnen wir ein Elemento mit o:c 2 C, so
dass sich ér jedes spezielle geometrische Objektvom Typ T dessen Koordinatendarstellung durch
geeignete Variablenspezi katiof s= fx,! g mit 5 2 K ergibt: o:c = subs(oc;s).

Ein universelles geometrisches Objekt ist selbst wieder Bispezielles geometrisches Objekiiber
dem erweiterten Koe zientenbereich R.

Zur De nition der universellen Formel eines Konstruktionswerkzeugs mit mehreren Aufrufparame-
tern benetigen wir mehrere universelle Objekte mit voneinander un&dheangigen Variablenmengen.

De nition 8  Als universelles Tupel vom Typ QtZTt bezeichnen wir ein TupelO = (o) mit
o 2 Cy, so dass sich ér jedes Tupel O = (o) spezieller geometrischer Objekte vom Typ ot
dessen Koordinatendarstellung durch geeignete Variablepezi kation s = fxa! sgmit 52 K
ergibt: o;:c = subs(o:C;s).

Insbesondere nennen witO eine universgye Realisierungeiner Kon guration =( T;E), wenn O
zugleich ein universelles Tupel vom Typ® ,, 1 t ist.

Beschreibtw : Ty Tn ! Ta einen Konstruktionsschritt, so kennen wir diesen mit einem Tupel
O= op;:::;0, universeller Objekte auskihren. Da alle von uns bisher implementierten Funktio-

nen Punkte oder Geraden zueckliefern, deren Koordinaten sich rational in den Koordinaten der
als Aufrufparameter verwendeten Objekte ausdeicken lassen, erhalten wir éir die Koordinaten des
Ergebnisobjekts dieses Konstruktionsschrittsrationale Ausdreicke in den Koordinaten vonO. Diese
Ausdrecke stellenuniverselle Formelnin dem Sinne dar, dass jede Ausfhrung des Konstruktions-

einer solchen mitw:DGo0;:C;:::;0,:C) = false , zu einem speziellen Ergebnisobjektefhrt, dessen
Koordinaten sich auch durch jede Variablenspezi kation aus den universellen Formeln bestimmen
lassen, durch welche siclD aus O ergibt.

Ist

— ] Wi | W2 I | WN

eine Konstruktion, so kennen wir dieseUberlegungen auf jeden einzelnen Konstruktionsschritt
anwenden. Starten wir mit einer universellen RealisierungOs der Startkon guration s, so liefert
wy:c universelle Formeln #ir die Koordinaten des in  ; neu konstruierten Objekts o.

N = E

Die universelle Formel vonw, ergibt sich, wenn statt o auch ein universelles Objekt6 verwendet
wird. Die Koordinaten von w, w; O ergeben sich, wenn in dieser universellen Formel die

Spezi kation o! oausgetihrt wird. Dies bedeutet, in der universellen Formel vonw; die Variablen
auso durch die universellen Formeln zu ersetzen, welche die Kodmaten von o beschreiben. Kurz,
in der universellen Formel vonw, haben wir einzelne Variablen durch rationale Ausdecke zu
ersetzen.

Dies setzt sichuber die anderen Konstruktionsschritte fort, so dass sich @& Koordinaten der
Realisierung Og der Endkon guration aus den universellen Formeln des Schtis wy ergeben,
indem dort fer die Variablen rationale Ausdrecke in den Variablen vonOs eingesetzt werden, die
sich Schritt fur Schritt nach demselben Prinzip in den vorangegangenen Kuastruktionsschritten

ergeben haben. Ersetzt man aber in einem rationalen Ausdruceinzelne Variablen durch andere
rationale Ausdreicke, so entsteht als Ergebnis wieder ein rationaler Ausdrck (oder, wenn sich
der Nullausdruck als Hauptnenner ergibt, ein Fehler). Durch eine solche Konstruktion wird der
Bereich der rationalen Ausdricke also nicht verlassen.

2Genau gesagt muss gefordert werden, dass dies nicht nur f ur spezielle Objekte mit Koordinaten aus K gilt,
sondern auch fur Objekte, deren Koordinaten in Erweiterungen von K liegen. R hat die universelle Eigenschatft,
dass jede (endliche) Erweiterung von K als Spezialisierung der Erweiterung K ! R hergestellt werden kann. Auf
diese Feinheiten soll hier nicht eingegangen werden. Die Id ee eines solchenuniversellen geometrischen Objekts folgt
dem Konzept des allgemeinen Punkts einer Variet at in der algebraischen Geometrie.

3Was nichts anderes bedeutet als dass wir die Vorgeschichte E der Entstehung von vergessen.
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Bestimmen wir etwa die Koordinaten des Umkreismittelpunkts des Dreiecks4 ABC als Schnitt-
punkt der entsprechenden Mittelsenkrechtenm; n, so bedeutet dies auf dem betrachteten symboli-
schen Niveau, dass beim Aufruf vorintersection _point(p _bisector(B,C), p _bisector(C,A))
in der universellen Formel

MoN3  M3Nz MgN;  MjiNng

miny m2n1' miny monq
nach der sich die Koordinaten des Schnittpunkts der Gerademm; n berechnen, die Komponenten
von m; n durch die entsprechenden rationalen Ausdacke

i B+c+ S
2

p_bisector :c(B:c;C:ic)= b ci; b ¢

bzw.

ad+a &4 G

p_bisector :c(C:c;A:c) = a;+ ¢, ax+ ¢y >

zu ersetzen sind. Diese Ausdrcke sind ihrerseits wahrend des Aufrufs
p_bisector(B,C) == ortho _line(midPoint(B,C),pp  ine(B,C))

in einem Substitutions- und Simpli kationsprozess (der Tiefe 2) nach demselben Prinzip entstan-
den. Wir erhalten in diesem Fall als universelle Formel éir die Koordinaten des Umkreismittel-
punkts M

a’ly alo+ alh  alc alby+ ar?c+ agb? + ar bp?

b’ ah?+ ac’+ arc’ + arc’  ac?  aih + ala

b?c+ bl bha? bo? b2c+ e’ + be? bio
M:c = ;

2a1 by 2a:1c 2ayb+2ac + 2a1 by 2a;1c 2ayb+2ac +

2b102 2bgC1 2b102 2bgC1

wenn wir vom universellen Dreieck4 ABC mit A:c = (a3;a2);B:c = (by;p);Cic = (¢1;¢) als
Startkon guration ausgehen.

Der Simpli kationsprozess rationaler Funktionen liefert eine einfachere rationale Funktion, die &r
alle Variablenspezi kationen, welche #r die unsimpli zierte Funktion nicht zu einem Fehlerab-
bruch fuhren, denselben Wert hat wie diese. Der De nitionsbereichder simpli zierten rationalen
Funktion kann allerdings gre er sein als derjenige der Ausgangsfunktion.

Fur diesen Schnittpunkt M kennen wir nun untersuchen, ob er tat&chlich der Umkreismittel-
punkt ist, also eine gewisse geometrische Eigenschaft haDazu ware etwa zu untersuchen, ob die
universellen Formeln

sqrdist(M,A)-sqrdist(M,B);
sqrdist(M,A)-sgrdist(M,C);

welche diese Eigenschaft kodieren, jeweils zu Null simplzieren.

De nition 9  SeienTy;:::; T, geometrische Typen.
Eine (informatische) Funktion

:Tq T, ! boolean
zusammen mit einer(mathematischen) Funktionen
:c:C(Ty) C(Tn)! Boolean

bezeichnen wir alsgeometrische Eigenschaft
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Das eben beschriebene Beispiel ist die typische Konstellan fer eine ganze Klasse geometrischer
Satze: Wenn sich eine gewisse Menge geometrischer Objekte in einer dareine Konstruktion be-
schriebenen Ablangigkeitsrelation zueinander be ndet, dann gilt f mr diese Objekte eine zuatzliche
geometrische Eigenschaft. 8tze dieser Struktur bezeichnen wir alsgeometrische #&tze vom kon-
struktiven Typ.

Weitere Beispiele siehegeo-1.txt

Abschlie end sei angemerkt, dass die bisherigen Betrachtugen immer vom Modell der a nen
Punktkoordinaten ausgingen. Far das Modell mit homogenen Punktkoordinaten lsst sich sogar
erreichen, dass alle universellen Formeln polynomial sindda durch Skalieren mit einem entspre-
chenden Faktor in den universellen Formeln immer Nennerfréneit erreicht werden kann. Da die
Klasse der polynomialen Ausdeicke nicht verlassen wird, wenn man in polynomialen Ausdacken
Variablen durch Polynome ersetzt, gelten dieselben Ausfhrungen wie oben, wenn man,rationale
Ausdreicke\ durch ,,polynomiale Ausdreicke\ ersetzt. Dabei kenneneberhaupt keine rechnerischen
Ausnahmen mehr auftreten, sondern nur die geometrische Ausmhme, dass sich als universelle
Koordinaten eines Objekts (0 : 0 : 0) ergibt.

3.2 Der Mechanisierungssatz f wur geometrische S atze
vom konstruktiven Typ

Untersuchen wir nun die Beweiskraft der ausgafhrten symbolischen Berechnungensfr Satze vom
konstruktiven Typ n aher. Wir unterteilen dazu die Menge der Variablen in zwei dsjunkte Teilmen-
gen X und Y, wobei die Variablen ausX zum Anschreiben einer universellen Startkon guration
eingesetzt werden und die Variablen ausY zum Anschreiben universeller Formeln ér Konstruk-
tionswerkzeuge.

SeiK die Konstruktion, welche die Endkon guration beschreibt, in welcher eine gewisse geometri-
sche Eigenschaft gelten sollD = O(X) eine universelle Realisierung der Startkon guration vonK,
O eine zubkssige spezielle Realisierung dieser Startkon gurationywelche durch die Variablenspezi-
kation X ! Xg ausO entsteht, fur die also O:c = subs(X = Xg; O:c) gilt. Wir wollen zun achst
annehmen, dass die Konstruktion aufO ausfihrbar ist.

K ist aus einzelnen Konstruktionsschritten aufgebaut, so das sich ein induktiver Zugang aufdangt.
Seien deshaltK( D und K() Teilkonstruktionen sowie w = w; der sie verbindende Konstruktions-
schritt. Die universelle Formel von w ergibt sich aus einem universellen ParametertupeBO(Y) zZu
w:c(0(Y)).

Wenden wir K(' ) auf O an, so entsteht eine Realisierung; 1(X)von ; 1. Ahnlich sind O und
O; 1 verbunden. Wir nehmen als Induktionsvoraussetzung an, dasdie Koordinaten von O; 1(X)
durch universelle Formeln in X beschrieben werden, also stet®; i1:c = subs(X = Xo:0i 1:C)
gilt. Anwenden von w auf O;  liefert eine RealisierungO;(X ) = w(O; 1(X)) von ;, wobei sich
die Koordinaten des neu konstruierten Objekts aus der univesellen Formel vonw; ergeben, indem

die universelle Realisierungﬁo(Y) zu O; 1(X) speziziert, also jede Variable y 2 Y durch die
entsprechende Formely = y(X) ersetzt wird:

0i:c(X) = w(O; 1(X)) = subs(Y = Y (X):w:c(O(Y))) :

Die Wirkung ist dieselbe wie beim Aufruf der (informatischen) Funktion w;, wo die in der De nition
verwendeten Aufrufparameter durch Werte, in diesem Fall de berechneten universellen Formeln,
zu ersetzen sind. Konstruiert man von derspeziellenRealisierung O; ; ausgehendw; (O; 1), so
wird genau derselbe Aufrufmechanismusefr die Berechnung der Koordinaten des neuerspeziellen
Objekts aus denspeziellenKoordinaten von O; ; aufgerufen. Die entscheidende Eigenschaft ist
also

wi:c(O; 1:¢) = wiic subs(X = Xg;0; 1:c) = subs X = Xg;wiic O 1:C
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oder in Worten, dass es egal ist, erst die universelle Formdhkir w; (6i 1) zu berechnen und dann
spezielle Koordinaten einzusetzen oder spezielle Koorditen bereits in O; ; einzusetzen (was
nach InduktionsvoraussetzungO; ; ergibt) und daraus w; (O; 1) zu berechnen. Impliziter Kern

der Argumentation ist also die Kommutativit &t des folgenden Diagramms

— (i 1. — . —

Oc!™ ° 0O ;¢c!®° 0Oc

3 3 3

ys ys ys
(i 1. .

Ooc!® ° 0 ;¢! 0O

wobei s fur die Variablensubstitution X ! X, steht. Dabei werden Formeln in der oberen Zeile
mit Berechnungsvorschriften in der unteren Zeile in Verbirdung gebracht.

Die Zulassigkeit vonO fur K() lasst sich durch die Bedingung
w; :DGO; 1:c) = false
joi
beschreiben, die eine Konjunktion geometrischer Eigensetiten ist.

Nachdem wir nun verstehen, was genau das symbolische Auwsifren einer Konstruktion bedeutet
und welche Rolle die dabei produzierten universellen Forma spielen, gilt es den Charakter des
symbolischen Auswertens einer geometrischen Eigenschafti verstehen. Sei also

'Tq T, ! boolean

eine solche geometrische Eigenschaft. Rufen wir mit speziellen geometrischen Objekteneber
dem GrundbereichK auf, so erhalten wir einen der Wertetrue oder false zureck. Das gilt nicht
mehr, wenn wir denselben Aufruf in einer symbolischen Umgelng absetzen, denn der entstehende
boolesche Ausdruckvird normalerweise noch Variablen enthalten und kann erst mch Belegung der
Variablen mit konkreten Werten vollst andig ausgewertet werden. Rufen wir also mit einem Tupel
symbolischer Objekte auf, so ist das Ergebnis nicht aus dem ¥ftebereichBoolean, sondern aus
dem BereichBooleanExpression :

¢ C(Ty) C(T,)! BooleanExpression

Rufen wir  mit einem Tupel universeller Objekte auf, so ist das Ergebnis der zu assoziierte
universelle boolesche Ausdruck

Analog zu obigem kommutativem Diagramm erhalten wir das foende Diagramm

— (N). — . _

O e e Oywc! o c(Qn :c)

5 5 5

ys ys ys
wN):c

O:c ! ovcc! ¢ c(On :c)

wobei : ¢(Oy :c) 2 BooleanExpression der boolesche Ausdruck ist, welcher sich aus einem uni-
versellen booleschen Ausdruck von durch Spezi kation des universellen Tupels zuOy ergibt.

Die oben getihrten Beweise verwenden wiederum implizit die Kommutativit at dieses Diagramms,
d. h. dass der konkrete boolesche Wert: c(Oy :c) 2 Boolean gleichberechtigt als Ergebnis der
Anwendung von auf Oy oder aus : ¢(Oy :c) durch die Variablenspezi kation s und nachfolgende
Simpli kation des nun variablenfreien booleschen Ausdru&s zu einem booleschen Wert gewonnen
werden kann.

In allen bisherigen Beispielen ésst sich die Behauptung als Verschwinden des Werts einer ge-
wissen Berechnung formulieren, d. h. in der Form

iszero

:c:C(Ty) C(Ty) ! K ! Boolean



Prof. Grabe: Geometrie mit dem Computer { Vorlesungsnotizen (July B, 2007) 32

faktorisieren, was sich nach Grundbereichserweiterungd ! R zu

¢ 1 C(Ta) C(Tn) ! R !

52819 BooleanExpression

verandert. Zu  geherte stets eine polynomiale universelle Formel, aus welcheler in allen Fallen
wenigstens rationale Ausdruck (Oy :c) durch Spezikation des universellen Tupels zuOyn ge-
wonnen wurde. Eine weitere Simpli kation vereinfachte dam bereits diesen rationalenAusdruck
zu Null, woraus folgt, dassiszero (Oy :c) bereits als boolescherAusdruck unabhangig von
Variablenbelegungen zutrue simpli ziert.

Von ahnlicher Struktur sind die Zul assigkeitsbedingungeng; :DGO; ;:c) = false fur O, die sich
bisher meist alsiszero i (O; 1:c) darstellen lie en, wobei ; dieselbe Struktur hat wie in
obigen Betrachtungen.

Kern der gesamten Argumentation ist also die Kommutativitat der oben angeéihrten Diagramme,
was aquivalent zur Vertauschbarkeit von Variablensubstituti on und Berechnung der entsprechen-
den universellen Formeln ist. In allen bisher betrachtetenBeispielen ist dies durch den polynomia-
len oder rationalen Charakter der universellen Formeln gewhrleistet, da Variablensubstitutionen
operationstreu sind, d.h. mit den arithmetischen Operationen in R bzw. im Quotientenkerper
Q(R) kommutieren. Wir f whren deshalb die folgenden Begri e ein.

De nition 10  Ein Konstruktionswerkzeugw, dessen universelle Formel aus rationalen oder sogar
polynomialen Ausdricken in den Variablen eines universellen Tupels bestehtebeichnen wir als
rational bzw. polynomial.

Geometrische Bedingungen , die sich wie oben in der Form : ¢ = iszero ~ darstellen lassen,
so dass die universelle Formel von polynomial ist, bezeichnen wir alspolynomiale Bedingung

Lasst sichw:DGals iszero w:DGwie oben darstellefi, wobei die universelle Formel vonw:DG
polynomial ist, bezeichnen wirw als Konstruktionswerkzeug mit polynomialen Degenerations-
bedingungen

Eine Konstruktion K bezeichnen wir alspolynomial bzw.rational, wenn sie aus polynomialen bzw.
rationalen Konstruktionswerkzeugen mit polynomialen Degnerationsbedingungen aufgebaut ist.

Als geometrischen Satz vom konstruktiven Typ bezeichnen wir eine rationale Konstruktion K
zusammen mit einer auf der Endkon guration von K gegebenen polynomialen Bedingung.

Wir sagen, dassder Satz gilt, wenn fur jede zulssige spezielle Realisierung der Startkon guration
von K die Bedingung auf der zugelrigen Realisierung der Endkon guration zu true auswertet.

Wie ausgetihrt ist zu beachten, dass diese De nitionen nicht nur vom Charakter der Konstruk-
tionswerkzeuge ablmngen, sondern auch vom verwendeten Koordinatenmodell. ImModell der
a nen Punktkoordinaten etwa sind einige der bisher betrachteten Konstruktionswerkzeuge nur
rationale Werkzeuge, im Modell der homogenen Punktkoordiaten dagegen alle Konstruktions-
werkzeuge polynomial.

Alle bisher betrachteten geometrischen &tze waren S&tze vom konstruktiven Typ_. Ein solc_héer Satz
(K; ) wird durch die folgenden Formeln begleitet: Universelle RealisierungenO(X) O (X;Y)

von Start- und Endkon guration von K, universelle Formeln #ir die Ausfuhrung Og (X ) = K(O)

von K auf O, die universelle Formel (X;Y )= _(60:0) der Behauptung sowie das Resultat der
Substitution 9(X)= (Og:c)= io% . (enthalt nur noch Variablen aus X ).

Fer die ausgetihrten symbolischen Rechnungen gibt es folgende Alternatien:

4Mehrere und-verkn wpfte solche Bedingungen lassen sich durch Aufmultiplizie ren zu einer zusammenfassen, da
ein Produkt nur dann verschieden Null ist, wenn alle Faktore n verschieden Null sind. Das ist allerdings eine theo-
retische Aussage. In praktischen Anwendungen arbeitet man aus Performancegrenden mit mehreren Polynomen.
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_ W _

1. O selbst ist fur K nicht zulassig, d. h. P g :DGO; ;:c) vereinfacht als BooleanExpression
zu true . Es gibt also auch keine zuhssigen speziellen Realisierungen { die Voraussetzungen
des Satzes sind widersprchlich.

Seii minimal mit der Eigenschaft, da:ssWj . & :DGO; 1:c) ebenfalls zutrue vereinfacht.
Wegen
@ :DGO; 1:¢)=  ;:DGO; i1:c)_ wi:DGO; 1:c)= A_B;
joi j<i
wasaquivalent zu: A) B ist, wobeiB = & :DGO; i:c)= iszero ;(O; 1:c)gesetztwurde.
Wegen der Minimalitat von i lasst sich die Realisierung6i 1 berechnen und simpli ziert
i(a 1:¢) als rationale Funktion in X zu null.

Die Nichtausfehrbarkeit der Konstruktion | asst sich damit als geometrischer Satz vom kon-
struktiven Typ mit der Behauptung w;:DGformulieren.

2. Die zurackgegebene rationale Funktion %X ) simpli ziert zu null.
Dann gilt die geometrische Aussagesfr alle zulassigen speziellen Realisierunge@ der Start-
kon guration, da sich der Wert von  auf O durch Variablenspezi kation X ! X, aus °
ergibt. Der Satz ist geltig.

3. Die zuruckgegebene rationale Funktion %X simpli ziert nicht zu null.

Dann gilt die Aussage #ir fast alle zulassigen speziellen Realisierungen der Startkon guration
nicht. Der Satz ist in der formulierten Form nicht allgemein geltig.

Die Aussage gilt nur unter Zusatzbedingungen, die analytish das Verschwinden des ghler-
polynoms des simpli zierten Ausdrucks nach sich ziehen massen.

Gelingt es, diese Bedingung als geometrische Eigenschatft identi zieren, dann | asst sich ein
entsprechender geometrischer Satz formulieren. Er ist alyenicht mehr vom konstruktiven

Typ.
Eine spezielle Realisierund® der Startkon guration ist dabei zul assig, wenn auf ihr alle Konstruk-

false liefert. Auch das kennen wir an den universellen Formeln vonw;:DGablesen, indem wir
das Tupel universeller Objekte jeweils durch die universéén Formeln von O; ; ersetzen.Univer-
selle Degenerationsbedingungemon K sind also genau die Zhler ; der rationalen Funktionen
w; :DGO; ;:c). Als Formeln mit Variablen aus O kennen sie wahrend desAufrufs des jeweiligen
Konstruktionswerkzeugs zur Berechnung der universellen érmeln von O; aus denen vonO; ; als
Seitene ekt mit berechnet und in einer fur K global de nierten Liste aufgesammelt werden.

Wir haben damit den folgenden Mechanisierungssatz bewiege

Satz 13 (Uber das mechanisierte Beweisen geometrischem&e vom konstruktiven Typ)
Sei (K; ) ein geometrischer Satz vom konstruktiven Typ,
O eine universelle und zussige Realisierung der Startkon guration vonK,
O das Ergebnis der Anwendung vorK auf O,
0= (Og:c) 2 Q(R) und
i 2 R die universellen Degenerationsbedingungen der einzelnefeilkonstruktionen und
= 1 5 N 2R.

Der Satz ist genau dann gltig, d. h. gilt fur alle zulassigen speziellen Realisierunge® der Start-
kon guration, wenn  C als rationale Funktion zu Null vereinfacht werden kann.
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Zulessige spezielle Realisierunge® sind genau diejenigen, welche au® durch eine Variablen-
spezi kation X ! Xy gewonnen werden énnen, fur die subs(X = Xg; ;)60 furi=1;:::;N
oder kurzsubs(X = Xp; ) 60 gilt.
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4 Geometrische S atze vom Gleichungstyp

Der bisher betrachtete Mechanisierungsansatzefr Geometrietheoreme ging davon aus, dass man
einen gegebenen Satz der Geometrie in eine konstruktive For wberfuhren kann. Das ist aber
eine fur geometrische Aussagen eher untypische Situation. Die nigten geometrischen &tze gehen
von einer bestimmten (konstruktiv gegebenen) geometrisobn Kon guration K aus und behaupten
dann:

Wenn in K zusatzlich gewisse geometrische Eigenschaften eift sind, dann ergeben
sich daraus gewisse andere geometrische Eigenschaften Kisnsequenzen.

So behauptet etwa derSatz des Ceva :

Gegeben sei ein Dreieck4 ABC und
Punkte P;Q;R auf den Dreiecksseiten
mit Teilverh altnissenu; v; w.

Die Ecktransversalen AP;BQ und CR
gehen genau dann durch einen gemein-
samen Punkt, wenn

uvw=(1 uw@d vVQ@ w)

gilt.

Eine wortwertliche Ubertragung der Formulierung in
die im vorigen Abschnitt entwickelte Sprache lautet:

Point A = freePoint(MP(al,a2));
Point B = freePoint(MP(b1,b2));

Point C = freePoint(MP(c1,c2));
Point P = varpoint(B,C,SP(u));
Point Q = varpoint(C,A,SP(Vv));
Point R = varpoint(A,B,SP(w));
wobei MP (a; b bzw. SP(u) universelle Parameter- Der Satz von Ceva

objekte vom Typ MPbzw. SPbezeichnen.

Wir werden im Weiteren die folgende karzere Notation der GeoProver -Version 1.3 verwenden,
die sich ausschlie lich auf die Koordinatenattribute bezieht.

A:=Point(al,a2); B:=Point(b1,b2); C:=Point(cl,c2);
P:=varpoint(B,C,u); Q:=varpoint(C,A,v); R:=varpoint(A ,B,w);

pre:=is_concurrent(pp_line(A,P),pp_line(B,Q),pp_lin e(C,R));
con:=u*v*w-(1-u)*(1-v)*(1-w);

In der gegebenen Kon guration, die generisch durch die 6 Koadinaten von A;B; C und die Teil-
verhaltnisse u; v;w beschrieben wird, ist also zu zeigen, dass jede Nullstelleed Polynomspre
(der Voraussetzung = presumptio) auch eine Nullstelle des Blynoms con (der Schlussfolgerung =
conclusio) ist. In diesem Fall lsst sichpre in die drei Faktoren

fi= abtact+tab axc e+ e,
fo=a ac abi+ac+bhc e
f3=2uvw uv uw+u vw+v+w 1
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zerlegen, von denen nur der dritte mitcon ebereinstimmt, so dass es auch Spezi kationen gibt, in
denenpre verschwindet, con jedoch nicht.

Analysiert man die beiden anderen Faktoren genauer, so erkat man, dass sie genau der Bedin-
gungis _collinear(A,B,C)  entsprechen. Eine Spezi kation, in der dieses Polynom vechwindet,
ware also einedegenerierte Lage so dass wir sehen, dass die beiden Polynonpge und con ,im
Wesentlichen\ eibereinstimmen. Der Satz des Ceva gilt alsoefr alle (nicht degenerierten) Dreiecke.

Ahnlich kennen wir auch die Aussage desSatzes

von Desargue formulieren. Hier sind 6 Punkte

A;B;C;A%B%CO gegeben. Die Voraussetzung be-

steht aus drei geometrischen Bedingungen, dass in

den DreieckenABC und A% %CP° einander entspre-

chende Geraden zueinander parallel sind. Die Be-

hauptung lautet, dass dann die GeradenAA% BB °

und CC° konkurrent sind: Der Satz von Desargue

A:=Point(al,a2); B:=Point(b1,b2); C:=Point(cl,c2);
Al:=Point(d1,d2); B1:=Point(el,e2); C1l:=Point(f1,f2);

pre:={ is_parallel(pp_line(A,B),pp_line(A1,B1)),
is_parallel(pp_line(B,C),pp_line(B1,C1)),
is_parallel(pp_line(A,C),pp_line(A1,C1))};

con:=is_concurrent(pp_line(A,Al),pp_line(B,B1),pp_| ine(C,C1));

Die Voraussetzung entspricht hier also einer Menge von drdPolynomen

faid, aje adi+ae; bih+be+bhd e,
bhey bifa e+ bpfy ce+cifa+tcer cfy;
apdy aify, apdi+axfy cido+ cifot cody cfyg;

die Behauptung dem deutlich komplizierteren Polynom

abcodt+tabcoet+tabdf, abef+aipad, abbef,; abce+
aabpcef; aabhdfi+abkef, ajcdhe+racgefraicode a1cexf;
apdrerfo+raydrexf; axbiciex+abcifo+rabicd abicf; abdifa+
axbhef: abkcd+abkage +abdf: abkefi+acdie, acefs:
pcdie+acefi+adef, adefi+tbhagde bcdf; bhede+
beodofi+ bydiexf, bidoerfi+bpcidifa bhoidher+ bpoodier bpodify
bhdiefo+r bpdrerfy crdiefo+tcidhefo+ odief; cdefy

Dass jede gemeinsame Nullstelle der Polynomgre eine Nullstelle voncon ist, ist hier nicht mehr
so einfach zu erkennen. Der Satz ist jedoch o ensichtlich @ Satz der a nen Geometrie, so dass
wir zur Algebraisierung ein beliebiges schiefwinkliges Kordinatensystem verwenden lonnen, bzw.
alternativ bei vorgegebenem Koordinatensystem durch einegeeignete a ne Transformation die
Kon guration unter Erhaltung aller geometrischen Eigenschaften in eine solche transformieren,
fur die

A:=Point(0,0); B:=Point(0,1); C:=Point(1,0);
gilt. Mit diesen speziellen Koordinaten erhalten wir

pre=fd e; e e+ fi+fy da+fog
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und als Behauptung

con= diefy diefo+difo+drefi+doeyfo dyeg:

pre erlaubt es, die Variablen in abhangige und unabhangige zu unterteilen und die abmngigen
durch die unabhangigen auszudecken. Das entsprechende lineare Gleichungssystemsist sich ein-
fach lesen (MuPAD)

sol:=solve(pre);

fldi=f1 e+fy d=fre=1f e+f]g
In die Behauptung eingesetzt erhalten wir

normal(subs(con,sol[1])):

0

woran wir erkennen, dass jede gemeinsame Nullstelle vagore auch eine Nullstelle voncon ist.
Aufgabe 11 Formulieren und untersuchen Sie auf dieselbe Weise deBatz des Pappus .

Wir sehen also, dass die algebraische Formulierung geométcher Satze normalerweise mit der
universellen Realisierung einer konstruktiv erzeugten Ko guration K startet, zusatzliche geome-

Behauptung ebenfalls in einem Polynomcon = g 2 R ausgedrickt werden kann, so dasstdr jede
Variablenspezi kation X | Xy, fur die prejx: x, = 0 gilt (und die evtl. noch einer Nichtdegene-
rationsbedingung jx: x, 6 0 genegt), auch conjx: x, = 0 folgt.

4.1 Nichtlineare geometrische Bedingungen

Mit diesem Ansatz kennen wir auch nichtlineare geometrische Bedingungen erésen. Diese Bedin-
gungen treten auf, wenn geometrische Linien mehrere Schriunkte haben (Schnitt zweier Kreise,
Schnitt von Kreis und Gerade) oder wenn es mehrere Geraden meiner gegebenen Eigenschaft
gibt (Parallelenpaar zu einer gegebenen Geraden in gegebem Abstand, Winkelhalbierendenpaar
eines gegebenen Winkels). Dieseekinen ihrem Wesen nach nicht konstruktiver Natur sein, da
nicht in jedem Schritt ein eindeutig bestimmtesgeometrisches Objekt konstruiert wird.

Betrachten wir zunachst, wie sich die eben aufgelisteten geometrischen Bedjungen durch die
Koordinaten der an ihnen beteiligten geometrischen Objeké beschreiben lassen.

Punkte auf einem Kreis

Ahnlich wie eine Gerade kann man einen Kreis durch die Koordiaten seines Mittelpunkts M =
(Xm ;ym ) und eines Punkts P = (Xxp;yp) auf der Peripherie beschreiben. Statt des Radiug
verwenden wir dessen Quadrat? = (xp Xm)2+(yp Yywm)?, den Sgradius um nicht bereits an
dieser Stelle Wurzelausducke zu erzeugen.

Als Objekt der analytischen Geometrie wird ein solcher Kres durch seine Gleichung
(X xm)?+(y ym)? rP=(X*+y)+ X+ Y+ G

mit c; = 2Xo; 3= 2Yo; G4 = X3+ Y3 r? gegeben, die durch die drei Parametec = ( ¢;; C3; C4)
eindeutig charakterisiert werden kann. Umgekehrt lassenish aus den Kreisparametern €;; Cs; C4)
auch Zentrum (Xy ;ym ) und Sqradius r? unmittelbar polynomial zur sickgewinnen.

Im GeoProver -Paket stehen dadr die Funktionen
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circle _center(c:Circle):Point und
circle _sgradius(c:Circle):Scalar

sowie der Konstruktor
pc_circle(M:Point, P:Point):Circle

zur Verfugung.

Betrachten wir nun den Kreis, der durch drei vorgegebene Pukte A;B;C verlauft. Formeln fer
die Koordinaten des Mittelpunkts M = (mq; m;) dieses Kreises knnen wir aus den Gleichungen

A:=Point(al,a2); B:=Point(b1,b2); C:=Point(cl,c2); M:= Point(m1,m2);
polys:={sqgrdist(M,A)-sgrdist(M,B), sqrdist(M,A)-sqgrd ist(M,C)};

bestimmen, wenn wir fur A; B; C universelle Punkte einsetzen. Das entsprechende Gleichgesy-
stem

2mp (ath)+2 my ((axt )+ ai+ad B 0;
c%

ist linear in (mq; my) und besitzt eine eindeutige Losung genau dann, wenn die zugedrige Deter-

minante, die wieder einmal genau mit der Kollinearitatsbedingungis _collinear(A,B,C)  wmberein-
stimmt, verschieden von 0 ist.

0

2my (a+c)+2 my (@t )+ ai+ a;

solve(polys,{m1,m2},IgnoreSpecialCases);

ergibt dann die gesuchten Mittelpunktskoordinaten, die wir nun fest als Prozedur zur weiteren
Verwendung einbrennen lennen. Alternativ h atten wir den Mittelpunkt nat wrlich auch wie bisher
berechnen lennen:

M:=intersection_point(p_bisector(B,C), p_bisector(C, A));

Fer den Kreis durch drei vorgegebene PunkteA; B; C erhalten wir

2 2 2
a’by + a1?c, @l + 822202 + b+ akh’ ac? &’ bhc
b co + bpci? + by 2

D

2 2 2
a’ly a’c abh® ab’+arc’+ ar?+ alb alc+ o
bci? bc?+ e

D

2 2
alzblcz+a12bzcl+alblzc2+alb2 C abc? albzgzz a’bc+
e ab’ctabha?+tabc? ab’c

D

mit D =abp, ayc, abh+ac+bic, kpc = is _collinear(A,B,C) . Die Parameter die-
ses Kreises sind rationale Funktionen der Parameter der Pukte A;B;C, wobei im Nenner wie-
derum ein Polynom D auftritt. Um solche Nenner zu vermeiden, wollen wir ahnlich wie fer
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Geraden auch #@r Kreise homogene Koordinaten verwenden, d.h. einen Kreiglurch ein Tupel
c=(cy:C:C3:Cy) charakterisieren, das #r die Punktmenge

f(;y) 1 ca(x®+ y?)+ X+ cay + ca = 0g

steht.

Wir wollen als nachstes charakterisieren, wann 4 Punkted; B; C; D auf einer gemeinsamen Kreis-
linie liegen. Mit den oben berechneten Koordinaten des Umleismittelpunkts M von ABC ergibt
sich die gesuchte Bedingung aus

D_:=Point(d1,d2);
con:=sqrdist(M,A)-sqgrdist(M,D_);

als Zahler p1 = numer(con) der (gekerzten) rationalen Funktion con. Dieses A&hlerpolynom p
ist ein Polynom vierten Grades, das die entsprechende Bedgung beschreibt. Wir kennen auch
dieses Polynom extrahieren und als Prozeduis _concyclic zur weiteren Verwendung in unsere
Programmsammlung aufnehmen.

Satz 14 Vier Punkte A = (az;a2);B = (by;bp);C =(c1;¢2);D = (dg;dy) liegen genau dann auf
einem gemeinsamen Kreis, wenn

2 2
alzbi.CZ alzbi.dZ a’bp e+ a?bpdy + alzcld22 alchdzl ab“c+ab’d,
ab’etabidtahc’tahe? abd® abkd® ac’d a;c’dy+
arc i’ + aico b’ + a?bic, @?bidy, @?bpo+ @allpdi+ alcidy a?cpdi+
2 2 3 2 2 5
abc abd abic? abc?+abdit+abd+ahic abhid+
ac?d; axc i’ axcd’+ axc?dy biPcida+ bi?cody+ byci?dy + by 62 dy
2 2 2 2 2 %
bicodi® bicady® BPcida+ B°codi bpci?di+ o di®+ o dy® b2y

gilt.

Diese Bedingung kann man auch als Determinante schreiben: iB vier Punkte A;B;C;D liegen
genau dann auf einem gemeinsamen Kreis, wenn es eine niclitiale Lesungx = ( X1;X2; X3;X4)
des Gleichungssystems

x1(aZ + ad)+ xp a1 + Xz ay+xg =0
x1(0f + 1B) + Xo by + Xabp+x4 =0
X1(C] + C5) +X2C1 + X3 Co+X4 =0

Xl(di + d%)"' Xods + Xz do+Xx4 =0

gibt, d.h. wenn
(@i+ad) a a
(F+1B) b b
(C% + (%) G C
(f+d5) di dy

el

gilt.
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Damit k ennen wir bereits denSatz von der Sim-
sonschen Geraden beweisen. Seiel\;B;C;D vier
Punkte wie eben betrachtet und

R:=pedalpoint(D,pp Jine(B,C));
S:=pedalpoint(D,pp line(A,C));
T:=pedalpoint(D,pp line(A,B));

die Fu punkte der Lote aus D auf die drei Seiten
des DreiecksABC oder deren Verkngerungen. Der
Satz von der Simsonschen Geraden behauptet, dass
fur einen Punkt D auf dem Umkreis von ABC die Simsonsche Gerade
Lotfu punkte R;S;T kollinear sind.

Die Voraussetzung wird genau durch das oben hergeleitete Bowom p; vierten Grades charakte-
risiert. Die Behauptung

con:=is _collinear(R,S,T);

ist eine rationale Funktion, deren Zahler ein Polynom 8. Grades mit 576 Summanden enthlt und
dessen Nenner aus dem Produkt

sgrdist (A;B) sqgrdist (B;C) sgrdist (A;C)
besteht. Das Zahlerpolynom lasst sich seinerseits in das Produkt
collinear (A;B;C)? p.

zerlegen, woraus der geforderte Beweis nunmehr leicht ablaiten ist. Aus dem Beweis folgt, dass
nicht nur der Satz selbst richtig ist, sondern auch dessen Uikehrung gilt: Sind die Lotfu punkte
R;S; T kollinear, so liegt D auf dem Umkreis des DreiecksABC .

Auf ahnliche Weise kann man auch den folgenden Satz herleiten.

Satz 15 (Satz des Ptolem aus) Das Viereck ABCD ist genau dann ein Sehnenviereck, wenn
fur die Seitenlangenp;q;r;s und die Diagonaleningent;u die Beziehung

pr+ gs=tu

gilt.

Dieser Satz macht in seiner Formulierung zum einen
von der speziellen Lage der Punkte auf der Kreislinie
Gebrauch (ansonsten kann man die Vierecksseiten
nicht von den Diagonalen unterscheiden) und ver-
wendet zum anderen mit den Seiterdngen Gm en,
die sich nicht polynomial durch die Koordinaten der
Eckpunkte ausdrecken lassen. Eine zur Ausgangs-
bedingung aquivalente Aussage, die besser in unser
Konzept passt, ertelt man, wenn man die Behaup-
tung wie folgt umformt:

(Pr)?+(g9?® (tu)*=2pqrs
(Pn)*+(99® (tu)®* (2pqrs)®=0

Ausmultiplizieren liefert die Gleichung

Satz des Ptolenaus

p4r4 2p2q2r232 2p2r2t2u2 + q434 2q232t2u2 + t4u4 =0;
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in der nur noch Quadrate von Seiteniangen vorkommen und die zudem nunmehr symmetrisch in
den drei Paaren gegemnberliegender Strecken ist.

Ersetzen wir diese Quadrate durch die entsprechenden Abstalsquadrate (Rechnungen mit Mu-
PAD)

pp:=((p*)"2+(q*s)"2-(t'u)"2)"2 - (2*p*q*r*s)"2;

A:=Point(al,a2); B:=Point(b1,b2); C:=Point(cl,c2); D_: =Point(d1,d2);
rules:={

pr2 = sqrdist(A,B), g2 = sgrdist(B,C), 2 = sqrdist(C,D_) ,

s"2 = sqrdist(D_,A), t"2 = sqrdist(A,C), u*2 = sqrdist(B,D_ )%

p2:=normal(subs(pp,rules));

so erhalten wir ein Polynom p, 8. Grades mit 962
Summanden, das im Wesentlichen das Quadrat des
Polynoms p; ist (p2 = 4p?). MuPAD 4.0 braucht
fur die Faktorisierung von p, 42s.

Betrachten wir schlie lich noch den Satz vom Mi-
guelschen Punkt . Die zugelorige allgemeine geo-
metrische Kon guration (Dreieck ABC mit Punkten
R; S; T auf den Dreiecksseiten)ésst sich wie folgt an-

geben: Miquelscher Punkt

A:=Point(al,a2); B:=Point(b1,b2); C:=Point(cl,c2);
R:=varpoint(B,C,ul); S:=varpoint(A,C,u2); T:=varpoint (A,B,ul);

Zum Beweis des Satzes bestimmen wir (zur Vereinfachung wied mit einem speziell positionierten
Koordinatensystem) die Koordinaten des SchnittpunktsP = ( X1;X2) zweier der Kreise und zeigen,
dass dieser Punkt auch auf dem dritten Kreis liegt:

A:=Point(0,0); B:=Point(0,b2); C:=Point(c1,c2);
R:=varpoint(B,C,ul); S:=varpoint(A,C,u2); T:=varpoint (A,B,u3);

P:=Point(x1,x2);
polys:={is_concyclic(A,S,T,P), is_concyclic(B,R,T,P) h

sol:=solve(polys,{x1,x2},IgnoreSpecialCases);

Wir erhalten zwei Lesungen, deren Koordinaten jeweils rationale Funktionenn den Parametern
sind. Eine der beiden losungen ist der Punkt T, von dem wir bereits wissen, dass er zu beiden
Kreisen gelert. Der zweite Punkt ist der gesuchte Schnittpunkt P (seine rationalen Koordinaten
haben 38 bzw. 17 Ahlerterme und 42 Nennerterme). Er liegt auf dem dritten Kreis, wie die
folgende Rechnung zeigt.

P0O:=normal(subs(P,sol[1]));
is_concyclic(C,R,S,P0);

Es ist nicht verwunderlich, dass die Schnittpunktkoordinaten von P rationale Funktionen in den
Parametern sind, wenn einer der beiden Schnittpunkte bekant ist, da die Schnittpunktbedingung
auf eine Gleichung zweiten Grades hinausiuft.
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Aufgabe 12 Finden Sie allgemein Formeln #ir folgende Funktionen:

other _cl _point(c:Circle,l:Line,P:Point):Point , die zu gegebenem Kreis und gegebe-
ner Gerade | den zweiten Schnittpunkt vonc und | ndet, wenn P der andere Schnittpunkt
ist.

other _cc_point(c1:Circle,c2:Circle,P:Point):Point , die zu zwei gegebenen Kreisety

und c; den zweiten Schnittpunkt vonc; und ¢, ndet, wenn P der andere Schnittpunkt ist.

Im Gegensatz zu obigem Beispiel lassen sich im AllgemeinenedSchnittpunktkoordinaten zweier
Kreise oder von Kreis und Gerade nicht rational durch die Augangskoordinaten ausdacken.
So erhalten wir etwa fur die Schnittpunkte zweier Kreise mit den Radienr; und r, und dem
Mittelpunktsabstand 2 u als Bedingung an die Koordinaten des SchnittpunktsP = (x1;x2) das
Gleichungssystem

P:=Point(x1,x2);

polys:={
on_circle(P,pc_circle(Point(-u,0),Point(-u-r1,0))),
on_circle(P,pc_circle(Point(u,0),Point(u+r2,0)))};

fori2+ul+2uxy+ X12+ %22 2+ u? 2uxy+ x12 + x2%g;

Zu dessen bsung

sol:=solve(polys,{x1,x2},IgnoreSpecialCases);

p
= r? ry?, . = r4+2r12r,2+8r,2u2  rp*+8r2u2  16uf
! 4u 7 4u

bereits Wurzelausdricke erforderlich sind.

Winkel und Winkelhalbierende

(Orientierte) Winkel  sind als eigensandige Objekte im GeoProver -Paket 1.3 noch nicht ent-

halten und werden sinnvoll als Tripel von Punlﬁten ,;-\ngle(A,B,C) aufzufassen sein, wobeB der

Scheitelpunkt ist und die Orientierung durch \ (BA; BC) gegeben wird. Davon zu unterscheiden
ist das Winkelma  m( ) = p3.angle (A B,O als Ma des orientierten Winkels zwischen den
Geradeng= BA und h = BC.

Als Ma werden wir den Tangens der Winkelgre e verwenden. Zwischen diesem und den Anstiegen
tan( ¢g)= 1= bzw.tan( n)= hi=hy der Geradeng = (01; 92; gz) und h = ('hs; hy; h3) besteht
folgender Zusammenhang:

tan( n) tan( g) _ githy ghy
l+tan( n)tan( ¢g) ogihi+ ghy

tan(\ (g;h)) =tan( n o) =

Dieser Ausdruck ist nicht de niert, wenn der Nenner verschwindet, also die beiden Geradeng
und h senkrecht aufeinander stehen. Wir lennen den Wert ahnlich den Teilverhaltnissen auch als
Element (g1h, g2 h1): (gih: + g2 h) 2 P! interpretieren.

Die Bedingung, dass ein PunktP (x1;X2) auf einer der beiden Winkelhalbierenden liegt, ergibt
sich damit aus folgender Rechnung

A:=Point(al,a2); B:=Point(b1,b2); C:=Point(cl,c2);
normal(p3_angle(A,B,P) - p3_angle(P,B,C));
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als universelle rationale Formel, von der wiederum nur das ¥rschwinden des Ahler von Interesse
ist. Die entsprechende Bedingung ist ein Polynom vom Grad 2n x; und X», das fur allgemeine
Punkte A;B;C 56 Terme enthalt.

Dieser Ausdruck beschreibt zwei zueinander senkrechte Gadenw; und w,, deren Parameter sich
allerdings, wie die Koordinaten der Schnittpunkte zweier Kreise, im Allgemeinen nicht rational
durch die Koordinaten der Punkte A; B; C ausdrecken lassen. Legen wir mitB:=Point(0,0) den
Scheitel des Winkels in den Ursprung, so vereinfacht sich daPolynom z zu

(a2Ci+ Ga)xi®+(2 a6 2a1C)XoX1+( Gar @ Cy) Xz
und fur die Koordinaten eines PunktesP auf der Winkelhalbierenden ergibt sich

solve(z,x1,IgnoreSpecialCases);

p
o = A0 XC 2?0 + a’C? + &’c’ + P’ |
! aCi+ Cpay z
Das GeoProver -Paket enthalt deshalb nur eine Prozeduron_bisector(P,A,B,C) , mit der ge-
preft werden kann, ob ein gegebener Punk® auf einer der beiden Winkelhalbierenden liegt.

Aufgabe 13 Vier Punkte A;B;C;D liegen nach der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes auf
einem Kreis, wenn B und D auf demselben BogeAC liegen undj\ ABCj= j\ ADC]| gilt.
Zeigen Sie, dass diese Bedingung genau auf das oben hergefei Polynom vierten Grades &hrt.

Diskutieren Sie den Fall, dassB und D auf unterschiedlichen BbpgenAC liegen. (Hinweis: Beach-
ten Sie, dasstan( )= tan( ) gilt, da mit orientierten Winkeln gerechnet wird.)

Um trotzdem den Satz vom Schnittpunkt der Winkelhalbierenden Zu beweisen, Bnnen wir
wieder zurachst die Koordinaten des Schnittpunkts P = ( X1;X2) von zwei der drei Winkelhal-
bierenden bestimmen und dann pefen, ob P auch auf der dritten Winkelhalbierenden liegt. Zur
Vereinfachung der Rechnung Xxieren wir ein spezielles Koothatensystem, in dem die Eckpunkte
des Dreiecks die folgenden Koordinaten haben:

A:=Point(1,0); B:=Point(0,0); C:=Point(c1,c2); P:=Poin t(x1,x2);
polys:={on_bisector(P,B,A,C), on_bisector(P,C,B,A)};

(* Mathematica *)

A=point[1,0]; B=point[0,0]; C=point[c1,c2]; P=point[x1 X2];
polys={onbisector[P,B,A,C], onbisector[P,C,B,Al};

Zur Bestimmung der Koordinaten von P erhalten wir das Gleichungssystem

X120 + 2 Xp €1 X1 + Cp X2 =0
2Xp+2 XpC +2 XoX1  2X2C1 X1 C2X22+ C, 2X1C+ X12C2 =0

aus zwei Gleichungen zweiten Grades,uf welche MuPAD (4.0) in der Standardeinstellung die
Lesung in RootOf-Notation zureckgibt..

vars:={x1,x2};
sol:=solve(polys,vars,IgnoreSpecialCases);

x1 A(ZZ) j Z 2 RootOf (p(z1); 1)

x22
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mit
G 4c17% 202 G+4CE722+2C72°+2 02 2c1z+2C 0z

2C1C%+ (%

A(z) =

und

+ + 4 4 43 +4
wmye gt 288188 o sdw ddrsan,
4c 4c,

Nl
St

C2 2y

Mit dieser Darstellung lasst sich wenig anfangen.
Mathematica liefert die vier L esungen als geschachtelte Wurzelauselcke zureck:

vars={x1,x2};
sol=Solve[polys==0,vars]
con=onbisector[P,A,C,B]

p
4c13  6C12+4c%2ct 4 1?2013 +2c2c12 + €12 2cp2cy + G4 + cp2cp +2¢C1 2¢p2

p
2012 201 +2c2 2 % 20183 +2cp2c12+ €12 2c02cy + Cod + 2 +1

p
+2 Cé|4 2013 2022012 + 12 2¢p2¢; + Gt + 22

18}
4}1022 2012 2c1+2c2 2 14 201342022012+ €12 2c02C1 + G4+ 02 +1

(

9
n | + 2012 2c1+2c2 2 14 2013 +2c02c12+ €12 2c02%c1 + Cd + 241
X2 : ;
8cic;  4c
q 0

1 P
X1 ! 2 2 2012 201+202 2 % 2013+20C2C1%2+ €12 202C1+ Gt + 2+ 142 :

Sezen wir die Werte #ir (x1;Xx2) der vier Lesungen in die Behauptungcon ein und vereinfachen
die entsprechenden Ausdacke, so ergibt sich in jedem Fall null.

con /. sol // Together

f0; 0; 0; Og
Maple (9.5) liefert ahnlich wie MuPAD die L esung in RootOf -Notation, allerdings enthalt auch
der Nenner der osung die algebraische VariabldJ;.

vars:={x1,x2};
sol:=solve(polys,vars);
P1:=subs(sol,P);

C 2U1+2C1U1_

Py = :
! 2(cc Uy)

U;

mit

4c, 7%+ 82 8c2+8¢ Z8+

U; = RootOf 4CiCr+4Cl2C, 40 +40° Z2+402Z o

3 L

Hinter U; verbergen sich vier losungen, deren einzelne Untersuchung in dieser Form schwig ist.
Expandiert man den RootOf -Ausdruck, so liefert Maple eine (noch)ebersichtliche Form mit vier
doppelt geschachtelten Wurzelausdacken
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soll:=[allvalues(sol)];
PValues:=map(u->simplify(subs(u,P)),soll);

Zum Beweis des Satzesber die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden kennen wir die vier fur P
berechneten Werte wieder in die Bedingungon_bisector(P,A,C,B)  einsetzen unduberprefen, ob
der so entstehende (nicht mehr nur rationale) Ausdruck zu Nui vereinfacht:

map(u->on_hisector(u,A,C,B),PValues);

[0;0;0; 0]
Allerdings lassen sich geschachtelte Wurzeln nicht immer & problemlos vereinfachen. Au erdem
steht eine Interpretation des Ergebnisseshnlich dem Mechanisierungssatz ¥fr Geometriesitze
vom konstruktiven Typ noch aus. Die Rechnungen verlassen de Polynomring R in Richtung
algebraischer Erweiterungen.
Es ergibt sich nun die Frage, ob auch ohne explizite Auesung der Gleichung éir x, in Wurzelaus-
drecke nachgewiesen werden kann, dass jede der viepsungen auch Nullstelle der Gleichung

on_hisector(P,A,C,B);

2C13 X2 Cl3 2C12 Co X1 2C12X1 Xp +2 C12 X1+2¢C C22 X2 C1 C22 +2C0C X12
2C;|_C2X22 C1X12+ C;|_X22 2C23X1+2C22X1X2+2C22X1 2Cy X1 X2

ist. Derartige Fragen wollen wir im nachsten Abschnitt genauer formulieren und studieren.

Hier sei noch angemerkt, dass man Winkelhalbierende mit eem anderen Konzept auch als geo-
metrische Objekte vom konstruktiven Typ einfehren kann.

Aufgabe 14 Zeigen Sie auf folgende Weise, dass sich die Winkelhalbiegen in einem Punkt
schneiden:

A und B seien gegeben un®d sei der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden ausA und B. Dann
ist C der Schnittpunkt der Geraden, die ausAB durch Spiegelung anAD bzw.BD hervorgehen.
CD ist genau dann Winkelhalbierende, wenmAC bei Spiegelung arCD in BC wubergeht.

Sie konnen dazu dieGeoProver -Funktion symline verwenden.

4.2 Geometrische S atze vom Gleichungstyp
Alle unsere Geometrietheoreme hatten die folgende GestaliGegeben ist

eine konstruktiv gegebene (rationale oder polynomiale) gemetrische Kon guration K mit

O(X) als universeller Realisierung der Startkon guration und daraus abgeleitet universelle
Formeln fur die Endkon guration Og(X) = K(O), was wir im Weiteren als allgemeine
geometrische Kon guration (AGK) bezeichnen;

eine Menge von polynomialen geometrischen Bedingungen mRolynomen

in den Variablen X als universellen Formeln, die weitere implizite Abrangigkeiten zwischen
den Elementen der Kon guration g beschreiben und die wir alsallgemeine geometrische
Voraussetzungen(AGV) bezeichnen;

eine (oft nicht explizit bekannte) polynomiale Nichtdegenerationsbedingung mit universeller
Formel h 2 R fur die Gulltigkeit der Schlussfolgerung, die wenigstens die Ausihrbarkeit von
K garantiert, sowie
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eine polynomiale geometrische Bedingung mit universelleFormel g 2 R, welche die Folge-

rung des Satzes algebraisch kodiert.

De nition 11  Als Geometriesatz vom Gleichungstypbezeichnen wir dann eine Aussage der fol-

genden Gestalt:

In jeder durch eine Substitution X = X, erzeugten speziellen Realisierunddg =

Ok (Xo), die nicht degeneriert ist (fur welche a

Isoh(Xp) 6 0 qilt) und die AGV

erfullt (wenn also X, eine gemeinsame Nullstelle der Polynomé 2 F ist), gilt die

geometrische Folgerung (d. hX, ist auch eine Nu
0

AN
8Xp2K" @ f(Xq)=0 " h(Xo)
f2F

Wir schreiben fer einen solchen Satz auch kurzE=h)

Betrachten wir zum Abschluss dieses Punktes einen
weiteren geometrischen Satz, den wir als Satz vom
Gleichungstyp formulieren kennen. Es handelt sich

um das folgende

Schmetterlingstheorem  [2, S. 31]:

Auf einer Kreislinie mit dem Mittelpunkt O seien
vier Punkte A;B;C;D gegeben.P sei der Schnitt-
punkt von AC und BD . Die Senkrechte auf der Ver-
bindungslinie OP schneide die SeitenAD und BC

(die ,Schmetterlings ®mgel) in den Punkten F und

G. Dann qilt jPFj = jPG;j.

Wir wollen bei der Herleitung einer algebraischen Form

lIstelle vong).
1

60A ) g(Xo)=0

9).

diess Satzes zugleich zwischen (in einem

spater zu prazisierenden Sinne),unabhangigen\ Variablen u;, deren Wert frei wahlbar ist, und
~abhangigen\ Variablen x;, deren Wert sich eindeutig oder endlich vieldeutig aus den lgebraischen
Bedingungen und bereits xierten Werten ergibt, unterscheiden.

Sei dazuO der Koordinatenursprung und A = (ug4; 0) auf der x-Achse gelegenB; C und D seien
drei weitere Punkte auf dem Kreis. Je eine Koordinate kann fei gewahlt werden, die andere ergibt
sich aus der Kreisgleichung. Die Punkte seien als8 = (uj;X1); C = (Uz;X2) und D = (us;X3).
P = (x4;Xs) ergibt sich dann eindeutig als Schnittpunkt, ebenso wie dé Senkrechteh und die
Punkte F = (Xg; x7) und G = ( Xg; Xg). Insgesamt erhalten wir folgende algebraische Formuliemg

unprotect(O): unprotect(D):

0O:=Po0int(0,0); A:=Point(u4,0);

B:=Point(ul,x1); C:=Point(u2,x2); D:=Point(u3,x3);
P:=Point(x4,x5);

F:=Point(x6,x7); G:=Point(x8,x9);
c0:=pc_circle(O,A);

h:=ortho_line(P,pp_line(O,P));

polys:= { on_circle(B,c0), on_circle(C,c0), on_circle(D
is_collinear(B,D,P), is_collinear(A,C,P),
on_line(F,h), is_collinear(A,D,F),
on_line(G,h), is_collinear(B,C,G)};

con:=sqrdist(P,F)-sqrdist(P,G);

100)1
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n
polys=  ui®+ x12  ug® U+ X% us® us?+ xa?  us?

U1 X3 Ui1Xs UzXz+ U3Xs+ X4X1 XgX3; UsgXz UsaXs+ Ux2Xs  XgX2;

XaXe XsX7+ Xs%+ X4% UsgXz  UgX7+ U3X7  XeXa;
(0]

X4Xg XgXg+ X52 + X42; U X2 UpXg UoxXp+ UpXg+ XgXp XgXo

CON= Xg2 2XaXg+ X722 2X5X7 Xg2+2 XaXs Xg2 +2 Xs5Xg

Das Gleichungssystem hat eine recheberschaubare Struktur. Die Anzahl der abhlangigen Varia-

und quadratisch in xj3;X2; X3 sind. MuPAD' ssolve kann mit diesem Gleichungssystem schon
nichts mehr anfangen.

vars:=[x.i$i=1..9];
sol:=solve(polys,vars,IgnoreSpecialCases);

Maple 9 liefert zwar noch eine,Lesung\ mit drei RootOf -Symbolen

vars:={seq(cat(x,i),i=1..9)};
sol:=[solve(polys,vars)];
nops(sol);

mit der es aber diesmal auch nichts mehr anfangen kann:

map(u->normal(subs(u,con)),sol);

in diesem Fall als einfache Quadratwurzeln berechnen lasseso liefert Maple zwar 8 Lesungen
zureck, kann aber auch mit ihnen nichts mehr anfangen, selbst wen der machtige Simpli kations-
algorithmus evala fur algebraische Ausdeicke angeworfen wird.

soll:=map(allvalues,sol);
nops(soll);
map(u->normal(subs(u,con)),soll);
map(u->evala(subs(u,con)),soll);

Der lineare Teil des Gleichungssystems kannper Hand\ gelest, aber auch durch eine sarker
konstruktiv formulierte AGK eliminiert werden. W ahlen wir etwa F und G als Geradengleiter und
P als Schnittpunkt der Geraden AC und BD sowieF und G als Schnittpunkte mit h, so beretigen
wir nur 3 Gleichungen, um das Problem zu formulieren

# ==> Butterfly_b
0:=Point(0,0); A:=Point(u4,0);
B:=Point(ul,x1); C:=Point(u2,x2); D:=Point(u3,x3);

P:=intersection_point(pp_line(A,C), pp_line(B,D));
c0:=pc_circle(O,A);

h:=ortho_line(P,pp_line(O,P));
F:=intersection_point(pp_line(A,D),h);
G:=intersection_point(pp_line(B,C),h);

polys:= { on_circle(B,c0), on_circle(C,c0), on_circle(D ,c0)};

con:=numer(sqrdist(P,F)-sqgrdist(P,G));
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Allerdings verlagert sich damit das Problem nur, denn der Awsdruck fur con ist nun deutlich
komplizierter geworden und enthalt MUPAD kann diesen rationalen Ausdruck schon nicht mehr
berechnen..

Maple liefert fur con einen Ausdruck mit length (con) = 548 465 Termen.

vars:={x1,x2,x3}
sol:=[solve(polys,vars)];

nops(sol);
map(u->normal(subs(u,con)),sol);
soll:=map(allvalues,sol);
nops(soll);
map(u->normal(subs(u,con)),soll);

Maple kann auch in dieser einfachen Formulierung die Behauping nicht veri zieren, obwohl die
Lesungsmengeaol; nur einfache Quadratwurzeln enthalt. Erst der starkere Simpli kationsoperator
evala vereinfacht das Polynom, welches die geometrische Behaumtg kodiert, zu Null, wobei die
Variante sol deutlich schneller abgearbeitet wird als die Variantesoll .

Dasselbe gilt #ir Mathematica und erst recht MuPAD. Einzig Reduce kann eineleicht modi zierte
Algebraisierung mit 5 Gleichungen & und G werden als Geradengleiter auAD bzw. BC angesetzt,
sieheButterfly _c) in vernunftiger Zeit zu einem Ende bringen.

Das Schmetterlingstheorem ésst allerdings auch eine konstruktive Formulierung zu, wan wir zur
De nition der Punkte B;C;D eine (rationale) Parametrisierung des Kreises verwenderDiese er-
gibt sich, wenn wir durch einen bekannten Punkt auf der Kreidinie Sekanten zeichnen und die
Koordinaten des jeweils zweiten Schnittpunkts in Abhangigkeit vom Anstieg dieser Sekante aus-
drucken. Wir hatten das weiter oben bereits am Beispiel der Fufation other _cl _point besprochen.
Fur den Einheitskreis x? + y? = 1 und den Referenzpunkt ( 1;0) ergibt sich fur die Koordinaten
eines Kreisgleiters folgende Formel

O:=Point(0,0);
A:=Point(-1,0);
kreis:=pc_circle(O,A);
line:=pp_line(A,Point(0,r));
other_cl_point(A kreis,line);

r2 1 2r
r2+1" r2+1
Sind O und A Punkte in allgemeiner Lage, so ergeben sich nur leicht komdiertere Formeln,

die in der GeoProver -Funktion circle_slider(O,A,u) implementiert sind. Das entsprechende
algebraische Problem kann mit demGeoProver -Paketund jedem der Target-CAS gebst werden.

O:=Point(0,0);
A:=Point(u4,0);

B:=circle_slider(O,A,ul);

C:=circle_slider(O,A,u2);

D:=circle_slider(O,A,u3);
P:=intersection_point(pp_line(A,C), pp_line(B,D));
c0:=pc_circle(O,A);

h:=ortho_line(P,pp_line(O,P));
F:=intersection_point(pp_line(A,D),h);
G:=intersection_point(pp_line(B,C),h);

con:=normal(sqrdist(P,F)-sqrdist(P,G));
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4.3 Geometrietheoreme vom linearen Typ

Unsere generelle Vorgehensweise zum Beweis geometriscBetze vom Gleichungstyp wird sein,
megliche Belegungen der Variablen der universellen Realisiung der Startkon guration ,,schritt-
weise\ zu denken. Wir werden zumchst einen Teil von ihnen, die,unabhangigen Variablen\,
mit beliebigen (zulassigen) Werten belegen, und daraus die (endlich vielen) Begungen #ir die
verbleibenden ,abhangigen\ Variablen, welche die zustzlichen Gleichungenf 2 F respektieren,
bestimmen.

Untersuchen wir zunachst den einfachsten Fall von Geometrietheoremen vom Glehungstyp {

solche, die auf lineare Gleichungssyteme in den alsimgigen Variablen ®hren. Satze vom konstruk-
tiven Typ lassen sich als solche Geometrietheoreme form@ien und meist gilt auch die umgekehrte
Aussage.

Betrachten wir als Beispiel denSatz von Desargue :

A:=Point(ul,u2); B:=Point(u3,ud); C:=Point(u5,u6);
P:=Point(u7,u8); Q:=Point(u9,x1); R:=Point(x2,x3);

polys:={is_parallel(pp_line(A,C),pp_line(P,R)),
is_parallel(pp_line(B,C),pp_line(Q,R)),
is_parallel(pp_line(A,B),pp_line(P,Q))};

con:= is_concurrent(pp_line(A,P),pp_line(B,Q),pp_lin e(C,R));

Die drei Gleichungen zur Bestimmung der ablengigen Parameter sind linear inxi;Xz;X3. Als
Lesung ergeben sich rationale Funktionen inu, die, in die Behauptung con eingesetzt, diese zu
Null vereinfachen (MuPAD).

sol:=solve(polys,{x1,x2,x3});
map(sol,u->normal(subs(con,u)));

UouU7 UgUg UoUg+ UzUg UgU7+ UgUg

X1

us W
X, = Ui Ug UzU7+ UsU7 UsUg
up Us
X3 = UoU7 UgUg UoUg+ UzUg UgU7 + UgUg
us Uy

Bei der Auswahl der unabhangigen und ablangigen Parameter sind wir dem konstruktiven Ansatz
gefolgt. Statt dessen loennte man auch versuchen, drei andere der Parameter als akhgig zu
deklarieren, etwa

P:=Point(u7,x1); Q:=Point(u8,x2); R:=Point(u9,x3);

polysl:={ is_parallel(pp_line(A,C),pp_line(P,R)),
is_parallel(pp_line(B,C),pp_line(Q,R)),
is_parallel(pp_line(A,B),pp_line(P,Q))};

Auch hier erhalten wir drei Gleichungen, die linear in den ak abhangig deklarierten Variablen
X1;X2; X3 sind. Allerdings ist die entsprechende lbsungsmenge leer:

sol:=solve(polysl1,{x1,x2,x3});

Geht man etwas vorsichtiger zu Werke, bst zunachst die beiden ersten Gleichungen nachx;
und x» auf und setzt diese Werte dann in die dritte Gleichung ein, umdiese schlie lich nachxs
aufzulesen, so erkennt man, dass dorxs bereits nicht mehr enthalten ist, sondern eine Gleichung
vierten Grades in u entstanden ist, die Parameter also nicht unablngig sind wie angenommen.
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sol:=solve({op(polys1,1..2)},{x1,x2});
normal(subs(polys[3],sol[1]));

Uz Uz U32+ Ug U52Ug+ U12U6 Ug Us U7 U32+ U32U6 Ug U12U4 Ug U2 Ug U32 Ug Uz U52+
Us U12U8 Ue U12U8+ uz Uz U52 2UsU1UgUs + Ug Ui UgUs Uz U52U8+ U1 Us Us Ug
Uz Ug Us Ug U2 Uz Up Ug + U2UsUzUg + Uz UsU3Us Uz Uz Ug U7 + U3 Ug U7 Us §
2U3 U2 U7Us + Uz Ujp Ug U7 2U3 U7 UgUg + U3 Ug UpUg + UsUjg Ug Uy Us U1 Ug U7
Us U1 U2 Ug + Us Ug U7 U3z + Us U Ug U3z + Uz U3z Ug Ug + U1 Us Ug Ug Uz Us Ug Ug
(us us)(up Us)

Untersuchen wir nun allgemein, was maneber Geometrietheoreme vom Gleichungstyp aussagen
kann, in denen die ablangigen Parameterx linear von den unabhangigen Parameternu abhangen.
Solche Geometrietheoreme wollen wir al$atze vom linearen Typbezeichnen.

Das entsprechende Gleichungssystem hat die Gestalt
Gj (U)X + Cio(u)=0; i=1;::1;m
i=1
Seine Losbarkeit hangt ganz wesentlich von der Determinante
D(U) = detJ-Cij (u)ji;j =1;:5m

ab. Genauer hat das Gleichungssystemef jede Belegung der Parameteru, fur die D(u) 6 0
gilt, eine eindeutige Lesung, die man nach der Cramerschen Regel in der Form; = x;(u) =
Di(u)=D(u) 2 k(u) ausdrucken kann.

Fer obiges Beispiel &sst sich die Koe zientenmatrix wie folgt extrahieren (MuP AD):
vars:=[x1,x2,x3];

l:=map([op(polys)],p->map(vars,u->coeff(p,u,1)));
KoeffMat:=Dom::Matrix()(1);

0 1
us Uug 0 0
@u; us us Uug uz+ usA
0 U, Usg Ui + Us

Deren Determinante ist ein Polynom mit der Faktorzerlegung
factor(linalg::det(KoeffMat));

(ug uz)(ugus U2U3 ULUs+ UpUs+ UzUs UgUs)

Der zweite Faktor kodiert die geometrische Nichtdegenerabnsbedingungis _collinear(A,B,C)
und lie sich in obiger Formel sol o ensichtlich herauskeirzen. Der erste Faktor kodiert die Nicht-
degenerationsbedingungi; 6 uz, denn ausu; = uj folgt zwingend u; = ug, so dass in diesem Fall
die ,,unabhangigen\ Variablen nicht mehr unabhangig belegt werden lennen.

Fer D(u) 6 O erhalten wir universelle Formeln x;(u) fur die abhangigen Variablen, die wir wie
im Fall der Satze vom konstruktiven Typ in die Behauptung g(x;u) einsetzen lennen. Die so
entstehende rationale Funktiong(x(u); u) in den Variablen u kennen wir vereinfachen und erhalten
ahnliche Alternativen:

1) Fehrt die Simpli kation auf das Nullpolynom, so ist f ur alle zulassigen Spezi kationen der
unabhangigen Variablen (d.h. solche, @r die D (u) 6 0 gilt) der Satz richtig.

2) Ergibt die Simpli kation eine nicht verschwindende rati onale Funktion ggﬁg 6 0, so ist der Satz

fur fast alle Spezi kationen falsch und hechstens unter der zustzlichen VoraussetzungP (u) = 0
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richtig. Er gilt also dann nur, wenn zwischen den als unablengig angenommenen Variablen eine
Abhangigkeit besteht.

3) Ist schlie lich bereits D (u) identisch Null, so gibt es einek(u)-lineare Kombination der Zeilen
der Koe zientenmatrix zum Nullvektor

i(W)gj (u)=0;j=1;:::;m
I
. P . . - . . .
Dann ist entweder ; ;(u)cio(u) & O eine nichttriviale algebraische Relation zwischen den n-
abhangigen Variablen oder aber auch die erweiterte Koe zientenmatrix hat eiber k(u) einen Rang
kleiner als m, d.h. eine der ablangigen Variablenx; kann frei gewahlt werden. In beiden Fallen
sind die Voraussetzungen nicht eingehalten.

Satz 16 (Uber das mechanisierte Beweisen geometrischem&e vom linearen Typ):
Sei(F) 9) Ein Satz vom linearen Typ und(u;x) eine Aufteilung der Variablen der universellen

Realisierung O in bgzl. F unabhangige und ablngige.

Ist D (u) nicht identisch Null, so ist u eine maximale Menge unabaingiger Variablen und der Satz
gilt unter der NichtdegenerationsbedingungD (u) 6 0 genau dann, wenng(x(u);u) als rationale
Funktion in k(u), die durch Substitution der eindeutig bestimmten bsungx = x(u) 2 k(u)™ von
F in g(x;u) entsteht, identisch Null ist.

Fur Satze vom linearen Typ ist die Nichtdegenerationsbedingungnicht Teil der Formulierung
des Satzes und damit der Giltigkeitsbereich des Satzes nicht vorgegeben. Dies ist pisch fer
geometrische &tze vom Gleichungstyp:

De nition 12 Ein geometrischer Satz vom GleichungstygF ) g) heit im Allgemeinen gultig,
wenn es eine polynomiale Nichtdegenerationsbedingurig2 R gibt, so dass(F=h) g) gultig ist.

Wie im Beispiel des Satzes von Desargue kann es sein, dass 8iedingung D (u) 6 0 eine Reihe
geometrisch relevanter Ralle ausschlie t. Die Ausnahmemenge wird jedoch durch einalgebraische
Bedingung auf die unabhangigen Variablen beschrieben, ist alsqklein\. Oft kann durch ein wei-
teres geometrisches Argument der Satzefr einen relevanten Teil der Ausnahmemenge auf einen
nicht degenerierten Fall zurackgekihrt werden. Sind etwa in der obigen Formulierung des Satzes
von Desargues die GeraderAB und P Q parallel zur y-Achse, aberA;B;C nicht kollinear, so
kann durch eine Drehung die Realisierung der Kon guration in eine andere Realisierungiberfehrt
werden, die sich nicht in einer Ausnahmelage be ndet.

Aufgabe 15 Beweisen Sie auf diesem Weg den Satz des Apollonius: In einerechtwinkligen
Dreieck liegen die drei Seitenmitten und der Hhenfu punkt auf die Hypotenuse auf einem ge-

meinsamen Kreis.

Aufgabe 16 Beweisen Sie auf diese Weise den Satz von Pappus.
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5 Grebnerbasen und generisch g ultige Geometrietheoreme

5.1 Ideale und Nullstellenmengen.
Korrespondenzsatz und Zerlegungssatz

Zur Untersuchung der Nullstellenmengen (nicht linearer) polynomialer GleichungssystemeF =

der Koe zientenmatirx eines linearen Gleichungssystems ezeugt wird { zu invarianten Objekten,
den Idealen im RingR = k[x], eber.

De nition 13 Als von den Polynomenf 2 F erzeugtes Idealld(F) bezeichnet man die Menge
aller polynomialen Linearkombinationen
8 9
< X =
Id(F) = ref :re 2R
T f2F ’

von Elementen ausF.

Da R ein Ring ist, kann man alle angegebenen Operationen ausfiren. Es entsteht eine Menge, die
abgeschlossen ist bzgl. Addition, Subtraktion und Verviefachung mit Elementenr 2 R. Diese Ei-
genschaft charakterisiert Ideale zugleich. Zur Bestimmug der Nullstellenmenge ist es unerheblich,
ob man von der MengeF oder aber vom Idealld(F) ausgeht.

Auf den Idealen eines RingesRR sind folgende Operationen neglich:

Summe zweier Ideald 1;12 21 (R):

I1+1l,=fa+b2R : a2l3; b2 1,9
Produkt zweier Idealel1;1, 21 (R):

X
l1 lo=F & k2R : a2 11; b 2120
k

Durchschnitt 11\ 1, zweier Idealel1;12 21 (R).
Idealquotient eines Idealsl 2 |1 (R) bzgl. eines Polynomsf 2 R:

| :f =fg2R : f g2lg

Stabiler Idealquotient eines Idealsl 2 | (R) bzgl. eines Polynomsf 2 R:

| :f =fg2R : 9nf" g2lg

Eine Menge, die sich als Nullstellengebilde
V(F)= V(Id(F))= fa=(a;;:::;a,)2C" : 8f 2Ff(a)=0g

eines Sytems von Polynomert darstellen lasst, bezeichnen wir alsa ne Variet at.

Im Gegensatz zur linearen Algebra lonnenverschiedeneldeale dieselbe a ne Varietat de nieren.
Das hangt damit zusammen, dass Ideale eigentlich Nullstellenmegen mit deren Vielfachheiten
verkerpern. So besteht etwa aus Sicht der Nullstellen kein Unteschied zwischen den Mengen
F1 = fx+1;y 1gund F, = f(x +1)%;(y 1)%g, aus Sicht der Ideale schon. Sei deshalb
rad(l) das gre te Ideal, welches dieselbe Nullstellenmenge/(1) wie | (uber einem algebraisch
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abgeschlossenem &rper) hat. Dieses Ideal bezeichnet man auch als daRadikal von | . Ideale, die
mit ihrem Radikal ubereinstimmen, bezeichnen wir auch alfRadikalideale Nach dem Hilbertschen
Nullstellensatz gilt

rad(I)= ff 2R : 9k> 0f* 2 Ig:
Der Hilbertsche Nullstellensatz behandelt den in gewissensinne prototypischen Spezialfall, dass
V()= qgilt:

Satz 17 (Hilberts Nullstellensatz) Ist K ein algebraisch abgeschlossenerefper und V(1) =
;,soqgilt12 1, d.h., I ist das triviale Eins-ldeal.

Dieser Satz verallgemeinert den Fundamentalsatz der Algeata, dass jedes nicht triviale Polynom
in  eine Nullstelle besitzt.

Ist umgekehrt Z A" eine Teilmenge des a nen Raums, so bezeichnen wir mit
I(Zz)=ff 2R : 8222f(z)=0g¢g

das Radikalideal der Polynome, die aufZ verschwinden.

Zwischen a nen Variet aten und Radikalidealen besteht eine eineindeutige inklusnsumkehrende
Korrespondenz, die in der Vorlesung \Gmbnerbasen und deren Anwendungen™ als Korrespondenz-
satz bewiesen wird:

Satz 18 (Korrespondenzsatz)V und| sind zueinander inverse, inklusionsumkehrende Korrespen
denzen zwischen den a nen Varietmten im A" und den Radikalidealen inR, die Durchschnitte der
Nullstellenmengen in Idealsummen und Vereinigungen der Nistellenmengen in Idealdurchschnitte
eberfuhren, d.h.

1. die Bilder unter V sind genau die a nen Variet aten im A",

2. die Bilder unter | sind genau die Radikalideale inR,

3. fur jede TeilmengeW 2 A" ist V(I (W)) die kleinste a ne Variet at, die W umfasst (deren
a ner Abschluss),

4. fur jedes IdealJ R qilt 1 (V(J)) = rad(J),

5.1 12) V(1) V(l2),

6. Vi Vz) (V1) [1(Va).

7. V(1 + 1) = V(|1)T V(I2) und

8. V(1: 12)= V(lx | 12)= V(1) V(12).

Ohne Beweis. Siehe Vorlesung \Gebnerbasen und deren Anwendungen”.

De nition 14  Eine ane Variet atV heit irreduzibel, wenn sie sich nicht als Vereinigung zweier
echt kleinerer Varietaten darstellen ksst, d.h. wenn

V:V]_[Vz) V:V10derV:V2
gilt.

Ist V eine solche irreduzible Varieat und verschwindet das Produkt fg auf ganzV, so muss
bereits einer der Faktoren aufV verschwinden. In der Tat, wegen

(VAVED T (VI V()= VN (V)L V()= V\ V(fg)=V

ware das eine Zerlegung in kleinere Variatten. Das Verschwindungsideall = 1 (V) ist also ein
Primideal.
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Satz 19 In einem Polynomring lasst sich jedes Radikalideal als Durchschnitt endlich viet Prim-
ideale darstellen.

Jede ane Variet at V ist die Vereinigung von endlich vielen irreduziblen Variesten V = [ V;.

Ohne Beweis. Siehe Vorlesung \Gebnerbasen und deren Anwendungen”.
Die Teilvarietaten V; bezeichnet man auch als digrreduziblen Komponentenvon V. Wird etwa
die Varietat V = V(f) durch eine Gleichungf gegeben und istf = pi* ::: pi die Zerlegung
dieses Polynoms in Primfaktoren, soésst sichV zerlegen als

k

[
V()= V(p):

i=1
Es kann sein, dass geometrisches®ze nur auf einigen Komponenten eines Nullstellengebildegeltig
sind, wahrend andere Komponenten degenerierten Lagen entspreane

Eine vollstandige Zerlegung in irreduzible Komponenten ist meist schierig. Oft genegt eine teil-
weise Zerlegung in degenerierte und nicht degenerierte Tei

5.2 Idealtest, Normalformen und Gr ebnerbasen

Die Frage, ob ein Polynomg auf den gemeinsamen Nullstellen der Polynomé 2 F verschwindet,
lasst sich also als Idealenthaltenseinsproblemg 2 1d (F)? umformulieren, da Ideale Id(F), die
aus geometrischen Fragestellungen entstehen, meist beteiRadikalideale sind.

Bei der algorithmischen Umsetzung solcher ldealenthalteseinstests spielen Normalformen und
Grebnerbasen eine zentrale Rolle. Fixieren wir dazu zurchst wieder die erforderliche Begri ich-
keit:

Termmonoid, welches mit einer Termordnung, also einer linaren, mongjonen, noetherschen Ord-

nungsrelation versehen ist. Die Terme eines Polynoms & f (x) = iN:O GXx ' 2 R seien so
angeordnet, dass in der xierten Termordnung x > x i fur i < j gilt. Bezeichne weiter
T(f):= fx ;i =0;:::;Ng die Menge der in der Darstellung vonf auftretenden Terme. Dann

kennen wir die folgenden Begri e de nieren:

den Leitterm It(f) := x o,

den Leitkoe zienten Ic(f) = ¢,

das LeitmonomIm(f) = Ic(f) It(f),
das Reduktumred(f):= f Im(f).

Fer eine MengeB R von Polynomen bilden die Vielfachen der Leittermelt(b);b 2 B; das
Monoid-ldeal ( B) := (It(b) : b2 B) T. Mit diesen Begri en kann man eine Erweiterung der
Division mit Rest von Polynomen einfehren, indem ein Polynomf 2 R so lange reduziert wird,
so lange einer der Terme durch den Leitterm eines der Polynomb 2 B teilbar ist. Das Ergebnis
dieser Reduktion bezeichnet man als (vollsindige) Normalform r = NF (f; B ) des Polynomsf

bzgl. B. Die Terme t 2 ( B) bezeichnet man dabei auch alsNichtstandardterme, da sie weiter
reduziert werden kennen. Die Termet 2 N(B) = T n ( B) hei en Standardterme

Algorithmus, der fur jedes Polynomf 2 R nach endlich vielen Schritten eine Darstellung

f=vib+ i+ vy +r

termen bzgl.B istund It(f) It(viky) fur alle i gilt.
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Dieser Normalform-Algorithmus ist in den verschiedenen CA (oft nur fur eine eingeschankte
Auswahl von Termordnungen) implementiert. In MUPAD muss dazu in den Datentyp poly um-
gewandelt werden. Fur weitere Anwendungen setzen wir dabei gleich den Koe ziertenbereich auf
einen sehr allgemeinen Wert und die Termordnung aut.exOrder.

DEF:=Dom::ExpressionField(normal):
NF:=proc(f,polys,vars)
begin
expr(groebner::normalf(poly(f,vars,DEF),
map(polys,u->poly(u,vars,DEF)), LexOrder));
end_proc:

Bei der Berechnung einer Normalform wirdf nur um ein Element aus dem Ideall = 1d(B)
abgeandert. Dafur konnen wir die aus der Zahlentheorie bekannte Notation der Retklassen ver-
allgemeinern:

De nition 15  Zwei Polynomef;g 2 R heien kongruent modulo dem Ideall, wennf g2 |
gilt. Wir schreiben in diesem Fallf g (mod I).

Mit Kongruenzen kann man genauso rechnen, wie wir das von Rédassen ganzer Zahlen gewohnt
sind. Insbesondere giltf 2 1d(B), wenn wir NF (f; B ) = 0 nachweisen kennen. Die Umkehrung
dieser Aussage gilt nicht allgemein, da dir beliebige B eine solche Normalform nicht eindeutig
bestimmt ist, sondern vom Reduktionsweg ablangen kann.

Diese Mehrdeutigkeit wird beseitigt, wenn man vonB zu einer GrebnerbasisG = GBasis(B)

ebergeht. Grobnerbasen zeichnen sich durch eine Reihe zueinandequivalenter Eigenschaften
aus:

Satz 21 (Charakterisierungssatz f  ®r Gr ebnerbasen) Folgende Bedingungen an eine Basis
G eines ldealsl R sind aquivalent:

1. G ist eine Grobnerbasis vonl, d.h. esgilt ( 1)= ( G).
2. Fur jedes Elementf 2 | und jede Reduktionsstrategie giltNF (f;G) =0.
3. Jedes Elementf 2 | hat eine Darstellung

X
f=" g mit 8i(It(f) It(hig)):
gi2G

4. Die Standardterme N (G) bilden eine Vektorraumbasis des FaktorringsR=I, d.h. jedes Ele-
ment f 2 R besitzt eine eindeutige Darstellung

X
f Cmm (mod I)
m2N (G)

mit cm 2 k.

Ohne Beweis. Siehe Vorlesung \Gebnerbasen und deren Anwendungen".

Fur derartige Basen giltalsoNF (f;G)=0 , f 2 | und das Ergebnis der Normalformberechnung
ist unabhangig vom gewahlten Reduktionsweg.

Die Berechnung von Gmebnerbasen ist ebenfalls in den verschiedenen CASeff eine eingeschankte

Auswahl von Termordnungen) implementiert. Wir wollen den in MuPAD verf eigbaren allgemeinen
Algorithmus groebner fur unsere Zwecke kon gurieren (Grundbrereich ExpressionField und

Termordnung LexOrder { beides aus E zienzgrenden nicht die Defaulteinstellung).
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DEF:=Dom::ExpressionField(normal):
GBasis:=proc(polys,vars)
begin
expr(groebner::gbasis(map(polys,u->poly(u,vars,DEF) ),LexOrder));
end_proc:

Fur geometrische &tze vom Gleichungstyp kwnnen wir damit das folgende hinreichende Beweis-
kriterium formulieren:

Satz 22 Gilt NF (g h;GBasis(F)) =0, so ist der Satz[F=h) ¢] gultig.

Wenden wir dieses hinreichende Kriterium zum Beweis einesapmetrischen Satzes vom Gleichungs-
typ an.

Beispiel 1 Arnon-Beispiel ([1, S. 267]): Gegeben sei ein QuadraABCD und der Punkt P auf
der Parallelen zuBD durch C mit jBP j = jBDj. Sei ferner Q der Schnittpunkt vonCD und BP .
Man zeige, dass danrjDP j = jDQj gilt.

Eine Lesung in einem speziellen Koordinatensystem geht von dreiafiablen aus:

unprotect(D):
A:=Point(0,0); B:=Point(1,0); C:=Point(1,1); D:=Point( 0,1);
P:=Point(x1,x2); Q:=varpoint(C,D,x3);

polys:={ on_line(P,par_line(C,pp_line(B,D))),
sqrdist(B,D)-sqgrdist(B,P), on_line(Q,pp_line(B,P))};
con:=sqrdist(D,Q)-sqrdist(D,P);

Wir erhalten als Idealbasis
polys = X1+ Xo 2 X12+2X1 X22+1;1 XoXz Xi

und als Behauptung

2

con= X122 X22+2Xy+ X3°  2X3

Die folgende Rechnung zeigt den Unterschied zwischen der Mgendung der Ausgangspolynome
und einer Grebnerbasis:

vars:=[x1,x2,x3];
NF(con,polys,vars);

X3 2x3+4X%p; 5

da bzgl. der lexikogra schen Termordnung im Ausgangssystm polys nur Vielfache von x; als
Leitterme auftreten. Mit der zugeherigen Grebnerbasis

gb:=GBasis(polys,vars);

X32 A4xz+1:2%,+ X3 3;2X; X3 1

liefert die entsprechende Normalform

NF(con,gb,vars);
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Null und damit einen Beweis der Behauptung.

Allerdings ist es schwierig, die genauen Koordinaten der Pokte P und Q zu bestimmen, denn
das Polynomx3z?+2 x3 2 aus der Gebnerbasis hatzwei Nullstellen fur x3 (aus denen sich dann
jeweilsx;1 und x, aus den beiden folgenden Gleichungen eindeutig ergibt). Haliese zweite Losung
eine geometrische Bedeutung oder ist sie degeneriert? Eiregauerer Blick auf die geometrische
Kon guration zeigt, dass wir die zweite Lesung schlichtwegebersehen haben.

Allerdings war dieses Beispiel besonders einfach, weil irhin alle Variablen durch Gleichungen
gebunden waren. Fir allgemeinere Beweisschemataalft der vorgestellte Ansatz meist nicht so
glatt durch.

Beispiel : Betrachten wir noch einmal den Satz vom Schnittpunkt der WinkelhalbierendenIn
dessen Beweisschema treten vier Variable auf.

A:=Point(0,0); B:=Point(1,0); C:=Point(c1,c2); P:=Poin t(x1,x2);
polys:={on_bisector(P,A,B,C), on_bisector(P,B,C,A)};
con:=on_hisector(P,C,A,B);

Die Grebnerbasis (bzgl. der lexikogra schen Termordnung)

vars:=[x1,x2,c1,c2];
gh:=GBasis(polys,vars);

enthalt vier Polynome. Leider kann damit nicht bewiesen werden,dass der Satz gilt, denn die
Normalform von con reduziert nicht zu Null.

NF(con,gb,vars);

2X2 C 2C1 X2 2X1X2+2CrXq

Allerdings reduziert das folgende Produkt zu Null:
NF(((c1-1)"2+c272)*con,gb,vars);

Damit gilt der Satz [F=h ) g] unter der Nichtdegenerationsbedingungh = (¢; 1)?+ c. Deren
Herkunft bleibt an dieser Stelle naterlich im Dunkeln. ®ber den reellen Zahlen entsprichth = 0
dem Fall ¢; = 1;¢, = 0, also der degenerierten SituationB = C, in welcher die GeradeBC als
Schenkel der beiden Winkel inpolys entartet.

Eine spezielle Anwendung von Gebnerbasen ergibt sich aus folgendetlberlegung: Ist g(x) ein
Polynom, das auf allen gemeinsamen Nullstellen voiF (x) verschwindet und t eine neue Variable,
so hat o ensichtlich das SystemF =1 t g =0 keine gemeinsamen bsungen. Das ist aber nach
dem Hilbertschen Nullstellensatz genau dann der Fall, wenrdas von diesen Polynomen erzeugte
Ideal das Einsideal ist, was wiederum durch eine Gsbnerbasisberechnung gepift werden kann.
Dieserindirekte Beweisansatz  ergibt fer obiges Beispiel mit

vars:=[t,x1,x2,c1,c2];
gb:=GBasis([op(polys),1-t*con],vars);

jedoch nicht das Einsideal, sondern eine Gsbnerbasis mit sechs Elementen. Diese engft aber

wenigstens das Polynonh = (¢;  1)?+ ¢3, so dass éir gemeinsame lesungenvonF =1 t g=0

stetsh = 0 gilt. Das kann durch h als Nichtdegenerationsbedingung ausgeschlossen werdsn,dass
wieder (F=h) @) bewiesen ist. Diesen Zugang énnen wir zu folgendem hinreichenden Kriterium
verallgemeinern:
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Satz 23 Ist t eine neue Variable undh(x) 2 J = I(F;1 t @), soist[F=h) g] gultig.
Aufgabe 17 Diskutieren Sie dieselben Fragen bzgl. des folgenden Begamsatzes:

A:=Point(0,0); B:=Point(1,0); C:=Point(cl,c2); P:=Poin t(x1,x2);
polys:={on_bisector(P,A,B,C), on_bisector(P,C,A,B)};
con:=on_bisector(P,B,C,A);

Hinweis: Durch die spezielle Wahl der Koordinaten vonA und B kann der degenerierte FallA = B
hier nicht auftreten und [polys) con] ist ohne weitere Voraussetzungen @itig.

5.3 Eliminationsideale und Gr  ebnerbasen

Zur Berechnung eines solchen Polynom&(x) muss eint-freies Polynom in J gefunden werden.
Meist fordert man, dassh ganzlich nur ,unabhangige\ Variablen enthalt. Beide Fragen fehren auf
ein Eliminationsproblem:

Gegeben ist ein PolynomringR = k[u;x] und ein Ideal J R. Gesucht sind alle
Polynome in J, die keine der Variablenx 2 x enthalten, also die Menge

J%=J\ K[ul:

Es stellt sich heraus, dass diese Menge ein Ideal im Ringqu] ist, welches alsElimina-
tionsideal bezeichnet wird.

Basen #ir Eliminationsideale kennen aus Gwbnerbasen #ir spezielle Eliminationstermordnungen
abgelesen werden. Al€liminationsordnung fer u bezeichnet man jede Termordnung, éir welche

2Tt 2 T(X[ U)NT(u)) tp <t

gilt. Insbesondere ist die lexikographische Termordnung iee Eliminationsordnung fer jedes An-
fangssegment von Variablen.

Satz 24 (Eliminationssatz f  ur Gr ebnerbasen)
Ist G = GBasis(F) eine (min. reduzierte) Grebnerbasis des PolynomsystemB R = k[u;X]
bzgl. einer Eliminationsordnung #ir u, so ist

G%=fg2 G : It(g) 2 T(u)g

T
eine (min. reduzierte) Grebnerbasis des Eliminationsideals)®= Id(F)  k[u].

Ohne Beweis. Siehe Vorlesung \Gebnerbasen und deren Anwendungen”.

5.4 Unabh angige und abh angige Variablen

In obigen Beispielen haben wir bereits begonnen, auf einerduristischen Basis zwischen un-
abhangigen und ablangigen Variablen zu unterscheiden. Dies wollen wir nun pazisieren. Im kon-
struktiven Fall war eine wesentliche Voraussetzung#ir die Gelltigkeit des entsprechenden Mechani-
sierungssatzes die algebraische Unakhgigkeit der Variablen gewesen. Istl R = k[Xg;:::;Xn] =
R[x] ein Relationenideal, so wollen wir eine Teilmengel  x als unabhangig modulo J bezeichnen,
wenn

J\ K[u] =(0)



Prof. Grabe: Geometrie mit dem Computer { Vorlesungsnotizen (July B, 2007) 59

gilt, d.h. wenn es keine polynomiale Relation inJ zwischen den ausge®hlten Variablen gibt. Der
Nachweis, dass eine vorgegebene Variablenmenge unanigig ist, wird somit auf ein Eliminati-
onsproblem reduziert, das mit der Berechnung einer Gobnerbasis beantwortet werden kann: Ist
G eine Grebnerbasis vonJ bzgl. einer Eliminationsordnung fur u und flt(g);g2 Gg\ T(u) = ;,
so ist u eine moduloJ unabhangige Variablenmenge.

Ist J ein Primideal, so haben alle maximalen unabkngigen Variablenmengen die gleiche Kardi-
nalitat. Diese Anzahl (der unabhangigen Parameter) bezeichnet man auch als die Dimension de
IdealsJ bzw. der NullstellenmengeV (J). Ist u eine solche maximale unabingige Variablenmenge
und x; eine weitere Variable, so lmngt x; uber J algebraisch von den Variablenu ab, d.h. fer alle
X; existieren Polynome X
fi(xi;u)= cj (u)x} 23

j
X; kann man dann zwar im Allgemeinen nicht rational durch die unabhangigen Parameter aus-
dreucken, jedoch ergibt sich #éir fast alle Parameterbelegungen (genauer: solchesiff die es einj mit
cj (u) 6 0 gibt) eine Bestimmungsgleichung #rr x; und damit nur endlich viele zulassige Para-
meterspezi kationen (Xg; Ug) fer eine vorgegebene Spezi kationu 7! ug. Wenn wir ug so wahlen,
dass sogaric(fi)(uo) 6 0, also degfi) = deg(fiju=u,) fur alle i gilt, | asst sich auch die Anzahl
dieser Lesungen voraussagen. Dazu unten mehr.

5.5 Generisch g eltige Geometrietheoreme

Im Fall der Geometrietheoreme vom konstruktiven und vom linearen Typ haben wir lineare Alge-
bra mber dem Kerper k(u) der rationalen Funktionen in den unabhengigen Parametern getrieben.
Wir wollen deshalb nun auch #ir den allgemeinen Fall im RingS = k(u)[x] der Polynome inx mit
rationalen Funktionen in u als Koe zienten rechnen statt wie bisher im Ring R = K[u;x]. Wir
wollen dabei voraussetzen, dass eine maximale unablangige Vairaiblenmenge modulal = Id(F)
ist.

Betrachten wir zunachst einige Beispiele.
Beispiel 1 : Satz vom Miquelschen Punkt

A:=Point(0,0); B:=Point(1,0); C:=Point(ul,u2);
R:=varpoint(B,C,u3); S:=varpoint(A,C,u4); T:=varpoint (A,B,ub);
P:=Point(x1,x2);

polys:={ is_concyclic(A,S,T,P), is_concyclic(B,R,T,P) h
con:= is_concyclic(C,R,S,P);

Wir wollen die Grebnerbasis vonJ = Id(polys) im Ring S = k(u)[x1;X2] berechnen:

vars:=[x1,x2];
gb:=GBasis(polys,vars);

Diese Gmwbnerbasis hat eine recht einfache Struktur

fX3 pu(u)Xxz; X1 pa(U) Xz UsQ;

so dass das zugadrige Gleichungssystem zwei bsungen &q; X2) 2 Aﬁ(u) mit X213 =0 und Xz.2 =
p1(u) besitzt. Eine Lesung entspricht dem Schnittpunkt F der beiden Kreise, die andere dem
Punkt P und erfullt die Gleichung con:

sol:=solve(gh,vars,IgnoreSpecialCases);
map(sol,u->normal(subs(con,u)));
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Die Lesung besteht in diesem Fall also aus zwei Komponenten, wobder Satz auf einer Kom-
ponente gilt, auf der zweiten (aus nahe liegenden Gmden) dagegen nicht. Es handelt sich dabei
jedoch nicht um eine degenerierte Lage wie in #theren Beispielen, sondern um einen essentiell
auszuschlie enden Fall.

Beispiel 2 : Satz vom Schnittpunkt der Winkelhalbierenden

A:=Point(0,0); B:=Point(1,0); C:=Point(ul,u2); P:=Poin t(x1,x2);
polys:={on_bisector(P,B,A,C), on_bisector(P,C,B,A)};
con:= on_bisector(P,A,C,B);

gb:=GBasis(polys,vars);
NF(con,gb,vars);

Als Grebnerbasis erhalten wir hier

h 2 3 4U12 4u+2 U22 2 2U12 2u; +2 up 1
X1 X" + 5 5 2-F X2 ;
U, 2uiup u, 2U71 Uy U, 2uiup 2u; 1
2u12  2uq +2 uy? uy? :
Xp4 T X2° T X22 + Uz X U2+ up u2+1
2

In S = k(u)[xy1;X2] ist das davon erzeugte Ideal nulldimensional und hat genawier Nullstellen
in AZ , dem zweidimensionalen a nen Raum wber K = k(u), dem algebraischen Abschluss von
k(u). Diese entsprechen den vier (generischen\) Schnittpunkten der meglichen Auswahlen der
Halbierenden von Innen- und Au enwinkel von \ ABC und \ BCA. Jeder von ihnen liegt auf
der (,generischen\) Halbierenden entweder des Innen- oder des Aenwinkels von \ CAB, da
NKcon; gh = 0 und folglich con2 Id(polys) S gilt. Die Probleme mit der degenerierten Situation
B = C treten nicht auf.

Es bleibt zu untersuchen, was das mit der urspanglichen geometrischen Fragestellung zu tun hat.
Beispiel 3 : Die Simsonsche Gerade

M:=Point(0,0);
A:=Point(0,ul); B:=Point(u2,x2); C:=Point(u3,x3); P:=P oint(u4,x4);
R:=varpoint(A,B,x5); S:=varpoint(B,C,x6); T:=varpoint (A,CX7);

polys:={ is_orthogonal(pp_line(A,B),pp_line(P,R)),
is_orthogonal(pp_line(A,C),pp_line(P,T)),
is_orthogonal(pp_line(B,C),pp_line(P,S)),
sqrdist(M,A)-sqrdist(M,P),
sqrdist(M,B)-sqrdist(M,P),
sqrdist(M,C)-sqrdist(M,P)};

con:= is_collinear(R,S,T);
vars:=[x5,x6,x7,x2,x3,x4];
gb:=GBasis(polys,vars);
NF(con,gb,vars);
Auch in diesem Fall ist das Idealld (polys) k(u)[x] nulldimensional. Aus der Grebnerbasis
fx3 (Ui uj);
x5 (ui ud);
Xi (uf g
(2uiuz)X7 U3Xg+ UgXz (UrUs UyUg);
(2uiup) X5  U2Xg+ UgXz (UpUz  UyU4);

(2u2up  2u2U3)Xe+ UpXaX3+ UsXgXz UsXaXz (Uiuz U2uz+ UUs UpUzlg) @
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lesen wir ab, dass dieses System &enerische\ Losungen besitzt undcon auf allen diesen Punk-
ten verschwindet, d.h. der Satz von der Simsonschen Geradepgenerisch\ (d.h. in AZ) gilt.
Grebnerbasisberechnungen bzgl. des kompletten Satzes von Nablen dauern deutlich langer und
liefern wberdies keinen Beweis des Satzes, weil degenerierte Kompsmten mitgeschleppt worden
sind. Der Grebnerfaktorisierer zerlegt das Beispiel in 9 Komponentenwovon 8 degenerierten Si-
tuationen entsprechen und auf zwei dieser Komponentegon nicht verschwindet (Rechnungen mit
Reduce).

In allen bisher betrachteten Beispielen besteht die Gobnerbasis aus Gleichungen vom Grad 1 und 2
in den abhangigen Variablen und erlaubt es, die ablngigen Variablen durch die unablangigen aus-
zudrecken, auch wenn es im Gegensatz zum linearen Fall mehrereyer stets endlich viele Losungen
fur x gibt, die sich durch komplizierte universelle Formelnin den Parameternu ausdrecken las-
sen. Diese Formeln,leben\ nicht mehr in k(u), sondern in einer algebraischen Erweiterung dieses
Funktionenkerpers. In manchen Fallen, wie etwa beim Miquelschen Punkt, ist darber hinaus der
Satz nicht in allen diesen, generischen lesungen\ richtig, sondern einige mussen ausgeschlossen
werden.

Wenn u eine maximale unablangige moduloJ Variablenmenge ist, so ist in jedem Fall das Er-
weiterungsideal J° = J S ein nulldimensionales Ideal undS=J° ein endlichdimensionalerk(u)-
Vektorraum. Dessen Dimension gibt an, wie viele bsungenx eseuber dem,generischen\ Tupelu
gibt. Beides kann man aus einer GebnerbasisG®= GBasiss(F ) ablesen: Dimension Null liegt vor,
wenn die Anzahl der Standardterme = Ng(G9 endlich ist, die Vektorraumdimension stimmt
dann mit dieser Anzahl uberein, da eine k(u)-Vektorraumbasis von S=J°ist.

Untersuchen wir zunachst den Fall, dass der geometrische Satz auf allen diesgmenerischen
Lesungen\ gilt. Um dies zu testen, haben wirNFg(con;G% = 0 fur die uber S berechnete
Grebnerbasis G° gepnft. Der folgende Satz gibt eine erste Auskunft, was dieses f§ebnis mit
unserer urspringlichen geometrischen Fragestellung zu tun hat.

Satz 25 (Spezialisierungssatz) SeiF S = K[u;x] eine Menge von PolynomenJ = Id(F)
das von ihnen erzeugte Idealy eine maximal unablngige moduloJ Variablenmenge,S = k(u)[X]
und G°= GBasiss(F) die Grebnerbasis des nulldimensionalen Ideald®= J S.

Dann gilt fur fast alle Spezi kationen u 7! up der Parameter mit speziellen Werten:

Fo = Fju=u, ist ein nulldimensionales algebraisches Gleichungssyste
Go = GYy-=y, ist dessen Gebnerbasiseiber Sp = Sj,=y, = k[x] und
NFs(g(x;u); GY =0 impliziert NFs,(g(x;uo); Go) =0.

. Fast alle\ bedeutet in diesem Zusammenhang die Existenz eis Polynomsh(u), so dass die
Aussage Ichstens &ir ug mit h(ug) = 0 nicht gilt.

Dieser Satz folgt sofort aus der Existenz des Buchbergeratgithmus zur Berechnung der Gmebner-

basisG° Wahlt man die Spezi kation u 7! ug so, dass keiner der Faktoreri(u) 2 k(u), durch die

Koe zienten w ahrend der Rechnungen geteilt wurden, und keiner der Leitke zienten der g 2 G°

verschwindet, so ergibt der G®bnertrace der Berechnung vonG° aus F bei Spezialisierung einen
Grebnertrace fr die Berechnung vonGg aus Fp. Als h(u) kann man nun einfach das Produkt all

dieser polynomialen Bedingungen nehmen.

Angewendet auf Beweisschemata vom Gleichungstyp ergibt e folgender Satz:

Satz 26 (G wltigkeit geometrischer S  atze vom Gleichungstyp \im Allgemeinen™)

Sei[F(x;u) ) 9(x;u)] ein Satz vom Gleichungstypu eine fur diesen Satz maximale unabéngige
Teilmenge der Variablen undS = k(u)[x].

Gilt NFs(g;GBasiss(F)) = 0, so gibt es eine (e ektiv konstruierbare) Nichtdegeneratbnsbedin-
gungh(u), so dassg auf allen gemeinsamen Nullstellerfxo; ug) von F mit h(up) 6 0 verschwindet,
also der Satz[F=h ) ¢] qgilt.
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Auch die Frage, obu wirklich eine maximale unabhangige Teilmenge der Variablen ist, kann an
Hand der GrebnerbasisG° entschieden werden. IstG°= f 1g (bzw. enthalt ein Polynom aus k[u]),
so ist J°= Ids(F) das triviale Ideal und u war in Wirklichkeit algebraisch abhangig modulo J.
Ansonsten ist u algebraisch unabtngig modulo J und maximal genau dann, wennS=J° nulldi-
mensional ist, d.h. G° zu jeder x-Variablen ein Polynom enthalt, dessen Leitterm eine reine Potenz
in dieser Variablen ist.

h(u) im Rahmen fertiger Grebnerpakete aufzusammeln ist schwierig. Allerdings folgtallein aus
der Existenzvon h 2 k[u], dass eine,zufallige\ Wahl von ug ,normalerweise\ zulassig ist. Deshalb
auch ,,Gultigkeit im Allgemeinen\.

Es ist auch plausibel, dass wenigstensef ein Radikalideal J° aus dem Nichtverschwinden von
NFs(g;GBasiss(F)) folgt, dass g auf wenigstens einer der,allgemeinen\ Nullstellen von F nicht
verschwindet und folglich nicht allgemeingultig ist.

5.6 Eine geometrische Interpretation des Spezialisierung ssatzes

Um den Zusammenhang zwischen diesegrallgemeinen\ Nullstellen und dem (uns eigentlich interes-
sierenden) NullstellengebildeVg (F) besser zu verstehen, mssen wir den Zusammenhang zwischen
Nullstellen Vg (F) von F uber R = k[x;u] und Vs(F) ember S = k(u)[x] genauer studieren.

Der Polynomring S enthalt R als Unterring. Das von F in S erzeugte IdealJ®= Ids(F)=J S
bezeichnet man als dagrweiterungsidealvon J. Umgekehrt kennen wir mit einem IdealJ® S das
Kontraktionsideal J% R in R verbinden, das aus allen rationalen Kombinationen der Erzagenden
besteht, ,in denen sich die Nenner weglrzen\. Sicherlichist J  J°\ R.

Die Elemente des RingsS sind Polynome in den Variablen x mit rationalen Funktionen in u
als Koe zienten. Durch Hauptnennerbildung euberzeugt man sich leicht, dass man jedes Element
aus S in der Form Z,gx(u‘;) mit z2 R und n 2 U = k[u] n fOg darstellen kann. Die MengeU ist
multiplikativ, d.h. n3;n2 2 U impliziert nyn, 2 U, womit die mblichen Rechenregeln dir Breche
Anwendung nden kennen. Wir schreiben deshalb auch
n, 0
s=U 'R:= ~ zZ2Rin2U

und nennen den RingS die Lokalisierung von R nach der multiplikativen Menge U.

Zunachst wollen wir das Erweiterungsideall®= J S genauer beschreiben. Dessen Elemente lassen

sich in der Form P
X Zf hf f
u= —_f =
f2F N n

P
mit z;;hy 2 R; ns;n 2 U darstellen. Da  h;f genau die Elemente aus) sind, erkennen wir,
dass J? aus genau den Elementen vorS besteht, die sich in der Form Z mit z 2 J;n 2 U
darstellen lassen. Entsprechend besteht das Kontraktioriseal J°\ R aus allen solchen Elementen,
die au erdem noch polynomial auch inu sind, d.h. fur die zusatzlich z vollstandig durch n teilbar
ist:
JANR=fr2R: 9n2U(n r2J)g

Das erinnert an die De nition des Idealquotienten. Allerdings kommen die Kofaktoren hier nicht
aus einem ldeal.

Wir hatten gesehen, dass jedes Radikalideal als Durchschnitt endlich vieler PrimidealeJ = \ P
darstellbar ist. Eine bzgl. J unabhangige Variablenmengeu muss allerdings bzgl. einer dieser
Primkomponenten, die ja gre er sind als J, nicht mehr unabhangig sein. Wir erkennen das daran,
obP \ U =; gilt (in diesem Fall bleibt die Variablenmenge unabhangig) oder nicht (in diesem Fall
gibt es eine algebraische Beziehunlg (u) 2 P zwischen den eigentlich unabkngigen Variablenu).



Prof. Grabe: Geometrie mit dem Computer { Vorlesungsnotizen (July B, 2007) 63

Komponenten der ersten Art nennen wirgenerisch Komponenten der zweiten Art speziell Zerlegen
wir das Nullstellengebilde der Voraussetzungen eines Geaatrietheorems in seine Komponenten,
so entsprechen letztere gewissen, durch (u) = 0 beschriebenen, degenerierten Situationen.

Satz 27
(1) Sei J ein Radikalideal undJ =\ P dessen Zerlegung in Primkomponenten. Dann gilt

\
J°=J s= (P 9):

)
ein Primideal Q SmtQ \R=P wennP \ U=;
(2) wennP \ U6 ;

P S=

Beweis: (1) WegenJ \ P folgtJ S \ (P S).Seiumgekehrtu2\ (P S). Nach geeigneter
Hauptnennerbildung hat es eine Darstellung der Formu = Z mit z2\ P = J; n 2 U, also
u2J S.

(2)Sei06 s2P \ U.Dannistl1=32P S.
SeiP \U=;undQ =P S.

Q ist ein Primideal: Aus

—Pip2_ P
Uiup = 11y n2Q

mit p;;p2 2 R; p2 P ; n;ny;ny, 2 U folgt n pp2 2 P und wegenn 62P und dessen
Primidealeigenschaft schlie lich pip, 2 P .

Q \R=fu2R:9n2U(n u2 P )g. Wie eben folgt dann bereitsu 2 P .

Folgerung 1
JONR=VP :P\U=gyg

Ist insbesondereg ein Polynom in R, F R eine Menge von Polynomen unds®= GBasiss(F),
so gilt NFs(g; G%) = 0 genau dann, wenng auf allen generischen Komponenten voin/g (F) ver-
schwindet.

Wir sagen in diesem Fall, dass der geometrische Satz bzgl. danabhangigen Variablenmengeu
generisch richtig ist, was folgendes hei t:

Satz 28 (Generische G wltigkeit geometrischer S atze vom Gleichungstyp)

Sei[F(x;u) ) gd(x;u)] ein Satz vom Gleichungstypu eine fur diesen Satz maximale unabéngige
Teilmenge der Variablen undS = k(u)[x].

Gilt NFs(g;GBasiss(F)) =0, soist[F ) g] auf allen generischen Komponenten vorvg (F)
richtig.

Die Aussageg = 0 ist h echstens auf speziellen Komponenten voW (F) falsch, auf denen aber die
Variablen u nicht mehr unabheangig sind. Jede solche Komponente engidt im de nierenden Ideal
ein Polynom h (u). Das Produkt dieser Polynome lonnen wir als Nichtdegenerationsbedingung
nehmen.

Ist umgekehrt NFs(g; G% 6 0, so verschwindetg auf einer der generischen Komponenten nicht,
d.h. kann durch keine Nichtdegenerationsbedingung, die nudie unabhangigen Parameter enttalt,
gerettet werden.

Generell, wennNFs(g; G% nicht verschwindet, wie oben im Beispiel Miquelscher Punkt liefern
uns Untersuchungen inS Aussagen, die das Verhalten auf speziellen Komponenten ablenden.
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In diesem Beispiel hatV (J) zwei generische Komponenten. Eine entspricht dem Schniftunkt F
der Kreise durchA;F; E und B; F; D, die andere dem gesuchten Schnittpunki . Auf der ersteren
Komponente gilt der Satz nicht, auf der zweiteren sehr wohl.Der Grebnerfaktorisierer zeigt, dass
V (J) daneben noch eine weitere spezielle Komponenten hat, wéle die Bedingungc; = 0 enth alt
und einer degenerierten Lagen entspricht. In einem solcheRall ist aber der Kreis und damit auch
der Schnittpunkt P nicht mehr eindeutig bestimmt, so dass wir auch nicht prifen kennen, ob er
auf dem dritten Kreis liegt.



Prof. Grabe: Geometrie mit dem Computer { Vorlesungsnotizen (July B, 2007) 65

6 Beispiele

6.1 Die Tangente an einen Kreis cin einem Punkt P 2 ¢

Diese ergibt sich als Senkrechte im PunktP auf dem Berihrungsradius. Die homogenen Koordi-
naten dieser Geraden bnnen also wie folgt berechnet werden:

P:=Point(x1,x2);
c:=[cl,c2,c3,c4];
I:= ortho_line(P,pp_line(circle_center(c),P));

Co+2X1C;2X2C1 + C3; 2X22C1  X2C3 X1C  2X1%Cy

Wegenon_circle(P,c)=0  kann die dritte Komponente weiter vereinfacht werden:
I[3]+2*on_circle(P,c);

XpC3+ X1C+2Cy

Diese Formel lonnen wir in eine neue Prozedur gie en.

tangent_line:=proc(P,c)

if on_circle(P,c)<>0 then error("Point not on the circle") fi;
[2*c[1]*P[1]+c[2],2*c[1]*P[2]+c[3],c[2]*P[1]+c[3]*P [2]+2*c[4]];
end;

Eine ahnliche Formel gilt auch far Tangenten an allgemeine Quadriken.

Mit dieser Funktion | asst sich ein konstruktives Be- \ |
weisschema dir den Satz von Briarton  fur einen
Kreis erstellen:

Kreis c und Qi = ti \ tj+1 jeweils die
Schnittpunkte , benachbarteA Tangen-
ten (mit t7 = t1), so gehen die drei Gera-
den Q1Q4; Q2Qs und Q3Qe durch einen
gemeinsamen Punkt. Satz von Briarcon

delete P, t, Q, |[;

M:=Point(0,0); P[1]:=Point(1,0); c:=pc_circle(M,P[1]) ;
(P[i]:=circle_slider(M,P[1],u[i]))$i=2..6;
(t[il:=tangent_line(PJi],c))$i=1..6;

t[7]:=t[1];

(Q[i]:=intersection_point(t[i],t[i+1]))$i=1..6;
(I[1:=pp_line(Qi],Q[i+3]))$i=1..3;

is_concurrent(I[1],1[2],1[3]);

6.2 Wann ber whrt eine Gerade | einen Kreis c¢?

Wir stellen zunachst die Gleichungen auf, aus denen sich die Koordinaten deSchnittpunkte
X =(Xz1;X2) 2 I\ c bestimmen lassen

polys:={c1*(x1"2+x2"2)+c2*x1+c3*x2+c4, |1*x1+I2*x2+I 3}
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und berechnen dazu eine Ggbnerbasis
gh:=GBasis(polys,[x1,x2]);

I3 + |2X2_ 2, C4|12 colilz + C;|_|32 + C3|;|_2 clhli+2clsl3

X1+ 1 X2
Cl|12+ C1|22 C1|12+ C1|22

= X
L z

Aus der einen Gleichung, welche die Formx3 + C + Bx, hat, kennen die beiden Koordinaten
fur X, berechnet werden; der zugebrige Wert von x; ergibt sich dann eindeutig aus der anderen
Gleichung. Zwischenl und c liegt genau dann eine Beuhrsituation vor, wenn die beiden Nullstellen

der Gleichung fur x, zusammenfallen, d.h. wennB2 4AC verschwindet.

cc:=[coeff(poly(gb[2],[x2]))];
con:=numer(factor(cc[2]*2-4*cc[1]*cc[3]));

Dieses Polynom entllt noch einen geometrisch irrelevanten Faktor 12, so dass wir als Beuhr-
bedingung (nach einiger Termumformung) gerade

4c (( Ccils+ Cali+ cala)ls ca(IZ2+13)+(cly  c3lp)?

erhalten. Dieses Polynom stimmt mit der Bedingungelberein, die sich aus einer mehr geometrischen
Argumentation ergibt: Eine Berehrsituation liegt genau dann vor, wenn der Fu punkt des Lots
aus dem Kreismittelpunkt von c auf die Geradel (im Allgemeinen ist das die Mitte der Sehne, die
c aus| ausschneidet) selbst auf dem Kreis liegt:

c:=[c1,c2,c3,c4]; 1:=[11,12,13];
on_circle(pedalpoint(circle_center(c),l),c);

Diese Bedingung lennen wir ebenfalls in eine neue Prozedur gie en.

is_cl_tangent:=proc(c,l)
local c1,c2,c3,c4,11,12,13;

cl:=c[1]; c2:=c[2]; c3:=c[3]; c4:=c[4]; 11:=I[1]; 12:=I] 2]; 13:=1[3];
normal(4*c1*((-c1*13+c2*11+c3*12)*13-c4*(1172+12"2) )+(c2*12-c3*11)"2);
end;

Damit k ennen wir folgenden Satz beweisen:

Seien A; B; C;D vier Punkte auf einem
Kreis ¢, E der Schnittpunkt von AB und
CD, F der Schnittpunkt vonBC und der
Parallelen zu AD durch E und G der
Beruhrpunkt der Tangente ausF an den
Kreis c. Dann ist jJEF | = jFGj.

Hier ist ein entsprechendes Beweisschema

/I Points

unprotect(O); unprotect(D); unprotect(E);
0O:=Po0int(0,0); A:=Point(1,0);

/I coordinates

B:=circle_slider(O,A,u2); C:=circle_slider(O,A,u3);
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D:=circle_slider(O,A,ud);
E:=intersection_point(pp_line(B,A),pp_line(C,D));
F:=intersection_point(par_line(E,pp_line(A,D)), pp_| ine(B,C));
G:=circle_slider(O,A x1);

/I polynomials

p:=is_cl_tangent(pc_circle(O,A),pp_line(F,G));

/I conclusion

con:=eq_dist(E,F,F,G);

Der folgende Vergleich zeigt, dass das Polynom im Wesentlichen das Quadrat des Polynomson
ist, woraus sich unmittelbar die Geltigkeit des Satzes ergibt:

factor(p/4);
numer(con)/4;

Wir kennen auch denSatz vom Brocardschen
Punkt beweisen:

Zum Dreieck ABC betrachten wir den

Kreis durch A, der BC in C benhrt,

den Kreis durch B, der AC in A beruhrt

und den Kreis durch C, der AB in B \

beruhrt. Diese drei Kreise gehen durch

einen gemeinsamen Punkt, den Brocard- B
schen Punkt.

Ein Beweisschema sieht wie folgt aus: Satz vom Brocardschen Punkt

A:=Point(0,0); B:=Point(1,0); C:=Point(ul,u2);

M1:=Point(x1,x2); M2:=Point(x3,x4); M3:=Point(x5,x6);

P:=Point(x7,x8);

/I coordinates

cl:=pc_circle(M1,A);

c2:=pc_circle(M2,B);

c3:=pc_circle(M3,C);

/I polynomials

polys:=[
is_cl_tangent(cl,pp_line(A,C)), on_circle(B,cl),
is_cl_tangent(c2,pp_line(A,B)), on_circle(C,c2),
is_cl_tangent(c3,pp_line(B,C)), on_circle(A,c3),
on_circle(P,cl), on_circle(P,c2)];

/I conclusion

con:= on_circle(P,c3);

Die Beweisidee geht wieder vom SchnittpunktP zweier der Kreise aus und versucht zu zeigen,
dassP auch auf dem dritten Kreis liegt. Allerdings haben die beida Kreise ¢; und ¢, nebenP
noch den Punkt B gemeinsam, so dasahnliche Probleme zueberwinden sind wie beim Satz von
Miquel. Grebnerbasen helfen nicht so recht

vars:=[x.i$i=1..8];
gb:=GBasis(polys,vars);
sol:=solve(polys,vars,lgnoreSpecialCases);

MuPAD kommt hier gar nicht durch, mit Maple geht es teilweise.
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TO:=plex(x1,x2,x3,x4,X5,x6,X7,x8);

gh:=gbasis(polys_,TO);

Erst mit dem Gr ebnerfaktorisierer (Maple) kommt man weiter

gbs:=convert(gsolve(polys_,{op(TO)}),list);
map(u->normalf(con_,u[1],u[2]),gbs);

Das Ergebnis zeigt, dass der Satz auf einer der beiden Kompenten richtig ist. Die andere Kom-
ponente entspricht dem Schnittpunkt P = B:

map(u->normalf(sqrdist(B_,P_),u[1],u[2]),gbs);
Spaltet man die KomponenteP = B ab, so bleibt ein Satz vom linearen Typebrig:

sol:=solve({op(polys_)},{op(TO)});
map(u->normal(subs(u,con_)),[sol]);

Zu diesem Satz existiert auch ein konstruktives Beweisscimea. Dazu eberlegen wir uns, wie die
Kreise ¢; konstruiert werden kennen (das ist auch erforderlich, um ein Bild zum Satz zu zeitnen).
A;B;C haben dieselben Koordinaten wie oben (Rechnungen wieder mMuPAD)

/I coordinates

M1:=intersection_point(altitude(A,A,C),p_bisector(A B));
M2:=intersection_point(altitude(B,B,A),p_bisector(B .Q));
M3:=intersection_point(altitude(C,C,B),p_bisector(A .Q));

cl:=pc_circle(M1,A);
c2:=pc_circle(M2,B);
c3:=pc_circle(M3,C);
P:=other_cc_point(B,c1,c2);
/I conclusion
on_circle(P,c3);

6.3 Schnittpunkts atze und die Potenzgerade zweier Kreise

Bestimmen wir die Koordinaten der Schnittpunkte zweier Kreise:

M1:=Point(0,0); Al:=Point(0,rl);

M2:=Point(d,0); A2:=Point(d,r2);

P:=Point(x1,x2);

polys:={on_circle(P,pc_circle(M1,A1)), on_circle(P,p c_circle(M2,A2))};
sol:=solve(polys,{x1,x2},IgnoreSpecialCases);

Wir sehen, dass sich diex;-Koordinate rational ausdrecken lasst. Im Fall sich schneidender Kreise
verlauft die Gerade x = x; 0 ensichtlich durch die beiden Schnittpunkte der Kreise. Schneiden
sich die beiden Kreise nicht, so ergeben sich imagéme x,-Koordinaten. Gleichwohl ist x = x3

noch immer eine (reelle) Gerade durch diese beiden (imagémen) Schnittpunkte. Diese Gerade,
die auf der Mittellinie der beiden Kreise senkrecht steht, kezeichnet man alsPotenzgeradeder

beiden Kreise. Sie spielt eine wichtige Rolle in verschieaen geometrischen Situationen.

Zunachst jedoch ergibt sich aus unsere/lberlegungen, dass sich die Koordinaten der Potenzgera-
den aus denen der beiden Kreise rational berechnen lasseniralso Potenzgeraden in &itzen vom
konstruktiven Typ verwenden kennen. Eine solche lineare Gleichung ist im Ideal enthaltendas
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von den beiden Kreisgleichungen

PL=C (X3 + X3)+ CaXp+ G3Xo+ Cy

P2 = di (XI + X3) + dpXq + dgXp + ds

erzeugt wird, die Linearformd; p; ¢ p2. Fur die Berechnung der Koordinaten der Potenzgeraden
ergibt sich damit folgende Formel:

radical_axis:=proc(c::Circle,d::Circle)
Line(seq(normal(c[1]*d[i]-c[i]*d[1]), i=2..4 )) end;

Haben die sich schneidenden Kreisg; die Radienr;, so kennen wir die Langen der Abschnitte
di zwischen Mittelpunkt M; und dem Schnittpunkt D der Potenzgeraden mit der Mittellinie
bestimmen:d? = r2 x2, wobeix die Lange der Strecke zwische® und einem der Schnittpunkte
der beiden Kreise ist. IstP ein beliebiger Punkt auf der Potenzgeraden mit Absandenr? von den
Kreismittelpunkten und x°von D, so gilt r® = d? + x® und folglich

2 @

@ _ 2.
r- rp=r;

r2.
Den Wert r®  r2 bezeichnet man auch als diePotenz des PunktesP bzgl. des Kreisesc;. Die
Potenz ist genau dann positiv, wennP au erhalb von c; liegt. In diesem Fall kann man diese
Gre e als Quadrat der Lange eines der Tangentenabschnitte vo® an c; interpretieren.

Die Punkte auf der Potenzgeraden zweier Kreise lassen sichathit als geometrischer Ort all der

Punkte charakterisieren, die bzgl. der beiden Kreisen glehe Potenz (d.h. gleichlange Tangenten-
abschnitte, wenn au erhalb der Kreise gelegen) haben. DiesCharakterisierung hangt nicht davon

ab, ob die Kreise sich schneiden.

Zu drei Kreisen kann man drei verschiedene Kreis-
paare und damit auch drei verschiedene Potenzge-
raden bilden. Aus der eben gefundenen geometri-
schen Charakterisierung folgt sofort, dass diese drei
Potenzgeraden durch einen gemeinsamen Punkt ge-
hen. Diesen Satz (vom konstruktiven Typ) kennen
wir naturlich auch mechanisiert beweisen:

Drei sich schneidende Potenzgeraden

c:=[cl,c2,c3,c4];
d:=[d1,d2,d3,d4];
e:=[el,e2,e3,e4];
is_concurrent(radical_axis(c,d), radical_axis(c,e), r adical_axis(d,e));

Dieser Satz liefert auch eine einfache Mglichkeit, die Potenzgerade zweier sich nicht schneideret
Kreise zu konstruieren: Zeichne einen dritten Kreis, der d¢ beiden anderen Kreise schneidet.
Die Potenzgeraden mit dem dritten Kreis (also die Verbindurgsgeraden der Kreisschnittpunkte)
schneiden sich in einem Punkt, der auf der Potenzgerade derdiden urspringlichen Kreise liegt.
Wir k ennen diese Potenzgerade nun konstruieren, denn sie stehboh auf der Mittellinie ihrer
beiden Kreise senkrecht.

Falls sich die beiden Kreise bewhren, so ist die Potenzgerade genau die gemeinsame Tangent
Also kennen wir die Berahrbedingung zweier Kreise auf die von Kreis und Gerade zuwrckfeihren:

is_cc_tangent(cl,c2)==is_cl_tangent(cl,radical_axis (cl,c2)
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Damit kennen wir ein Beweisschemaefr eine interessante Eigenschaft des Feuerbaschen Kreises
formulieren: Der Feuerbachkreis beshrt den Inkreis und die drei Ankreise des Dreiecks.

Wir vereinbaren zunachst die Punkte, die zur Spezi kation der Aufgabenstellurg erforderlich sind.

A:=Point(0,0);

B:=Point(2,0);

C:=Point(ul,u2);

/I coordinates

M:=intersection_point(p_bisector(A,B), p_bisector(B, Q));
H:=intersection_point(altitude(A,B,C),altitude(B,C, A));
N:=midpoint(M,H);

cl:=pc_circle(N,midpoint(A,B));

Fur den Inkreis und die drei Ankreise starten wir mit dem jeweiligen Mittelpunkt P, dessen
Koordinaten (x;;X2) die Bedingungen ertillt, dass P auf zwei der Winkelhalbierendenpaare liegt
(und damit automatisch auf dem dritten Paar). Zur De nition des Kreises brauchen wir noch
einen Punkt Q auf der Peripherie, wokir wir das Lot aus P auf AB verwenden. Zwar hatten wir
auch gleichQ = (xy; 0) schreiben lonnen, aber das ist nur &ir die spezielle Wahl der Koordinaten
richtig und damit das Beweisschema nicht &ir andere Zwecke verwendbar.

P:=Point(x1,x2);

Q:=pedalpoint(P,pp_line(A,B));

/I polynomials

polys:=[on_bisector(P,A,B,C), on_bisector(P,B,C,A)];
/I conclusion
con:=is_cc_tangent(pc_circle(P,Q),cl);

Den Beweis lonnen wir nun eber den Grebnerbasisansatz leicht éihren:

vars:=[x1,x2];
gb:=GBasis(polys,vars);
NF(con,gb,vars);
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7 Aufgaben

Beweisen Sie die folgenden Geometrietheoreme durch Zekfehrung auf Satze vom konstruktiven
Typ oder vom Gleichungstyp. Versuchen Sie, ob sie auch elemtargeometrische Beweise nden
kennen.

1. Beweisen Sie den Satz vom éhenfu punktdreieck: Ist ABC ein Dreieck mit den Hohen-
fu punkten D; E;F , so wird der Winkel \ DEF von der Hehe durch E halbiert.

Finden Sie auch die entsprechenden Nicht-Degenerationsdglingungen.

2. Zeigen Sie, dass die 6 Fu punkte der Lote von den Bhenfu punkten D;E;F auf die ge-
geruberliegenden Dreiecksseiten (oder deren Varhgerungen) auf einem gemeinsamen Kreis,
dem Taylorkreis, liegen.

3. Beweisen Sie die Umkehrung des Satzes von der SimsonsciBaraden: Sind die Lotfu punkte
R;S; T von einem Punkt P auf die Seiten des Dreiecks ABC oder deren Verlngerungen
kollinear, so liegt P auf dem Umkreis des Dreiecks.

4. Beweisen Sie auch folgende Verallgemeinerung:
Ist M der Umkreismittelpunkt des Dreiecks ABC und P;R;S;T wie eben, so langt
der Flacheninhalt F( RST) nur von jMP j ab. Finden Sie eine genaue Formelef diesen
Flacheninhalt.

5. Beweisen Sie die Flcheninhaltsformel

abc

F( ABC): ﬁ,

wobei a; b; cdie Seitenangen undR der Umkreisradius ist.

6. Beweisen Sie die Rlcheninhaltsformel

F( ABC)= L;’J' c.

wobei a; b; cdie Seitenlangen und der Inkreisradius ist.
Wie ist die Formel fur die Ankreisradien 5; g und ¢ zu modizieren?

7. Gegeben sei ein Kreik, die Tangente vonB an diesen Kreis,A der Berehrungspunkt, M
der Mittelpunkt von AB und D ein Punkt auf dem Kreis k. C sei der Schnittpunkt von DM
mit k, E der Schnittpunkt von BD mit k und F der Schnittpunkt von BC mit k. Zeigen
Sie, dasseF parallel zu AB ist.

8. Beweisen Sie, dass die Lote durch die drei Ankreiszentreauf die jeweilige Dreiecksseite
durch einen gemeinsamen Punkt gehen.



