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Aufgaben zur Lehrveranstaltung

Berechenbarkeit

Serie 3

Hinweise:

e Abgabeschluss fiir Losungen zu Hausaufgaben: 17.05.2018 vor der Vorlesung.
e Die Seminaraufgaben werden in den Ubungen vom 08.05. bis 17.05. besprochen.
e Beschriften Sie jedes Losungsblatt mit Matrikelnummer, Name, Ubungsgruppe.

e Schreiben Sie Ihre Losungen dokumentenecht auf; mit Bleistift verfasste Abgaben
werden nicht bewertet.

Zur Wiederholung 3.1
Tauschen Sie sich mit Ihren KommilitonInnen aus und kldren Sie die folgenden Fragen:
e Wann ist eine Turingmaschine normiert?
e Was ist eine Mehrband-Turingmaschine?
e Wiederholen Sie die Definition der Transformationssemantik.
e Wann ist eine Funktion Turing-berechenbar?

Zur Wiederholung 3.2
Tauschen Sie sich mit Ihren KommilitonInnen aus und kliren Sie die folgenden Fragen:
e Was ist ein LOOP-Programm? Wie sind Eingaben und Ausgaben realisiert?
e Was ist f*, wenn f : N¥ — INF eine totale Funktion ist?
e Wann wird eine Funktion f : N¥ — IN durch ein LOOP-Programm berechnet?
e Wie viele Funktionen werden durch ein LOOP-Programm berechnet?
e Gibt es ein nicht-terminierendes LOOP-Programm?
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Seminaraufgabe 3.1
(a) Essei M = (Q,%,T,A,0,90,9+,q-) eine beliebige Turingmaschine.

(i) Konstruieren Sie eine initial normalisierte Turingmaschine M’ mit T(M') =
T(M).
(i) Beweisen Sie die Korrektheit IThrer Konstruktion.
Hinweis: Eine Turingmaschine ist initial normalisiert, falls A C (Q\ {g+,9-} %
) x (Q\ {q0} x T x {q,>,0}).

(b) Gegeben seien die Turingmaschinen M! = ({q},4,4%, 4% },{0,1},{0,1,0}, A%, 0,48, 4%, g1)
und M? = ({q3,¢,1,4%,9%},{0,1},{0,1,00},A%,03,43,4%, 94> ), wobei A! und A?
durch folgendes Diagramm gegeben sind.

1/0> 0/0 >

0/00 0/ -
- a q+

_)8 U/0 < @ 0/0« @ d/Oo @

0/0>,1/11 0/0<«,1/0«

(i) Geben Sie T(M;) und T(M;) an.
(i) Konstruieren Sie eine Turingmaschine M’ mit T(M') = T(M;) U T(My).
Gehen Sie hierbei wie im Beweis von Theorem 3.2 aus der Vorlesung vor.

(iii) Geben Sie T(M’) an.

(c) Sei M eine Turingmaschine. Beweisen oder widerlegen Sie:

Hinweis: Wie in Vorlesung 4 bezeichnet 7152) die Projektion auf die erste Kompo-
nente, also gilt: ngz)(T(M)) ={ueX* | Jvel; mit (u0v) € T(M)}.
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Seminaraufgabe 3.2
(a) Gegeben folgendes LOOP-Programm P:

1 x2:x1—3;

2 LOOP (x,) {

3 x1=x2+4+1;
4 XQZO

5

(i) Geben Sie var(P) und maxvar(P) an.
(ii) Ist P ein LOOP-Programm mit strikter Syntax?
(iii) Bestimmen Sie schrittweise ||P||, (5,2) und ||P||, (2,2).

(iv) Geben Sie alle durch P berechneten Funktionen an.

(b) Es seien P; und P, LOOP-Programme. Ferner seien n > maxvar(Py; P,) + 2 und
i,j < n. Geben Sie ein LOOP-Programm P in Abhingigkeit von P; und P, mit

P, (a1,...,a,) fallsa; > a;
|P2|, (a1,...,a,) sonst.

1Pl (ar, ., 2n) = {

an.

Seminaraufgabe 3.3
Gegeben zwei Turingmaschinen M; und M. Existiert eine Turingmaschine M mit
T(M)=T(M;)NT(M;)?
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Hausaufgabe 3.4
(a) Essei M = (Q,%,T,A,0,40,9+,9-) eine beliebige Turingmaschine so, dass fiir
alle w € X* und alle u,v € I'* mit egow -}, uq,v die Bedingungen u € {J}*T},
und v € T}, {00}* erfiillt sind.
(i) Konstruieren Sie eine normierte Turingmaschine M’ mit T(M') = T(M).
(ii) Beweisen Sie die Korrektheit Threr Konstruktion.

(iii) Gilt L(M') = 7'[%2) (T(M))? Begriinden Sie kurz Ihre Antwort.

(b) Gegeben sei die Turingmaschine M = ({qo,7,4,1,9+,9-},{0,1},{0,1,0},A,0,90,9+,9-),
wobei A durch folgendes Diagramm gegeben ist.

0/0«,1/1«

0/0A 0/0>,1/1>
,]/]A

/0«

(Do

(i) Geben Sie T(M) an.
(i) Konstruieren Sie eine Turingmaschine M’ mit T(M') = T(M); T(M). Gehen
Sie hierbei wie im Beweis von Theorem 3.5 aus der Vorlesung vor.

(iii) Geben Sie T(M') an.
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Hausaufgabe 3.5
(a) Gegeben sei folgendes LOOP-Programm P.
1 X3 = 0 ;
2 LOOP (x1) {
3 X4 = X2-X3;
4 Xg=x4+1;
5 IF (x4 > x1)
6 X1 = X3
7 } ELSE {
8 x3=2x3+1
9 )
10 }

(i) Bestimmen Sie ||P||, (5,2,0,0,0,0) und ||P||, (2,0,0,0,0,0).

(ii) Geben Sie die durch P berechnete zweistellige Funktion |P|, an.
(b) Zeigen Sie, dass die Funktion

tower : IN x N — IN

1 falls k =0
(k,?’l) = {ntower(k—l,n)

sonst

LOOP-berechenbar ist.

Hausaufgabe 3.6
Zeigen Sie, dass die Menge der Typ-0-Sprachen unter Schnitt abgeschlossen ist. Benut-
zen Sie Theorem 3.14 aus der Vorlesung.
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