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I  Digitale Informationsverarbeitung

1. Historische Entwicklung
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2. Algorithmenbegriff

Beispielalgorithmus
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Beweis der Hilfsbehauptung I:
(Vollständige Induktion über die Anzahl der Theseus-Aktionen)

Induktions-Anfang: Nach 0-Aktionen steht Theseus bei Ariadne und es gibt noch
keine 1-Strecken, d.h. Fall a) liegt vor.

Induktions-Annahme: Nach n-Aktionen trifft Fall a) oder b) zu.

Induktions-Schluß: Bei der (n+1)-ten Aktion sind folgende Fälle zu
unterscheiden:

- Nach n Aktionen lag Fall a) vor, d.h. Theseus steht bei
Ariadne. Dann durchläuft  Theseus mit der Aktion Ab eine
von Ariadne ausgehende 0-Strecke und erreicht einen Knoten,
der nach dieser Aktion mit Ariadne durch eine  1-Strecke
verbunden ist, d.h. Fall b) liegt vor, oder es sind keine 0-
Stecken vorhanden und Theseus bleibt bei Ariadne, d.h. Fall
a) liegt vor.

- Nach n Aktionen lag Fall b) vor, d.h. der Knoten, auf dem
Theseus steht, ist mit Ariadne durch einen kreisfreien Weg
aus 1-Strecken verbunden.
Entsprechend der Eigenschaft dieses Knotens hat Theseus
folgende Aktionsmöglichkeit:
bei M-Eigenschaft Stop, d.h. Fall b) bleibt erhalten.

bei K-Eigenschaft Auf, d.h. kreisfreier Weg an 1-Strecken
wird verkürzt und die dabei durchlaufene
Stecke wird zur 2-Strecke. Steht danach
Theseus bei Ariadne liegt der Fall a vor,
sonst Fall b).

bei O-Eigenschaft Ab, d.h. kreisfreier Weg aus 1-Strecken
wird verlängert. Es entsteht Fall b).

bei A-Eigenschaft Es entsteht ein Kreisweg und Knoten hat
K-Eigenschaft, d.h. Reaktion wie bei K-
Eigenschaft.

sonst Auf, d.h. analog K-Eigenschaft.
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13.�	"!�& � ~WB��9	:!����!'&�#�0��q�b�!$�G!'���e0�!�& Zz67&�%� ����	����K&69�'����!�	�	:!�6=����� ��'� �bB*!�6 0�6=!uB��@	:!S���!
� ����le&�%� !�&I�_R�����le&�%� !�&I����0�69!5!�	(�"�C! � ~:B��@	:!S���!��'�<�0�6=!$�G!�� np!�? � ��&_
5	:69�S0�&!�R��
Z 6Q&�%� �'��	2��� ��np!�&�& �b�!$�W!����E� !�	�	:!�6=�����2#Y<�6Q&0�!'�4!�	E0���	[�|l ��69?�!�&��G�����<C� � ��	(#e�G��&��2�
15g�	:0�!40�6=!qB��@	:!S���! � ��&u�r&�����r����0���	:�'� 0�6=!4
5��� 6=��&u
5�uR���	4L�~WB��@	"!����! ��Ho�u� <[g���	"!�&
�S> �G� R�13!�6 L�~:B��@	:!S���!�& � ;�� �!�6I�o	�	:!�6=���!�& � ��& 
5	:69�S0�&! �!�6Q&! L�~WB��@	"!����!�& �E!'��	
!;v^6C�"� 6=!�	:!'&�#/�I��� �b�!$�G!'���u�!S690�! L�~WB��@	"!����!�& &�������_��> � 0���	:���>=���<2!'&�#e0 � � �i�b�!$�W!����
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5	:6=��0�&!i�����G?�!��!�&03&69�'���V!�	�	:!�6=�������	 �

Eigenschaften von Algorithmen
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( , )p q

 →
	:}*���F1��

np��	��b�!�RT!�69����&!N�2#*0 � � ��0��$� � ��&r>=6Q&������!'	�!�	G�"� !3
5�< �9	:!'�C!�& � ��&�� 67& � 136Q	"0r�'& 0�6=!$�G!�	/B��C!�>9>=!
0���	:��� } �:�����"�C67�9�69!�	[� �dB*��>=>7� !)� 67& � &69����� � ��	2����I�E!�&�#j�G� 6 �2��0�6=!I-Y!�?�!�>P�C�F#�}�+Y���< � &69�'���
��&�1)!'&0����	 �

LN+  �!>B K=S/@�02!A02!Mu&!$.9!$@E!3.&G9HIBJC3#9!;@[W !$.102!��bK=ST.���!A02!3HN.e#9!>B ��+c!1BD. klS/@<+�� 02!3.&%(' G&%&.&.
%('>:"K GtB @<!3Q=+(%9u&H�!>BD+�uT%T@ � �U!3.&. !>BV.9!!�"! 02!MHt%('>:"�P!$#rB :<+RBJ!;@<+%�2G9!$@<!$.UO�.��U!3.&G('/.10 %('>:�K
G&%/:EklS/@<+&� !$@�m3!='M02+ ZIBD.(' !>BDC3#9!3.54 K

R
 →

�t_>7
M�+ �F#9!>B ��+�%('>:Kd02!3.&%(' G&%&.&. %9u&H�!>BD+�uT%T@ ZRBV.�' !>BDC3#9!3.54 K )

 → * �5_+���U!3.&.e!1BD.9!lf"S&Hi02!
� , ��� - � 7D7D7.��� / ]qBD+ K10�� , '/.&G���0�� / !$#rBi:;+RBD!$@<+ '/.&G g/nY@s%9H�HN!32

≤
B
4 . 0 BDH�+R4

� B
R

 →
� B65,617

;36=!��S> � O u&H�!>BD+-'/.10 �!SRT!�69�'��&!'� ! np��	��C<2��>=?�! 1�7 #/1�8:# � � � #/1:9 136Q	:0 0���	:�'� � ��&0 - &69�'���
!�6Q&0�!����C69?�<2!$�2� ?�!�>=!�?$��#�0�� 6Q& � !�0�!�� B*����	:6U�9� � !�	G�G���69!S0�!�&! -Y!�?�!�>7& �����_- �'&�1)!�&0���'	r�G!S6Q&
���&�&!�& ��;�!$�:���>7�q��	"6Q&?�!�&I1)67	P0�69!e-/!�?�!�>Q&_����� - 67&E!�67&!3Ji	:0�&���&?�#�6Q&0�!'��136Q	�-Y!�?�!�>=<2��>=?�!�&
�69>90�!'& �
�P67&! m ��>9?�! ; � ��&�-/!S?�!�>Q&r�'����- �!SRT!S69����&!�&�136Q	��S> �xcF	:��?%	"���q� g��!'	<� ��&0_13.��>9!�&u!�67&!
��!S69>Q�_!�&?�!

′R
� ��&�- ��>C�x������	:!S���!�&0�!3-Y!�?�!�>7&r����� ��;e��	:���E
5&�13!�&0���&?_!�67&!$��cF	:��?%	"���q�r�

; �\	>=?�F	A@>� � � �B�z	ACK���<x!�6Q& np��	�� � !�&��2�2� !���� !�6Q&! m ��>9?�! � ��& np��	��C!�	2& 1�=[#�1D@ # � � � #F1DCY1)���!S6
1�E F = �����Y1(E�0���	:���u
�&�13!�&0���&?r0�!�	 � !�&69?�!�& -Y!�?�!�>b	AGi�����Y� !�&����"� !�����#�0�69!|��&�� !�	/0�!�& �'�<�1(E
��&�1)!'&0����	:!�&u-Y!�?�!�>7& ����� ; 0�!�&r�>9!�67&��"� !�&u{C&0�!$v �r��'��#F0 � � ���H� Zz6Q&*� �JI 1 6

jr →
1 6 � L + �

;36=! m ��>9?�! 0�!�	51 E ��	:6=�����K�'��� ; +N!$@^]EBD.tBD!$@<+ +W#P<2��>=> ��!S6Q&! ������	"!����!�&0�!u-/!�?�!�>/�����
′R

��&?�!�~

                                                          
1  Eine binäre Operation K  heißt assoziativ, wenn für alle p, q, r gilt:
   (p K  q) K  r = p K  (q K  r).
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��� � ! �����������#"���$�%�&�&')(��*�,+-&���.���/0/213�������������������4����576
�%��8/������9��8�:/��;� �=<8���?>@���BA�C����EDF6

p
 → �HGJIK'

LNM�OBPRQSOTM�U D#VW������"����X�Y���:���Z�4+-����.&��/[/\D
! ]H<^<_��" `.A�IKa�<8�Z`.����IRa�<8A*`.��IKa�<b" `.��I^Ic/����-����d��"�"����A�C����������e���������H^f
gh<8A*`.��IK'

ji 8k  f ^l

m "��9�����B���������ED
n 'oI ��" "

1r → A "
3r → �#"

p ��^/������B��8�������#���A�C m ���������#����������
��"�"����A�C����������e�q�������:<8A*`.��I
r 'oI " � A

2r → " � ��A
2r → " � ����A

2r → ';';'
�����#���� k �%�&�:���9������8C������S�����������#"���K`Zs����58��C�������b��^/X�����9��8�:���BA�C��&'

t 'oI " ����"
4r → ����� "

4r → �������
s���&5^��C�&�����%��^/������B��_�^`.���q���������q�������b����q�����#���:�����������#"���
�%�&�&'

m �u���9�*�Y��/ vq���%�&1w�9���x�b�&�zy��u��8����������� `h����{|�����}s���&5^��C�&���|����5~6���Y�YA�C��9���������������b�Y�
�%��8/������9������x������� `d�*��yZ���B�*����"��������A�C `4����{����B�h�@����5_��C�^��������"�"����A�C���������������������x��������
���.�T���������B������A�C?C���������BA�C������?5%��d������� p ��^/X�����9��^�������b�&��'

vq�����A�C�����"���^�����;�YD7(��*�H+-����*���/0/ ! �B���� �Y58�#^/X�B��_�������~���#_�F6~���~���*�0���#8�N�H`�5^���B�%�0���9�
�#���A�C m ���������#�����?6��#� ! ����5d6���^yZ�����*�b�����#_�%5^���9���F/����J����"�"�&�BA�C��8`)� ' CS'#���B� m ���������#�����
�%��8/������9��8�&'N�z�;������������������#_�%��� `W���*�\+-����*���/0/ ! ��^yZ�����*����������<_���B�9����/������=1w��_�%�B���B�B��I
� �������%�B�#� � �E��"���d����
���#8�T/X�������q�0��'*<8���#_�%5%�������%�B�#�?��"������I
� /X��������C�_�$C�����{����������h���#_�%5_�������b�B�#� � ��"���W��"������A�C�����"�����;`����������*�������x+S&���.���/[/ !
��"���N���#��"��^`4�Y������{�5%��W���B�9�����#8�b��N6 `J�2��"���������9���YD � <%6)IFg��}����������������� `E�����������9�
�#���A�C m ���������#���������*��+-����.&��/[/c� ! ����5�6x��^yZ�����*�%�����#_�%5^���9���X/��;�$�u��"�"���9A�C��^`d� ' CS'�`�1
�������������������-����5J6?/X��� ���%��^/������B��_�J<b6

p
 → �HGJIK'

vq���%�&1w�9���&D
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1Wurde so erstmals von A. Markow 1947 eingeführt.
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3. Digitale Informationsdarstellung

Codierung

Die zur Informationsdarstellung benutzten Objekte sind als Strukturen, im einfachsten
Fall Wörter, über einer nichtleeren endlichen Grundmenge (Alphabet) X aufzufassen.
(Auf der untersten Ebene der Rechner können nur 0,1-Folgen dargestellt werden.) Die
durch die Verfahren zu manipulierenden Größen (Zahlen z.B.) müssen über dieser
Grundmenge codiert werden.
Unter einer Codierung  einer Menge M über dem Alphabet X verstehen wir eine
injektive1) Abbildung �  von M in die Menge X+ der nichtleeren Wörter über X. � (w) soll
Codewort von w heißen.

Beispiel: Darstellung der natürlichen Zahlen durch I-Folgen.
N = Menge der natürlichen Zahlen
X= { I }

� (0)= I; �  (1)= II ; ... ; � (n)= In+1 , wobei � (i) das Codewort von i ist.
Hier ist �  sogar eineindeutig, d.h., eine Bijektion.

Um mit den Codewörtern ähnlich arbeiten zu können, wie mit den Elementen

(Urbildern) aus M, müssen etwa n-stellige Funktionen f über M (f: Mn  →   M) in

geeignete n-stellige Funktionen f �  über den Codewörtern über X (f � : X+n  →  X+)
transformiert werden, so daß für alle  mi �  M gilt: � (f(m1, ..., mn)) = f �  ( � (m1), ... , 

�

(mn)) .
Das Codewort des Funktionswertes entspricht der Anwendung der zugeordneten
Funktion auf die Codewörter der Argumente. (Mit anderen Worten, die Kodierung �

erzeugt einen Homomorphismus von der Struktur (M,f) in die Struktur (X+,f � ).)

v

w

fM X

(v)

(w)

f ϕ

ϕ

ϕ

+

ϕ

ϕ

Beispiel: Der Addition + für natürliche Zahlen entspricht bei der obigen Codierung der
Funktion (+) über  I-Folgen mit  Im (+) In = Im+n-1, so daß für beliebige natürliche
Zahlen m, n wie gefordert gilt: � (m+n) = � (m) (+) � (n).

                                                          
1) Eine Abbildung �  heißt injektiv, wenn sie eindeutig ist und aus � (x) = � (y) immer x=y folgt.
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Zahlcodierungen (Stellenwertcodierung)

Sei M die Menge der natürlichen Zahlen und X die endliche Zeichen-Menge {0, 1, 2, ...,
8, 9, A, B, ...} bestehend aus b (Basis) Elementen. Die  Zeichen aus X nennen wir
Ziffern. In der Menge X erklären wir in natürlicher Weise (etwa wie angegeben) eine
Ordnung und bezeichnen durch x  die um eins verringerte Ordungszahl (natürliche Zahl)
des Zeichens (Ziffer) x  in dieser Ordnung, z.B. A  entspricht der natürlichen Zahl 10.
D.h. wir bezeichnen durch x  den Zahlenwert des Zeichens x.

Codierung natürlicher Zahlen

Satz: Zu jeder natürlichen Zahl z und jeder Basis b 
�

 2 gibt es genau eine natürliche

Zahl n
�

0 und eine Ziffernfolge � b(z)=xn xn-1 ...  x1 x0, über X mit xn �  0 für n � 0

und

z = xn * bn + xn-1 * bn-1 +...+ x1 * b + x0= �
���

� �
=
∑� �

( � b(z) heißt direkter Code von z zur Basis b)

Beweis:
Zum Beweis des Satzes nutzen wir folgende Konstruktion:

n = Min (i I i �  N und z< bi+1)
(z.B. für b = 2, z = 5 ist n = 2, weil  5< 22+1 und 5> 21+1)
Für z = 0 wählen wir n = 0 und x0 = 0.
Für z 	  0 bilden wir durch Abspalten von Vielfachen von bi

:

 z  = x n * bn + rn  mit 0 <  x n < b und 0  
   rn  <  bn ,
 rn = x n-1 * bn-1 + rn-1  mit 0  
   x n-1  <  b  und  0  
   rn-1 <  bn-1,
 ...
 r2 = x 1 * b + r1 mit 0 ≤  x 1 < b und 0 ≤  r1 < b ,
 r1 = x 0.

 Insgesamt erhält man z = �
�

=
∑� x i  * bi und �

b(z) = xn ... x0.

                       Unter Verwendung des Horner-Schemas kann die Folge xn ... x0 auch aus
zi = x nb

n-i  + ... + x i (i �  0) durch zi = zi+1b + x i für 0 
  i 
  n und zn+1 = 0 erzeugt werden.
Nach wiederholter ganzzahliger Division von z durch b entstehen die x i als Reste in
aufsteigender Folge x 0, x 1, ... x n.

Des weiteren ist die Eindeutigkeit dieser Darstellung zu zeigen. Diesen Beweis führen
wir indirekt.

Annahme: Es existiert eine weitere Folge  x’n’ x’n’-1 ...  x’1 x’0  mit  � �
�

=
=
∑�


xi’* bi .
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Durch Differenzbildung entsteht 
�

�=
=
∑ �

�� �
�

�
 mit l = Max(n', n) und

 xi - xi’   i  
  Min (n’,n)
yi = xi    falls    n’ < i 
  n,

- xi’               n < i 
  n’.

Wegen |yi| < b für alle i gilt:

y bl
l  = y bi

i

i 0

l-1

=
∑ ≤  (

�
− � ) 

� �
i 0

l-1

=
∑  = bl-1 und deshalb weiter  �

� ��
� �

< .

Also ist  | yl | < 1 und damit  y1   = 0 . Demnach gilt für alle i: yi = 0 und deshalb
n’ =  n und  x’i  =  x i . Die Darstellung �

b(z) = xn ... x0 ist demnach eindeutig.
(Wenn keine Verwechslungen zu befürchten sind, werden wir x  mit x identifizieren.)

3.2.2 Beispiel

Die Zahl Einhundertfünfundzwanzig (125) soll zur Basis b=2 (binär) codiert werden.
Wir erhalten n=6, da 26 < 125 < 27 ist. Durch Abspalten von Vielfachen von 2i entsteht:

125=  1 * 26 + 61
61  =  1 * 25 + 29
29  =  1 * 24 + 13
13  =  1 * 23 + 5
  5  =  1 * 22 + 1
  1  =  0 * 21 + 1
  1  =  1 * 20 + 0

Oder durch wiederholte ganzzahlige Division durch 2.
125 : 2 = 62  Rest 1
  62 : 2 = 31  Rest 0
  31 : 2 = 15  Rest 1
  15 : 2 = 7    Rest 1
    7 : 2 = 3    Rest 1
    3 : 2 = 1    Rest 1
    1 : 2 = 0    Rest 1

Der direkte Code von 125 zur Basis 2 lautet �
2(125) = 1111101 (Binärdarstellung).
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Dieselbe Zahl 125 soll hexadezimal (zur Basis 16) dargestellt werden. Wir erhalten jetzt
n = 1, da 161 < 125 < 162.  Durch Abspalten von Vielfachen von 16i bzw. wiederholte
Division durch 16 entsteht

 125 =    7 * 161 + 13                   bzw. 125 : 16 = 7 Rest 13
   13 =  13 * 160 +   0                               7 : 16 = 0 Rest 7.

Der direkte Code von 125 zur Basis 16 lautet �
16(125) = 7D (Hexadezimaldarstellung).

Codierung ganzer Zahlen

Satz: Zu jeder ganzen Zahl z �  0 und jeder Basis b
�

2 gibt es genau eine natürliche

Zahl n und eine Ziffernfolge    � b(z) = xn+1 xn ... x1 x0      über X mit xn �  0, xn+1

�  {0,1} und � �
� � �

�� � ��
�

= ± =+
=
∑ � ��

�

�
.

( � b(z) heißt Vorzeichenbetragsdarstellung von z zur Basis b).

Beweis: Für IzI gibt es nach dem vorhergehenden Satz genau ein n und genau eine

Ziffernfolge �
b(IzI) = xn ... x1 x0 mit � �

�� �
�

�
=

=
∑�  . Wir wählen

� � � � �
	� �������
+ =�

�

�
 Dann ist die Ziffernfolge �

b(z) = xn+1 xn ... x0 eindeutig

und erfüllt die im Satz angegebenen Eigenschaften.

Beachte: Für die Zahl 0 kann n = 0 mit xn+1 = 0 oder 1 und xn = 0 gewählt werden
(Normalisierung).

Beispiel: Die ganze Zahl Minusfünfunddreißig (-35) kann in Vorzeichenbetrags-
darstellung zu verschiedenen Basen wie folgt codiert werden.

b = 2,   �
2(z) = 1100011, n = 5

b = 8,   �
8(z) = 143, n = 1

b =10, �
10(z) = 135, n = 1

b =16, �
16(z) =123, n = 1

Negative Zahlen können auch durch Komplementdarstellung codiert werden.
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Codierung Rationale Zahlen

Jede nichtnegative rationale Zahl z kann zunächst eindeutig in einen ganzzahligen
Anteil z1 �  0  und einen gebrochenen Anteil 0 
  z2 <1  zerlegt werden mit

| z | = z1 + z2.
Für z1 können wir zunächst als natürliche Zahl eindeutig den direkten Code
 �

b(z1) = xn ... x1x0 bestimmen.
Für den gebrochenen Anteil z2 existieren (nicht notwendig eindeutig) zwei natürliche
Zahlen x,y 	  0 mit z2 = x/y und x < y.
Die Zerlegung ist eindeutig, wenn x und y als teilerfremd vorausgesetzt werden. In
diesem Fall bezeichnen wir durch y = N[z2]  den Nenner von z2.
Durch Abspalten der negativen Potenzen von b entsteht die folgende Zerlegungsfolge
mit ganzzahligem x-1 und ri:

� � �
� = = x -1b-1 +r

yb
1             d.h., bx = x -1y + r1 mit 0 
  x -1<b, 0 
  r1 < y

       r yb
1 =  x -2b-2 + r

yb
2

2        d.h. br1 = x -2 y + r2  mit 0 
  x -2<b, 0 
  r2 < y

...

    

�
�

� �

�
−

−
� � = x -mb-m +r

yb
m

m       d.h. brm-1 =x -my + rm mit 0 
  x -m<b, 0 
  rm < y

Insgesamt erhält man: � � � �
� �

�
�� � � �

�
�

�

�= = +−
− −

=
∑

(x -i  bezeichnet den Zahlenwert der Ziffer x -i .)
Eine Darstellung von z2 wäre dann gefunden, wenn rm = 0 wird. Darüber gilt der
folgende Satz.

Satz: Für jedes Paar teilerfremder natürlicher Zahlen x,y �  0 mit x<y und jede

ganze Zahl b>1 existiert ein m>0 so, daß rm=0 gdw. y Teiler von bm.

Beweis:
a) Voraussetzung: rm = 0

Behauptung: y ist Teiler von bm

Beweis:

               Wegen � � �
�� �

�
�

= −
−

=
∑�  gilt

         �
�

� �
�� � � �

�
�

⋅ = −
−

=
∑�  und bm-i  ganz.

Also ist y Teiler von x.bm. Unter der Voraussetzung ggT(x,y)=1 ist dann y
Teiler von bm.
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b) Voraussetzung: y ist Teiler von bm

Behauptung: rm=0
Beweis:

Nach Voraussetzung ist 
b

y

m

 und damit auch

      
�

�
�

�

�
�

�
��

�

� � �
�

�

= ⋅ − ⋅ −
−

=
∑�  = �

�

� �
��

� � �
�

�

⋅ − −
−

=
∑�

eine ganze Zahl. Wegen der Bedingung rm < y und y 	  0 muß rm = 0  gelten.

q.e.d.

Satz Zu jeder rationalen Zahl z � 0 und jeder Basis b
�

2, wo jeder Primfaktor von N[z]

auch Primfaktor von b ist, gibt es genau ein Paar natürlicher Zahlen m,n und

eine Ziffernfolge � b(z)= xn+1 xn ... x0 x-1 ... x-m, mit xn+1
� {0,1} und xn � 0 für m,n

� 0, so daß    � �
�� �

� �

�
= ± ⋅ =

=−
∑ � ��� � � � �

�

�
 .

Beispiel:

 Gegeben:    z = 21
4

 = 5 + 
��

                 N(z) = 4

                    b = 2

Gesucht: �
2(z)

Da N(z) und b nur den Primfaktor 2 besitzen, ist die Voraussetzung des Satzes erfüllt
und wir bestimmen m=2, n=2 und �

b(z) = 010101. In der üblich gewohnten
Kommadarstellung, wäre das Komma vor der zweiten Stelle von rechts zu lesen.

Beweis des Satzes:
(Wir behandeln nur den gebrochenen Anteil  z2 = x/y von IzI.)
Seien   � � � �� � � � 	

= ⋅ ⋅ ⋅� �

 � 	 	 	

und      
� � � �� � � � 

= ⋅ ⋅ ⋅� �

 � 	 	 	

  die Primfaktorzerlegungen mit den i-ten Primzahlen pi.
Nach Voraussetzung muß für alle i; mit ki > 0 auch li > 0 sein.
Für die m-te Potenz von b gilt dann:
         

� � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � �	 	 	 	 
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ − ⋅ −

+
⋅ ⋅+� � �
 
 
 
	 	 	 	 	 	 	 	 	

,
d.h. y ist Teiler von bm. Die oben angegebene Konstruktion der Ziffernfolge

 liefert rm=0, dh. � �
�� �

�
�

� �= −
−

=
∑  .

q.e.d.
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Indirekter Beweis für die Eindeutigkeit der Darstellung von z2:

Angenommen, es existiert eine Folge x'-1... x'-m,  für die ebenfalls � �
�� �

�
�

�

�= ′−
−

=

′

∑
gilt. Die Differenz der beiden  Summen ergibt :

     �
���

� �
−

=

−∑ =�
�
, wobei l = Max (m',m) und y-i = x-i - x’-i ganz.

Daraus entsteht

�
�

�
�� �

�
�

−
−

−
−

=

⋅ = ⋅∑� �
�

, mit |y-i| 
  b-1 ganzzahlig.

Durch Abschätzung nach oben erhalten wir

�
� � �

�

�

−
−

=

−

≤ ⋅∑� �
�� �

���  und weiter   �
� � �� �

�

�

−
=

−

⋅ ≤ ⋅∑� �
�� �

���  = bl - b.

Also Iy-1I < 1, woraus y-1 = 0 und  x -1 = x’-1 folgt.

Dies gilt demnach auch für alle i > 1, womit die Eindeutigkeit bewiesen wäre.
q.e.d.

Konvertierung

In der Regel sind die Zahlen durch ihre Codes zur Basis 10 (Dezimaldarstellung)
gegeben. Um daraus die Codierung zu anderen Basen zu bestimmen (Konvertierung),
benutzen wir das Hornerschema.

Problem: Für die Zahl z sei der Code

� 'b'(z)=x'n'... x'1 x'0, x'-1 ... x'-m'

zur Basis b' gegeben. Gesucht ist die Codierung

�
b(z)= xn ... x1 x0, x-1 ... x-m

von z zur Basis b.
(Die Konvertierung kann als Codierung der Wörter über der Menge von Ziffern xi

aufgefaßt werden.)
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Lösung:
Wir betrachten die Zerlegung von z: |z| = z1 + z2, mit z1  als natürliche Zahl und        0 


  z2 <1;
z1 und z2 berechnen sich nach dem Hornerschema:
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Damit ergibt sich mit s0 = z1 und t0 = z2 für die  x k und  x -k die       Bildungsvorschriften:
    xk = sk - b . sk+1        für  0   k   n ,
    x -k = tk-1 . b - tk  für  1   k   m,

wobei n = Min (k I sk+1 = 0)   und m = Min(k I tk = 0) falls die Voraussetzung des letzten
Satzes für z erfüllt ist. Bei der Durchführung des Verfahrens entsteht xk als Rest der
ganzzahligen Division sk/b und x -k als ganzer Anteil von tk-1 * b, mit:

 xk= Rest(sk/b) ;    x -k = Ganz(tk-1 * b).

Zu beachten ist, daß bei der Anwendung des Hornerschemas die Rechenoperationen im
Zahlenbereich der neuen Basis ausgeführt werden müssen. Die Rechenverfahren und die
Eigenschaften bleiben bei Basiswechsel erhalten und die Operationen selber sind zu den
entsprechenden Basen auszuführen.

 Beispiel:

Gegeben: Binärcode �
2(|z|) = 11001 von z=25/8 mit m=3

Gesucht: Code �
8(|z|) zur Basis 8.

Bestimmung der xk:
x0 = Rest(3/8) = 3
x -1 = Ganz(0,125 * 8) = 1.

Damit entsteht �
8(IzI) = 31 mit m’=1.
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Zahlendarstellung im Rechner

Um Zahlen im Computer darzustellen, wobei ein günstiges Verhältnis zwischen der
Genauigkeit und dem benötigten Speicherplatz erreicht werden soll, gibt es
verschiedene Möglichkeiten, auf die wir nachfolgend näher eingehen. Im konkreten Fall
ist die Codierung und die Anzahl der Ziffern festzulegen.

Festkommadarstellung

Direkte Codierung Bei vorgegebener Basis b und Stellenzahlen n, m mit der
Codierung �

b(|z|) = xn ... x1 x0 x-1 ... x-m ist die Zahl

z x bi
i

i m

n

=
=−
∑  ein Vielfaches von b-m und der darstellbare

Zahlenbereich ergibt sich zu b-m 
  |z| 
  bn+1 - b-m. Die
Stellung des Kommas ist zwischen x0 und x-1 fixiert.
Als Normierung gilt xn 	  0 für n 	  0. Für Rechner-
darstellungen werden Codierungen zu Basen 2k verwendet,
da die dadurch entstehenden Codes immer mit endlich
vielen Ziffern in die rechnerinterne Binärdarstellung
umsetzbar sind. Durch diese Festlegung (Basis und
Stellenzahl) wird die Menge der darstellbaren Zahlen
weiter eingeschränkt. Es ist also mit Fehlern bereits bei der
Zahleneingabe zu rechnen.

Darstellung negativer Zahlen:
a) Vorzeichen-Betrags-
Darstellung:

Die Codierung von IzI, wie vorstehend angegeben, wird
durch eine Vorzeichenstelle xn+1 ergänzt, wofür gilt

� � + =
≥

�
�

�
� ������� � � �

 unabhängig von den genannten

Normierungen.
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b) (b - 1)-Komplement Hier wird ein von der Basis b und der Zahl z abhängiger
Wert c zu z so addiert, so daß z’ = z + c > 0 ist. Zur
Codierung wird der direkte Code von z’ verwendet.
Beim (b-1)- oder 9er Komplement ist

 c = bn+2 - b-m  = 
� �� � �

� �

�
−

=−

+

∑ �
�

,

wobei n+1 die Anzahl der Stellen vor, und m die Anzahl der
Stellen nach dem Komma angibt.
Das Vorzeichen von z ergibt  sich aus der ersten Ziffer xn+1
von z', die 0 für z>0 oder (b-1) für z<0 sein kann.
Beim Addieren  im (b-1)-Komplement  wird der an der
(n+2)-ten Stelle entstehende Übertrag auf die (-m)-te Stelle
addiert (Endübertrag).
Dies kann einfach durch ein Ringspeicher mit m+n+1
Stellen realisiert werden.
Beispiel:
    Gegeben: �

16(z)= 1AB1D,3; m = 1, n=3
                     in Vorzeichen-Betrags-Darstellung.
    Gesucht: Darstellung im (b-1)-Komplement

    Lösung:

     z' = z+c

     c = bn+2 - b-m = 165- 16-1

Rechnung:

−

=
=
=

��������� �
��� �

� � �

	

�
�








� �� �� � �
� � �
 � �

���
���
���

ϕ
ϕ
ϕ

c) b -Komplement Eine andere Darstellungsform ist das b-Komplement, das
sich von Fall b) nur durch den zu addierenden Wert c
unterscheidet. Hier ist c=bn+2. Beim Rechnen im b-
Komplement ist keine Übertragsbehandlung notwendig.
(Übertragsziffer entfällt).

Beispiel:
    Gegeben: �

16(z)= 1AB1D,3; m = 1, n=3
                     in Vorzeichen-Betrags-Darstellung.
    Gesucht: Darstellung im b-Komplement

    Lösung:

     z' = z+c

     c = bn+2  = 165

Rechnung:

−

=
=
=
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Die Verwendung von sehr großen und sehr kleinen Zahlen in Festkommadarstellung
bringt einen hohen Speicheraufwand mit sich.
Deshalb empfiehlt sich eine Darstellung durch Mantisse und Exponent. Zuvor werden
die Darstellungsbereiche von Festkommazahlen graphisch verdeutlicht.
Dabei bezeichnet z die tatsächliche Zahl und z’ die zur Darstellung benutzte Zahl.
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Gleitkommadarstellung

Die zu codierende Zahl z wird als Paar (z0,e) aus Exponent e und Mantisse z0 aufgefaßt
und zur Basis b dargestellt als z = 

�
z0  *  be , mit  Iz0I < 1 und e ganze Zahl.

Mantisse z0 und Exponent e werden in Festkommadarstellung codiert, zu:
 � b(|z0|) = x-1 x-2 ... x-m.

� b(e) = xn xn-1 ... x0.
Als Normierung wird häufig e positiv  und x-1 �  0 für z �  0 gewählt. Insgesamt hat die
Gleitkommacodierung die Gestalt

VZ - Code Mantissen - Code Exponenten - Code

wo der Zahlexponent durch Addition von bn+1 in den positiven Codierungsexponenten
e' := e + bn+1 umgewandelt wird, d.h. 1 �  e' < 2 * bn+1.
IzI wird demnach in Gleitkommadarstellung codiert durch:

� 'b(IzI) = x-1 ... x-m x'n+1 x'n ... x'0, wo
 � 'b(z0) = x-1 ... x-m und � b(e’) = x'n+1 ... x'0.

Beispiel 1:

z= 
1

16
b=10: � '10(|z0|) = 625 und e=-1, n=1 ergibt e' = 100-1 = 99.
In Gleitkommadarstellung � '10(|z|) = 625099, mit m=3.

Beispiel 2:

b=2; � '2(|z0|) = 1 und e=-3, n=2 ergibt e' = 8-3 =5;
In Gleitkommadarstellung � '2(|z|) = 100101 mit m=1.

Beispiel 3:

b=8; � '8(|z0|) = 4, e=-1, n=1 ergibt e' = 64 -1 = 63
In Gleitkommadarstellung � '8(|z|) = 4077 mit m=1.

Für die Zahlendarstellung in einem konkreten Rechner (Maschinenzahlen) ist die Länge
von Mantisse und Exponent beschränkt. Überschreiten die Zahlen den im Rechner
darstellbaren Zahlenbereich, treten Genauigkeitsverluste ein. Häufig werden
Standardlängen vorausgesetzt.
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4. Klassischer Digitalrechner

Unter einem Digitalrechner (Computer) verstehen wir ein universelles
informationsverarbeitendes System, welches Folgen von Operationen (arithmetische,
logische, u.a.) durch vorzugebende Programme gesteuert, selbsttätig (automatisch)
auszuführen gestattet.
Die Universalität besteht darin, daß im Rahmen der vom Rechner ausführbaren
Operationen beliebige Algorithmen (Verfahren) in entsprechende Programme
transformiert (übersetzt) werden können.
Das Programm besteht aus einer Folge von Befehlen, die von einem oder mehreren
Prozessoren ausgeführt werden, der über Leitungen (Daten-, Adreß-, Steuerbus) mit
Arbeitsspeichern und Schnittstellen zur Außenwelt (Ein-,  Ausgabemöglichkeiten,
externe Speicher etc.) verbunden ist.
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von Neumann-Architektur

Im klassischen Rechnermodell, das der deutsch-ungarische Mathematiker von Neumann
(1903-1957)  vorgeschlagen hat, werden als Hauptbestandteile das Rechenwerk, das
Leitwerk und der Speicher ausgezeichnet.

Rechenwerk

 Leitwerk

Daten

Programm

Input/ Output

Eingabe-
geräte

Dialog-
geräte

Ausgabe-
geräte Proz.

externer
Speicher

Peripherie

Speicher

Prozessor

Leitwerk und Rechenwerk bilden den Prozessor. Die wichtigste Eigenschaft der von
Neumann-Architektur besteht im gemeinsamen Speicher für Daten und Programme.
Man spricht deshalb auch von speicher-programmierter Verarbeitung, bei der das
Programm selbsttätig verändert werden kann. Den Verkehr mit der Außenwelt
gewährleistet eine Input/Output-Einheit.
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Speicher

Der Speicher dient zur Aufbewahrung der benötigten Objekt- und Befehls-
Informationen als Zeichenfolgen (Codewörter, fast immer linear) in einheitlicher Form.
Der Speicher ist in einzelne Zellen unterteilt, die jeweils ein Wort aufnehmen, dessen
Länge vielfach durch die Verarbeitungsbreite des Prozessors bestimmt wird (16 bzw. 32
Dualstellen [Bit]).
Den Zellen sind Adressen zugeordnet, über die auf die Wörter (Daten- und Befehle)
zugegriffen werden kann
Die Unterscheidung in Daten- und  Befehlswörter bezieht sich auf die Art der
Verarbeitung dieser Wörter. Die Datenwörter codieren die Informationen über Objekte,
die entsprechend dem  Programm zu verarbeiten sind und die Befehlswörter codieren
Informationen über die auszuführenden Operationen.
Zur Ausführung der Programme sind die Wörter aus dem Speicher zum Prozessor zu
transportieren. Nach Ausführung der entsprechenden Operationen werden die
Ergebniswörter im Speicher  abgelegt. Dieser Speicher wird auch als Arbeitsspeicher
bezeichnet. Größere Datenmengen werden auf externen Speichern gehalten.

Leitwerk (Steuerwerk)

Das Leitwerk hat folgende Aufgaben:

-
-
-
-

Programmbefehle aus dem Speicher  laden;
Befehle decodieren;
Befehle interpretieren;
die an der Befehlsausführung beteiligten Funktionseinheiten mit
nötigen Informationen bzw. Signalen zu versorgen.

Zur Bewältigung dieser Aufgaben besitzt das Leitwerk in der Regel eigene Speicher
(Register). Solche Register sind der Befehlszähler, der die Adresse des nächsten
auszuführenden Befehls (anfangs die Startadresse) enthält, das Befehlsregister, in dem
sich der abzuarbeitende aktuelle Befehl befindet, das Rechenregister, welches das
Ergebnis der ausgeführten Operation aufnimmt, und weitere Register, die die
Befehlsausführung unterstützen . Die Befehlsabarbeitung erfolgt  bei unserem Modell
streng sequentiell in dem Zyklus Laden, Decodieren, Interpretieren und Ausführen.
Jeder Befehl besteht aus einem Operationsteil und einem Operandenteil.
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Der Operationsteil gibt an, welche Operation auszuführen ist, und der Operandenteil
stellt die für die Operation benötigten Informationen über die Operanden zur Verfügung.
Bestimmte Befehle (z.B. Halt) benötigen keine Operanden.

Rechenwerk

Im Rechenwerk wird die eigentliche Verarbeitung der Daten vorgenommen. Es werden
hier sowohl arithmetische als auch  boolesche (logische) Operationen ausgeführt.
Zur Ausführung dieser Operationen benötigt das Rechenwerk zusätzliche
Arbeitsregister (Speicher). Die Aufgabe von Registern besteht darin, Informationen
aufzunehmen, diese kurzfristig zu speichern und bei Bedarf wieder zur Verfügung zu
stellen.
Um das Ergebnis einer Operation  auswerten zu können, werden spezielle Eigenschaften
im sogenannten Statusregister (Zustandsregister) gespeichert (z.B. ob das Ergebnis einer
arithmetischen Operation negativ ist).
Neben den arithmetischen und booleschen Operationen können durch das Rechenwerk
auch Transfer- und Schiebeoperationen mit Registerinhalten ausgeführt werden.
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Ein- und Ausgabe

Die Input/Output-Einheit dient als Tor (Eingabe und Ausgabe) zur Außenwelt. Sie
erfüllt in der Regel ebenfalls Speicher-, Steuer- und Verarbeitungsfunktionen, die hier
nicht weiter präzisiert werden sollen.
Über diese Tore sind die peripheren Einheiten (z.B.  zur Eingabe [Maus, Tastatur],
Ausgabe [Drucker, Bildschirm], externe Speicher [Platten])  mit der Zentraleinheit
verbunden.

Programmierung

Ein Programm besteht aus einzelnen Befehlen, deren Ausführung den gewünschten
Berechnungsprozeß realisiert. Die Befehle selbst haben z.B. die folgende allgemeine
Struktur:

Befehlsaufbau: Operationsteil Adreßteil

- legt die  auszuführende
Operation   (durch

Operationscode) fest

- legt den bzw. die Operanden
 (z.B. durch eine Adresse) fest

Man unterscheidet folgende Befehlsarten:
- Transportbefehle, zum Austausch von Daten zwischen Speicher und

Zentraleinheit bzw. zwischen Registern
- Datenmanipulationsbefehle, zur Ausführung von arithmetischen bzw. logischen

Operationen
- Steuer- und Organisationsbefehle, zur Änderung von Systemzuständen bzw. des

Abarbeitungsregimes
- Ein- und Ausgabebefehle, zum Informationsaustausch mit der Umwelt.

Adreßinformationen werden u.a. benötigt zur:
 - Lokalisierung von Daten und Befehlen im Speicher,

- zum Spezifizieren von Operanden für die Ausführung von Operationen,
- zur Festlegung von Geräten und Registern.

Man unterscheidet dabei verschiedene Adressierungsarten:

a) Implizite Adressierung

Bei dieser Adressierungsart ist der bzw. sind die Operand(en), z.B. durch Angabe
eines oder mehrerer Register, im Operationsteil codiert.

Man unterscheidet:
- direkte Registeradressierung: Dabei beinhaltet das betreffende Register den

Operanden.
    Bsp.: Lade den Inhalt des Registers A in das Register B.
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- indirekte Registeradressierung: Der Inhalt des angesprochenen Registers gibt die
Adresse des Operanden an
Bsp.: Lade das Register A mit dem Inhalt der Adresse aus Register B.

     Beide Formen treten auch gemischt auf.

b)  Konsekutive   Adressierung

Das Merkmal dieser Adressierungsart besteht darin, daß sich die Informationen über
die  Operanden außerhalb des Operationscodes befinden, d.h. es wird ein expliziter
Adreßteil angegeben. Man unterscheidet die:

- unmittelbare Adressierung: Der oder die Operanden selbst stehen im Adreßteil
des Befehls. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von  Direktoperanden.
Bsp. Addiere zu vorgegebenem Register eine im Befehl angegebene Konstante.

- direkte Adressierung: Die im Adreßteil angegebene Adresse bezeichnet die
Speicheradresse des Operanden.
Bsp.: Lade Register mit dem Inhalt der Speicherzelle 3!

- relative Adressierung:  Die Adresse des Operanden wird berechnet aus dem Inhalt
eines festen Registers (Basisregister), in der sich die Basisadresse befindet, zu
dem die im Adreßteil des Befehls  angegebene Adresse addiert wird.
Das Basisregister adressiert einen Speicherabschnitt (Seite). Die Adresse im
Adreßteil gibt die Distanz d zur Basisadresse an.

Operandenadresse = Basisadresse + Adresse im Adreßteil
. �)
1� 
1������� 
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Die relative Adressierung ist Voraussetzung zur Verschiebung von Programmen
im Arbeitsspeicher.

- indexierte Adressierung: Hierbei wird die Operandenadresse durch die Addition
der im Adreßteil angegeben Adresse und dem Inhalt eines anzugebenden
Registers (Indexregister) gebildet. Die Festlegung des Indexregisters kann im
Operationsteil oder im Operandenteil erfolgen.
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Operandenadresse = Adresse im Adreßteil + Inhalt des angegebenen
Indexregisters
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- indirekte Adressierung: Durch den Befehl wird die Adresse der
Operandenadresse festgelegt. Bei der Befehlsausführung ist eine
Adreßsubstitution vorzunehmen (dynamische Speicherverwaltung).
Die Bestimmung der Anfangsadressen vom Adreßfeld und Daten-
speicherabschnitt kann wieder durch vorgegebene Register realisiert werden.
Datenumspeicherungen können durch Änderungen im Adreßfeld erreicht
werden.
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Modellrechner

Einadreßmaschine

Als Modell eines oben skizzierten Rechners betrachten wir zunächst ein Befehlssystem
mit einer Adresse pro Befehl. Der Adreßteil AT des Befehls kann eine Adresse
aufnehmen, die Operanden- oder Befehlsadresse sein kann.
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Als Register verwenden wir:

RR Resultatsregister
BR Befehlsregister
AR Adreßregister
BZ Befehlszähler
ZR Zustandsregister

Folgende Operationen stehen zur Verfügung:
 

�
arithmetische Operationen

�  � Transportoperation ohne, mit Löschen des Resultatregisters
H Steueroperationen
S unbedingter Sprung

S � , S � bedingte Sprünge

Die Arbeitsweise des Rechners, d.h. die Ausführung der einzelnen Befehle, wird durch
folgende Tabelle festgelegt.

Operationsteil des Befehls
                  < OT >

Befehlsausführung
<RR>, <BZ>  gegeben

Operations-
symbol

Bezeichnung    <BR> :=  <<BZ>> ; <AR> :=  <AT> ;
                    <BZ> :=  <BZ>  + 1
                     (gilt für alle Befehle)

o arithmetische
Operation
+ - *

    <RR> :=  <RR>  o  <<AR>> ;

                    0                              >                              
    <ZR> :=          falls    <RR>            0
                    1                              �

�

�

ohne Löschen
Transport

mit Löschen

    <<AR>> :=  <RR> ;  <ZR> :=  wie bei o

    <<AR>> :=  <RR> ;  <RR>: = 0 ;  <ZR> := 1

S

S �

S>

unbedingter

kleiner/gleich

Sprung

 größer

    <BZ> :=  <AR>

   <BZ> :=  <AR>  falls  <ZR> := 1

    <BZ> :=  <AR>  falls  <ZR> := 0

H Halt     Ausführung beenden

keine Operation         ----------

Das Resultatsregister RR nimmt die Zwischenergebnisse von arithmetischen
Operationen auf. Im Befehlszähler BZ befindet sich die Adresse des auszuführenden
Befehls. Dieser wird aus der Speicherzelle, die durch den Befehlszähler adressiert ist in
das Befehlsregister  BR geladen. Das  Adreßregister AR  nimmt die im Adreßteil AT
dieses Befehls befindliche Adresse auf.
Danach wird  der BZ um 1 (bzw. Anzahl der Zellen, die ein Befehl einnimmt)  erhöht.
Damit wird der Befehl mit der nächsten Adresse (fortlaufende Nummerierung
vorausgesetzt), als der nach Ausführung des aktuellen Befehls im BZ vorbereitet.
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Dabei verstehen wir unter <R> den Inhalt des Registers R.  Mit <<R>> ist somit der
Inhalt der Speicherzelle gemeint, die duch den Inhalt des Registers adressiert wird.

Der Inhalt des Operationsteils OT des Befehls in BR bestimmt die auszuführende
Operation. Bei den arithmetischen Operationen (z.B. +, -, *) wird der Inhalt des
Resultatsregisters RR  als erster Operand mit dem Inhalt der durch das AR adressierten
Speicherzelle als zweiten Operand  verknüpft und das Ergebnis der Operation im RR
abgelegt. Ist das Ergebnis gößer Null, so wird das ZR auf 0 ansonsten auf 1 (Status)
gesetzt.
Um den Datentransport zwischen  Resultatsregister und Speicher zu realisieren,  stehen
zwei Transport-Befehle (Transport ohne Löschen, Transport mit Löschen) zur
Verfügung. Bei beiden wird der Inhalt des RR in die durch AR adressierte Speicherzelle
gebracht.  Beim Transport mit Löschen wird nach Ausführung des Transports der Inhalt
des RR gelöscht (auf Null gesetzt). Beim Transport ohne Löschen bleibt der Inhalt des
RR unverändert erhalten.
Durch die Sprungbefehle kann die Abarbeitungsfolge der Befehle entsprechend der
Ordnung ihrer Adressen verändert werden. Die neue Adresse wird in den Befehlszähler
geladen und überschreibt damit die vorbereitend um eins erhöhte aktuelle
Befehlsadresse. Beim unbedingten Sprung wird dies immer ausgeführt, bei den
bedingten Sprüngen, nur bei erfüllter Bedingung, d.h. entsprechend der Stellung des
Zustandsregisters ZR. Ansonsten wird die gegebene Abarbeitungsfolge beibehalten.
Der Befehl HALT bewirkt ein Abbrechen der Abarbeitungsfolge, d.h. die Programm-
ausführung wird beendet.
Der Operationsteil eines Befehls kann auch leer sein, d.h. nur der Befehlszählerinhalt
wird wie oben beschrieben  um eins erhöht.
Der Einfachheit halber wurde hier angenommen, daß wir es nur mit einfachen Objekten
(z.B. Integergrößen) zu tun haben, die in einer Speicherzelle zu speichern sind.
Codierungsfragen sollen in unserem Modell unberücksichtigt bleiben. Wir arbeiten mit
den vereinbarten Zeichen und Nummern als Pseudo-Code.

Beispielprogramm

Betrachten wir die Berechnung der Fakultät x! für natürliche Zahlen durch das
Verfahren

t0 = x-1 , p0 = x
pi + 1 = pi * ti für 0 �  i < x mit x! = p (x-1) bzw. t (x-1) = 0
ti + 1 = ti - 1 
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Für die einzelnen Schritte ergibt sich :

   i    ti    pi
  0
  1
 ...
(x-2)
(x-1)

 x-1
 x-2
 ...
    1
    0

 x
 x*(x-1)
 ...
 x*(x-1)*...*2
    x!

Das folgende Programm realisiert dieses Verfahrens auf einem Einadreßrechner mit der
angegebenen Adressierung.

Die Zellen mit den Adressen 14,15 und 16 dienen als Datenspeicher. Auf Adresse 14
steht die Zahl minus Eins, die zur schrittweisen Dekrementierung von t benötigt wird.
Die Speicheradresse 15 repräsentiert die Variable t und die Speicheradresse 16 die
Variable p. Nach  Beendigung des Programms steht das Ergebnis der Berechnung im
Resultatsregister und auf der Adresse 16.
Der Befehl auf Adresse 0 belegt die Speicheradresse 16 mit dem Startwert (p0=x). Ist der
Eingabewert x kleiner oder gleich Null, so springt das Programm bedingt zur Adresse 9.

Adresse Operationsteil Adreßteil <RR> Bemerkung
  0 � 16 x p:=x
  1 S �  9 x �  0?
  2  + 14 t-1
  3 � 15 t:=t-1
  4 S � 12 t �  0? Abbruch des

Verfahrens
  5  * 16 p*t
  6 � 16 0 p:=p*t
  7  + 15 t Lade t in RR
  8  S  2 wiederhole

Verfahren für
i+1

  9 � 15 0
 10  - 14 +1 x! = 1
 11 � 16 0
 12  + 16  x! Lade x! in RR
 13 H - Ende der Pro-

grammabarb.
 14 -1
 15 t
 16 p

Die eigentliche Berechnung erfolgt auf den Adressen 2 bis 8. In Speicherzelle 2 wird
eine Addition ausgeführt, die gleichbedeutend ist mit der Dekrementierung von t. Das
Ergebnis dieser Subtraktion wird mit dem Befehl auf Adresse 3 in die Speicherzelle 15
transportiert. Ist dieses Ergebnis kleiner oder gleich Null so wird zur Adresse 13
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gesprungen.  Ansonsten wird eine arithmetische Operation ausgeführt, indem die Werte
t und p multipliziert werden. Dabei hat das  RR den aktuellen Wert von t und der
Operand wird durch den Inhalt der Speicherzelle 16 dargestellt. Das Ergebnis dieser
Multiplikation wird in die Speicherzelle 16 transportiert und gleichzeitig das
Rechenregister gelöscht. In Adresse 7 wird durch einen Additionsbefehl das
Rechenregister wieder mit dem Wert von t geladen. Anschließend erfolgt ein
unbedingter Sprung zur Adresse 2, womit der gleiche Zyklus wiederholt wird und zwar
bis die Abbruchbedingung in Adresse 4 erfüllt ist (t � 0).
Nach Abarbeitung des Befehls auf Adresse 13 bricht das Programm ab.

Dreiadreßmaschine

Der Adreßteil AT des Befehls  beim Modell einer Dreiadreßmaschnie kann drei
Adressen <AT>i aufnehmen, die Operanden- oder Befehlsadressen sein können.
Das Resultatsregister RR, der Befehlszähler BZ und das Befehlsregister BR werden wie
bisher verwendet. Um die drei Adressen aufnehmen zu können, verfügen wir nun über
drei Adreßregister:

AR1 Adreßregister 1
AR2 Adreßregister 2
AR3 Adreßregister 3

Durch die folgende Tabelle wird die Arbeitsweise des Rechners aufgezeigt, wobei  die
Inhalte von Rechenregister und Befehlszähler wiederum vorgegeben sind:

Operationsteil des Befehls
OT

Befehlsausführung
<RR>, <BZ>  gegeben

Operations-
symbol

Bezeichnung    <BR> :=  <<BZ>> ;  <AR1> :=  <AT>1 ;
<AR2>   :=  <AT>2 ;      <AR3> :=  <AT>3

   <BZ> :=  <BZ> + 1
                         (für alle Befehle)

o arithmetische
Operationen
    + - *

    <RR> :=  <<AR1> >  o  <<AR2>> ;
             <<AR3>> := <RR>

S Sprung   <<AR3>> :=  <RR> ;
                        <AR1>          <RR> �  0
         <BZ> :=               falls
                         <AR2>          <RR> > 0

H keine Operation         ----------

Eine Befehlsabarbeitung erfolgt in ihren Befehlsphasen analog zur Einadreßmaschine.
Bei arithmetischen Operationen wird der Inhalt der durch AR1 adressierten
Speicherzelle mit dem Inhalt der durch AR2 adressierten Speicherzelle arithmetisch
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verknüpft. Das  Ergebnis befindet sich anschließend im Resultatsregister und wird
zusätzlich auf der durch das AR3 adressierten Speicherzelle abgelegt.
Um die Abarbeitungsfolge der Befehle zu verändern, wird der Sprungbefehl benutzt. Ist
der Inhalt des Resultatregisters kleiner-gleich Null, so wird dem Befehlszähler der Inhalt
des AR1 zugewiesen, ansonsten wird der Inhalt des AR2 als Adresse für den nächsten
auszuführenden Befehl verwendet. Dabei wird jedesmal der Speicherzelle, die durch
den Inhalt von AR3 adressiert wird,  der Inhalt des Resultatregisters zugewiesen.
Ist der Operationsteil eines Befehls leer, so bewirkt dies lediglich eine Erhöhung des
Befehlszählerinhaltes.
Die bei der Einadreßmaschine verwendeten  Transportbefehle (<<AR>>:=<RR>,...)
müssen nicht gesondert aufgeführt werden, da sie in den arithmetischen Operationen
implizit enthalten sind.

Beispielprogramm

Zum Vergleich betrachten wir wie in 4.4.1 die Berechnung der Fakultät x!  als
Beispielprogramm und dem analogen Verfahren:

t0=x, p0=1     mit    i    ti    pi
pi+1 = pi * ti
ti+1 = ti -1

  0
  1
 ...
(x-1)
x

 x
 x-1
 ...
  1
  0

 1
 x
 ...
 x*(x-1)*...*2
    x!

Das Verfahren wird durch folgendes Dreiadreßprogramm realisiert:

Adresse Operationsteil Adreßteil <RR> = x
  0 S 5  1  8 x t:=x
  1 * 7  7  9 +1 p:=1
  2 * 9  8  9 p . t p:= p . t
  3 + 8  7  8 t-1 t:= t - 1
  4 S 6  2  8 t > 0 ?
  5 * 7  7  9 +1
  6 H -  -  -
  7   -1 -1
  8  t
  9  p

Die Zellen 7, 8 und 9 stellen den Datenspeicher dar, wobei auf der Speicherzelle 7 die
Konstante -1, auf der Speicherzelle 8 der Wert von t und auf der Speicherzelle 9 der
Wert von p gespeichert wird. Auf Speicherstelle 9 befindet sich somit auch das
Endergebnis.
Mit dem Sprungbefehl auf Adresse 0 wird der Inhalt des RR (x, Startwert von t) in die
Speicherzelle 8 transportiert. Ist die Zahl x kleiner gleich Null, so wird zum Befehl mit
der Adresse 5 gesprungen, der auf die Speicherzelle 9 eine 1 als Endergebnis schreibt.
Durch den anschließenden H-Befehl wird das Programm beendet.
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Ist x dagegen größer als 0 wird mit der Abarbeitung des Programms auf Adresse 1
fortgesetzt. Hier wird durch Multiplikation des Inhaltes der Speicherzelle 7 (Konstante -
1) mit sich selbst eine 1 erzeugt und auf Adresse 9 als Anfangswert für p abgespeichert.
Anschließend wird eine Schleife durchlaufen, in der durch den Multplikationsbefehl auf
Adresse 2, p mit t multipliziert wird. Durch den nächsten Befehl auf Adresse 3 wird der
Wert von t in Speicherzelle 8 dekrementiert. Diese Schleife wird solange durchlaufen
bis t Null ist. Die Schleifensteuerung wird durch den Sprungbefehl auf Adresse 4
realisiert.
Das Ergebnis der Berechnung steht schließlich auf Adresse 9.

Unterprogramme

Jede Aufgabe, die mit unserem Rechnermodell bearbeitet werden soll, muß in eine
Folge von Befehlen (Programm) transformiert werden. Deren Abarbeitung entsprechend
der obigen Beschreibung löst die vorliegende Aufgabenstellung, d.h., führt eine
geeignete Speichertransformation durch.
Häufig verwendete Teilaufgaben, wie z.B. Berechnungen von ein- oder mehrstelligen
Funktionen (sin x, ex...), können als Programme vorgefertigt und als Unterprogramme
in andere Programme integriert werden. Diese Methode kann als ein erster Schritt zur
Automatisierung der Programmerzeugung angesehen werden.

Die Nutzung vorgefertigter Programme kann erfolgen als:
- Offene Unterprogramme

Bei der  Benutzung als offenes Unterprogramm, werden die Programme  an
entsprechender Stelle im Hauptprogramm eingefügt.

Hauptprogramm Teil1

Unterprogramm1...
Hauptprogramm Teil2

Unterprogramm2...
Hauptprogramm Teil3

Unterprogramm3...
Hauptprogramm Teil4

Häufig wird das gleiche Programm an mehreren Stellen als Unterprogramm benötigt.

Dann bietet sich die Nutzung an als
- Geschlossene Unterprogramme

Hier befinden sich die Unterprogramme außerhalb des Hauptprogramms. Dabei
existiert nur ein Exemplar des jeweiligen Unterprogramms, welches  von  verschie-
denen Stellen im Hauptprogramm,  aufgerufen wird. Nach Beendigung des Unter-
programms wird an die aufrufende Stelle des Hauptprogramms zurückgesprungen
und die Abarbeitung des Haupt-Programms beim nächsten Befehl fortgesetzt.
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Um den Rücksprung zum Hauptprogramm zu realisieren, muß die Adresse, an der
das Hauptprogramm fortgesetzt werden soll, vor dem Sprung ins Unterprogramm
gespeichert werden.
Das Unterprogramm benötigt Informationen vom Hauptprogramm und umgekehrt
muß das Unterprogramm seine Ergebnisse an das Hauptprogramm zurückliefern.
Dies wird durch eine Parametervermittlung gewährleistet.
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Parametervermittlung

Ein Unterprogramm tauscht mit dem aufrufenden Hauptprogramm Informationen
(Parameter) aus. Hier sind  etwa Argumente für Berechnungen oder deren Adressen dem
Unterprogramm mitzuteilen  und Ergebnisse aus dem  Unterprogramm an das
Hauptprogramm zurückzuliefern.
Es existieren verschiedene Möglichkeiten ein Unterprogramm mit Parametern zu
versorgen oder Ergebnisparameter des Hauptprogramm zu vermitteln.

a) Parameter in festen Speicherzellen oder Registern

Die Werte der aktuellen Parameter werden vom Hauptprogramm in  vordefinierte
Speicherzellen bzw. Register geladen, von wo aus sie das Unterprogramm selbst
übernimmt. Ergebnisse werden umgekehrt vom Unterprogramm zur
Weiterverarbeitung durch das Hauptprogramm an bestimmte Speicherzellen bzw.
Registern  übergeben.
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b) Parameter fest im Unterprogramm.
Da die Parameter fest im Unterprogramm integriert sind, müssen diese vor dem
Sprung ins Unterprogramm duch das Hauptprogramm aktualisiert werden, d.h. sie
werden im Unterprogramm gespeichert. Im Unterprogramm werden die aktuellen
Parameter dann als Werte für die formalen Parameter verwendet. Die
Ergebnisparameter werden in analoger  Weise gespeichert. Anschließend werden die
Ergebnisparameter  durch das Hauptprogramm übernommen und dort weiter
verarbeitet.
Auf die Parameter kann somit relativ zur Unterprogrammanfangsadresse zugegriffen
werden.
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c) Parameter  fest im Hauptprogramm.

Die Parameter stehen  im Hauptprogramm zur Verfügung und besitzen dort eine feste
Adresse.  Dabei werden die Parameter im Hauptprogramm zuerst aktualisiert. Nach
Aufruf des Unterprogramms werden die aktuellen Parameter aus dem
Hauptprogramm ins Unterprogramm überführt. Die aktuellen Parameter werden als
Werte für die formalen Parameter verwendet. Vor dem Rücksprung ins
Hauptprogramm werden die Ergebnisparameter an das Hauptprogramm übergeben.
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d) Parameter als Schlüsselinformationen im Hauptprogramm
Schlüsselinformationen können sein:
-  Parameterwerte (einzelne Parameter),
-  Adressen von Parametern ( einzelne Parameter, die mehrfach benutzt werden),
-  Leitadresse von Parameterfeldern (z.B. mehere Parameter, Vektoren, Matrizen),
-  Leitadresse von Programmen (z.B. von weiteren Unterprogrammen, die in

Unterprogrammen verwendet werden).

&�'$(	) *�'$+�,.-/,�(1032�(�'$454 6�,�(/+�782
9�':-<;=7

&�'=(1'$4>;3-<;=( 6%?:@�ACB8DED.;=ACFC7.G0$(/4H'I-/F 0$78;=7 9J'I-<;=7 KL7.-1;=(/,�(10�2�(1'$4M4

6�,�(/+�782
*J'$+�,.-/,�(10�2�(1'$4M4

Zur Übergabe von Parametern,  Schlüsselinformationen bzw. Rücksprung-Adressen
werden Adressensubstitutionen ausgeführt.
Die Übergabe von Werten erfolgt über Wertparameter und die von Adressen als
Referenzparameter.
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5. Daten- und Steuerstrukturen
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���q�����43�� ���
?@������$
���!0Q02���4�����G0/$��G0��*���	�	�!���>̀oFJ6p0':

rs� �����A�����@+
�10H�[�B�a�
� ���E- �*������FJ67� �[���t-4������� �[�4�������[�
�
���H�
�������#�D�
��������+
���#����)����
)
�U� �!���
uC���
�J�U- �#�[�����v0�69�U-4W���� �O$��G02W ��w43*�!�������1R,�k�
�������x�k���y+
�10K�
��� �D+�3h$�-�+M�
���z"%$'&(��)���$�� �U�4��W����
02�4��$10���84+
�������
���1RA�1: �C:{R@�
���ql
����+
)���+
�D+
�102�������k|h�E- �*���7}*~U"�$'&Q��)��!��+
���!���v0U+�W �����C:aLN-��b0�69�U��W ���
�
-��
�K�����m�k�����f���v�U�����p�����f�f�oR���+
�UW��q�
�����
���,�D+�3h$�- +K�����d"%$'&(��)���$������4��W �����K�[�B���E����35�	�����
"�67����- �*���������1RJ�
����02�
������-��
���*� �S����10�����+
)��!���U���1RJ����3��
���G�U:

�E+102��-�����0�69+
�
)���02������
-�$��4���
���%-4�!0H�4�����������*- �a�����U-�+10����G02� ��8f�*���	�C���v�U�����p���������4�����f�Y|U0U)�-4��-��U��~
"%$'&(��)�����FJ67���1Rm�������A-��������1Rm�A�f��W��������
�
� �������
����W�����"�$'&Q� )����[� �������1Rd�
���V��-fW���3��
���������
$��G02W��
������$�����0������1:

-f~ `oFJ6	� �
+
�

|*�D+�358gw�����+
����~

?A�����KT�-��U��-�$����K�������E+�3h8gw�����+
����0���FG6b$��f8g�4��W��
��� ���4�����qLN� �����m�����
"�$'&Q��)��!���=�[�B�C�4�������/35�G0��!���4���f�G�*���	"��U���
+
���7:

���
+
���p�Y|*� � Rg� � R�:B:B:�Rg� � ~
����$��4��|h��}��'~��
����"%�����
+
����0�8g-����9�����=� � +
����� � �����o� � �<�

 �¡G¢¤£�¥]¢�¡4¦*§ ���
+
�¨;C-���$��s�z|!�U�J�5RJ�J��.
�1RJ���f��$1Rg$���- +1R
02W��
��-���8<~v©

;C�
���������
�ª",67���U-'�*������� � 02����� 3*.
�«�
��� �D+�358gw�����+
����0���FJ6 ��w�+�35���
�������
�43����������h�2¬
0U+�WfW<|C� � ~��[� � �<� |�	-4W ��3��
�������o�����=� � ~
69���4�9|C� � ~��[� � ®�� |CT����U��w �������o�����=� � ~

$9~ `oFJ6$��
�
���4-��

|5XZ-��
�5���4���50U�k� �5�*��~

?A�����nT�-��U��-�$����¯�
�G0z`oFG6p0Y$��
�
���4-��\)�-��
�\�
+
���
���¯XZ���5�!�±°\�
�
���N�
|hXZ-��
�����4�B��0U�����h�*�f~�-��
�����
�[� �C:/��-�$��f�,�����50�69�U��W����E°N�
����XZ���h�D3�-f�*02�
|h3�-4�!02W��9~�+
���z�]�
� �²XZ���h�����5+��%|*��-��
��~(:
T����U�
�435���������5�ª02����� �������ª��w�+�35��� �
��� ���
���!02W������ |hr]�
�
���G0�W������9~
",67���U-'�*������� � ³�´9¡�µ |*�����!������- �!�����f~�R ¶�·
´ |*S����'&2+
�
)��*�����9~�R ·9³
¸
|�	�4��- �*�����9~(:

Wf~ `oFJ6$�FG�*�
�k�����

|*��- ��:4�A-��������9~

�E����`oFJ6x$�FG�*�n+
�[35-�i��	�4����� �M`@�4����$������4��W��O�
���y��- ��.
�U����W������x�A-��������
|s°K}�}]¹�º
º�~�R��
������+
��W��N»y$����]Wf�
�
�����h���k� �U�
���m)�¼��
�����C:C?c0=02�����m-4�����
",67���U-'�*������� �O�[¼
������W �1R½�
���±-�+�W��M3h.
� ��-'��.
�U����W���� �M�A-������ �¾���U��-�+
$��
02�����1:



Digitale Informationsverarbeitung

40

��~ `oFJ6	�����*�4�����

|5��-��98g�]�A-��������9~

�E���[`oFG6x���4�g��&Q� �k�4���*0y�D$102W��
���B����0��[������� �O�
� �[LN�������N�
� �y��-��98g���
�A-��������>3��g0��U:<?c0A���f���*� �>-4�����%"�67� �U- �!���������>3*.
�/��-��98g�]�A-��������	|*8
: r½: � R�}UR
� RJ�
���1Rg�[�
�7R
0U+�W4WgR<69�U�4�k~�+
����Tk���������f��W����%|*8
: r½:��KRG�y~v:
���*0��]�
�
������+
���90U$�-G02�!0 �������>����$����d��°��w�+�35���	�4�����½�/�k�4�����567�J�!���98������
»�|5��)��*-f��~q�
�
���^���¨|!�����7-4�
�f8g����-4��~m�����5�k�����
�'�U:k�E���G0��xr]-G02�!0n�����U�
���4�*0�����+
�UW�� �f��� �/+102- ��8<8g�4��W ����� -�� �D��3�- ��� �
�G0	�]�
�
� �k���h�*�G0
-������f8g�4���g�U:
Tk���202��W�����¬c?�0	$����f��$����j����W����k-4������
½�G02� ��8g�q+
���e?A�������102W���-f3*�*� �^�
���
��- �98g���¯�A-��������e���5��-4���!���Z|*�������>0Q0���8g��- �!�������G0�� �!8g�m���4�B�*���e-4�����������4���
����W����1�����
��~v:
�Ew�+�3����z�k���U���[�B�]�
��� `oFG6 �����*�f�����½�
���%XZ���5�!��$����U�f��W��d�
�����A- ������� }
� ¹���7»n$��!0 � � ¹����j�����5$
+
���
���C:��!�Z�E$
��w �������J)��f���k�����\�
� �^84+����<}
��-G0Q02����� � r]�G02W��
���4��$
+
����0��[�����*�4��� $984�	: �
�G0 �����5�k� ���
� �*���
�s�4W��
�����h��FG6p0 02����� -�+�W�� +
���*���202W������f�
����W ��� XZ���5��$����U�f��W����
��� $
�Uw�+�W�������W��1R^�
��� �
- �
� ��+
�UW�� �
���ª�/+10�- �!8 0U�����h� $984�	:^�������
��� )����
�98g�4��W �
��� �o02�����1:
�/+
�sr]�G02W��
���4��$
+
���y��������- ��.
������W��������A-����������D+
�U�
�	�����4��35-4W��m84+102w'�!8G}
����W��>�4���>`oFJ6	W4- �U�|��_-����
����-4��~a�4�������43h.
�
�h�U:

�f~ `oFJ6	W ��-��

|*�A�4��W������9~

�E���G0����D`oFJ6n���4�g�s�4�������_�
�
�����5+
���d3*.
��-f�����[�A�4��W������N�f�������E�����
����W������
���f���U����� �!���n�A�4��W������
�[� ������3��g0��U:/�E�����aw��������
�G0��]�
�
�G0k��w����G�������
�
��� ������w������!�����_�
�
�����5+
����02-4�B69��-�$�� �M+
��� �
� �¨�D�98g-����M�
���²84+
+
���!���v02W ���4���
�����
� �n�A�4��W �����¯-�$1R@8
: r½:��yrcFG�*�Y$��4�]¹�º��d�A�4��W �����N.
$����
�4�������¨$�����w��U� �=�k�B69��-�$�� �U:
LN�f�*0��«�������
��� `aFG6
����-��10235���U�J67����- �*����������¬VW���- � � � � �����*�f�����
�����5�k� ���
� �U:
�_: r½:g���U�|hWf~a� ����0�69����W����p�
���@"��U�
����-4��8g-����9�����=�A�4��W �����>Ws+
���
W���- �@|*�9~o�
���¨�A�f��W������=�����p�
�����_�
�
�s�C:

35~ `oFJ6[0����U�����

|*�A�4��W������
)�� ���*���9~

�E���Y`oFJ6O+
�[3�- i��#;C�
��������|�l
����������0QR��A�4��W���� �
)�� ���!���9~������¾"%$'&(��)��*���
|!�A�4��W���� �9~>����� `oFJ6\W ��-��	$��!0y84+\�4�������#$��G0��*���	�	�!���\��� rs�g02W��
�U�f��}
$
+
����0��[�����*�4��3��g0��*���f���4�G�!������-��7���[-f�������aw�������:��D��3�- ���>+
����?/���
�k�
�G0
l
����������0�0��������+
�UW��yl7�����
����8g�4��W���� �>��-���)������5��:g�����D�f���98g�4�������	�A�f��W������
�
�G0cl9���U������0/�����U�
���=$�FG�*� �k�4�!02��W4�
�
�����5��:
���*0="�67� �U- �!���������d.
$����l9���U������0��������
��� +C: -�:���w�+�3���� �
����T�����)�� ����+
���
84���4��� �#l
����������0>��+
��W��¯�E�����*� �U�4����-����
���v0�W��
�U�4��$����1RH�
�����E+10U��-����s3����20��
�
�G0@���v0��!���=�A�4��W������10A�
�
���a��-G0��C�
�G0A��� �!8f�!���=�A�4��W������10/+C: -�:g�f�������43*.
�
�5��:
l
����������0#)�¼��
�����\-�+�W��\-f�*0��������4-������/�!0��*���x|�0����5+
)���+
�������h�*���#��- �!������FG6�~
-�+�35���435-�i��1�����U�
� �1RJ�
���U���?A�����[�����!�s�A�4��W�������02�����1:

��~ `oFJ6���4-4�

|*�U-'�*������-f���s�A-��������9~

�E���/`oFG6+
�[35-�i��C`@�4����$������4��W����,�
���o��- �*������-4�����=�A- �������C:
?A���^���4-4��}5"%$'&(��)��=�������\-f�*0�
½���4�B��)����#��-f8g-����=�����*���h69�U� �!�����h�U:]?�0m02�'�!8f�
02��W��y-�+10����U�4�CSE���	67���������!�����P|hLN-����!�*0Q0��f~2R���|h?��
67���������!~�R9$Y|hr]-G02�!0�~
84+102- �#�#�����1R �k�������>�
��� �A-����E�\��� � $ � $��G02W��
������$����\�����U�1:
�Ew�+�3����k�*0��1$>-4�!0/�/�k�f�����h67�J�*���98�������-�+102���G0�� �!8f��:
�E���! E��3�-����±�
�G0�`oFJ6p0	��w����G�D����� Tk���5�k� ����+
����0�84���4W�)b+
���j�����
�
����$�� �
+��!8f�*� � �s�4W��
�����5$�-G02�!0 - $C:x�Ew�+�3���� �k�����
��� ��� $���� �
���
�����5�[-4�����b�U�f-4��"�$'&Q� )��*���b���
W �\"%$'&(��)��*�m�����ª`oFG6x�
��+
$����n3*.
�[�
-G0
�s�4W��
�����=�����
��¼����������"
D� ��-�+����J)��f���A$����
+��!8f��:��E���>�
�43����������h�*���K"�67� �U- �!���������q02����� � R
}�R � R�#��[�B�p84+���� ��¼��U�������?A�������10�W���-43*�!���C:



Digitale Informationsverarbeitung

41

T����v02��W����2¬�rs�f�V�������*02����� 3�-G0�� �����4��W����J�U��i�� �«�A-�������� ��������� �4�����
�D+102��¼70�W��
+
��� +
��� $��4�N�������*02�����«��+
��W�� )����4�����I�A-�������� ���U�B���b�4���
� $����U��-�+�3o- +�3v:
`a�U- �1023������J67���U-'�*������� ��¬o�����!�4����� � ���4-4�_|s+
��69�U��$������[-'�*�*0�W�� ~�Ro���4-4� �
�����*�4��� � |*�D$102W��
���f���
��� ����� l
�*�f����� � ����� ���f��- �*�������
�A-��������
67���������*� �9~(:

�E+102�����������q�����n�
���e0U)�-f��-������¯`oFJ67� �n�k� �U�
���¯��+
��W������ ���v�U�f�C�p� � �f�f� 84+102-��	�[�������g02� �!8f�!�
�v�U�f�C�p�����f���4����� `oFG67��� ����8g��+��G��:n��- $��4�^+
���!���v0�W����4���
� � �k���¨84���*0�W������ �v���������������f� +
���
	�
 ����������������Kl
����+
)���+
�����C:

l9����+
)���+
�U��� �5�*� �/`oFJ6

l9�!- �*�!02W������a`oFJ6 �%F���- �[�*0�W������/`oFG6
|h;C�4���7RgTk���5$
+
���7RG;C�
������~ | �a�*0��!�GR�
%��- 69�1RGr]-�+
��~

?H���e"%$'&(��)��%����� 0�����+
)���+
�U��� �5�*� �>`aFG6b�*0��E��+
��W��b�
�����E�h�=02�4����� �[l9����+
)���+
�U��� ��+
���n+
���j��+
��W��
02�4����� �zSE���	67���������!���7}5`oFG6�$984�	:�02�f�����S����>67���������*���7}h`oFJ67��������)����
�98g�f��W��
��� �A+
���y$��G0��*� ���
-�+10A�4�������aLN� �����s�����	"�$'&Q��)��!���=�����4�
� �U���Hl9����+
)���+
�vRJ��� �4����35-4W��10��!���;C-4���C02�����=�
���G02�½0U)�-4��- �Q:
�����,�E+�3*$�-�+d�
���D"�$'&Q��)��!�[���U35�
���G�]��+
��W�� ��� ���v���f�C�p� � �4�f�oRa���
���[�A� �U���f�J+
���m���drs�g0��*-����J�!�4�����
��+
�UW���� �����f�p� � �4�f� :

�����������������! ��"�# %$�&

'�(")�*�+-,/.�01+2(, 354"6 4 07+2(,

89 :�:;�<= :;>�:�?��% ��"�����! ��"�# %$�&

��w�+�35���E�������
���>3��
���������
�El
���5+
)���+
�����=�������������
� ��¬

� ���������������4�A@ 
5B

-f~ `oFJ6	- ���U-'F

|h;C�4����~

�D����- F70m��- $���� �4�����e$��G0��*���	�	�!�e�E�98g-����#����� SE���	67���������!��� �f�����G0
������84+�����$������
���>`oFG6p0H|�SE���	67����� ���*���7}�`aFG6>~(:
l7�4�a`DCG�4���y$��4������$��������_`oFG6Y+
�����/�4���q0U)�-f��-������s|5�4����3�-4W ������~_`oFG6pRp�
-��
�
�!0�����FJ67��`K��-��5�U- FFE��HGo�
3o`IC �f������`oFG67�
�43��������*�����y:
l7W��
���4��$
���4�*0��
¬ �>��-�����- FFE1°�:B: �JGa�
3 K½³Lo¥c³�·9¡f·9¸�¡f·9¸ M'¥ON
�1: �C:7�G0]�k���U���4���Y;C�4���y�����@�Y?H�����[� ���*��������� `oFJ6 KD³Lo¥c³�·9¡f·9¸�¡f·9¸ M'¥
�
�435���������5��:4�E�5�U- F�0/)�¼��
�����>-�+�W �=�[���
���
���[� �102������-4�p02�4���1R
F���-�����- F�E�°�:B: -GR�°�:B: $1R�:B:B:�R�°�:B: 89Ga�
3 K½³Lo¥c³�·9¡f·9¸�¡f·9¸ M'¥ON
�E���n�D+�3h�5+�3N|�l7�4����)��*�����9~ ������;C�4���
�4�����[� ���*���V���U35�
���G�m.
$�� �±�
���U���
�!���
���	��+
�UW � �PE��-GY$984�	:,FQE��*R2& R�:B:B:�Rg)�GH:



Digitale Informationsverarbeitung

42

��� �����	��
������

��� 
������������
��� ����� � �����

�! �"�#
�$���#�  &% � �  
(')� %+*�,-, 
���. */%0% ����12
  ��
3�4.5
 % � 
��768��9 *�:�;=< ���
�!; 
 , 
�� � 
��>��� � 
�� % � :� 
� ;? � : 
��@����� %BADCE 
 C 
$.  �  �  ���@��
 % �#
�$���#��F
���/� %G; 
1 � ��
��H���/�I�����(��
��KJ *�, 
�� � � 
 ; 
�� � �����ML0
��
 %G�N; 
 , 
3� � 
 %
.5
 % � APO 
$��
��QJ *�, 
R� * �#.  �S
  ��
��(���/����
.  �  �  ���T�����(
  � ,P*;4*;�%
� 
 ; 
�� � ��� * ��. � �#
 � 
�� AVU 
 : �#
���
 � 
 ; 
�� � ����
��W.YX�� �!; 
 , 
�� � 
"1 ; 
  � : 
��
���/� % ��Z�����
��	9� %+*�,-, 
���1�
. *�[ �]\ 
3�#��
�� A

^ 
  &% �  
 ; ��
.  �  �  ���`_
� ����
 Ca* � � , � �/�cbP�#
�$���#�

Od*�: �B_  � � 
1e
3�0f
U ��� * � _ % � �  ��1Pg!h�ikjlf
� * 1m_mh AnApo hqf

Ca 
r68� % \ *�:�; � � 
 ; 
�� �  �����s
  ��
 %2�!; 
 , 
�� � 
 % 
  ��
�� < 
���
  ��� * � � 
��
� * �  t* � ; 
3� Ca* � � , < � , CE* � � , � ���u
��#.5� ; 1 � ������� : 6a��1 * ��
 < ���
� * �  t* � ; 
3��� *�, 
v����� � 
 ; 
�� � ����9 Aw^xAq �c��
���yz��� , Ca* � � ,{A � * 1 A
^ 
  1e
 % � :�* � : � 
 ; � 
��}|v
����#� % \ 
3�#��
��~�  
r
  ��9q
 ; ��
3� � 
 ; 
�� � ���#
��
Ll
 \ 
  ?;�% �����#� :=A 1e
 � �#
3��� � A

�$� �����-.  ?; 


� Ca* � 
  �

� �dL0
�� � 
��  
 % 
 % ���/� % ��
 % � 
 : 
�� * � % 
  ��
3����� � 
�� �  
 ;t; ����
���� ;t � : 
��
yz� ; 1e
 < ���	�a� , ������
�� � 
��c
  ��
 % ��
 ;? 
��  1�
��c����� %dA
� � : ��
  � \ 
  �% 
�_ � ����
�J�bG.  t; 
M��. �8�e�����e���$���?����� �d���
y  t; 
 % ��Z�����
3� *;�%D% � * �  &% � : 
P����
�������� *�,V �% � : 
 ��� ����� � ���#
�����
 � � * � : � 
 �
\ 
��#��
3� AeCE* y  ?; 
 % \ 
1e
��  �: �#
 %��8, . * ��1e
 %� �,{*$;?; 1�
 , 
  ��
�� * ��� :=* ��.
� ;t ��
 * ��
�� �x�  � � 
���1�������� % ��
  � : 
3� * ��1e
 ; 
1 ��\ 
�����
����  &% � ; 
$�  1 ;t � : 
  �
��
  � % 
����
�� �  
 ;t; 
���')��1��  .�. , Z�1 ;t � :zA]� ��
��vy  ?; 
 % \  �����  
 �N ��F������
68� % 1 * ��
 < ��� CE* � 
��D��
 % � : �  
3��
�� A

��� * ��� * �#������
�� * �  ����
��`_
6 ;?; 
 � ��
�� * �  ����
3� * ��.sy  ?; 
 % � */%+ 
3�#
�� * ��.���
���J	� � 9����1�
  ��
��
� ��.�.5
�� <�* �  ?* � ; 
��I�� H�¡�  
 ,V � ��
3�Py  ?; 
 <�* �  t* � ; 
3�H� < 
��5��������
��  &% � A
Ca 
 % 
 � ��.5.�
�� <�* �  t* � ; 
 :�* � ��
��2�E� , ������
�� � 
3� � �/�R�����s�  �,-, � � */%
�!; 
 , 
�� � * �¢��
�� * � � ��
 ;?; 
��-y  ?; 
F&��� %+ �  ��� * � Aq� ��
3���  
 � ��.5.�
�� <�* �  t* � ; 

� * ���  �4� */% y  ?; 
=1e
 % � : �  
���
3�£����
�� * � % ��
 , y  ?; 
=1e
 ; 
 % 
3� \ 
��#��
�� A
Ca*/% y  t; 
 \  �#�£������� : �  
 � ��.5.�
�� <�* �  t* � ; 
  �¤9 \ 
  �¥
  ?; 
 � ;t ��� % �����
��
� : � %¦< ���D�� /�¦1�
1 ;? 
��
�� � �

* � � ��
 ;?; 
 � � %+ �  ���
� §

\ ; \ �



Digitale Informationsverarbeitung

43

y�X���y  ?; 
 %�%+ ���D�  
M.�� ; 1e
�����
�� � ��
�� * �  ����
��DX�� ;? � : _

��
 \ �  � 
 � ��� � � � � Z % � : 
��D��9 \ A � � % � 
 ;?; 
��c
  ��
 %!; 
$
��#
��	y  t; 
 % �
��� � � �m�q��� � � � 68��.YX�1�
��c��
 %¥�!; 
 , 
�� � % � * �c� */% y  t; 
v�
��
 % 
 � � ��� � � � � 
 � 9q
��c��
�� � ��.5.�
�� <�* �  t* � ; 
 * �c��
��	y  ?; 
 * ��. * ��1
1e
 � � ��� � � � � 
  � 
����5X�����
��c��
�� � ��.�.�
3� <�* �  ?* � ; 
��D� §

��. � ��� � � � 6a��.�� * 1e
 * ��.`y  t; 

�����

����
�� � ��� ��� � � .�.���
��c��
 % y  t; 
 % �
� ; � % 
 � �-� � � � � � :�;? 
 [ 
��c��
 % y  ?; 
 % �

CE 
 �  �%#: 
3�E��
 � � * � : � 
 � 
3� ��� ����� � ���#
�� � * � [ 
��E��
 % �  �,¢, � 
 ��� �5��� � ���#
3� < � , ����� .  t; 
�� %  ���
% � * �  �% � : �a� A :zA �  
K68��9 *�:�; ��
3��
�� � :�*$; � 
3��
�� �N; 
 , 
3� � 
 ������� *�,P � ��
�� 9����
 % 
�� <� 
���
�����

� ��
  � : 
��Y� ;?* � 9  �% � < ��� < ���5� : 
��#
  �V.5
 % � 1e
 ; 
$1 � A/��%N, � [ � *3: 
��  �,-, 
��!
  � * � % �#
  � : 
����c1��#� [ 
3�
� ��
  � : 
��5� * � , 9��� � 
��#.�X�1�����1 1�
 % � 
 ;?; �!\ 
��#��
3� A��&, ���������#
 � 
���y *;t; � ; 
  � � � * ��� :	� ��.  1�
  �
1��#� [ 
��)�!
  ?; ��
 % � ��
  � : 
�� % ����1e
���� � 9 � A �a, �  
 %!, Z�1 ;t � :�% � 9� < 
�� , 
  ��
��-�����c��
�� � ��
  � : 
3�

.�.5
�� �  �< 9�D��� � 9q
���� \ 
��#��
3� CE* � 
�� % � ����� � ����
�� < � ,�
������������������������ 
  ��1e
$.YX : � � A

! �"��#$�&%('*),+��-�/.0��%21

�N ��
 � * �  ?* � ; 
 < � , ���/��'!
  1e
��¢� * ��� *;�% � 
�� � 
£6k����
 %0% 
3����9 \ A J *�, 
�� < ��� * ����
���
��
��� ����� � ���#
��R
  ��
 % ��
 % �  �,¢, � 
��R�¦�/� %4* ����
 :�, 
�� A3�&, 
  ��. * � :�% � 
��Ry *;?; � * ���7
  �"'!
  1e
3�
� ��
  � : 
�� * ���#
 %0% 
�� < ��� CE* � 
�� * ��1e
3��
�� Az� �¡� * ��� * ��
�� * ��� : �  
P6E���#
 %0% 
=
  ��
3� � * �  ?* � ; 
����

  ��
 % |¡
�$���#� % ��
  ��
�� � �����
�����)����
3�)
  ��
��¦y������ �  ��� % 
  � A UQ �m�  t; .�
 < ���	'!
  1e
��5�c� * ��� ,V* �
�¦�/��
��-��
 ;? 
��  1e
3� ��� ����� � ���¥�����54���Z [ 
 * ��.�� * ��
�� AeCa 
 % 
 � �dL0
�� � 
 \ 
��#��
3�  �=
  ��
 , ��.�.5
���
��
� ��
  � : 
�� � � *; ��
$�¡1�
 :�*; � 
���� ��
�� < � , � ����1�� *3,¢,P 
��#
3�M����� *�,P &% � :�< 
3� \ *; � 
 ��\ 
�����
�� � * ��� A
CE 
 � �dL0
3� � 
 * ��.D��
�� � *; ��
 :�* ��
��K��
  ��
���.�
 % � 
�� � ��
  � : 
��Y� ;?* � 9 ����� %+ ���¤�����cX���
3�¢�  

'!
  1e
3�4
3���#
  � : � * � A � ��: ��
����R�  
I68� % 1 * ��1 % ������� � 
H��
�� '!
  1�
��£.5
 % � %+ �����k��Z�����
��  �: ��

'  
 ; ������� � 
v� , 1e
 % � 
 ;?; ��\ 
��#��
�� A C 
��¦'!
  1e
�� * ��.¦� */% 4x
 %+*�, � ���dLl
�� � , � [-*;&% 6a����
3�5������� �  �,
� ��
  � : 
��¦.�
 % � 1e
 :�*$; � 
3� \ 
�����
�� A
�N ��
¡X�� ;? � : 
¡6a� \ 
���������1 < ���c'!
  1�
����  �% � 
 % � < 
3����
 �t� 
 � 
 �  �% � 
�� < ���-|v
����#� % 9�¢
���9q
3��1e
�� A
� �"�  
 % 
 , �  ����
 � * ���"
  ��'!
  1e
�� *;&% |¡
$.�
���
���9(��
 � � * � : � 
 �P\ 
3�#��
����E�  
�9 Aw^xA8* ��.�
  �
�  �% � 
���
 ; 
 , 
�� � < 
3� \ 
  �% � A O 
$��
 % �  �% � 
���
 ; 
 , 
�� � 
3� � :	�; � 
  ��
W|¡
.5
��#
3��9 � '!
  1e
�����9� ,
� � � :�% � 
�� �!; 
 , 
�� � ��
�� �  �% � 
 A

687�9;: <>=$9;7@?A?A7 687�9;: <>=$9;7@?A?A7BCB-B B-BCB

6D7$9E:*F 6D7$9E:;G 687�9E:HF 687�9E:IGBCB-B B-B-B



Digitale Informationsverarbeitung

44

687�9E:BCB-B 687�9E: BCB-B

687�9E: 687�9E: B-B-B

B-B-B B-BCB

�N � ^ 
 % � * ��� � 
  ?; 
  ��
 % �  �% � 
���
 ; 
 , 
�� � 
 % \  �#� * � % 1�
 \ �3:�; � �  ����
 ,{,P* ����
3� � ��.5.�
��('!
  1e
��#F
<�* �  t* � ; 
�§ * ��.�� */%¥�!; 
 , 
�� � % 
 � 9 � ����� ��� ��� ���/.���� �&� . ���>
�. ��� � 
  ��
�� � * �  ?* � ; 
��	9� \ 
  �% � A
C 
��)'!
  1e
��N��
 %�; 
 � 9 � 
3� �  &% � 
���
 ; 
 , 
�� � % % � ;?; � 
 * ��.¥�  
 ; 

3�#
 �  �% � 
vJ � � � �  �% � 
���
�����
��N1�
 % 
 � 9 �
\ 
�����
�� A

6 ;&% � ��
3� * �  ����
�� %+ ���D.YX��¦��
��c�����	'!
  1e
��`X�� ;? � : _

� �	� � '!
  1e
�� <�* �  t* � ; 
��£F5F �  � : � 
 � 
  ��
��7'!
  1e
��4
  �>�����R�#
 % 
3� <� 
3� � * � � � ,P* �  �% � :{% � <� 
 ;
� ��
  � : 
��+� \  
M��
���L0
 \ 
  ?;t 1e
 CE* � 
�� � �/�	��
 * � % ������� : � A


 �-�  �+$��� � '!
  1e
�� <�* �  t* � ; 
��)F�F`1  � � ��
3� � ;t* � 9�����
��-�  
¡'!
  1e
�� <�* �  t* � ; 
¡��
 ; 
1 � :�* � � \  
��
��).Y�#
  �
� A :zA �  
v'!
  1e
�� <�* �  t* � ; 
 \  ���D1e
 ; Z % � : � A

� � � �&�$��� � '!
  1�
�� <�* �  ?* � ; 
$�)F5F ; Z % � : � �  
M1e
 % *�, � 
 ��� ����� � ��� ���  
M�  
v'!
  1e
�� <�* �  t* � ; 
 �#
.5
��  
�� � A

^ 
  �% �  
 ; 
�_

h A�� � % � 
 ;?; 
��c
  ��
�����
���
3� �  �% � 
�_

���������� � ��� ������ ��� �

� ��
�� * �  ��� % .�� ; 1e
�_ ��
 \ � � � � 
�� ;t �% � 
$�lf
� � � 
�� ;t �% � 
 A � 
�� � f
� � � 
�� ;t �% � 
$  A J * � : .5� ; 1e
3�d_pb�J � � f
� � % � 
 ;?; 
3�`_pb � � � 
�� ;t �% � 
�f



Digitale Informationsverarbeitung

45

� A �N ��.YX�1e
3�c
  ��
 %)�N; 
 , 
3� � % _

* �

B-BCB B-BCB�

�������
	
����
�

��������	
���
�� ��� �����
�����
� ��
�

��� 
������

���

��������	����
�� �� �! " �
���� "
#  ! �
����

BCB-B�

�$� 
������

BCB-B

�$�

�%������	
���
�� �& �! " �
���� "
#  ! �
����

B-BCB�

�$� 
�'
���

BCB-B

� ��
�� * �  ��� % .�� ; 1e
�_ ' \  &% � : 
�� % ��
  � : 
��B_pb � ���#1 � ��1�
���  A J * � : . f
��
 \ � � � � 
�� ;t �% � 
$�lf
� ����1 � ��1e
���  A J * � : .l_pb � � � 
�� ;? �% � 
�f
� � � 
�� ;t �% � 
 A � 
�� � _pb �!; 
 , 
�� � f



Digitale Informationsverarbeitung

46

���������
	����������� �������������! #"$��%�����&�'�(����)�&�����+*
, �.-#/�%�&���������0���1324	)��56�����74�8��9:���;-;������:�

��<

=1>@?BA@C@D7A@E%? FHG IKJ7L@MHN�>@O A@E%?

=K>
?BA%C@D7A@E%?

P)P)P P)P�PQ

R
S O T7U
L
M�E@D�V@E�U
W�O E@X�E@D7Y

Z <

=1>
?BA%C@D7A@E%? FHG IKJ7L@MHN�>@O A%E@?

=1>@?BA@C@D7A@E%?

P�P)P Q

[ \

P�P)P

��<

=K>
?BA@C@D7A%E@? FHG I1J7L@MHN�>@O A@E%?

=K>
?BA%C@D7A@E%?

P�P)P Q

\

P�P)P



Digitale Informationsverarbeitung

47

9�<

=1>
?BA%C@D7A@E%? FHG IKJ7L@MHN�>@O A%E@?

=1>@?BA@C@D7A@E%?

P�P)P Q

\

P�P)P

� (������&����� �'%���:	����:� � � ����� �	��
��������7��� ���������%*
 � ������� � ������� *
9:���(���%����� <�*
��� ����
��������7��� �������������  *

����������� �"!�#$� -#������&����	)��56�������%$ �'&��69:�)�)(����8�+*,�:�8��������-1��� �K�.$ ���)����� 56���:� ���7�����)�&��� " ����9:���
(�/ �:�����/$ ���� �13" ������������$  #"$��@�������'�(������������0-1&32����7"$����9:��� �54 ���05 -;/�%������� 6�:	)	 ���������)�&��� �7&:�
9:�)�  4����������2��&�
�)� Z 	)�8����	�/�%�����.$�9� ��9:���7� ��&���� 9:�)��::(������������H(�	�
&��-1� "$�)��9:�&�4� �
��� ���1� � Z ����" ����9:���
�.����� Z �1��� ���:	)	)���&����� � <��

Steuerstrukturen

#;&:����� 9:�)�<::����&����9=>�:9:���@?A� ��� �	�:	�	���)��&7(�� &:�
��� "$�0�
9 9:���CB ���8���������:	���� 9:��� �'&'9-1&��ED:�:������9:���
� (������&����� �����FD Z ��� 9:��� 7(���-1�)�H��-1�)�&�H���&�G#$� �����'��)��&7(�� &:�
��� �8� ���8����5 *!���7� �
��5 5 �H�K��H� ��	)�1�1�
�
���������I2���� @�����)��9:�&�����J*!���7� �
��5 5 �����H(�������9:� �K5 ��� %�0��9 9:�)�K%�K::� �.&7(��L&:�
�&�J&:�����&� %��������9:	)�����
��&'6���&( ��
1�K��� M$����� 6�:	�	 -1&:��
��&�'�� ��&�� 9:�)� ::� �.&7(��L&:����� Z ��� �05�(����
� ���N2��&�
�H���:"$�����&:����6� �
�������������H������<O*!�	�7�K�
��5 5 �)�&��&:��� ���0����������������� " �&�
9:��� �QPA&�� 9:�)�R::����&��&��&:��� 9:�&�
:��������5S(�� 5�(�� �����������/$'� Z ���1%�������T2�� � ���0���7��������� 24�8��=U&:��9�PA&'9��� Z �V=H4 ���7����	����/$ 6�:	�	.�(�
&���&�
���0����������������� "$����9:��� �W4 ��� 9:��� �� ������(�����%�������X4 �K%�&�:�
��� Z &:��� 9:�)�K%�&��::� ��&7(�� &:�
��� 6�:	�	 ���)�&���
��&�� ���0���;(�� �7(:���&���A* ���7� �
�&5 5 ����� 7( �
�������A4 ��-1&���������� 5 5 ��� "$���
9:�&� �7Y�5Z(�� �7(:�
�&������[ ��	�	 ��7�
9:�)�A:7� �����  9:����\+��"$���)	�� ���&�@: ( ���������]-1& Z �����������&� �

^7_/`ba�c�d�eQc7f�gha	i�j�j kl`Qm

 W&:��
����'�� 5SD'+%�&� " �8� 9:�)��4 �K@���:�
��� Z &:����
56�8�)����	,2��������0� Z �&�
���/$ 9:�)�$"$�0� �ED:� 9:��� �>� ���&����� � 9:�&�
: �)��&7(�� &:�
���n2����H" �&��9:��� "��:	�	)��� �

2 ;" ����9:�������:	�������9:�]4 ��-1���)���:�7&:�����&�n2����
���8� Z ���H�@�

o �.&:��9 Z ���
���������:� p � Z \+�'(��7�� &7(��L&:�
�&�
� � (������&����� �����nD Z ��� � Z \+�'(��7��)��&7(��L&:�����
[ [/&:�7(���� � �����nD Z �&� � Z \+��(������'�� �.&7(��L&:�����
B B ��	��&����� �����>� 24� � ���'%������������� <QD Z ��� � Z \+�'(��7��)��&7(��L&:�����



Digitale Informationsverarbeitung

48

���������
	������� � � ������� ��������� �"!#%$&��')(*�*+",�-���/.*�10203	-�-	-4�!5��36
78	�49�:4*;$<�:��=">�:�/.*�������?� @ (*�*+ A � @ ���*� �B	�!C�D%E A ���*�F�/�G(H%6
IJ	-0K��3�ML�	-�D$#	�NO!5%6 P � LQ�)R ;$#�%4*>��(*�*+�RS%$#�%4*>�9.*>�T����K6OIJ	-0K��K����� UVN�WX�.1�

UZYH>�D	;�
$#�1���G�-;$5�%4*�� � � UQ����������[�E \ EH'�E9]BE^�_�_�&E ` E a E b 6c%$d�*')(*�*+"�%=";$C�:��%!_!_$#e
,)(*�9.1�B$5�1���G�-;$#�%4��� � f � ,g�h�:ic@kj���%!_!#��9�-	-4�!��9+9>�mlV���-	-4*!H+9>�mlV�De1(*0K�����nP��1�3�B6
oV%!#	;�B$5�1���G�-;$#�%4��� � � o8�����1���1pcE*qcE�iFE^�_�_�96)�%=";$T����;!#!_$#e
rh�?��9�9�-;$#�%4*>� s E t E u E v E w E x E y E y#z E { E |
}n$&�*�B	1�%4�~lZ(��?+1�:�H�%.* }FlZ(����_���2�1������	�������3�VE1IJ	-0K��"P
lZ(��?+1�:���%.���Br ��:03%6 lZ(����_��}FlZ(��SE���lZ(��SEH�MlV(^� �ZlZ(��?6FEH� � �MlZ(��1A%E^�_�_�&E9lZ(��G��6
L"��?e�!#%$#�%4* L"e�!)�#����lZ(��m�FlZ(�� 6
��%+�$&�*e1(*�*e9>� ��%+��_� @ E A E9L"e�!_E � ���+�EH�����+ b ��%+�6�EH����%+ a ��%+96
��;!#�e1(*�*e9>� ��;!H��YH	��:�
$#%!_!#~,)(*�9.1�B$5�1��EH+9$# IJ	�03>�3UVN�WX�.������/�G(*.��/(*�?��3	1!T�

j�YH;$#�%4*>�X$&�94*	1!&����;(H�1�?+1�*X�
6
7�����
 q���i��)�B�94*	1!&��P�������6�7�����);$&�*-�FlZ(��?+1�:(H�%.*-�
�D��D>�:P�$#����� IJ	�03�� �O���*�C� E �-�H� E �C� E �:���-� E ���_�>� E �3���_�_� E ��� E ���-�O����� E �������#� E �M��� E ��� E

� ����� E ��� E �?�K�5� � � E ������� E ��������� E � �������C�H�H�

 �;�¡IJ	�0¢;�£=���G+*;�¤	�!M��L3	;�?$C	�N�!C;��W�%=�1$T!M�Ve�;=K$M�>�?kUVN�W%;.9��3NH�%=k��UVN�W��.9�����/��(�.9�/(*�G;�¥�;(He�-�9�?+9�H%�G�
 K$C��?¦RF(H�9�G+��*(*�He§=K$#�G+¨	�!M�3���!T-e�(*�He©NH��-�$T�;4*�H%�Z(*��+©.�	��*��	�!M�¢�
YH	;���
$C�!T!T-62,^(*�*.9�
$T�9�ªN«PH���¬+�;�
I¢	;0¢;���:0¢��He� $#� +�$T UVN�W%;.9�/0¢;�He� 	;(H��e�-�:	;��®=���G+*;���¯IJ	-��4 �
����;��Y��G%��	%�B$C�9� �
���°+�;�
�Z��(*�H+9N�;�G�$C��4H�0k$5�h.��9��.��G%��;�¥UVN�W��.9��;��E)UVYH;�?	%�
$C�9��;��E^,^(*�*.9�
$T�9�H;�£NH�%=k��o±�!C	%�
$T�9�H;�£.�²��*�H;��+�;�
l2(��?+9�����;.�;��EnLK;�Ge*!T�$C�;4H��¬(*�H+¨��-+H$#�He�(*�He���¬NH�$�PH�9�Ge��e�;NH;�H��J���!C�e�(*�He¨N�7³;�B��§�;(�e�-�9�G+9��%�
=K;�G+*;�)�
j9´H����	%µ 7³;�B�/N�����
$#0303(��He �
NOE��
���¶e�-e�;NH��H6
'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
'
'
'
'�'
20P;&' · �2¸ ��Y���� �

·@2¹¸ � Z �l2 <

PA&' ·T� º M»¸ �TY����b� º �:·�M»¸ <
· ¼ M º � ½ M ½ ¾ ¸ �TY����b� ½ �:·�M º ¸W$�·TM ½ ¸ <
· �H�: ¼ M º $�� � ��$5M ¿ ¾ ¸ ��Y���� �H�: ��·TM º ¸W$�� � ��$�·�M ¿ ¸ <

����	 · ¼ M º � M ½ ¾ ¸ � �)��&�� �H��	)	� �:·�M º ¸R$d·�M ½ ¸ < À Y���� � $ 6� �'7� �7��	�%�

4 ��9 · Á ¸ �6� ��&��O$�· Â ¸ � �7��	�%�;$ Ã Ä M Å � ��� � Ã M Å
Ã ¼ M º Æ M ½ ¾ Å � Ã M º Å �:9:��� Ã M ½ Å $ Ã ¼ M º Ç M ½ ¾ Å � Ã M º Å &:��9 Ã M ½ Å



Digitale Informationsverarbeitung

49

���������	�
����
����������������� ��!�"�#�$�%&%'�)(���*�+&+,�������.-0/����1%'����$�2)34�5*�64�5#7�86�2�(9�:�0;=<?>&-A@@B�C�EDGFH;=-JIK>&-:-:"�$L+M+N�
6�"'�����O#����QP�R���$�2�3��)"TS�"'���)�8UV�1�W��*)��$��7"T#����YXEUZ�)�1*)��$��7"4�[F\RV]�^&_a`J����*)��$��7"4�b]���$�2)3���"cR��.$d#��)�
eJ�.����%f6�"�%N#����g/�*��1$�*�R�����"&;h+,$
�	Di6�"�#j>j+h$L�lkh#��)"=mn���8�Ho *.���52�3,*�"4p�R���$q#����CeJ�.����%f6�"�%j;,+,$
�
r 6�"�#K>�+h$L�AD	*)R����0#���"Nmn�)�8�4^�*�3��s_
t�!�6�o8$�%=^u$L�1#v$L"B#����EwH$L���)�1*)��6��E]�6��Ee	�x�b2�3��1��$LR�6�"�%v#����KyV����6����5�z�{�86�('�{6��1�)"|*�6�2�3|#�$��&}~�7� +�#��)�
yV>f"'��*);�#�$�*�%f�z*�+M+h��%'�)^u!�3��
�1_\��*�R��.$�R����52�3��1�.$�R���" #�$���$�" �.2�(�$�%'�)" �K!x�z���)" "��f��$����8����"
eJ��]���$�2�3�"�6�"�%7��"|*�"�#����z���z>7"'��*�('��$��52�3��he	��%f�z$�o8o �=�����)��*�R���]���$�2�3�"�6�"�%7��"V-5pq^�!�3��1��"�#B$L"|�86�"�#���"
��!x� ����"Q���86�"�#']���$�2�3��)"�RV]�^&_J�1���5��� ��$����8�����:�.$�2�3���"�(��W�����)"Y�z����3���"~_i�K$����:��$�2�3���"�o ����%'��"4pG#�$��
#���+n���)^u��$���$�%'��",�z>f"'��*�('��$��52�3��)"&e	��%x�1$�o8oH��"'�8�zUV�1��2)3���"4p�#��)�:#76��12�3M#�*x�C��$�*�%f�z*�+M+�R��x�b2�3��1$���R���"
^u$L�1#Zp��)"'� �z����3���"n#76��z2�3n#�$��B+h��%'��$�2�3���"���$�*�%f�1*)+M+,#76��z2�3���!)6�o �|$�"��qo8��$��L�1$�2)3'�{6�"�%�_�}4P��&#���"
�z>7"'��*�('��$��52�3���"je	��%x�1$�o8oq/����1%7����$�2�3�/u%7����"'�8�z����3'��*�6�o�#�$��x�5�Emn�.$��5�E#�*��:o ����%'��"�#��i�K$�*�%x�1*�+&+v_

�

�

�

���x����x� � 

��*�+h$L�g^����1#��)"v*����GyV����6����5�z�{�86�('�{6��1�)"v#�$���¡G"�^���$��16�"�%7��"�R����52�3��1$���R���"~_Z��$��x�5��¡K"�^���$��z6�"�%'��"4p
#�$��G*�6�2�3,%7�x�52�3�*�2)3'�����
�H*)6�o��{�z�)���)"M(��7"�"���"4p����z]���6�%7��"he	������%f6�"�%��5!)"�#���� 6�"�%'�)"4pV#����z��"=mn$��8(�6�"�%
$�"N#���"N¢g*�R���������"��z��2�3'�8�:2�3�*��z*�('�����z$��5$����8��$��z�z_

£u¤�¥M¦�§{¨s©~¤qª�¦.¤«£u¤�¥

��$�"�o8*�2�3��J¡G"�^u�.$��16�"�%
¬g¡G"�^

��¯®,¡K64� �K���°/u*��z$�*�R�����" ± ^�$��z#²#����
mn�����j#��x�³¡K64�5#7�86�2�(��x� ´¶µx�
]�6�%'�.�7�1#7"��)�z_

�5$�+&6��L��*)"��
¡K"�^���$��z6�"�%

y�¡G"�^

��� · p�_
_
_7p�� ¸ -A¯®���¡G64� · p�_
_
_7p¹¡G64� ¸ - }4P��GD º $ º ",^�$��z#,#�����/�*��1$�F
*�R�����" ± � #��)�umn������#����u¡G64�[F
#7�86�2�(��x� ´¶µx� � ]�6�%'���7�1#7"��W�1_

¡K"�^���$��z6�"�%��5o ����%'�
¡K"�^�o

¡K"�^
¡K"�^Y»f¡G"�^uo

�5�.¼76���"'��$�������� ¡G64�5o�P�3�� 6�"�%
���7"�¡G"�^u�.$��16�"�%'�)"

¡K"�^���$��z6�"�%��1R�����2)(
¡K"�^GR��

½ ¦.ª'§�¤ ¡K"�^�o ¦�¤l¾ ¡G"�^u�.$��16�"�%'�)" #��)� ¡K"�^�o
^����1#��)"j]�64�5*�+M+h��"�%'��o8*�¿'�0_

+,*��8(�$��������J¡G"�^
�À¡K"�^

Á Â ¡K"�^ �K$��¶¡K"�^Ã$��z��P�R���� Á ���8�1��$�2�3ZF
R�*��0�8*�#7�z�x���5$���� R�*)�z-�_



Digitale Informationsverarbeitung

50

yV>f"'��*);�#�$�*�%f�z*�+M+h��

¬g¡G"�^

y�¡G"�^

¡K"�^�o

¡K"�^GR��

��*�"�^

� ¦�¾�§�¤lª��z¦	£�¤Z¥&¦.§{¨[©q¤qª�¦.¤ � £u¤�¥

����� (�P�� ].���ie ¡G"�^ §�� e	��# ���q¦.¤ ¡G"�^
RV]�^&_

§�� ��¡G64�b-�¡G"�^

mn��"�"n#�$��|e	��# RV]�^&_�¡G64� � r
���1o�P����L��$��z�8p�^u$L�1# #�$�� ´	��
 *�64�[F
%'��o�P�3����

��������� ��!�"�#�$�%'�ie ¡K"�^
��¡G6�2�3N*����g�����5��F8$�o F
���)������"�+h��%'��$�2�3~_ -

§�� e	��# ���q¦.¤ ¡G"�^�D ¦��¨�¦ ¡G"�^�k
RV]�^&_

§�� ��¡G64�b-�¡G"�^9D ¦�{¨�¦ ¡K"�^Kk

mn��"�"n#�$��|e	��# RV]�^&_�¡G64� � r
���1o�P����L��$��z�8pd^u$L�1# #�$��T¡G"�^�D�p
�5�7"4�z�~#�$��J¡G"�^�kj*�64�b%'��o�P�3����1_

yV>f"'��*);�#�$�*�%f�z*�+M+ 

e�¡G"�^

Name :=     Aus

Name     Aus

if Bed
then

(

then

(

Anw

)

  else

)

Anw

, ,

:=

begin

Anw

end

  ;

Anwf

 C   : Anw
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  while   Bed  do  Anw

  repeat   Anwf   until Bed

 for  EAnw to   Aus step Aus  do Anw

case    Aus of  (  MAnw   ;   )
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Unterbrechungs - Anweisungen (unstrukturiert)
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6. Prozedurale Programmierung

Variable

Das Konzept der Variablen ist für den anweisungsorientierten imperativen
Programmierstil und den entsprechenden Programmiersprachen fundamental. Durch
Anweisungen werden Speicherbelegungen verändert, die selbst als Zuordnungen von
Objektstrukturen zu Variablen aufzufassen sind. Die Variable ist dabei
programmtechnisch als Objekt anzusehen, welches ein anderes Objekt als Wert
zugeordnet erhält. Dieser Wert kann über den Namen der Variablen erreicht und
manipuliert werden. Die Variable stellt dabei eine Referenz von Namen zu den
Speicherzellen her, in denen dieser Wert als Datenstruktur abgelegt ist. Der Wert der
Variablen entspricht dem Inhalt von Speicherzellen.
Variablen können in Programmen angelegt und benutzt werden, aber auch unabhängig
davon u.a. als Namen für Dateien existieren. Variable in Programmen müssen erklärt
werden, insbesondere ist der Typ der Objektstrukturen anzugeben, die sie als Werte
annehmen oder über ihre Namen referieren sollen. Dies geschieht durch Deklarationen,
die vor der Benutzung der darauf bezugnehmenden Variablen auszuführen sind. Sie
stellen eine Zuordnung von Variablenname und  Typ dar, durch die bei Ausführung
Speicherplatz für als Werte der Variablen möglichen Objektstrukturen reserviert wird.
Syntaktisch wird dies durch die Deklaration  var  Namenliste  :  Typ zum Ausdruck
gebracht, wobei die Variablennamen in der Liste durch Kommata getrennt sind.
Im einfachsten Fall handelt es sich um Variable für skalare Basistypen, wie z.B. bei den
Variablen mit den Namen m und n in der Deklaration  var m , n : integer, womit
Speicherzellen referiert werden, die Objekte vom Typ integer aufnehmen können. Bei
Ausführung der Deklaration in einem Programm werden diese Speicher reserviert, ohne
das ihr Inhalt vorgegeben oder bekannt ist. Dieser Inhalt wird erst durch Anweisungen
wie n := 1 definiert bzw. durch n := (n+1) gelesen und überschreibend verändert.
In die durch die Variable referierten Speicherbereich können nur Werte abgelegt
werden, die den in der Deklaration dieser Variablen vereinbarten Typ besitzen
(Typkompatibilität). Die Daten, die eingegeben oder gespeichert werden sollen, müssen
den deklarierten Typen entsprechen oder in diese transformiert werden.

Variable für strukturierte Typen

Variable können auch strukturierte Werte annehmen (strukturierte Variable) und
bestehen dann aus Komponenten, denen wieder Variable entsprechen. Die Werte dieser
Komponenten können selektiv gelesen und verändert werden.
Im nachfolgenden Beispiel handelt es sich bei d um eine Recordvariable und bei ds um
eine Feldvariable. Die Variablen d . t  bzw. d . m  als Komponenten von d besitzen den
Typ integer bzw. string. ds [n]  bzw. ds [n] . t  bzw. ds [n] . m  sind Komponenten von
ds mit dem Typ Datum bzw. integer bzw. string.

type  Monat = ( Jan , Feb , ... , Dez ) ;
         Datum = record
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                                   m : Monat ;
                                    t  : 1 .. 31 ;
var  d  :  Datum ;
       ds : array [ 1 .. n ] of Datum
...
d . t  :=  15 ;  d . m  :=  Jan ;
...
ds [n] . m  :=  Dez ; ds [n] . t := 31 ;
...
ds [1]  :=  d ;

Feldvariable können statisch sein. Ihre Indexmenge wird vor Ablauf des Programms
(Compilezeit) festgelegt.
const n = 10 ;
type Vector = array [1 .. n]  of  real ;
var a, b : Vector ;
...
b := a ; read (a) ; read (b) ;

Bei dynamischen Feldvariablen wird die Indexmenge zur Laufzeit des Programms
festgelegt.
type <Aus i > : integer ; n , m : integer ;
        Vector = array [Aus 1 .. Aus 2] of real ;
var a : Vector (1..10) ;
      b : Vector (m .. n) ;
...
a := b ;

Bei flexiblen Feldvariablen ist die Indexmenge durch Wertzuweisung im Programm frei
veränderbar.
type Vector = array [1 .. n] of real ; ...
var   a : Vector ;
...
n := (n - 1) ; read (a) ;

Haldenvariable (Zeigervariable)
Variable können durch Befehl angelegt und gelöscht werden. Solche Variable sind im
Gegensatz zu denen, die durch eine Deklaration eingeführt werden, anonym und durch
Zeiger erreichbar. Sie sind  selektiv überschreibbar.
typ Intliste = ^ Intknoten
      Intknoten = record kopf : integer,
                                    rumpf : Intliste ;
var prim , rest : Intliste ;
...
prime := rest ;
...
prime.kopf := 2 ; prime.rumpf := rest ;

 2  3  5prime
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Anlegen :  allocate         liefert Zeiger auf Variable, erst danach zugreifbar
Löschen :  dispose         trennt Zeigen von Variable, danach nicht mehr zugreifbar

Programme

Bevor die Werte (Speicherinhalte) von Variablen in Anweisungen verwendet bzw.
verändert werden können, muß der Typ dieser Variablen vereinbart werden. Werden
Variable verwendet, deren Typ vorher nicht erklärt wurde, dann steht ihnen kein
geeigneter Speicherbereich zur Verfügung. Die Variable kann demnach nicht oder nicht
korrekt angesprochen werden, so daß ein Fehler bei der Abarbeitung der entsprechenden
Anweisung entsteht.
Neben Variablen können auch Namen für Konstante eingeführt werden, die vor
Benutzung ebenfalls deklariert werden müssen. Anweisungen können zu
Unterprogrammen (Prozeduren, Funktionen) zusammengefaßt und über einen Namen
aufgerufen werden. Dazu sind entsprechende Unterprogramm-Deklarationen
einzuführen.

Wir verwenden folgende Syntaxbeschreibung:

Programm                               program Name ; Rumpf

Rumpf                                    Deklarationsblock  Anweisungsblock

Deklarationsblock                   FolgevonDeklarationen

FolgevonXyz                           leer
                                                Xyz ; FolgevonXyz

Deklaration                             const FolgevonKonstantendeklarationen
                                               type FolgevonTypdeklarationen
                                               var FolgevonVariablendeklarationen
                                               FolgevonUnterprogrammdeklarationen

Konstantendeklaration            Name = KonstantenAusdruck ;

Typdeklaration                       Name = Typ ;

Variablendeklaration              Namenliste : Typ ;
Namenliste                              Name
                                                Name , Namenliste

rest
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Unterprogrammdeklaration     Prozedurdeklaration
                                                Funktionsdeklaration

Prozedurdeklaration                procedure  Name  Parameterteil ; Rumpf ;

Funktionsdeklaration              function  Name  Parameterteil : Typ ; Rumpf ;

Parameterteil                          ( Parameterfolge )

Parameterfolge                       Variablendeklaration
                                               Variablendeklaration ; Parameterfolge

Syntaxdiagramme

Programm

 Deklaration

 program Name   ; Deklarationsblock Anweisungsblock

Ex-/Import  Initialisierung

  const

  type

    var

Konstantendeklaration

    Typdeklaration

 Variablendeklaration

  Unterprogrammdeklaration
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Konstantendeklaration

Prozedurdeklaration

Funktionsdeklaration

procedure  Name  Parameter Prozedurrumpf  (   )

  ;

  ;   ;

 Typdeklaration

Variablendeklaration

 Name

 Name

 Name

CAusdr

   Typ

   function  Name Parameter    Typ

  ;

  (   )   :   ;   ; Funktionsrumpf

   Typ

 =

 =

  ;

  ;

  ;  :

  ,

function  Name  Parameter   BAusdr.  (   )

  ;

 =   ;

Paramter

 Name Typ  :

  ,

oder
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Prozeduren

In sich abgeschlossene Teilprogramme bzw. Programme für häufig auftretende
Verarbeitungsfunktionen werden in Form von Prozeduren oder Funktionen als
Unterprogramme verwendet und damit die Übersichtlichkeit des Gesamtprogrammes
erhöht bzw. seine Struktur klarer beschrieben. Solche Unterprogramme sollten so
erstellt werden, daß sie unabhängig von dem Kontext, in dem sie geschrieben wurden,
vielfach verwendbar sind.

Die Bedeutung von Prozeduren liegt in ihren Seiteneffekten (Belegungsänderungen),
zum Beispiel der Übergabe von Werten. Zur Definition einer Prozedur gehören folgende
Angaben:

- der Bezeichner, unter dem die Prozedur aufgerufen wird,
- für jeden formalen Ein- und Ausgabe-Parameter einen Bezeichner und dessen 

Typ,
- den Deklarationsteil, lokale, d.h. auf die Prozedur beschränkte, Variablen, 

Konstanten,  Prozeduren, Funktionen und
- einen Anweisungsblock (eingeschlossen in BEGIN und END) mit den in der 

Prozedur auszuführenden Anweisungen.

Beispiel:

program Beispiel ;

procedure Text3 ( a [1] , a [2] , a [3] : string [10] ) ; {Prozedur: Text3}

var i : Integer ;

{Variablendeklaration}

begin

         for i := 1 to 3 do

              write ( a[i] , '  ' ) ;

end ;

begin {Hauptprogramm}

Text3 ( 'Funktionen' , 'und' , 'Prozeduren.' ) ; {Prozeduraufruf}

end.

Die Prozedur wird im Hauptprogramm aufgerufen, indem der Prozedurname gefolgt
von drei durch Kommata getrennte (aktuelle) Parameter (Zeichenketten) in Klammern
angegeben wird.

BEACHTE: Beim Aufruf der Prozedur müssen immer so viele aktuelle Parameter
angegeben werden, wie im Prozedurkopf formale Parameter vereinbart
sind. Der Typ der aktuellen Parameter muß dem Typ der formalen
Parameter entsprechen.
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Funktionen

Eine Funktion (auszuführender Ausdruck) liefert ein Objekt, das an das Hauptprogramm
zurückgegeben wird. Eine Funktion beginnt mit dem Terminalsymbol function gefolgt
vom Namen der Funktion. Der Typ des zurückzugebenden Objektes (Funktionswert)
wird nach der Liste der formalen Eingabeparameter getrennt durch einen Doppelpunkt
festgelegt. Der Aufruf der Funktion im Hauptprogramm erfolgt wie üblich durch den
Funktionsnamen gefolgt von der Liste der aktuellen Parameter.

Beispiel: Funktion zur Berechnung des Volumens eines Quaders.

program Beispiel
var  vol : integer ; {Variablendeklaration}
function Volumen ( Länge , Breite , Höhe : integer ) : integer ;

 begin
          Volumen := ( (Länge * Breite) * Höhe) ;                               {oder}

                       return ( (Länge * Breite) * Höhe) ;                             {Return-Anweisung}
 end ;

begin {Hauptprogramm}
vol := Volumen (5, 7, 1) ; {Funktionsaufruf, Wertzuweisung}
write ( 'Volumen: ', vol ) ; {Ausgabe}

end.

Lebenszeit und Gültigkeitsbereich

Jede deklarierte Variable besitzt eine Lebenszeit, in der das von ihr referierte Objekt
existiert und angesprochen werden kann. Diese entspricht normalerweise der
Aktivierungsdauer des Blockes, der die Deklaration für diese Variable enthält und ist
dynamisch an die Laufzeit des Programms gebunden.
Der Gültigkeitsbereich (Reichweite) einer Variablen bezeichnet denjenigen Teil des
Programms, in dem die Variable mit gleicher Bedeutung (gleiche Speicherzuordnung)
benutzt wird. Die Gültigkeitsbereiche, hier nur statisch betrachtet, können geschachtelt
auftreten. Verschiedene Objekte können unter dem gleichen Namen auftreten.
Aufgerufen werden können die Werte nur im Gültigkeitsbereich.
Wir unterscheiden ferner persistente Variablen, deren Lebenszeit die Aktivierung des
Programms überdauert, und transiente Variablen, deren Lebenszeit an die Aktivierung
des Programms gebunden ist.
Lokale Variable sind innerhalb eines Blockes vereinbart und nur dort gültig. Variable,
die für das gesamte Programm vereinbart sind, werden global genannt.

Beispiel
program  P ;
              var x : ... ;
              procedure Q ;
                              var y : ... ;
                               begin
                                        ... R  ...
                               end ;
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              procedure R ;
                              var z : ... ;
                               begin
                                            ...
                               end ;

              begin
                       ... Q ... R  ....
              end .

Im Beispielprogramm besitzen die Variablen x, y, z bei der unten vorgegebenen
Abarbeitung (Laufzeit) folgende Lebensbereiche:

Nicht nur Variable, sondern auch andere durch Deklarationen oder Definitionen
eingeführte Bezeichner besitzen einen Gültigkeitsbereich, gebunden an den
Programmblock, in dem sie deklariert werden.

const  c = ... ;
          d = ... ;

type  T =  
�

 U ;
         U =  ... T ... ;

var   v : T ;
       w : ... ;

procedure  p ;   

        begin
                  ...  p  ...  v  ...  ;
        end ;
begin
          ...
end.

 p  w

 v

T

U

d

   c

P ein                 Q ein                R ein                 R aus     Q aus                   R ein                             R aus                   P aus

z lokal    z lokal

y lokal

x global
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Im nachfolgenden Programm werden die Bezeichner i und j in verschiedenen
Gültigkeitsbereichen mit  verschiedenen Bedeutungen und Referenzen benutzt, die
durch Indizierung unterschieden werden sollen.

program p ;
var  i1,  j1 : integer ;
function  Summe ( k : integer ) : integer ;
var  j2 : integer ;
begin  if   i1 < 10  then  j2 := 10  else  j2 := 1 ;
          return  ( j2 + k )
end ;
procedure  Drucken ( j3 : integer ) ;
var  i2 : integer ;
begin  if  i2  

�
  j3  then  i2 :=  Summe ( j3 ) ;

          write  ( Summe ( i2 ) )
end ;
begin  i1 := 17 ;  j1 := 4 ;
          Drucken  ( Summe  ( j1 ) ) ;
          Drucken  ( Summe  ( i1 ) )
 end

Für die Lebensdauer der einzelnen Variablen und deren zugeordnete Werte erhält man
für den beschriebenen Ablauf im Beispiel folgende Ergebnisse:
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Die in der Prozedur Drucken deklarierte lokale Variable i wird im Anweisungsblock
dieser Prozedur bei obigen Ablauf aufgerufen, bevor ihr ein Wert zugeordnet wurde
(Laufzeitfehler). Im Beispiel wird dazu an den mit ? gekennzeichneten Stellen ein
bestimmter Wert vorausgesetzt. Um solche Laufzeitfehler zu vermeiden, muß vor
Benutzung lokaler Variablen geprüft werden, ob ihr durch die Prozedur bereits ein Wert
zugewiesen ist. Ansonsten ist die Verwendbarkeit dieser Prozedur eingeschränkt bzw.
führt zu Fehlverhalten des Gesamtprogramms.

Parameterübergabe  (Kopiermechanismus)

Die beim Aufruf von Prozeduren und Funktionen verwendeten aktuellen Parameter
müssen zu den in der Deklaration angegebenen formalen Parametern in Beziehung
gesetzt (kopiert) werden. Dafür gibt es unterschiedliche Mechanismen, deren
wichtigsten in nachfolgend zusammengestellt sind:

                               Call by Value             Call by Reference                  Call by Name

Übergabe                              Wert                              Speicherzuordnung                                 Name
Kopie                                    Daten                                  Adressen                                       Bezeichner
Auswertung                          strikt                                    normal                                             normal
Zeitpunkt                             Aufruf                                   Laufzeit                                       Übersetzung
Sprache                                Pascal                                   Fortran                                             Algol

Diese Mechanismen können in Programmiersprachen auch gemischt auftreten, wie z.B.
Call by Value und Call by Reference in Pascal. Ihre Auswahl kann durch die Syntax der
Sprache erfolgen.
Als Parameter kommen außer Bezeichner von Dateien alle anderen deklarierten Namen
in Frage. Auch Prozedur- und Funktionsnamen können übergeben werden. Man
unterscheidet demnach Konstantenparameter, Variablen(Referenz)parameter, Prozedur-
parameter, Funktionsparameter.
Die formalen Parameter sind lokale Variablen einer Abstraktion (Unterprogramm).
Beim Eintritt in die Abstraktion wird in die lokale Variable kopiert, beim Austritt aus

i1 j1 kj3 i2 j217 4
4 1

1

1

1

1

5

5
5?

17

18
0?

18

19

20

5

6

18

19
19

  Summe

  Summe

   Summe

Summe

Summe

Drucken

    Drucken
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der Abstraktion in die globale Variable. Die lokale Variable wird beim Eintritt in die
Abstraktion angelegt und beim Austritt wieder gelöscht.

Rekursion und Iteration

Wie bereits bei der syntaktischen Beschreibung der Steuerstrukturen geschehen, können
auch Programme Funktionen oder Prozeduren enthalten, in deren Deklaration ihre
eigenen Funktions- bzw. Prozedurnamen wieder auftreten, die sich beim Programmlauf
dann selbst aufrufen. Derartige Beschreibungen bzw. Funktionen und Prozeduren
heißen rekursiv. So kann z.B. die Fakultätsfunktion fac durch die Gleichung

                                                          1                                         n 
�

 1
                                      fac ( n )  =                                  falls
                                                         ( n �  fac ( n - 1 ) )                 sonst

rekursiv definiert werden. ( Die Funktion fac ist Lösung der Gleichung.) Die Werte von
fac für beliebige natürliche Zahlen n sind durch die Gleichung eindeutig festgelegt, da
die natürlichen Zahlen vollständig geordnet sind und ausgehend von n mit fortlaufender
Bildung von n-1 (Vorgänger) diese Ordnung bis zu 1 (kleinstes Element) durchlaufen
wird. Wenn der Wert von fac für eine Zahl (n-1) bekannt ist, kann er durch den
Ausdruck im Fall sonst für den Nachfolger n berechnet werden.
Im Beispiel der Funktion fac kann dies durch folgendes Programm notiert werden:

function fac (arg : integer ) : integer ;
               begin
                        if arg 

�
 1 then return 1

                                    else return ( arg �  fac (arg - 1 ) )
                end ;

Bei jedem Aufruf von fac müssen neue Inkarnationen von arg und fac erzeugt werden.
Der Wert von arg ist jeweils zu speichern. Die Berechnung von fac ist zu unterbrechen
und mit dem Wert von ( arg - 1 ) für arg neu zu starten.
Bei Erreichen von 1 (Abbruchkriterium) ist der Wert von fac für die letzte Inkarnation
berechnet. Durch sukzessives Multiplizieren mit den Werten der Inkarnationen von arg
in umgekehrter Reihenfolge ihrer Speicherung  wird schließlich der Wert von fac für
den anfänglichen Wert von arg erhalten. Der Speicher ist nach dem Prinzip last in - first
out als Kellerspeicher zu verwalten. Für arg = 4 ergibt sich folgender Ablauf:

        arg              return-Anweisung                                  fac
         4                return ( 4 * fac ( 3 ) )                            24
         3                return ( 3 * fac ( 2 ) )                             6
         2                return ( 2 * fac ( 1 ) )                             2
         1                return 1                                                  1

 Bei derartigen rekursiven Programmen, der Selbstaufruf kann direkt oder indirekt über
andere Unterprogramme erfolgen, ist immer der Speicheraufwand für den Keller zu
berücksichtigen. Insbesondere bei mehrfachen Rekursionen kann dies zu erheblichen
Speicherverbrauch und zu einer großen Anzahl von rekursiven Aufrufen (Rechenzeit)
führen.
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Ein bekanntes Beispiel für Rekursion wurde von Fibonacci angegeben. Er berechnete
als fib ( n ) die Anzahl der Kaninchen-Paare, die nach n Jahren leben würden, wenn im
ersten Jahr ein Paar exisitiert, jedes Paar vom zweiten Jahr an ein weiteres Paar als
Nachwuchs hat und die Kaninchen eine unbeschränkte Lebensdauer besitzen. Damit
entsteht die Zahlenfolge :

Jahr        1   2   3   4   5   6     7      8      9     10         30
Paare      1   1   2   3   5   8    13    21    34    55      832040

Als Funktion läßt sich fib definieren durch die Gleichungen:
fib ( n ) = 1                                                 falls  n 

�
 2

            =  ( fib ( n - 1 ) + fib ( n - 2 ) )         falls  n �  2

Als Funktionsprozedur erhält man damit das rekursive Programm:

function fib ( arg : integer ) : integer ;
                    begin
                              if arg 

�
 2 then return 1

                                               else return ( fib ( arg - 1 ) + fib ( arg -2 ) )
                    end ;

Der Aufwand bei der Berechnung von Fibonacci-Zahlen fib ( n ) mit diesem Programm
ist proportional der Anzahl cn der Aufrufe von fib. Für c1 und c2 ergibt sich 1.
Weiter gilt      cn  =  1 + cn - 1 + cn - 2  für  n �  2  und  cn - 1  =  1 + cn - 2 + cn - 3   für  n �  3 .
Zusammen erhält man   cn  =  2 + 2cn - 2 + cn - 3  �  2cn - 2  ... �   2n/2 - 1c2    und
cn  =  2cn - 1 - cn - 3  �   2cn - 1 ... �   2n - 1c1 .
Also ergibt sich  2n/2 - 1  �   cn   �    2n - 1 , d.h., ein exponentielles Wachstum von c bei
wachsendem n. Bei n �  40 entsteht  eine unverhältnismäßig hohe Rechenzeit. Außerdem
entsteht eine große Rekursionstiefe, was zu einem inakzeptablen Aufwand für den
Kellerspeicher führt.
Die Effizienz der Berechnung kann hier dadurch deutlich gesteigert werden, wenn die
Funktion fib nicht durch ein rekursives, sondern durch ein iteratives Verfahren
berechnet wird. Ein solches zeichnet sich dadurch aus, daß nur bestimmte Teilabschnitte
des Verfahrens gesteuert durch eine Abbruchbedingung wiederholt durchlaufen werden,
ohne daß das gesamte Verfahren selbst wieder neu angestoßen wird. Der Fortschritt des
Verfahrens ist zu speichern und wird im nächsten Durchlauf wieder verwendet. Mit den
vorher beschriebenen Wiederholanweisungen läßt sich dies im Beispiel der Fibonacci-
Zahlen iterativ wie folgt ausdrücken:
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function fibit ( arg : integer ) : integer ;
                      var i , x , y , fib : integer ;
                      begin
                          if arg = 0  then return error
                                           else  begin
                                                       x :=  0 ; fib := 1 ;
                                                       for i := 2 to n do begin
                                                                                       y := ( fib + x ) ;
                                                                                       x := fib ;
                                                                                       fib := y
                                                                                  end ;
                                                       return fib
                                                   end
                      end ;

Die zuletzt berechneten Fibonacci-Zahlen sind jeweils in x und fib gespeichert. Als
nächste Fibanocci-Zahl entsteht der Wert von y. Für den nächsten Durchlauf wird dann
fib auf x und y auf fib umgespeichert. (Dies kann auch durch Rotation erreicht werden.)
Insgesamt werden hier zur Berechnung von fibit ( n ) in der for-to-Schleife ( n - 1)
solche Umspeicherungen vorgenommen, was einem linearen Aufwand entspricht. Die
Funktion selbst wird nur einmal aufgerufen.
Neben der for-to-Schleife können auch die repeat-until- (bzw. do-while-) Schleife oder
die while-do- (bzw. while-) Schleife benutzt werden. Dabei ist zu beachten, daß bei
repeat die Schleife mindestens einmal durchlaufen wird, bevor die Abbruchbedingung
geprüft wird. Bei while hingegen wird erst die Abbruchbedingung geprüft und danach
die Anweisungen der Schleife ausgeführt. Letzteres reduziert im allgemeinen die
Fehleranfälligkeit.

Daß auch rekursive Lösungen effizient sein können, belegt das folgende Programm, bei
dem eine rekursive Prozedur mit den Referenzparametern fib und fib1 verwendet wird.
Bei diesen formalen Parametern soll der früher erwähnte Kopiermechanismus nach Call
by Reference vorliegen, was durch die Variablendeklarartion var in der Parameterliste
ausgedrückt ist.

function fibrek ( arg : integer ) : integer ;
              procedure fibproc ( arg : Integer ; var fib , fib1 : intger ) ;
                                var fib2 : integer ;
                                begin if arg 

�
 1 then begin fib : = arg ; fib1 := 0 end ;

                                                          else  begin
                                                                    fibproc ( ( arg - 1 ) , fib1 , fib2 ) ;
                                                                    fib := ( fib1 + fib2 )
                                                                   end
                                end ;

              var fib1r , fib2r : integer ;
              begin  fibproc ( arg , fib1r , fib2r ) ;
                         return fib1r
              end ;
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Die verwendete Prozedur fibproc liefert den Wert fib für das Argument arg und den
Wert fib1 für das Argument (arg - 1). Die Variable fib2 wird in zweifacher Bedeutung
verwendet, direkt und als Ergebnis-Parameter, aber nur einmal berechnet. Die Anzahl
der Aufrufe von fibproc in der Funktion fibrek steigt nur noch linear mit dem Argument.
Eine Beispielberechnung von fibrek ( 4 ) zeigt die nachfolgende Tabelle, in der die linke
Tafel den Variablen-Keller vor und die rechte Tafel den Variablen-Keller nach den
jeweiligen Prozeduraufrufen darstellt.

Variable                    fib     fib1   fib      fib1        fib     fib1    fib       fib1
Parameter        arg    fib1   fib2   fib1r   fib2r       fib1   fib2    fib1r    fib2r
fibrek               5                                                                                             5
fibproc             5                         3        2                               5         2
fibproc             4       2       1                               3        2
fibproc             3       1       1                               2        1
fibproc             2       1       0                               1        1
fibproc             1                                                 1        0
 Aufruf                                  vor                                       nach

Der hierbei erzielte Effizenzgewinn gegenüber der vorhergehenden rekursiven Lösung
wird durch eine erhöhte Komplexität des Programms erkauft.  Im prozeduralen
Programmierstil würde man die iterative Lösung sicher bevorzugen. Bei
Paradigmenwechsel, etwa zum funktionalen Programmierstil, wird dies im allgemeinen
nicht mehr gelten.

Regeln für die prozedurale Programmierung (im Kleinen)

- Zerlegung des Gesamtverfahrens in überschaubare und hierarchisch gegliederte Teile 
(Bausteine)

- Konzeption funktioneller umgebungsunabhängiger Einheiten (Module)

- Unterprogramme wiederverwendbar konzipieren

- Objekttypen problemadäquat definieren

- Abstraktion der Daten (Struktur, Eigenschaften, Typ, Zugriffsoperation ) festlegen

- auf Lokalität von Variablen und abgegrenzte Gültigkeitsbereiche achten

- unnötigen Export aus und Import in Unterprogramme vermeiden
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- Kommunikation zwischen Programmteilen mit möglichst wenig Parametern 
(Schnittstellen)

- Variable nicht über (Unter-)Programmgrenzen hinaus verwenden

- Verwendung weitgehend selbsterklärender Bezeichner

- Programmnotationen strukturieren, aus der syntaktische Struktur erkennbar ist

- Unterprogramme und Anweisungen kommentieren, so daß daraus deren Bedeutung
   ableitbar ist

- Typ von Konstanten und Variablen deklarieren

- auf Konsistenz von Daten- und Steuerstrukturen achten

- Variable vor Benutzung initialisieren (Vermeidung von Laufzeitfehlern)

- unkontrollierte Sprünge (goto- Anweisungen) vermeiden

- Eingabefehler und Typverletzungen möglichst ausschließen (Robustheit)

- bei rekursiven Programmen Keller- und Aufruftiefe (Speicher- und Zeiteffizienz) 
beachten

- weitgehende Unabhängigkeit von Compiler und Gerätekonfiguration anstreben

- Laufzeitverhalten und Ressourcenverbrauch erfassen (Qualitätsparameter)

- Testprotokolle festlegen (Eingabetest, Laufzeittest, Vollständigkeitstest)
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II  Programmierung und Programmiersprachen

1. Entwicklung der Programmiersprachen
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2.  Programmierparadigmen
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3.  Spezifikation und Verifikation von Programmen

Im Zusammenhang mit der Konstruktion von Programmen, stellt sich die Frage:
„Was leistet das Programm?“ oder „Erfüllt das Programm die gestellten
Erwartungen?“ oder „Wie ist ein Programm mit gewünschter Wirkung zu
konstruieren?“.
Die erste Fragestellung betrifft die Beschreibung dessen, was durch das Programm
bewirkt wird, d.h. eine Definition der Wirkungsweise von Bestandteilen aus denen
das Programm besteht. Man spricht dann von der Semantik der Programmnotation.
Die zweite Frage betrifft den Nachweis von Eigenschaften, die das Programm
erfüllen soll. Das Programm soll bezüglich gegebener Bedingungen (Eingangs-
und Ausgangsbedingungen) verifiziert werden.
Die dritte Frage betrifft die Konstruktionsmöglichkeiten zur Erzeugung korrekter
Programme zu gegebenen Anforderungen. Dabei beziehen sich die Anforderungen
auf die Erfüllung von Eingangs- und Ausgangsbedingungen des Programms und
seiner Teile. Man unterscheidet dabei eine partielle Korrektheit, bei der das
Programm nichts Falsches produziert, und die vollständige Korrektheit, bei der
das Programm bei erfüllter Eingangsbedingung immer Richtiges produziert, d.h.
die Ausgangsbedingung wird immer erfüllt.
Diese drei Fragen hängen eng zusammen und wir diskutieren nachfolgend
Ansätze zu deren Beantwortung.

Vor- und Nachbedingung

Von jeder Programmausführung erwarten wir ein bestimmtes Ergebnis, welches
als Zusicherung  (postcondition)  formuliert wird.
Beispiel: von der Berechnung des Doppelten einer Zahl x; Doppelt(x) erwartet
man das Zweifache der Zahl x als Ergebnis. Die Zusicherung könnte also lauten:

Doppelt ( x ) = 2 * x

Dabei werden bestimmte Voraussetzungen über den Eingangswert x gemacht, die
als  Vorbedingungen (precondition) formuliert werden.

Mögliche Vorbedingungen in unserem Beispiel wären:
 x ist INTEGER; | x | 

À
 MAX INTEGER/2.

Die zweite Bedingung dient dabei der Absicherung, daß der Integer-Bereich nicht
überschritten werden kann, da die Operation sonst kein Ergebnis liefert. Man wird
nach Möglichkeit eine solche Vorbedingung anstreben, die möglichst keine
Einschränkungen der Eingangswerte eines Programms erzwingt. Deshalb suchen
wir die schwächste Vorbedingung  (weakest precondition oder wp), um die
Leistung des Programms voll "auszuschöpfen", d.h. auf möglichst viele
Eingangswerte anwendbar zu machen.

Ein Programm läßt sich bezüglich seines Effekts also beschreiben durch:
  - die Zusicherung (Q) für das Ergebnis
  - die Vorbedingung (P) an die Eingabe.
Diese Angaben spielen bei der Verifikation eine zentrale Rolle.
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Notation:
Seien S ein Programm oder ein Programmteil, P (precondition) eine Aussage über
die Parameter des Programms, die vor dessen Ausführung gilt, und Q (post-
condition) eine Aussage, die nach Ausführung von S gilt. Dann beschreiben wir
diesen Zusammenhang durch:
                                                       P  {  S  }  Q

Die so festgelegte Notation kann verschiedene Bedeutungen  besitzen.
a)  Definition ( Def ) einer
     einzelnen Anweisung  S

Durch Angabe der Wirkung der
Anweisungen, definieren wir die
Semantik der Sprache.

b) Beschreibung eines Programms
    oder Programmteils S
       (Bes)

Aus der Definition der einzelnen
Befehle werden die Aussagen P
und Q synthetisiert.

c) Spezifikation (Anforderung) des
    Programmes S
       (Spec)

Die Anforderungen an ein noch zu
schaffendes Programm werden
durch P und Q spezifiziert.

Im allgemeinen ist aus dem Kontext ersichtlich, welche Bedeutung verwendet
wird.

Den Nachweis, daß Spezifikation (was soll das Programm tun) und Beschreibung
(was tut das Programm) verträglich sind, bezeichnet man als Verifikation des
Programms. Dabei ist zu zeigen:

              (  PSpec  
�   PBes )   �    ( QBes  

�    QSpec )

d.h., die spezifizierte Vorbedingung PSpez impliziert die realisierte Vorbedingung
PBes des Programms und die realisierte Nachbedingung QBes impliziert die
spezifizierte Nachbedingung QSpez.
In der Regel ist QSpec durch die Aufgabenstellung vorgegeben (gesuchtes
Ergebnis), davon ausgehend wird QBes aus QSpec verallgemeinert, d.h. QBes ist
eine allgemeinere Aussage, in der QSpec enthalten ist.
Die gesuchte Vorbedingung PBes sollte so schwach wie möglich sein:

PBes = wp(S, QBes)   (Schwächste Vorbedingung von S zur Erfüllung von QBes).

Bei der Erstellung einer Programmbeschreibung gehen wir also rückwärts vor,
von der angestrebten Nachbedingung zur unvermeidlichen Vorbedingung. Ein
Programm ist um so robuster oder flexibler, um so weniger Vorbedingungen
gestellt sind. (Idealerweise: Vorbedingung TRUE - immer erfüllt, oder:
Vorbedingung FALSE - Programm liefert unter keinen Umständen das richtige
Ergebnis.)

Beispiel:
In einem Feld F aus Integer-Werten mit der Indizierung 1 ... 1000, in dem nur die
Werte 0 bis 20 auftreten, sollen alle Stellen gefunden werden, die mit einem
bestimmten Wert a  besetzt sind.
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Die Nachbedingung für das Ergebnis i folgt aus der Aufgabenstellung:
        QSpec �   1 

À
 i 
À

 1000  �   F[i] = a.
Zur Realisierung empfiehlt es sich, immer das erste Vorkommen von a zu suchen.
        QBes �  QSpec �  ( F[j] = a �  j 

¾
 i )

QSpec ist in QBes enthalten; QBes impliziert QSpec.
Die Vorbedingung muß sicherstellen, daß a überhaupt in F vorkommt:
      d.h., PBes �  es existiert ein i mit:   1 

À
 i 
À

 1000  �   F[i] = a .
Durch die Problemstellung  ist vorgegeben:
      PSpec 

�  es existiert ein 1 
À

 i 
À

 1000 mit: F[i] = a  �    für alle j: F[j] � {0... 20}
d.h.,  PSpec impliziert PBes.

  Semantik der Anweisungen
(Angabe der schwächsten Vorbedingung WP zu vorgegebener Nachbedingung Q.)

Anweisung Semantik Erklärung

leere Anweisung wp (leer, Q) �  Q Was nach der Ausführung
der leeren Anweisung
gelten soll, muß schon
vorher gelten.

Wertzuweisung wp (x:= E, Q(x)) �  Q(E)
Vorauss.: E ist definiert
und E liefert Element vom
Typ(x)

E muß definiert und
typkompatibel zu x sein.
Die Vorbedingung ergibt
sich aus der Nachbe-
dingung, durch Ersetzung
aller Vorkommen von x
durch den Ausdruck E. E
kann x enthalten (keine
Rekursion)

Sequenz wp (S1; S2, Q)
 �  wp (S1, wp (S2, Q))

Die schwächste
Vorbedingung der
zweiten Anweisung S2 ist
die Nachbedingung der
Anweisung S1.

Alternative wp (if B then S1
        else S2, Q)
 � (B �  wp (S1, Q)) �

   (nicht B �  wp (S2, Q))

Wenn die Bedingung B
erfüllt ist, dann hat die
Alternative die  schwäch-
ste Vorbedingung des
then-Zweiges S1, sonst
die des else-Zweiges  S2.

Bedingte
Anweisung

wp (if B then S , Q)
 � (B �  wp (S, Q) �

   (nicht B �  Q)

Wenn die Bedingung B
erfüllt ist, hat die bedingte
Anweisung die schwäch-
ste Vorbedingung der
Anweisung S, andernfalls
galt  die Nachbedingung
schon vorher.
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Beispiel:

Gegeben sei die folgende Anweisung S:

IF x < 0 THEN x := -x ELSE x := x - 1 ;

mit x Element Integer und der Nachbedingung  Q �  x 
¾

 0.
Dann ergibt sich die schwächste Vorbedingung von S bezüglich der
Nachbedingung Q, wie vorher eingeführt zu:

wp (S, Q) �  ((x < 0) �  wp(x:= -x, x 
¾

 0)) �  ((x 
¾

 0) �  wp(x:= x-1, x 
¾

 0))
                    �  ((x < 0) �  (-x 

¾
 0))       �     ((x = 0)  �  (x-1 

¾
 0))

                    �  ((x < 0) �  (x 
À

 0))        �      ((x 
¾

 0) �  (x > 0))
                    �   (x < 0 )    �     ( x > 0 )
                    �   x 

�
 0

Die schwächste Vorbedingung, um nach Ausführung der Anweisung die
Nachbedingung zu erfüllen, ist also x 

�
 0. Eine hinreichende Vorbedingung   wäre

also x > 10 , da sie x 
�

 0 impliziert. Die Bedingung x<10 wäre dagegen nicht
hinreichend.

Zur Beschreibung der Wirkung von Wiederholanweisungen geben wir zunächst
ein Beispiel.

Gegeben sei das folgende Programmfragment S:

begin
  while i 

À
 n do

    begin
      t := t * x;
      i := i + 1;
    end;
end;

Damit wird die n-te Potenz von  x   berechnet. Die Nachbedingung lautet also
Q(t, i) �  t = xn. Wir suchen nun die schwächste Vorbedingung wpj(S,Q(t,i)) von S
in Abhängigkeit von der Anzahl j der Schleifendurchläufe.
Den Schleifenrumpf  t := t * x;  i:= i + 1 bezeichnen wir durch T.

kein
Durchlauf

wp0 (S, Q (t, i)) �  i > n �  Q (t, i)
(Wegen i>n wird T niemals durch-
laufen)

ein
Durchlauf

wp1 (S, Q (t, i)) �  i 
À

 n �  wp (T, i > n �  Q (t, i))

zwei
Durchläufe

wp2 (S, Q (t, i)) �  i 
À

 n  �    wp (T, i 
À

 n  �

     �   wp (T, i > n   �    Q (t, i)))
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Die Bedingung i 
À

 n garantiert, daß die Schleife T durchlaufen wird. Die
Abbruchbedingung (i > n) muß nach der letzten Ausführung der Schleife erfüllt
sein und steht deshalb in der entsprechenden Nachbedingung.
Da die Anzahl der Durchläufe beliebig sein kann, gilt allgemein:

   wp (S, Q ( t, i ))  �   wp0 (S; Q) �  wp1 (S; Q) �  ...

Für den Schleifenrumpf kann man für die Nachbedingung Q(t,i) �  i 
À

 n �  t= xi

aus der Definition der einfachen Anweisung bzw. der Sequenz  die schwächste
Vorbedingung
      wp(T,Q(t,i)) = wp (t:= t * x, wp(i:=i+1, (i 

À
 n �  t=xi)))

                         = wp (t:= t * x, (i+1 
À

 n �  t=xi+1))
                         =  (i+1 

À
 n   �   t * x =xi+1)

                         =  (    i < n   �         t = xi)
erhalten.
Anmerkung: t = xi bleibt durch t unverändert (invariant).

Das Einsetzen von T ergibt:

wp1 (S, Q (t, i)) �  i 
À

 n �  wp ( t := t * x ; i := i + 1,
                      i > n  �   Q (t, i))
�  i 
À

 n �   i + 1 > n  �   Q ( t * x, i + 1 )
�  i = n �   Q ( t * x, i + 1 )

wp2(S, Q ( t, i )) �  i 
À

 n �  wp (t:=t * x; i:= i + 1, i 
À

 n
           �  wp (t:=t * x; i:= i + 1, i > n
           �  Q ( t , i )))
�  i 
À

 n �  wp (t:=t * x; i:= i + 1, i = n
            �  Q ( t * x, i + 1 ))
�  i 
À

 n �  i + 1 = n �  Q ( t * x ² , i + 2 )
�  i+1 = n �  Q ( t * x² , i + 2 )

Offensichtlich lautet die allgemeine Form für j Durchläufe:
wpj(S, Q ( t, i ))    �  (i + j - 1 = n   �    Q(t * xj, i + j))
Insgesamt entsteht damit für wp(S, Q(t,i)) durch Alternative aller wpj:

wp (S, Q(t, i)) �    wp0 (S, Q(t,i)) �  wp1(S, Q(t,i)) �  wp2(S, Q(t,i)) �  ...
    �    (i > n  �   Q( t, i )) �   es existiert ein j �  N: (i + j - 1 = n  �    Q(t * xj, i + j))
Damit haben wir eine endliche Beschreibung für das gesamte Programmfragment S
erreicht.
Setzen wir nun die Nachbedingung Q( t, i ) �  (t = xn) ein, so erhalten wir:

wp (S, Q( t, i )) �  (i > n  �   t = xn)  �   (existiert j �  N: ( i+j-1=n  �   t*xj = xn))
�  (i > n  �   t = xn)  �   (n + 1 - i > 0  �   t * x(n+1-i) = xn)
�  (i > n  �   t = xn)  �   (i 

À
 n �  ( t = xi-1   �   x = 0))
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Dies ist die schwächste Vorbedingung unserer while-Schleife. Da sie aber beim Einbau
in ein Programm einen zu großen Aufwand erfordern würde, suchen wir nun eine
stärkere, aber einfachere Vorbedingung.
Das erste Alternativglied (t = xn bzw. t*xj = xn) ist in der Regel nicht generell zu
erfüllen, da das Ergebnis (xn)  bekannt sein muß.
Eine mögliche stärkere Vorbedingung ist:
                                                                P   �    (i = 1  �    t = 1  �    n 

�
 0)

Es ist leicht nachzuweisen, daß   diese Bedingung die schwächste Vorbedingung
wp(S, Q(t,i)) impliziert.

Um P zu erfüllen erweitern wir unser Programmfragment zu S'

i := 1;  t := 1;
while i �  n do
  begin
     i := i + 1;
     t := t * x;
  end;

Damit lautet die schwächste Vorbedingung   ( n 
�

 0 ) .
Um auch diese Bedingung noch zu erfüllen, wäre eine Eingangsprüfung für n
erforderlich. Das Programmfragment würde dann lauten

 if n 
�

 0 then (S')
                  else  (Fehlermeldung);

Danach ist die Vorbedingung immer erfüllt (TRUE).

Um immer ein richtiges Ergebnis zu garantieren, müssen wir die totale Korrektheit
nachweisen.
 Die Schleife terminiert, wenn die Schleife überhaupt nicht oder nur endlich oft
ausgeführt wird und wenn ein Schleifendurchlauf nur endlich viele Schritte umfaßt.
Für n = 0 wird die Schleife nicht, für n > 0 n-mal durchlaufen. Die Schleife umfaßt zwei
Operationen, also terminiert unser Programmfragment.

Beachte: Die totale Korrektheit folgt nicht notwendig aus der partiellen Korrektheit.
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Beschreibung einer Schleife mittels Invariante

In diesem Abschnitt wird ein anderer Ansatz für die Verifikation eines iterativen
Programmes benutzt, der vielfach leichter anwendbar ist.
Dazu betrachten wir das Programmfragment

 while B do S end.

Festlegungen:
V: sei die Gesamtheit aller Variablen, die von der Schleife verändert werden.
B: die von V abhängige Wiederholbedingung der Schleife.
h:  die durch den Schleifenrumpf S realisierte Veränderung h(V) der Variablenwerte.
hj(V0):  j-malige Anwendung von h auf V0 . Vj = hj(V0)   bezeichnet die dabei
            entstehenden  Variablenwerte.

Eine Invariante INV ist eine Aussage über V, die gültig ist, solange die
Wiederholbedingung geprüft wird. Es gilt also:

                                              INV (V0) = TRUE

Außerdem muß gelten:         B(V0) �  ...  �  B(Vm) �

                                         INV (h(Vm)) = INV (Vm+1) = TRUE

Insgesamt läßt sich die Invariante INV charakterisieren durch:

                 INV (V0) �  B (V0) �  B (V1) �  ...  �  B (Vm) �  INV (h (Vm)).

Die Invariante beschreibt also einen Zusammenhang der Variablen, der erhalten bleibt,
solange die Schleife durchlaufen wird, beim Abbruch der Iteration ist B (Vj) nicht mehr
erfüllt, d.h., dann gilt:
                                         INV (Vj) 

�  nicht B (Vj).

Bei richtiger Wahl der Invariante läßt sich daraus die Nachbedingung Q ableiten:

                                (INV(Vj) 
�   nicht B(Vj))  

�   Q(Vj)

Zusammenfassung:
Wie wir sehen muß eine Invariante folgende drei Bedingungen erfüllen:
- Sie muß am Schleifenanfang gelten.
- Sie muß, sofern B erfüllt war, unter Anwendung von h tatsächlich erhalten bleiben.
- Sie muß hinreichend aussagekräftig sein, um nach Abbruch der Schleife den Schluß

auf die Nachbedingung Q zu   gestatten.
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Beispiel:
Betrachten wir das Programmfragment zur Berechnung von xn. Die Invariante ist:

INV (i, t)   �    i �  n+1  �   t = xi-1.

Der Beweis der Richtigkeit erfolgt über vollständige Induktion:
Induktionsanfang:  Für n = 0 ist nach Voraussetzung i = 1 und t = 1, damit ist

INV (i0, t0)   �   ( i0 �  n+1  �   t0 = xi0-1 ) �  (1  �  0 + 1 �  1 = x0 )
                 eine wahre Aussage.
Seien die Invariante und die Wiederholbedingung gültig für im und tm (Werte von i und
t nach dem m-ten Schleifendurchlauf). Dann gilt:

   INV ( im, tm ) �  B (im)   �   ( im �  n+1 �    tm = xmim-1  �   im �  n ).

Wegen h(t, i) = [t * x, i + 1] gilt weiter:

   tm+1 = tm * x = xmim-1 * x = xmim  �   im+1 = im + 1.

Also gilt nach Übergang auf  im+1 auch:

  ( tm+1 = xm+1im+1  - 1   �    (im+1 �  n+1) ) �  INV (im+1, tm+1) q.e.d.

Eine hinreichende Vorbedingung dafür, daß die Invariante am Anfang erfüllt ist, lautet

  P(i, t, n) �  [i=1  �   n 
�

 0  �   t=1]  �  INV (i, t).

Mit der Wiederholbedingung B( i ) �  i �  n folgt als Nachbedingung:

  INV (V) �  nicht B(V) �   ( i �  n+1  �   t = xi-1  �   i > n )
                                    �   ( i = n+1  �   t = xi-1  �  t = xn ) �   Q ( t, i )

Mit Hilfe der so gewonnenen Invarianten können Programme konstruiert werden, die in
jedem Fall das richtige Ergebnis liefern (totale Korrektheit).
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Konstruktion iterativer Programme

Bei der Konstruktion korrekter iterativer Programme und Schleifen ist wie folgt
vorzugehen:

1.)

2.)

Festlegung der Nachbedingung Q ( Ziel der Konstruktion ).

"Finden" einer geeigneten Invariante INV.
(Das Problem wird in Teilprobleme zerlegt, die alle die
Invariante erfüllen, wobei h der Funktionskörper ist.)

h            INV

B           B

P

Q }
3.) Festlegung der Vorbedingung P und Ableitung der

notwendigen Initialisierung mit dem Nachweis, daß P die
Invariante impliziert.
(Eingangsprüfung oder Anforderungen an vorangehenden
Programmteil.)

  P �  INV

4.) Festlegung der Wiederholbedingung B. B

5.) Nachweis, daß die in 2.) gefundene Bedingung tatsächlich
eine Invariante ist, d.h., bei Wiederholung und nach Ende
der Schleife gilt.

INV �  B �  INV.h

6.) Nachweis, daß bei nicht mehr gültiger Wiederholbedingung
die Nachbedingung Q gilt.   INV �  B �  Q

Ist Schritt 6.) nicht erfolgreich, so muß der Vorgang ab
Schritt 2.) wiederholt werden.

Beispiel:

Iteratives Programm zur Berechnung der Fakultät
1.) Q �  y = n !

2.) INV �  y = i !  �    0 �   i �  n.
Aus der Fakultätseigenschaft (i+1)! =  i! * (i+1)  erhalten wir für die
Implementierung des Schleifenrumpfes
  S = (i := i + 1; y := y * i;)
und bezüglich Q als schwächste Vorbedingung
 wp (S, Q) �  wp ( i:=i+1, wp(y:= y * i, Q(i, y)))
                 �  wp ( i:=i+1, Q(i, y * i))
                 �   Q ( i+1, y * (i+1)) .
Daraus folgt die Transformation h(i, y) = [i+1, y * (i+1)], die zusammen mit der
Wiederholbedingung (4.) die Invariante garantiert.



Digitale Informationsverarbeitung

89

3.) Aus der Anfangsbedingung 0! = 1 erhalten wir die Vorbedingung
P  �   ( y = 1  �   i = 0  �   n 

�
 0 )

Die Invariante folgt aus P, da ( y = 1 = i!  �   0 = i �  n ) gilt.

4.) Als Wiederholbedingung mit dem Endwert n ergibt sich
B  �  ( i < n ) .

5.) Es gilt INV (V)  �   B (V) �   INV (h(V)), denn aus
 ( y = i!  �   0 �  i �  n  �   i < n ) folgt
 ( y * (i+1) = h(y)  = i! * (i+1) = h(i)!  �   i+1 = h(i) �  n ) .

6.) Abschließend gilt:
INV (V)  �   nicht B (V) �  Q (V), denn aus ( y = i!  �   0 �  i �  n  �   i 

�
 n )

 folgt ( y = i!  �   i = n ) und daraus weiter ( y = n! ) .

Damit ist das Programm erfolgreich konstruiert.

Als Implementierung in PASCAL ähnlicher Notation erhalten wir:

if n 
�

 0 then
  y := 1; i:=0;
  while i < n do
      begin
        i  := i +1;
        y := y * i;
      end;
   else (Fehlermeldung);

In diesem Fall empfiehlt sich die Anwendung einer for-Schleife mit Inkrementierung
(Erhöhung) von i am Schleifenende (y ist mit i+1 zu multiplizieren).

y := 1;
for j:=1 to n do y := y * (i+1);

Die vollständige Funktion zur Berechnung der Fakultät könnte dann wie folgt aussehen:

function fakultaet (Argument: integer): integer ;
  var Produkt: integer ;
         Index: integer ;
  begin
     Produkt := 1;
     for Index := 1 to Argument do
       begin
        Produkt := Produkt * Index ;
       end ;
        Fakultaet := Produkt ;
end ;
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Zusammenfassung

Eine Spezifikation präzisiert die Anforderungen an ein Programm. In der
Beschreibung eines Programms wird festgelegt, wie die spezifizierte  Anforderung
durch Anwendung von Anweisungen der definierten Programmiersprache erfüllt wird.
Durch die Verifikation wird nachgewiesen, das Beschreibung und Spezifikation
verträglich sind, d.h., die Programmbeschreibung erfüllt die spezifizierten
Anforderungen.
In Abhängigkeit von der Interpretationssicht, kann die Aussage
                                                           P  {S}  Q ,
wo P,Q Bedingungen (Vor-, Nachbedingung) und S ein Programm, zur Definition der
Semantik, zur Beschreibung der Programmeigenschaften, zur Spezifikation oder zur
Verifikation des Programms dienen.
Endziel ist immer die Erzeugung korrekter Software, die das tut was sie tun soll.
S heißt partiell korrekt bzgl. (P, Q), falls unter der Bedingung, daß die Eingangswerte P
erfüllen und das Programm S terminiert, die Ausgangswerte nach Programmausführung
die Bedingung Q erfüllen. (Es entsteht kein falsches Ergebnis.)
S heißt total korrekt bzgl. (P, Q), falls unter der Bedingung, daß die Eingangswerte P
erfüllen, das Programm S terminiert und die Ausgangswerte die Bedingungen Q
erfüllen. (Es entsteht immer ein richtiges Ergebnis.)
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III. Algorithmen und Datenstrukturen

1. Effizienz und Komplexität
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Aufgaben zur Vorlesung „Digitale Informationsverarbeitung“
                            im Wintersemester 1996/97

Algorithmenbegriff

���
Beschreiben Sie ein Verfahren zur Suche eines Buches in einer Bibliothek.
Beachten Sie dabei, daß das gesuchte Buch in der Bibliothek eventuell nicht
geführt wird oder gegenwärtig entliehen ist.

���
Beschreiben Sie ein Verfahren zur Berechnung der kleinsten Primzahl, die eine
gegebene Zahl übertrifft, und begründen Sie Ihr Verfahren.

���
Beschreiben Sie ein Verfahren, welches a) den Buchstaben bestimmt, der in einer
Laufschrift

                                                           bzw. b) das Wort bestimmt, das in einem Buch
     am häufigsten auftritt.

���
Zeigen Sie, daß die Funktion f, die für jedes Wort über {0, 1} mit einer geraden
(bzw. ungeraden) Anzahl von 1 als Funktionswert 0 (bzw. 1) liefert, berechenbar
ist. Geben Sie dazu ein (Markov-) Programm an und weisen Sie nach, daß dieses
Programm die Funktion  f  berechnet.

� �
Zeigen Sie, daß die Menge aller geraden natürlichen Zahlen n als |-Folgen der
Länge 2n+1

     aufzählbar ist.

6.  Konstruieren Sie ein (Markov-) Programm, welches das m-fache einer natürlichen
Zahl n
     (|-Folge der Länge n+1) berechnet.

Digitale Informationsdarstellung

7.  Ergänzen Sie die fehlenden Angaben in nachfolgender Tabelle.

                   Basis 2             Basis 5             Basis 8             Basis 10             Basis 16
                -------------------------------------------------------------------------------------------
                110101111
                                           43231
                                                                    35127
                                                                                             734219
                                                                                                                      B6AC8E
                  0,000101
                                           0,0314
                                                                     0,123
                                                                                                                        0,7AB
                -------------------------------------------------------------------------------------------
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8.  Codieren Sie die Zahl einhundertsiebenunddreißig Fünftel zur Basis 5, 7 und 15.

9.  Multiplizieren Sie im jeweiligen Zahlensystem und stellen Sie die Gegenprobe
durch entsprechende
     Division:
     Basis 2:  101,011 * 0,1011  ; Basis 7:   14,03 * 2,6  ; Basis 8:   5,7 * 3,2  ; Basis 16:
A9,0E * 12,CD.

��� �
Stellen Sie die Dezimalzahlen x = 71 und y = -52 im Bereich achtstelliger
Binärcodes als

     Zweierkomplement dar, und berechnen Sie zur Basis 2 die Ausdrücke  x+y  und  x-
y  .

� � �
Geben Sie die normierte Gleitkommadarstellung der Zahl ein Dreiundzwanzigstel
auf vier Stellen

     genau jeweils zur Basis zwei, drei und acht an.

12. Wieviele Druckseiten können auf a) einer 1,4 MB Diskette
                                                   und b) einer 1,2 GB CD
      gespeichert werden, wenn jedes Zeichen durch ein Byte kodiert wird und eine
Seite 40 Zeilen zu je
      60 Anschlägen umfaßt.

Klassischer Digitalrechner

13. Führen Sie das in der Vorlesung entworfene Programm zur Berechnung der
Fakultätsfunktion für
     n = 4 manuell aus und protokollieren Sie die Veränderungen der Register- bzw.
Speicherinhalte.

14. Entwerfen Sie ein Programm zur Berechnung des größten gemeinsamen Teilers
zweier natürlicher

 Zahlen für
��� eine Einadreßmaschine,� � eine Dreiadreßmaschine.

� � �
Entwerfen Sie ein Programm für eine Fünfadreßmaschine zu dem Verfahren aus
Aufgabe 2.

Daten- und Steuerstrukturen

��� �
Entwerfen Sie eine Datenstruktur Labyrinth, die zur Beschreibung des Theseus-
Algorithmus verwendet werden kann.
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� � �
Geben Sie eine Datenstruktur für den Buchkatalog einer Bibliothek an und
definieren Sie dazu geeignete Operationen zur Beschreibung des Verfahrens aus
Aufgabe 1.

��� �
Welche Strukturen und Wertmengen werden durch folgende Typen beschrieben:

type Eins = ( Dresden, Erfurt, Magdeburg, Potsdam, Schwerin);
       Zwei = 1 .. 5;
        Drei = record  s : Eins, t : string [10], z : Zwei;
        Vier = array [0 .. 9] of Drei;
       Fünf = pointer to Element
                  Element = record a: Vier, b: Fünf;

��� �
Entwerfen Sie eine Datenstruktur zur Verwaltung von Übungsgruppen mit
maximal 25 Studenten nach Studiengängen getrennt unter Angabe von Name,
Vorname und Immatrikulationsnummer der Studenten.

� � �
Welche der folgenden Zeichenfolgen sind Ausdrücke?

      Wenn ja, von welcher Art. Wenn nein, aus welchem Grund.

      a)    ( x < y ) = ( x + 2 )
      b)    ( ( x - 3 ) �  ( y - 1 )
      c)    ( x �  y + 3 )� �   ( x - ( y �  z ) ) = 2

� � �
Berechnen Sie den Wert der folgenden Ausdrücke bei den angegebenen Belegungen

      b(x, y, z) = (2, 1, 0),   b(x, y, z) = (0, 1, 2),    b(x, y, z) = (1, 0, 1) !

      a)    ( x > y ) =  �  ( y 	  z )
      b)    ( ( x - 1 ) < ( ( y + 1 ) �  z ) )
      c)    ( x 	  ( y + 1 - x ) ) �  ( �  ( 0 < y ) 
  ( y 	  0 ) )

� � �
Welche Belegungsänderungen werden von den folgenden Anweisungen erzeugt?

      a)    begin S := 0 ; for i := 1 to n step 1 do if xi > 0 then S := ( S + xi ) end
      b)    while i  

4
 n do begin t := ( t * x ) ; i := ( i + 1) end

� � �
Geben Sie Anweisungen an, die die durch folgende Funktionen beschriebenen Belegungsänderungen

      geeigneter Variablen erzeugen!

��� Größter gemeinsamer Teiler von zwei natürlichen Zahlen� � Skalarprodukt zweier Vektoren
��� Stellenwertkodierung römischer Zahlwörter zur Basis 10
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Prozedurale Programmierung

24. Bestimmen Sie die Lebenszeit und die Gültigkeitsbereiche der Variablen in dem nachfolgenden
Programm:

program  P ;
        var m : integer ;

        procedure  R  ( n : integer ) ;
               begin
               if  n > 0  then  R ( n-1 )
               end ;

        begin
                  R ( 2 )
        end

25. Geben  Sie ein Struktogramm und ein Programm zur Konvertierung

       von Codewörtern zwischen verschiedenen Zahlenbasen an.

26. Geben Sie eine Prozedur an, die die Knoteninhalte ( Typ integer ) eines geordneten Baumes

      in der gegebenen Ordnung Ord in eine Liste stellt. [ Ord ( Vater ) < Ord ( Kind ) ]

      Benutzen Sie diese Prozedur für ein Programm zur Ausgabe dieser Liste.

�����
Schreiben Sie eine iterative und eine rekursive Prozedur zur Multiplikation zweier Matrizen

      von Integer-Objekten und verwenden Sie diese Prozeduren zum Ausdrucken (write) der Er-

      gebnismatrix.

�����
Formen Sie die folgende rekursive Prozedur in eine iterative Prozedur um.

      procedure p ( i : integer) ;

                        begin

                                 if  Bed ( i )             {von i abhängige Bedingung}

                                 then begin

                                                 i := Aus1(i) ;        {Ausdruck in i}

                                                 p ( i )

                                          end

                                  else  i := Aus2(i)                   {Ausdruck in i}

                          end ;


