5. Aussagenlogik und Schaltalgebra

* Aussageformen und Aussagenlogik

» Boolesche Ter me und Boolesche Funktionen
» Boolesche Algebra

Schaltalgebra

Schaltnetze und Schaltwerke
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Aussagen

« Information oft in Aussagen enthalten ( "Die Ampel zeigt rot", "Das Wetter ist schon")
« Aber: Der Begriff der Aussage bedarf einer genaueren Definition.
« Beispiele fur unscharfe Definition:
« Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, von dem es sinnvoll ist zu sagen, es sei wahr oder falsch
(Aristoteles).
-> Problem auf die Definition von "sinnvoll" verlagert.
« Dem Satz "Die Aussage dieses Satzes ist falsch™ 148t sich kein Wahrheitswert zuordnen.
» Ausweg: Formale Sprache mit der ein zwar eingeschrénktes aber konsistentes System von
Aussageformen konstruiert werden kann.

*Beispiel: Aussagenlogik.
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Aussagenlogik |

- Einfaches formales System zur Représentation von Aussagen.

» Zweiwertige Logik (Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch)

« Jede Aussage als Wort iiber einem Zeichenvorrat M = {Z,0} formuliert, wobei Z die
Menge der bindren Aussagevariablen (Typ Boolean) und O die Menge der Junktoren

(Operatoren) ist, Bsp.:

z={ab,c-}, 0={-,00

¢ Die Junktoren sind:

Negation = (nicht)
Disjunktion O (oder)
Konjunktion O (und)

Die Operatoren sind nach ihrer Bindungsstarke geordnet. Die Ordnung (Priorisierung) ist:
nicht vor und vor oder
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Aussagenlogik 11

® Die Aussagen sind als wohldefinierte Worter tber diesem Zeichenvorrat formuliert.
Diese heiRen auch Formeln. Die Syntax der Aussagen ist durch folgende induktive

Vorschrift gegeben:
* Basis: Jede Aussagenvariableist eine (atomare) Formel.
* |nduktion: Wenn A und B Formeln sind, dann sind auch

(A),-A,A0Bund ACB

Formeln.
* VVollstandigkeit: Alle Formeln werden durch die wiederholte Anwendung
vorstehender Regeln erzeugt.
Wir bezeichnen nicht-atomare Formeln mit GroRbuchstaben. Eine Formel heift n-stellig, wenn sie n
binére Variable enthélt. Beispiele:

A(a): al-a (einstellig)

B(ab): (adb)O-a (zweistellig)

C(ab,c): aOcO-b (dreistelig)
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Interpretation einer Formel

O Boolesche Ausdriicke sind nur eine syntaktische Konstruktion

=Bedeutung erhalt ein Boolescher Ausdruck erst, wenn den Variablen Wahrheitswerte
zugeordnet werden. Diese sind aus der Menge {true, false} oder {wahr,falsch } oder {0,1}.
=> Belegung der Variablen.

O Interpretation (Auswertung) einer Formel bzw. eines Ausdruckes

=Belegung der binaren Variablen eines Booleschen Ausdrucks mit Wahrheitswerten
=Zuweisung des Wahrheitswertes der Formel

U Beide Schritte der Interpretation werden durch eine Wahrheitstabelle realisiert. Eine
Wahrheitstabelle legt zunéchst die Semantik der Junktoren fest. Fur die bisher eingefuihrten
Junktoren und die zusétzlichen Junktoren der Implikation (=>) und Aquivalenz gilt

A B |[ncwtA|AunB A ooer B A=>B| AXB
WW| F w W W W
WF| F F W F F
F W W F W W F
FF|l W] F F W w

Die Belegung mit Wahrheitswerten fiihrt eine Semantik ein. Zwei Formeln, die fur alle Belegungen immer den
gleichen Wahrheitswert liefern, heiRen semantisch aquivalent.
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Gultigkeit einer Formel

Def.: DieInterpretation, die eine Formel P zu einer wahren Aussage macht, heilt
ein Modell der Formel. Es gilt:

« Eine Formel heif3t erfullbar (konsistent), wenn sie mindestens ein Modell hat.
Beispiel: a Ob Modell ist (die Interpretation mit) Belegung a =1 und b=1.

» Eine Formel heif3t nicht erfullbar (kontradiktorisch), wenn sie kein Modell hat.
Beispiel: a 0—a

« Eine Formel heil3t eine Tautologie, wenn sie fiir alle Belegungen wahr ist (Alle
Belegungen liefern ein Modell der Formel). Beispiel: a 0—a
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Aquivalenz von Formeln

— A=A Doppelte Negation
AB = BOA Kommutativitét der Konjunktion
AOB<=BOA Kommutativitat der Disjunktion
AO(BOC) = (AB) OC Assoziativitét (analog Disjunktion)
A(BOC) = (AOB)O (ACC) Distributivitat UND iber ODER
AO(BOC) = (AOB)(AO C) Distributivitdt ODER tUber UND
(AO B)=(-AOB) Implikation
-(AB)= -AO-B De Morgan
-(AB)~ -~A-B
AOAOB)= A Neutralitat
AOAOB)= A
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Operatorensysteme

Def.: Ein vollstdndiges Operatorensystem erlaubt die Darstellung beliebiger
aussagenlogischer Formeln mit dem gewéhlten Satz von Operatoren.

BoolescheBasis {-.00
De~-Morgan - Basis | {~, 0} oder{~, [}
Frege- Basis {-.0}

NAND - Basis {3

NOR - Basis {3
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Boolesche Funktionen

Def.. Es sei ein n-Tupel von bindren Variablen (x,, X,,...,X,)) gegeben. Eine

n-stellige Boolesche Funktion ordnet jeder Belegung der Variablen x;,
X,,....X, Mit den Wahrheitswerten ,,wahr* oder ,,falsch* genau einen
Wahrheitswert zu.

f: {wahrfasch}" -> {wahr,falsch} oder

f:B" > B mitB={01}

Es gibt genau 2" verschiedene Belegungen der Variablen
einer n—stelligen Booleschen Funktion.

DieAnzahl der n - stelligen Booleschen Funktionenist 27'.

Bew: Uber Funktionstabelle
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Zweistellige Boolesche Funktionen

Funktionswert Schreibweise Bemerkung

v = f(z1,z2) mit den Zeichen
Benennung der Ty = 0101 AV —
Verkniipfung z2 = 0011
Null Yo = 0000 0 Null
UND-Verkniipfung Y1 = 0001 z1 A\ 22 z3 UND zo
Inhibition Y2 = 0010 T N\ xo
Transfer Y3 = 0011 xa
Inhibition Ya = 0100 x A T2
Transfer Ys = 0101 x
Antivalenz Ye = 0110 (1 AE2) V (F1 A 22) | Exclusiv-ODER
ODER—Verkniipfung | y7 = 0111 zy V22 z; ODER z2»
NOR-~Verkniipfung Ys = 1000 z, V Iz NICHT-ODER
Aquivalenz Yo = 1001 (z1 A z2) V(F1 AT2)
Komplement yio0 = 1010 K21
Implikation i = 1011 Z1 Vo
Komplement yiz = 1100 Ta
Implikation was = 1101 z, VT2
NAND-Verkniipfung | y1a = 1110 EZWN Y NICHT-UND
Eins Y15 = 1111 1 Eins
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Operatorensysteme

Operatoren

Def.: Ein vollstandiges Operatorensystem erlaubt die Darstellung
beliebiger Boolescher Funktionen mit einer beschrankten Anzahl von

U Beispiele fiir vollstdndige Operatorensystem:

Oper ator ensystem Negation Konjunktion Dig unktion
(C,C)) X3 X1 C Xp X3 Xy
(E,i) X1 X1 C Xo X1 ] Xo
(L) X1 _ X 0%, _ XL X;
(0) X1 OXq (%1 0%x2)0(x1 0%5) | (%1 0x3)0(x2 0Ox5)
(0) X1 0Xq (X1 Ox)0(X2 OX5) | (%1 O%5)O(x10X5)
(C,0) x; 01 X1 C Xy X1 £ xo O % O Xp
(C,=) X, =0 (X L Xp) = X = Xp X1 C Xo

0 Zum Wahrheitswert einer Aussage gelangt man durch rekursives Auswerten der Booleschen
Funktionen in einem Ausdruck unter Beachtung der Prioritaten der Operatoren, d.h.

Negation vor Konjunktion, Konjunktion vor Disjunktion. Klammerung beachten!
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Boolesche Algebra

(@ George Boole (1815-1864): Algebrader Logik (Boolesche Algebra)

Def.: Eine Boolesche Algebraist eine algebraische Struktur (V; ¢ ,# ), bestehend
aus

a) einer Menge V mit mindestens zwei Elementen
b) den zweistelligen Verkniipfungen

0. VxV - V (Boolesches Produkt)
#:V xV 5 V (Boolesche Summe),
die den Huntingtonschen Axiomen (s.u.) genugen:

Nachbemerkung: Eine algebraische Struktur ist eine Menge mit auf ihr definierten

Verknupfungen, deren Ergebnisse wieder in dieser Menge liegen.
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Die Huntingtonschen Axiome

O Kommutativgesetze:
ad¢b=boa
a#b=b#a
U Distributivgesetze:
a¢(b#c)=(adb)#(@oc)
a#((boc)=(a#b)o (a#c)
U Neutrale Elemente:
Es existieren zwei Elementee, n 0 V, so daB gilt:
a ¢ e=a (ewird Einselement genannt)
a#n =a (nwird Nullelement genannt)
U Inverse Elemente:
Fur alle ad V gibt es ein a, so dal gilt:
a¢a=n

afta=e
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Weitere Satze

U Aus den vier Huntingtonschen Axiomen lassen sich weitere
Sétze ableiten

= Assoziativgesetze
(X0 %) 0 X3=%,0 (X, 0 Xg)
(X # X)) # X3 =X # (X, # X3)

= ldempotenzgesetze
(X, 0 x)) =%, (X, # X)) =%

= Absorptionsgesetze
X, 0 (X # X)) =X X # (X0 %) =X

= DeMorgan-Gesetze
X O X=X #X%, X # X=X 07X,

R. Der 14 Digitale | nformationsverarbeitung (Magister)




Mengenalgebra als Modell der Booleschen Algebra

Boolesche Algebra |Mengenalgebra
P(T) Potenzmenge einer Grundmenge T
0 Ver einigung
N Schnitt
O L eere Menge
T Grundmenge
A K omplementmenge von A

P>
@ ol o 3 # <

CA D B 3

Komplement

AOB AnB
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0 Grundmenge
T={&,0,2}

0 Potenzmenge

O Faralle A;B,COT gilt:
= Abgeschlossenheit
AUB U P(T)

= Kommutativgesetze
AnB=BnA

= Distributivgesetze

= Neutrale Elemente
AnT=A

Beispiel Mengenalgebra

P(T)={0 {&} {0} {=} {@, B} { &, =} { 0.} {&,5,2}}

AnB OP(T)

AOB=BOA

An(BOC)=(AnB)O(AnC)
AOBNC)=(AOB)n (AOC)

AOO=A
= Inverse Elemente _
AnA=0 AOA=T
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Schaltalgebra

Die wesentlichen Schaltungen im Computer gehorchen den Gesetzen der
Booleschen Algebra. Diese ist aufgebaut durch die bindre Wertemenge B, auf der
(bis zu) drei Verkniipfungen definiert werden und welche die neutralen Elemente O
und 1 enthélt.

Die logischen Operatoren schreiben sich in diesem Kontext meist als

Aoder A’ fiir die Negation von A
A« Boder ABfir die Konjunktion von Aund B
*  A+BfirdieDisjunktion von Aund B

Definition Schaltfunktion: Eine Schaltfunktion wird definiert durch eine
Abbildung, die einen n-stelligen binédren Input in einen m-stelligen bindren Ouput

wandelt. n m
foae - {0,4" O B-{0,1}
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Gatter

Jede Schaltfunktion fgy,,, : {0,2}" -> {0,1}™ kann dur ch die Kombination von m
n-stelligen Booleschen Funktionen realisiert werden.

Alle Booleschen Funktionen kénnen auf die Kombination von ein- und
zweistelligen BFen zurilickgefuihrt werden, s. Operatorenbasen. Die
entsprechenden Schaltelemente heiRen Gatter.

Def. Gatter: Ein Gatter ist eine nicht weiter zerlegbare Funktionseinheit, die eine
elementar e Boolesche Funktionen als physikalisches Bauelement realisiert.

Es gilt: Jedes Schaltnetz 14Rt sich durch die Kombination einer Grundmenge von
Gattern (Bausteinsatz) realisieren.

Wichtige Gatter:

« NOT, AND, OR (Boolescher Satz)

* XOR (Exklusiv-Oder)

* NAND (Realisierung der negierten Konjunktion, auch fiir mehrere Variable)
* NOR (Realisierung der negierten Digunktion, auch fir mehrere Variable)
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U Zwei Mdglichkeiten der symbolischen Darstellung der wichtigsten Gatter:

(tegierte Funktionen wie NAtD und NOR durch zusétzlichen Kreis am Ausgang symbolisiert, vgl. NOT. )

— 1 Oo— & — >1 =1 —

Amerikanische Symbole:
Do o = 2

L ogische Dar stellung: Seien E; und E, die Inputs, A der Output.

A=E A=gE, A=gE, A=EDE
tICHT-Gatter UtD-Gatter (Konjunktion) ODER-Gatter (Disjunktion) XOR Gatter
(tegation)
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Schaltkreise

Taktgesteuerte bindre Signale: nahezu rechteckige Signalverldufe werden mit Hilfe von
Schaltern bzw. Schaltkreisen erzeugt.

éi I 1 i | 1 I 1 I 1 I 1 Signal 1

= I 1 [ 1 I 1 Signal 2

1

o

(1:. FL L rn mn o rn rnnin Urmnmschalttakt
e

o- LA M N N N N N N AN N Abfragetalkt

O Schalter: Element, das nur zwei Zustande annehmen kann, unabhangig vom physikalischen Aufbau
(z.B. ein/aus).

0 Schaltkreis: Realisierung eines Schalters mit einer bestimmten Technik (z.B. Transistoren, Dioden)

0 Es gibt zwei Arten von Schaltungen mit gekoppelten Schaltern, die Schaltnetze (ohne
Speicherverhalten) und die Schaltwerke (mit Speicherverhalten).
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Schaltnetz

a ——=Q

& P—
b 2]_
C A

Repréasentation des Booleschen Ausdrucks
—(—anb)v —c

als Schaltung.
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Schaltwerke

Durch Ruckkoppelungen wird ein Speicherverhalten erzielt. Aktueller Output
ist von aktuellen und evtl. auch von friheren Inputs abhéngig.
Beispiel Flip-Flop: Abbildung néchste Folie !

Wertetabelle fiir ein ungetaktetes RS-Flipflop: Welches Ausgangssignal U,,, sich ergibt, hangt vom
Signal U, ab, das im vorhergehenden Schritt am Ausgang anlag. Denn durch die Riickkopplung hat]
dieses die Eingangsbelegung mit beeinfluft.

w

pel
©
0
A4

PRPRPPOOOO
PPRPOORRFROO
PORFRPORFRPORO

unzul.
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Ungetaktetes RS Flipflop

S steht fur set, R fir reset. In den erlaubten Zustanden ist immer Q = —U. Allgemein gilt

im Schritt t
Ups 1 =S v QY Qraa=—(Rev Uy )

_ >
S

=

R — 2 >1

o—1Q

Stabile Zustéande falls Q,,; = Q,und U, ,, = U, gilt, also falls (beachte Q = -U)

* R=S=0 und Q beliebig 0 oder 1
*S=1,R=0und Q=1
*R=1, S=0und Q=0
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