4. Relationen

4.1 Grundlegende Definitionen

Relation R in einer Menge M: Beziehung zwischen je 2 Elementen von M.

Beispiel <-Relation auf natiirlichen Zahlen Nat: a <b gdw es gibt r [J Nat, so dass a+r=b.

Falls a < b sagt man auch: < trifft auf (a,b) zu.
Relation < kann durch alle Paare, auf die sie zutrifft, charakterisiert werden:

Eine Relation R in einer Menge M ist eine Teilmenge von M x M.
Statt (a,b) [ R schreibt man auch aRb.

Beispiele: x ist Teiler von y, x ist Vater von y, x ist Chef von y, ....

Entsprechend: Relation zwischen Mengen M und N, auch Korrespondenz zwischen M und N

genannt, Teilmenge von M x N (dazu mehr spiter).

Sei R eine Relation in M.

Vorbereich (Vb) von R: {x UM les gibt y UM mit xRy}
Nachbereich (Nb) von R: {y UM | es gibt x L1 M mit xRy}
Feld (Fd) von R: Vb(R) OO Nb(R)

Graphische Veranschaulichung endlicher Relationen: Kante von jedem Element des Vb zu
zugehorigen Elementen des Nb:

Vb Nb
zu R inverse Relation R = {(y;x) I (x,y) UR}
Wichtige Eigenschaften von Relationen:
R ist: falls fiir alle x, y, z I M gilt: Beispiel:
reflexiv: xRx [ (Teilmengenrelation)
irreflexiv: nicht xRx [ (echte Teilmengenrelation)
symmetrisch: wenn xRy, dann yRx = (Aquivalenz von Formeln)
asymmetrisch: xRy impliziert nicht yRx [
antisymmetrisch: xRy und yRx impliziert x =y [
transitiv: xRy und yRz impliziert xRz |=
linear: xRy oder yRx = (z.B. auf Nat)
konnex: x #y impliziert xRy oder yRx <
voreindeutig: yRx und zRx impliziert y = z nur 1 Kante zu Knoten in Nb
eindeutig: xRy und xRz impliziert y = z nur 1 Kante zu Knoten in Vb

eineindeutig:

eindeutig und voreindeutig



Sei R Relation in M, N [J M, die Einschrinkung von R auf N, R Il N, ist die Menge

{(ab) ORI1aON, b ON}

Verkniipfung von Relationen: Seien R und S Relationen in M. Die Verkniipfung von R und S,
R o S, ist die Menge von Paaren {(x,z) | es gibt ein y mit xRy und ySz}.

(Analog fiir Relationen R JM x N, S I N x P; R o S ist dann Relation zwischen M und P)

Beispiel:

Sei M = {Peter, Franz, Fritz, ...} eine Menge von Personen,
V={(x,y) I x,y UM, x verwandt mit y}

F={(x,y) I x, y UM, x befreundet mit y}

Dann ist

(x,y) LV o F gdw. y ist Freund eines Verwandten von x
(x,y) UF oV gdw. y ist Verwandter eines Freundes von x

Sei R eine Relation in M. Die transitive Hiille von R, R', ist die kleinste Relation, fiir die gilt:

a) ROR
b) wenn (x,y) O R"und (y,z) OR, dann (x,z) OR".

Beispiele:
a) Sei R = {(x,x+1) I x U0 Nat} die direkte Nachfolgerrelation auf Nat,
dann ist R' die <-Relation
b) SeiR = {(x,y) | x Kind von y}, dann ist (v,w) OR' gdw v Nachkomme von y.

4.2 Aquivalenzrelationen

Eine Relation R in M heiBt Aquivalenzrelation, wenn R reflexiv, symmetrisch und transitiv
ist. Man sagt dann: a ist dquivalent zu b bzgl. R falls aRb.

Beispiele:

= auf der Menge der aussagenlogischen Formeln

R = {(x,y) I X, y Studierende im gleichen Semester}

R, = {(x,y) I X,y aus N, es gibt z aus N, so dass x-z und y-z teilbar durch n}

Eine Zerlegung (Partition) einer Menge M ist eine Menge K von nichtleeren Teilmengen von
M, so dass gilt:

1. die Elemente von K sind paarweise disjunkt,

2. jedes Element von M ist Element eines Elementes von K.

Jede Aquivalenzrelation R in M induziert eine Zerlegung K von M in Aquivalenzklassen,
wobei a und b zu einer Klasse gehoren gdw aRb. Die Aquivalenzklasse der zu a dquivalenten
Elemente von M wird mit [a]gr bezeichnet. Es gilt also: [a]Jg = {b | aRb}




4.3 Ordnungsrelationen

Sei R Relation in M. R heif3t

reflexive (Halb-)Ordnung  falls R reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ()
reflexive Vollordnung falls R reflexive Ordnung und linear 69)
irreflexive (Halb-)Ordnung falls R irreflexiv und transitiv (0)
irreflexive Vollordnung falls R irreflexive Ordnung und konnex (<)

Anmerkung 1: Vollordnungen werden auch totale Ordnungen genannt, Halbordnungen auch
partielle Ordnungen. Ordnungen die nicht Vollordnungen sind, heilen echte Halbordnungen.
Es ergibt sich folgende Klassenhierarchie:

Ordnung
— ~
reflexiv irreflexiv
~~ N\ VN
echt partiell  total echt partiell total

Anmerkung 2: irreflexiv und transitiv impliziert asymmetrisch
Beweis: wire R nicht asymmetrisch, dann gidbe es x,y mit xRy und yRx. Aufgrund der
Transitivitdt wiirde daraus folgen xRx, was der Irreflexivitiit widerspricht.

Ist R reflexive (Voll-)Ordnung, so ist R" =R\ {(x,x) | x [ M} irreflexive (Voll-)Ordnung.
Es gilt xRy gdw. xRy und x #y.

Ist R irreflexive (Voll-)Ordnung, so ist R* = R 0 {(x,x) | x 0 M} reflexive (Voll-) Ordnung.
Es gilt xRy gdw. xRy oder x =y.

geordnete Menge: Paar (M, R), R reflexive oder irreflexive Ordnung auf M.
vollgeordnete Menge: Paar (M, R), R reflexive oder irreflexive Vollordnung auf M.

Sei R Ordnung auf M, N [ M.

a [ M obere Schranke von N, falls xRa fiir alle x O N

a U M untere Schranke von N, falls aRx fiir alle x OO N

a [J N maximales Element von N, falls fiir kein x [J N gilt aRx und x # a

a [J N minimales Element von N, falls fiir kein x [J N gilt xRaund x # a

a [J N Maximum von N, falls xRa fiir alle x [J N mit x #a (max N)
a [J N Minimum von N, falls aRx fiir alle x [J N mit X #a (min N)
a UM Supremum von N, falls a Minimum der Menge der oberen Schranken von N (sup N)
a UM Infimum von N, falls a Maximum der Menge der unteren Schranken von N (inf N)

Supremum und Infimum heifen auch obere bzw. untere Grenze

Beispiele:
a) geordnete Menge (M, <), M natiirliche Zahlen, < kleiner-Relation, N = {4, 5, 6, 7}

Jede Zahl grofler als 7 ist obere Schranke, jede kleiner als 4 untere Schranke.



7 ist Maximum und maximales Element, 4 Minimum und minimales Element von N. 8 ist
Supremum, 3 Infimum.

b) geordnete Menge (M, <), M natiirliche Zahlen, < kleiner-gleich-Relation, N = {4, 5, 6, 7}

Jede Zahl grofler-gleich 7 ist obere Schranke, jede kleiner-gleich 4 untere Schranke.
7 ist Maximum, maximales Element und Supremum, 4 Minimum, minimales Element und
Infimum von N.

c¢) geordnete Menge (M, <), M reelle Zahlen, < kleiner-gleich-Relation, N = ]1,2[

Jede Zahl groler-gleich 2 ist obere Schranke, jede kleiner-gleich 1 untere Schranke.
Es gibt kein Maximum und kein maximales Element, ebenso kein Minimum und kein
minimales Element. 2 ist Supremum, 1 Infimum von N.

d) geordnete Menge (M, <), M reelle Zahlen, < kleiner-gleich-Relation, N = [1,2]

Jede Zahl groler-gleich 2 ist obere Schranke, jede kleiner-gleich 1 untere Schranke.
2 ist Maximum und maximales Element, 1 ist Minimum und minimales Element. 2 ist
Supremum, 1 Infimum von N.

e) geordnete Menge (M, [J), M Potenzmenge von {a,b,c}, [J Teilmengen-Relation, N =
{{a}.{b}}

Jede Menge, die a und b enthilt, ist obere Schranke, die leere Menge untere Schranke.
Beide Mengen in N sind maximale und minimale Elemente, aber weder Maximum noch
Minimum. {a,b} ist Supremum, die leere Menge Infimum von N.

Ordnungsrelationen lassen sich durch sogenannte Hasse-Diagramme veranschaulichen: stelle
Elemente von M als Punkte dar, zeichne Pfeil von a nach b, wenn aRb und es keinen von a
und b verschiedenen Punkt ¢ gibt mit aRc und cRb.

AT

{a,b} {a,c} {b,c}

XX
{a} {b} {c}
N

Beispiel: Pot({a,b,c})

Durch Hasse-Diagramm ist Relation R eindeutig bestimmt, falls man wei3, ob R reflexiv oder
irreflexiv ist.

Eine Vollordnung R in M heifit Wohlordnung, falls jede nichtleere Teilmenge von M ein
minimales Element besitzt.

Beispiel: < auf den natiirlichen Zahlen ist Wohlordnung, nicht jedoch auf ganzen Zahlen
(Menge der negativen ganzen Zahlen besitzt kein minimales Element).



5. Korrespondenzen und Abbildungen, Unendlichkeit

Eine Relation (auch Korrespondenz) zwischen Mengen M und N ist eine Relation in M [ N
mit Vb(K) U M und Nb(K) [ N.

Ist (a,b) I K, so nennt man a Urbild von b, b Bild von a.

Vb(K) nennt man auch Definitions-, Nb(K) Wertebereich von K.

Eindeutige Korrespondenzen (jedes Urbild hat maximal 1 Bild) heilen Abbildungen oder
Funktionen

Abbildung aus M in N: Vb(K) [J M (auch: partielle Abbildung)

Abbildung von M in N: Vb(K) =M

Notation: f: M -> N besagt: f ist Abbildung von M in N

Verkettung von Abbildungen:
Seien f und g Abbildungen von M nach N und von N nach P. Dann ist die Relation

fog={(a,c)les gibtb UN mit(a,b) Jfund (b,c) U g}
eine Abbildung von M nach P, genannt Verkettung von f und g.

Eine Funktion f von M nach N heif3t:

injektiv falls kein Element von N mehr als 1 Urbild hat
surjektiv falls jedes Element von N mindestens 1 Urbild hat
bijektiv falls jedes Element von N genau 1 Urbild hat (= surjektiv + injektiv)

Unendlichkeitsdefinition nach Dedekind:
Eine Menge M ist unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung von M in eine echte
Teilmenge von M gibt.

Beispiel: natiirliche Zahlen Nat, Teilmenge Z der geraden Zahlen, f: Nat -> Z mit f(x) = 2x ist
Bijektion auf echte Teilmenge, damit Nat unendlich.

Eine Menge M heil3t
abzihlbar, wenn es eine surjektive Abbildung von Nat auf M gibt,
abzihlbar unendlich, wenn M abzihlbar und unendlich

Beispiel: die ganzen Zahlen sind abzédhlbar unendlich. Wiahle

f(n) = k, fallsn=2k
-k, falls n = 2k +1



Nicht abzihlbare Mengen heiflen iiberabzihlbar. Beispiel: reelle Zahlen R
Beweis: Cantorsches Diagonalverfahren

Wir zeigen (durch Widerspruch):
Bereits die Menge ]0,1[ der reellen Zahlen zwischen O und 1 ist {iberabzihlbar.

Sei f surjektive Abbildung von Nat in ]0,1[.

Jedes r [J ]0,1[ kann als nicht abbrechende Dezimalzahl dargestellt werden.

Sei f(n) = 0,2,0Zn1Z02Z03. .

Betrachte die reelle Zahl d = 0,dpd d>d3... mit d; = 2 falls z;; = 1 und d; = 1 sonst.
Diese Zahl ist von allen Bildern von f verschieden, damit ist f nicht surjektiv.

Veranschaulichung:

n\f(n)

0 0, 200 201 Z02 Z03 Zo4 Zo5 Zo6 Z07 ---
1 0, 210211 Z12 213 Z14 Z15Z16 Z17 ...
2 0, 200 Z21 222 723 Z24 725 Z26 Z27 ..
3 0, 230 Z31 232 233 Z34 735 Z36 237 ...
4 0, 240 Z41 247 743 Za4 745 Z46 Z47 ...
5 0, 50251 Z52 Z53 Z54 Z55 Z56 Z57 ...
6 0, Z60 Z61 Z62 Z63 Zo4 Z65 266 Z67 ---
7 0, 270271 272 273 274 275 276 277 ...

Fiir alle n gilt: d unterscheidet sich von f(n) mindestens an der Stelle z,),.



6. Algebraische Strukturen

6.1 Grundbegriffe

Def. 6.1: Eine algebraische Struktur A = (M, fi, ..., f;, Ry, ..., R() besteht aus folgenden
Komponenten:

* einer nichtleeren Menge M, auch Trégermenge oder Universum genannt,
* Funktionen f;, 1< i < s, mit zugehéoriger Stelligkeit m;, d.h. fi: M™ ->M,
 Relationen R;, 1<j < t, mit zugehoriger Stelligkeit n;, d.h. R;: O M™ .

Die Folge (mj, ..., mg, ny, ..., ny) heiBt Typ oder Signatur der algebraischen Struktur.

Eine Algebraische Struktur heif3t Algebra, falls nur Funktionen, keine Relationen vorkommen
(s>0,t=0).

Zweistellige Funktionen f: M x M -> M heiflen auch Verkniipfungen in M.

Beispiele: Addition und Multiplikation auf Zahlen, Vereinigung und Durchschnitt auf
Mengen, ...

Verkniipfungen werden wegen dieser typischen Beispiele oft als Addition (a + b) oder
Multiplikation (a [b) bezeichnet

6.2 Gruppen und Halbgruppen

Def. 6.2: Eine Menge G mit einer Verkniipfung o (genannt Multiplikation) heiflt Halbgruppe,
falls o assoziativ ist.

Def. 6.3: Eine Menge G mit einer Verkniipfung o (genannt Multiplikation) heillt Gruppe, falls
gilt:
(1) die Verkniipfung ist assoziativ,
(2) G enthilt ein Einselement e, d.h. ein Element, so dass fiirallea 1 G:aoe=e o a=a,
(3) zu jedem a [ G gibt es ein Inverses a”, so dass gilt: ao a” =e.

Eine Gruppe heilit abelsch, falls ihre Verkniipfung kommutativ ist.
Beispiele: ganze, rationale, reelle, komplexe Zahlen mit +

Eine nichtleere Teilmenge U einer Gruppe G heifit Untergruppe von G, wenn U bzgl. der in G
definierten Verkniipfung eine Gruppe bildet.

Satz: Der Schnitt zweier Untergruppen ist selbst Untergruppe.
Fiir Vereinigung gilt das i.A. nicht: z.B. sind die geraden Zahlen mit + Untergruppe der
ganzen Zahlen, die durch 3 teilbaren Zahlen ebenso, ihr Schnitt (die durch 6 teilbaren Zahlen)

auch, aber nicht die Vereinigung: 2 + 3 = 5 ist weder durch 2, noch durch 3 teilbar.

Def. 6.4: Seien G| = (M, op;) und G, = (M», op,) Gruppen. Eine Abbildung @ M; —> M,
heiBt (Gruppen-) Homomorphismus von G; in Gy, falls fiir alle a,b aus M; gilt:



@(a op; b) = @(a) op> @(b)

Bemerkung: Ein Homomorphismus kann verschiedene Elemente von M, auf dasselbe
Element von M, abbilden.

Ein Homomorphismus @ heif3t [somorphismus, falls @bijektiv ist.
Beispiel:

G positive reelle Zahlen mit Multiplikation, G, positive reelle Zahlen mit Addition, @ = log:
es gilt: log(a [b) = log(a) + log(b)

6.3 Verbinde

Def. 6.5: Eine Menge V mit zwei Verkniipfungen, die als Durchschnitt (n) und Vereinigung
(0J) bezeichnet werden, heifit Verband, wenn fiir alle a, b, c gilt:

(D anb=bna; allb=b0a Kommutativitit
2) (anb)nc=an((nc) (@lb)Uc=al(Uc) Assoziativitit
3) an(aldb)=a all(anb)=a Absorption
Beispiele:

a) die Potenzmenge einer Menge M mit mengentheoretischem Schnitt und Vereinigung
b) positive ganze Zahlen mit groftem gemeinsamen Teiler und kleinstem gemeinsamen

Vielfachen
c) die Menge der Aquivalenzklassen aussagenlogischer Formeln mit Jund [k
[Fi]l= U[F:]= =[F1 OF;]= [Fi]l= U[F.]= = [F1 OF,]=

Def. 6.6: Seien V| = My, ny, U;) und V, = (Ma, Ny, [,) Verbinde. Eine Abbildung
@ My —> M3 heilit (Verbands-) Homomorphismus, falls gilt:

@a n;b)=q@@) N2 @b)
@a Uy b) =@a) U, @b)

Falls @bijektiv, so heifit @ (Verbands-) Isomorphismus

also: es ist egal, ob erst Operation angewendet wird, dann abgebildet, oder umgekehrt.

Def. 6.7:

1. Sei V=M, n, 1J) ein Verband. Wir definieren H(V) = (M, <) mita<b gdw.a n b=a.
2. Sei H = (M, <) Halbordnung, so dass je zwei Elemente Infimum inf und Supremum sup
besitzen. Wir definieren V(H) = (M, n, [J) wobei a n b =inf({a,b}) und a [J b = sup({a,b}).

Satz:
1. Wenn V Verband ist, so ist H(V) partielle Ordnung, in der je zwei Elemente Supremum
und Infimum besitzen



2. Wenn H Halbordnung ist, so dass je zwei Elemente Infimum und Supremum besitzen, so
ist V(H) Verband.

3.H=H(V(H)) und V = V(H(V))

Beweis, dass H(V) partielle Ordnung ist:

Set H(V) =M, <) mita<b gdw. a n b =a. Zu zeigen: < reflexiv, transitiv, antisymmetrisch

a) Reflexivitidt: a<a
ana =an(al(anb)) (Absorption angewendet auf rechtes a)

=a (Absorption)

b) Transitivitit: a<b und b < c implizierta<c

anc =(anb)nc (dawegena<b:a=anb)
=an((nc (Assoziativitit)
=anb (da wegenb<c:bnc=>b)
=a (da wegena<b:an b=a)

¢) Antisymmetrie: a<b und b < a implizierta=b

a =anb (wegen a<b)
=bna (Kommutativitét)
=b (wegenb < a)

Verbinde lassen sich also durch Hasse Diagramme darstellen:
Beispiele:
& & >k

N N
\ *

*

NN

kein Verband:

N

6.4 Boolesche Algebren

Def. 6.8: Ein Verband V = (M, n, [J) heil3t distributiv, wenn fiir alle a,b,c [J M gilt:

1. an(MUOc¢c)=(@anb)d(@anc)
2. aldbnec=(@Ob)n(allc)



Beispiele:
(Pot(M), n, 0);
jede linear geordnete Menge M mita n b =inf({a,b}) und a I b = sup({a,b})

Satz: Sei V distributiver Verband. Fallsanb=ancundalUb=alc,sogiltb=c.

Beweis:

b =bU(@anb) (Absorption)
=b0O(anc (Voraussetzung)
=bOanbUc) (Distributivitét)
=@@ldb)n(Uc) (Kommutativitit)
=(@lc)n(bUc) (Voraussetzung)
=(a@anbUc (Distributivitét)
=(@anclc (Voraussetzung)
=cC (Absorption)

Def. 6.9: Sei V= (M, n, [J) ein Verband mit kleinstem Element O und groStem Element 1.
b UM heifit Komplement von a [J M, wenn gilt:

anb=0
allb=1

V heifit komplementér, wenn jedes Element mindestens ein Komplement besitzt.

Beispiel: (Pot(M), n, [J) mit Nullelement [] und Einselement M. Komplement von X: M \X.
Satz: In einem distributiven Verband hat jedes Element hochstens ein Komplement.

Beweis:

Seien y1 und y2 Komplemente von Xx. Es giltx N y;=0=xn yundx y;=1=x U ya.
Somit folgt die Behauptung aus dem vorigen Satz.

Def. 6.10: Ein komplementirer distributiver Verband hei3t Boolesche Algebra.

Das eindeutige Komplement von a bezeichnet man mit a°.

Anmerkung: George Boole, 1815-1864, engl. Mathematiker

Einfachstes Beipiel: ({0,1}, [, [J), Nullelement 0, Einselement 1

Satz: In einer Booleschen Algebra gelten folgende Beziehungen:

0°=1,1°=0

(@) =a

x =y gdw. x = y°
@adb)f=a"nb5(anb)f=a"0be

bl



Beweis von 2. Wenn x Komplement von y, so auch y Komplement von x. Da demnach
sowohl a wie (a“)° Komplement von a° sind, folgt Gleichheit aus der Eindeutigkeit des
Komplements.

Beispiel aus der Technischen Informatik:

Betrachte die Menge aller 2-stelligen booleschen Funktionen f: {0,1} x {0,1} -> {0,1}
mit den Verkniipfungen [}, [ die folgendermaBen definiert sind:

f; Ufa(x,y) = fi(x,y) Ufa(x,y) (Ulinks: Operation auf Funktionen, rechts logisches und)
fi Ufa(x,y) = fi(x,y) Ufa(x,y) (Ulinks: Operation auf Funktionen, rechts log. oder)

Diese bilden einen booleschen Verband mit:
Nullelement £ mit f° (x,y) = 0 fiir alle x,y

Einselement f' mit f' (x,y) =1 fiir alle x,y
f°(x,y) = =f(x,y) fiir alle x,y

Beispiel
X y | iy | By | i Ofey) [f Obey) | &y [ Hxy) | Py | Fxy)
0 0 0 1 0 1 1 0 0 1
0 1 1 1 1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 0 0 1 1 0 1

Es ergibt sich folgende Verbandsstruktur (Funktionen reprisentiert als Bitfolge) :

1111

AN

0111 1011 1101 1110

0011 0101 0110 1001 1010 1100

NS

0001 0010 0100 1000

ANV

0000




