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Motivation | (Quantitative Logik)

e Symbolische Methoden reprasentieren Wissen nur absolut

e Faktum/Regel wird entweder geglaubt (in Wissensbasis
enthalten) oder nicht (in Wissensbasis nicht enthalten)

e Widerspruch zur Realitdit — Niemand der zur Vorlesung geht,
kann mit absoluter Gewissheit sagen, dass diese stattfinden
wird

e Alternativ: Quantitative Methoden, die Aussagen, Formeln mit
assoziertem Grad der Uberzegung, Stirke der
Einflussnahme, Zugehdrigkeitsgrad zu einer Menge
(fuzzy set) versehen

e Hiufig werden dazu probabilistische Methoden verwandt
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Repetitorium: Wahrscheinlichkeitstheorie

e Zufallsvariable X — Realisierung = (Elementarereignis)
e Wahrscheinlichkeitsfunktion P : Q@ — [0, 1]
e Zugehorige Wahrscheinlichkeit P(X = z) = 0.5
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Probabilistische Logik |

e Vollkonjunktionen: Konjunktionen, iiber alle moglichen

Literale der Sprache (Elementarereignisse im probabilistischen
Sinne).

e Beispiel: £ Sprache mit der Signatur ¥ = {R, W}. Samtliche
Vollkonjuktionen iiber £ sind:

Q.- RAW  RA-W
" | "RAW —=RA-W
Zu n Aussagen gibt es 2" Vollkonjunktionen.
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Probabilistische Logik Il

e Formel iiber L stellt Menge von Vollkonjunktionen
Ny ={w e Q| A(w) = 1} dar, die A implizieren.

e Setze P(A) := P(24), dann ist Wahrscheinlichkeit fiir Formel
A gerade die Wahrscheinlichkeit ihrer Primimplikanten. P(A)
symbolisiert Grad der Gewissheit mit der A wahr ist.
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Motivation Il (Probabilistische Netze)

Problem des probabilistischen SchlieRens:

P(AAB) < P(A) - P(B).

Gleichheit gilt nur bei probabilistischer Unabhangigkeit!
e Also: zusitzliches Wissen tiber (Un-)Abhangigkeiten nétig
e Am Geeignetsten in Graphen repridsentiert

e Im Folgenden: V ={X;,..., X,,} endl. Menge von
Aussagenvariablen, Gy Graph, dessen Knoten Elemente von V'
sind und der Abhangigkeitsstruktur zwischen den Variablen
widerspiegelt.
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Definitionen
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Graphen und Unabhangigkeit |

e |dee der Separation in Graphen: A, B,C C @, paarweise
disjunkt. C separiert A und B oder

AlgB|C

gdw. jeder Weg zwischen einem Knoten in A und einem
Knoten in B mindestens einen Knoten aus C' enthilt.

e Probabilistische bedingte Unabhingigkeit:

AlLpB|C < P(A,B|C)=P(A|C)-P(B|C)
& P(A|C,B)=P(A]|C)
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Graphen und Unabhangigkeit 11

Wiinschenswert wire allgemeine Giiltigkeit der Aquivalenz:
Al pB|C <« AlsB|C?

Diese jedoch nicht gegeben, da graphische Separation
ausdrucksstarker ist

11/26



Abhangigkeitsgraph, Unabhangigkeitsgraph

e G heilt Abhdngigkeitsgraph (dependency map, D-map)
zu P, wenn die bedingten Unabhingigkeiten in P durch G
reprasentiert werden kénnen:

AlpB|C= AlgB|C.
¢ G heilt Unabhangigkeitsgraph (independency map,
I-map) zu P, wenn graphisch separierte Variablenmengen
auch probabilistisch unabhangig sind:

AlgB|C= ALpB|C.

e G heilt perfekter Graph (perfect map) zu P, wenn G
sowohl| Abhdngigkeits- als auch Unabhangigkeitsgraph zu P ist:

AllgB|C <= AlpB|C.
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G heilt minimaler Unabhangigkeitsgraph (minimal I-map)
oder Markov-Netz zu P, wenn G ein Unabhangigkeitsgraph zu P
ist, der keine tiberfliissigen Kanten enthalt.

13/26



Konstruktion
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Wahrscheinlichkeitsverteilung und Markov-Netz

1. Existiert zu einer beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilung P
ein Markov-Graph?

2. Kann man zu einem bel. Graphen G eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung P so definieren, dass G ein
Unabhangigkeitsgraph zu P ist?
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Konstruktion eines Graphen zur Verteilung P

1. Sei G vollstandiger Graph auf V.

2. Konstruiere G', indem aus G alle Kanten (A, B) entfernt
werden, fiir die A1LpB | (V \ {4, B}) gilt.

3. Dann ist G’ fiir alle strikt positiven
Wahrscheinlichkeitsverteilungen ein eindeutig bestimmter
Markov-Graph. O

Also: G' = (V, Ep) mit (A,B) € Ey <= A lLpB | (V \ {4, B})
(paarweise Markov-Eigenschaft)
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Markov-Decke, Markov-Rand

e Sei A € V Variable. Als Markov-Decke (Markov blanket)
bl(A) von A wird jede Variablenmenge B C V bezeichnet, fiir
die gilt

AlLp(V\(BU{A})) | B.

e Ein Markov-Rand (Markov boundary) br(A) von A ist eine
minimale Markov-Decke.

e Fiir strikt positive Verteilungen besitzt jedes Element A € V
einen Markov-Rand, der gerade aus den Nachbarknoten nb(A)
besteht (lokale Markov-Eigenschaft):

ALLp(V'\ (nb(A) U {A})) | nb(A)
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3 Markov-Eigenschaften

global Markov = lokal Markov == paarweise Markov*

Damit ldsst sich nachpriifen, ob ein bestimmter Graph ein Markov-
bzw. Unabhangigkeitsgraph zu einer gegebenen Verteilung ist.

oft gilt sogar Aquivalenz
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Konstruktion einer Verteilung P zum Graphen G

19/26



Produktdarstellung

e G Graph mit Cliquen C4,...,Cpn,

e jeder Clique wird nichtnegative Funktion auf den
Vollkonjunktionen der entspr. Variablen zugeordnet, wobei

> TMwic) #0
Vo oi=1

e Definiere Wahrscheinlichkeitsverteilung P durch
P(V):= K [ vi(Cy)
i=1
mit K so, dass ), P(V) = 1 ist.

e Dann ist G Unabhangigkeitsgraph zu P (P faktorisiert iiber
den Cliquen von G) O
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Potentialdarstellung

Sei V eine endliche Menge von Aussagenvariablen,

Sei P eine gemeinsame Verteilung {iber V,

{Wi|1<i<p} mit UL, Wi =V,

Wion := {w; | w; ist Vollkonjunktion von Variablen in

Wi, (1 <i<p)},

Def. Funktion ¢ : Wio, — R0,

o {W1,...,Wp;9} heilt Potentialdarstellung von P, falls gilt
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Faktorisierung triangulierter Graphen

Ist G ein triangulierter Unabhangigkeitsgraph zur Verteilung P, so
faktorisiert P in der Form

[, P(C)
PV) = 11, P(s,)

wobei die C; und S; die Cliquen und Separatoren eines

Cliquenbaumes von G sind. O
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Beispiele
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Beispiel: Infektion (1)

e Vier Personen A, B, C, D, von denen jede mit genau zwei der
drei anderen Kontakt hat (s. Graph).

D
e Vier Cliquen: Cy = {A, B}, Cy = {A,C}, C3 = {B, D},
Cy={C,D}.
e Markov-Feld:
P(A,B,C, D) =K- wl(AaB)Q;ZQ(Av C)¢3(B,B)¢4(C, B)
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Beispiel: Infektion (2)

e Korrekte Deutung der Potentialfunktionen nicht klar! Denkbar
bspw:

a;, wenn X und Y entweder beide infiziert
Pi(X,Y) = oder beide nicht infiziert sind

Bi, wenn genau einer infiziert ist.

e Wobei a; und 3; bspw. die Kontakthaufigkeit des jeweiligen
Paares widerspiegeln.
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Beispiel: mit Triangulierung

e Cliquen: {B,C,D}, {B,D,E}, {A,B,E}, {D,E,G},
{E.F,G}, {D,H}.
e Separatoren: {B, D}, {B,E}, {D,E}, {E,G}, {D}.
e Markov-Feld: P(A,B,C,D,E,F,G) =
P(B,C,D)P(B,D,E)P(A, B, E)P(D,E,G)P(E, F,G)P(D, H)
P(B,D)P(B,E)P(D,E)P(E,G)P(D)
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