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1)

2)

Ubungsaufgaben Diff.-Int. 2
Serie4

Esist zu zeigen, dass die Eulersche Zahl e irrational ist. Entsprechend dem Tipp fuhre ich einen
indirekten Beweis:

1. wiegegeben
2. Taylor-Entwicklunganx, =0:
, .
P B 1192 € ocda
q 2! g n+l

3. Furn>max (q,3) gilt Gleichung in 2. nicht, da:

nist auf jeden Fall grofier als q, d.h. n!EpT N  (n!undqkirzen sich)

, .
und weiterhin gﬁ!+ n!+% +..... +12T N. (offensichtlich;)
' [4]

d

Nun ist aber I N wegenn>3 und0<d <1, also € <n+1.

n+1
Darausfolgt, dass die linke Seite der Gleichung in 2. eine natiirliche (bzw. ganze) Zahl ist, aber
nicht die rechte, woraus keine Gleichheit folgen kann. Das ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung und eist irrational.

Ich fiihre wiederum einen indirekten Beweis:

Angenommen, flr n gerade ex. mehr als zwei reelle Nullstellen, so miissen nach dem Satz von Rolle
mehrere (paarweise verschiedene)x existieren mit f ‘I(xi ] =0. Der Satz von Rolle darf aufgrund der

Stetigkeit und Differenzierbarkeit von f (x) = X" + px +qangewendet werden.
Esqgilt:
fdx)=nx""+p=0

xmt=-

X :J/ P
n

Damit ex. fir X nur eine Ldsung, da eine ungerade Wurzel gezogen wird (und gezogen werden darf),

welche eindeutig bestimmt ist. Dasist ein Widerspruch zur Voraussetzung, d.h. es existieren nicht
mehr als zwei reelle Nullstellen.

n-1 B
n
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3)
. sin(3x) ,
Esist lim Zu bestimmen.
xop tan (5x)
Um nicht L'Hospital zu verwenden (kam dasin der Vorlesung schon dran?) fiihreich eine
Approximation m.H. einer Taylor-Entwicklung durch und berechne davon den Limes.
f, (x) =sin(3x) f, (x) = tan (5x)
fqp)=-3 f4p)=5
i¥p)=0 i¥p)=0
f,®p) =27 f,®(p ) = 250
f _ - 7 3
L(X)=0+—(x- p)+0+§(x p) +...
50
f,(x) =0+=(x- p)+o+?(x p) +....
27
(X - 3(x p)+?(x- p)3+ ..... 3+?(X p)2+ ..... 3
iy (x) =y 250 T —5% .. s
5(x )+?(x-p) o 5+?(x p) +.... =
. : ¢ 2
3
Probe mit L' Hospital: ”msn(Sx) :“m(sn( X)) :”m3cos(3x)cos (SX) =3
x®ptan(5x) x®p (tan(5x))¢ x® p 5
4)
a)
lim (cot )™ = lim g™
X® 0+0 X® 0+0
Taylorentwicklung voncot x :
cotx:l-lx-iﬁ- ..... ,COtX® ¥ fir x® 0
x 3 45
Um I@!mo(sinxlncot x} zu berechnen, wende ich der Einfachheit halber nun trotzdem die Regel von
L’ Hospital an:
¢ _ -t
lim (sinxlncotx) = lim 1MCX _ iy (Ineot)"_ iy _ootxsin’x i S0X
x® 0+0 X® 0+0 i X® 0+0 @1 b¢ x®o+0(-1)s|n XCOSX x®0+0 cos” X
N X 8@5
Darausfolgt: lim (cotx)™ = lim e™"™x = ¢’ =1
X® 0+0 Xx® 0+0 =
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¢ 1
Inx . (Inx Ty -
lim lenlelm—zllm( ) = lim X =lim =0
X® 0+0 X® 0+0 l X® 0+0 ¢ x®0+0-2 X® 0+0 2
Z ®l 0 =
X &X°

. X .
Darausfolgt: lim (xx) = lim ™ =¢° =1
X® 0+0 X® 0+0 =



