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Ubungsaufgaben Gewohnliche Differ entialgleichungen
Serie9

1)

f(x)=aax" g(x)=a bx"
n=0 n=0

Die Losung soll sich nach der Aufgabenstellung auch a's Potenzreihe darstellen lassen:

v(x)=4 o
n=0

Als néchstes y zweimal ableiten und alle Summen in die DG einsetzen:
gcn(n-l)x” aaﬂx ancx abx acxozo
n=2 " 8 % 8 é p

I ndexverschiebung:

aocn+2(n+2)(n+l)x +8a a,x" I;’%3_ (n+1)cn+1x +8a b,x" r;’ga C,X 920

Die beiden Summen-Produkte lassen sich as Cauchysche Produktreihe zusammenfassen:
a Gor (n+2)(n 1) + 4 ca (i+1)c,.a, , =’ +4 ca o, , X' =0

n=0@j=0 n=0@j=0 7]

Die aufReren Summen sind hier ale gleich aso Koeffizientenvergleich.

n+2(n+2)(n+l)+a(1+l) J+lan +aC] n] 0

n+1

n+2(n+2)(n+l)+alcl+1an |+1+aCJ n-j =0

¥
Das ist nun eine Rekursionsformel fiir y(x) =& ¢,x", mit der man sukzessive die c, bestimmen
n=0

kann. Daraus folgt, dasssich y(x) als Potenzreihe darstellen 145,
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2)

Potenzreihenentwicklung von y'=x’ +y*, y(0) =1:

Ansatz:
y(x):aﬂ+a1x+a2x2+a3x3 +a4x4 +... a, =1, day(O):l
y'(X) =a, +2a,x+3a,X* +4a,x° +...

Y2 (X) =1+ax+a,x’ +ax’ +...
+ax+a’x’ +aa,x +...
+a, X’ +aa,x’ +...
+a,xC +...

=1+ 2;a1x+(;312 +2a,4,)x2 +(2a, +2a,3,) X* +...

:1+3a1x+3(af +a\2)x2 +(a3 +4aa, +af)x3 +..
Koeffizientenvergleich:

y'=a +2a,x+3a,x* +4a,x’ =1+331X"'3(5‘12"'az)xz"'(as"'43132-"‘3‘13))(3
a =1
28,=3,; 8=
3a,=3(al+a,) a=1+3=%

Schliefdlich:

Y(X) =1+ x+3x7 + 25 +...

Abschéatzung K onver genzradius:
- Zunéchst firden Fall O£ x£ a:

Ich schétze nach unten ab:
y'=x>+y* 3 y* und wahle eine Unterfunktion §'= §°

Also %:1 ® -iy?=x+c ® y:ﬁ

Fur diese muss auch die Anfangsbedingung §(0) =1 gelten, woraus ¢ =1 folgt
1

N

Diese Funktion hat bei + eine Singularitét, d.h. siewird unendlich. Danun der Konvergenzradius

von Potenzreihen maximal bis zur ersten Singularitét der zu entwickelnden Funktion geht, folgt
hieraus 3 r .
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Eine Oberfunktion zu finden ist schwieriger, ich verwende den Ansatz y = 11 =
- bx
Also y'=1b 1 5
(1- bx)?

Dann muss gelten:

x3+92:x3+;£§/': —

J(1- bx)3 (1- bx)

N

Nlw

Daraus folgt:
% (1- bx)? +1£ b "
1b- 13 x°(1- bx)?

Um hier nun den Parameter b zu finden berechne ich das Maximum von f (x) = x*(1- bx)% :

f(x) =3 (1- bx)? +2x(1- bx)* (-b) =0
® (1- bx)- 1bx=0 ® x.=%b

)= (0 (4

Mit (*) haben wir 1b- 1=(2)’(3)°, dlso b» 2,014, wofir f (x) das Maximum annimmt, also die
Abschatzung (*) gilt und § eine Oberfunktion ist.
Diese hat eine Singularitét bei 53, dawg. y:1- bx>0 ® x<}; seinmuss.

Daraus kann man schlussfolgern, dass der Konvergenzradius grofier als gz sein muss.

- Jetzt noch der Fall -a£ x£0:

y=xX+¥ <y

Die Oberfunktion y = \/11_2 ist fur alle x £ 0 definiert. Analog ist das fur die Unterfunktion
- 2X

ersichtlich, d.h. in dem Fall ergibt sich keine Begrenzung des Konvergenzradius.

Bildet man nun den Durchschnitt der betrachteten vier Félle, ergibt sich als Abschétzung der
Konvergenzradius:

oz Er £3

2,014

3)

y'=1+msin(x+y), y(m0)=0

Die Differentialgleichung fir :]]—y(m,% erhdt man durch partielle Differenziation nach m:
m

K - 1
ﬂ_mﬂ_i(mx)=S|n(x+y)+mcos(x+y)ﬂ—m(mx)
Ty ety
inix  &Tmg

n(x+y)+mecos(x+ y).;?—r):1
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4)

Das ganze nochmal fuhrt auf:

2
&Hyo . &y 0 ’y 0
— -msin(x+ —— - +YyCos(X+ — =
Gy ™0 ) s * YUY

Tja, und beim Ldsen der beiden guck ich wie ein Schwein ins Uhrwerk...
Sie lassen sich aber auf jeden Fall fir m=0 ldsen. Fehler in der Aufgabenstellung?

Fir m=0 kommeich bei der ersten DG auf %I—y(x,o) =1- 1cos2x und bei der zweiten auf
m

Y/ o) = : :

P~ (x,0) =- 1x+1isin2x- sin4x.

a)

Die Behauptung folgt fir den Fall - a<y <a sofort daraus, dass f (x, y) stetig und beschrankt ist.

Falls nun y groRer als a werden sollte, so ist nach Voraussetzung der Anstieg y'= f (x,y) <0, d.h.

die Funktion féllt sofort wieder. Analog gilt: wird y kleiner als—a, ist der Anstieg positiv.
Dadurch existiert durch elementare Integration fir alle x eine Ldsung der DG.



