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Ubungsaufgaben Gewohnliche Differ entialgleichungen
Serie8

1)

Ich berechne zunéchst die ersten vier linearen Teilfunktionen des Polygonzuges:
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und die Abschétzung:
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wobei die letzten beiden Abschédtzungen auf LgQS”‘—k:O "k,1£ k £ n beruhen.

(n+3)

Das kann man so weiter fortsetzen.
Folglich existieren fur alle n zwei verschiedene Eulersche Polygonziige im 1. (pos. Fkt.-werte der

Teilfunktionen) und 4. Quadranten (neg. Fkt.-werte der Teilfunktionen), d.h. sie kénnen nicht gegen
eine Funktion konvergieren.
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y'=f (X,y) in J:x£XEXx+a, y(x):h

wenn siein J differenzierbar ist und wenn

v'< f(xV) inJund v(x)£h

w'> f(x,w) in Jund w(x)3h

[...] Sel nun y eine Lésung des AWP, so gilt:

v(x)<y(x)<w(x) in J,:x <xEx+a.

Beweis mit Fallunterscheidung fur jeden Quadranten:

1. Quadrant: f(x,y)<0

Esgilt O£ yEb sowie O£ x£a. *)

Weiterhin sup f £ 0 und, daf stetig und im Definitionsbereich beschrénkt, min f =-c¢
(c=const)

Also -c£y'=f(xYy)£0

Ungleichung integrieren:

-cx+d, £y+d, £d,

Anfangswert y(0) =0 nach dem Satz auch in Ober- und Unterfunktion beachten:
-cxEY£OQ

Daraus folgt mit (*), dass y=0.

2. Quadrant: f(x,y)>0

Esqgilt O£ yEb sowie -a£ x£0. (**)

Weiterhin inf f 3 0 und, daf stetig und im DB beschréankt, max f =c (c=const)
Also 0£y'=f(xy)Ec

Ungleichung integrieren:

d £y+d,£cx+d,

Anfangswert y(0) =0 nach dem Satz auch in Ober- und Unterfunktion beachten:
O£ y£cx

Daraus folgt mit (*), diesmal ist x<0, dass y=0.

Analog kann man das fir den 3. und 4. Quadranten zeigen, was ich mir hier aber erspare.

08.12.03

Zum Beweis benutze ich folgenden Satz aus [Walter, "Gewdhnliche Differentialgleichungen”, S.
83f]:

Esse f(xy)inDeklat, Di R? beliebig. Man nennt die Funktion v(x) Unterfunktion bzw. die
Funktion w(x) Oberfunktion bezliglich des AWP
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Ich berechne die sukzessiven Approximationen des geg.

-2x  fur oy3x® (i)
[-2y/x fir |y<x (i)
1 .
1o2x fur y£-x* (iii)

z

f(xy)=

X

mit v, (X) =%, Vo (X) = Of (t, Y, (t))dt, n=01,..

0

X X
by

v = Of (t.t?)dt= o 2x dt =- x?
0 0(i)ys x?
Y, = Xc‘)f (t.t7)dt = O 2% dt=x
0 0 (iii) y&- x2
Yo = (- l)n X2

Also ergibt sich eine aternierende Folge, die nicht konvergiert fir x* 0.

08.12.03

Um nun nach 2) zu zeigen, dass y' = f (x,y) nur die Lésung y(0) =0 besitzt, muss zunéchst as

Vorraussetzung die Stetigkeit von f (X, y) nachgewiesen werden:

Stetigkeit an den Sprungstellen:

2
lim £ (x,y) = lim- 2 = lim- 2% = 2x
y® X2 yo x> X y® x? X —
2
lim £ (xy)= lim-2Y = lim 2% =2« "X1 0
y® - %2 yo-x2 X yo-x X -

Stetigkeit an (0,0), dbh. lim f (x,y) = f (0,0) = 0. Klar fiir (i) und iii).

y® 0
(ii): esmuss| f (x,y)- O <e falls {X* +y* <d
2
alsoist|f(x,y)— q:‘_ﬂ -|& £ 2 =2|q<2d =e efulltfur d =1e.
X X X

Weiterhin muss nach Voraussetzung f (x,y) <0 fur xy >0 und f(x,y)>0 fir xy <0 gezeigt

werden:

1. Quadrant: x>0 und y<0: Fall (i) und (ii) und in beiden ist f (X, y) negativ
2. Quadrant: x<0 und y>0: Fall (i) und (i) und danniist f (X, y) positiv
analog firr 3. ( f (x,y) <0) und 4. Quadranten ( f (x,y)>0).

Damit sind die Voraussetzungen fur den Satz aus Aufgabe 2) erfiillt, d.h. es existiert nur eine Lésung

y(0) =0 und die Folge {y,} . ist nicht konvergent.
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a)

Zu zeigen ist, dass die Folge der Eulerschen Polygonziige { yn} gleichmafdig (gegen die Ldsung

n3l
y(x) ) konvergiert, wenn die Losung einessAWP y' = f (X, y), y(X,) = Y, geméR Satz von Picard-
Lindel 6f eindeutig bestimmt ist.

Beweis:

Essa {z},, dieZerlegungsfolge des Polygonzuges fiir das Intervall [x, - a,x, +a].
Sel weiterhin e > 0 beliebig und
N, :{IT N|$xi D:|yq (x)- y(x)|3 e} .
Angenommen, dieMenge N, I N besitzt unendlich viele Elemente, dann kann man einen Teilfolge

{;m}mal von {z},, mit n T N, auswahlen. Danun die Folge{qu}msl auf D beschrankt und

gleichgradig stetig ist, ex. nach dem Satz von Arzela-Ascoli eine Teilfolge { me}mal von{z} . 0

131’
dass die Folge { Y, } auf D gleichméliig gegen eine Funktion y konvergiert.
mJmil
Nach dem Existenzsatz von Picard-Lindel 6f ist die Funktion y eine Lésung des AWP. Aufgrund der
Eindeutigkeit gilt jetzt § =y . Darausfolgt, dassein kOT N existiert, so dassfur m?3 k, und fur alle
xI D gilt:
|yzfm (x)- y(x)| <e.
Das st aber ein Widerspruch zu obiger Annahme, d.h. N, muss endlich sein.
Esgibt demzufolgeein I,T N, dassfir 13 1, und " xI D gilt:

|yq (x)- y(x)| <e.

b)

Also versucht habich's....



