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Ubungsaufgaben Gewohnliche Differ entialgleichungen

Serie?
1)
- ot 1= 2 —_3
Sukzessive Approximation von y' = y? +3y- 4 y(0)=-2
X 2
Iterationsformel: y,,, =- £+ ¢f (yn (t))dt Yo =-2 f(yn (t)) =y, (t)" +3y,(t)- 4
0
— 3 25
Yi=-32-%X
Y, =- %' %X-FGTZ:XB
— 3 25 625 \,3 3125 ,5 390625 +,7
Y3 =- 5 Xt E X - T X T X
— 3 25 625 |,3 3125 ,5 1328125 ,7 37109375 +,9 654296875 1 1220703125 3 30517578125 5
Yo=- 73" TX+EX - % X + 16128 X ~ “00008 X + 4257792 X" - 10063872 X+ 780337152 X'
. N . 48 - 1
Dieexakte Losung ist: y, =- ———.
e’ +1

Wie an der nachfolgenden " Skizze" zu erkennen ist, approximiert y, die exakte Ldsung in einer
Umgebung der O relativ gut:
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2)
Esist ein arg komplizierter Hilfssatz aus der Vorlesung zu beweisen.
Seij :[0,¥)® R stetigmit j (x)>0 fiir x>0 und

Lodt

elcraimoeq (t)=¥ *)
Weiterhin u:[0,a] ® R stetig mit u(x)2 Ofiir x1 [0,a],u(0)=0 und

Ju(x)- u(i)|£8 (ut))dt fur OExEX£a
Esist zu zeigen, dass u=0in [0,3].

Beweis:
Nach dem Hinweis definiereich fir kleine e >0 einy (e, x) durch

y (e.x)
dt
2X= A —— * %
10 e

(**) differenzieren nach oberer Grenze:

y '(e.x) (o) oa »
) y '(e.x)=2 (y (e.4)

Integration ergibt dann
XC\j (y (et ))dt =%Xd (et )dt :w,

2=

2

Da u(x)£8 (u(t))dt , definiereich

0

(=0 (s 0 (=0 b (et))o

Dann kann man den Mittelwertsatz der Differentialrechnung anwenden:

Esgilt h$(x) =] (u(x)) he¢(x) =2 (y (e,x))
und  h$(0)=j (u(0))=0 he(0)=2 (y (e.0))
=2 (e)>0
daO:y Z‘;)jd—tt)isty (e,0)=¢, (e>0)

10
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Daweiterhin h, (0) =0 h (0)=0
folgt aus dem Mittelwertsatz nun h, (x) <h, (x), x>0 da beide bei 0 den gleichen Funktionswert

(=0), aber der Anstieg von h, (x) in einer Umgebung von O groRer als der von h, (x) (=0) in 0<x<a
ist.

Das heifdt: U(X)<h/ (X) =y (e’X)+e (***)
Aus (*) und (**) folgt aber: " xT [0,a]:y (e,x)® 0 false® 0

In (***) folgt mit e ® 0 schlieRlich u(x)=0 " xI [0,a]

3)
a)
y'=e'y +y+e
Ich errateeineLOsung: y, =e*tanx (das sticht einem jadirekt ins Auge.... )

Nach Ricatti ist nun die Substitution y = €* tanx+v durchzufihren.
Also y'=e‘tanx+e‘ +e“tan® x+ V'

Folglich:
2
e tanx+ e +etan® x+v'= e‘x(eX tanx+v) +e‘tanx+v+e

. e¥tan® x+ 28 vtanx+V* .
v'= ) +eftanx+v+e
e
V2
=2vtanx+—+v
eX

2
:v(2tanx+1)+§

...und wir haben eine Bernoulli-DG.

Diese kann nun wieder durch Subst. z= 1 gel6st werden und es ergibt sich als Lésung:
v

X

e

V =
cosx(ccosx- sinx)
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Resubstitution:
eX
y=€e‘tanx+ .
cosx(ccosx- sinx)
_e'sinx(ccosx- sinx)- €
cosx(ccosx- sinx)
ex(csinxcosx— sin2x+1)
cosx(ccosx- sinx)
_ efcsinxcosx+€* cos? x
cosx(ccosx- sinx)
_ e‘csinx+€e* cosx
CCOSX- SINX
b)
y' =3y +J_
X
Erratene LOsung: y, = X
Subst. :
y=X+V
Yy =1ty
X+V
1+v':x3(x2+2vx+v2)+ S

X

, v
1+v' =X +2u + v +1+—- X°
X

16
V=3V +v DX +=Z
Xg

...wieder Bernoulli-DG, und deren Lésung ist:

& 10

v:2x§
25 >
-es +c g

Resubstitution:
y=X+V
& 2c 0
=Xe—s -1z
-es +c @
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4)

Zu zeigen:
y, (i =1...4) seien Losungen einer Ricattischen DG in (a,b), dann ist ihr Doppelverhaltnisin (a,b)

onstan yl(x)' y3(x) Y3/2()()' y4(X)
konstant, d.h. yl(x)- y4(x) yz(x)_ y3(x)

= const

Ich benutze zum Beweis den Satz aus Aufgabe 3a) der Serie 6:

Wenn z=z(x) Losung einer Ricattischen DG, dannist y = y(x)* z(x) auch Lésung, falls

=——— Losung der DG u'+2zu+1=0.
y-z

Beweis:
Essei zeine Losung, dann gilt fur unser u die Darstellung u =u, +cu, (u, Lsg. hom. DG, u, spez.
Lsg. inhom. DG).

1 1
Also y=z+=—=1z+ .
u u, +cu,

Ich setzenun z =y, und bezeichne die Konstantenin y,...y, mit ¢ ...c,. Dann gilt:

1 1
Yim¥s U tGU U+ GU _ GU - GU,
Yo~ Ya 1 Uy +GUy
U +GU,
1

o= Ya _ Up + U = U tGU
Y2~ ¥ 1 - 1 GU, - G,

Upt G U +GU
Esfolgt:
DV Yy, ¥s) = %G - const



