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Ubungsaufgaben Gewohnliche Differentialgleichungen
Serie 4

1.)
Differentialgleichung fiir Bierausfluss:

Die gesuchte Funktion ist die Hohe / des Bieres in Abhéngigkeit der Zeit z.

Die Ausflussgeschwindigkeit v wird dabei mit / kleiner. Die Wassermenge —dV, die innerhalb des
Zeitintervalls zw. ¢ und ¢+dt durch den Zapfthahn (Grundfliche ) auslduft, fiillt einen Zylinder der
Grundflache a und der Hohe vdt.

Folglich: —dV = —avdt = —a~2Ghdt (1)

Gleichzeitig fehlt dieses Volumen im Zylinder, d.h. dessen Differential ist:
~dV = nr’dh

Also mit (1):
—a~2Ghdt = nr*dh
. —aN2Gh

2
nr

h

Analog im Kegelstumpf:
~dV =1z (r* + R +rR)dh
a~2Gh

"= %ﬂ(r2+R2+rR)

Losung der beiden DG:

Zylinder:

IT};dt =-[4 2G 4

r

wh=-2 226t
r
a’G

h= I
27t

Resubstitution des Volumens:

V =nr'h r= r

h
a*Gr*h*t  a*Gh*t 2V
h: 27172 = 2 = 2
27V 2V a“Gt
4
a*Gh

t
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Kegelstumpf:

h= a’G £
%ﬂz (r2 +R? +rR)

wieder Resubstitution des Volumens:

V=%7Zh(r2+R2+rR) (r2+R2+rR)= 4
; Lixh
==
a Gt
2V
t=——
a Gh

Die Zeit t ist bei beiden Gefdlen gleich. Das ist auch klar wenn sich die DG nur durch die Formel des
Volumens unterscheiden und dann das Volumen wieder resubstituiert wird. Daraus ldsst sich ein
Leerlaufen der beiden Gefélie in derselben Zeit folgern.

2)

x(l—yz—xz)
y(1+y2+x2)

DG ist exakt, da:

de+Qdy=<—x+xy2+x3)dx+(y+y3+x2y)dy:0
Ffv:2yx
0, =2xy - P =0,

Loésung mit Kurvenintegral 2. Art:

(zur Variablentransformation siche 4b)

F(x,y) =jP(S,yO)dS+j:Q(x,s)ds

0 Yo

X Y
=J.(—s+sy§+s3)ds+j<s+s3+x2s)ds

“o Yo
—_L2+L22+L4X+L2+L4+L22y
= 7S 28 Vo T35S o 7S el >X S "

—_l2L4L2_L22_l4L2L4l22_L2_l4—
==X X Xy =X Yy Xy tT Y A7y X Ve —3V =0
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Skizze von drei Losungskurven mit (x,,,) jeweils (1,1),(2,2),(3.3):

3)

S
2xy° +xp+x°

Eulerschen Multiplikator durch Ansatz x*y” bestimmen:
x“y” (yz —xy)dx+x”yﬂ (2xy3 +xy+x2)dy = F(x,y) =0

E=(v'—w)xy”  F =20 tay+x)aty’
Fy =2y =x)xy + (v =) s
F = (23’3 +J’+2x)xayﬁ +(2xy3 +xy+x2)axa-1yﬁ

ﬂ(yz—xy)v a<2xy3+xy+x2)

2y—x+ =2y’ +y+2x+

X

2y—x+fBy—Px=2y"+y+2x+2ay’ +ay+ax

a=-1: 2y—-x+py—-Px=y+2x—y—x
y(2+ﬂ)=x(2+ﬂ)
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Losung der DG:
F(X>J/) = Pdx+Qdy = ﬂ(yz —)cy)a’x—i-/l(bcy3 +xy+x2)dy

mit Kurvenintegral 2. Art:

(zur Variablentransformation sieche 4b)

F(x,y) = jP(S,yO)ds+TQ(x,S)ds

Yo

:j(%—ﬁ)ds+j(2s+%+?)ds
X Yo

—__x 2
=-*+y +hnx+Iny+c

4)

a)
Eulerscher Multiplikator fir y'+ f (x) y=g (x) .

Ansatz: A= /l(x)

j[f(r)dr

10.11.03
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b)

Losung mit Kurvenintegral 2. Art:

j[.f (t)ar I f(e)d
F(x,y)zj(f(x)y—g(x))ce“” dx+ce® dy

1
Variablentransformation in Parameterdarst.:

[: (1) x=t dx=dt () x=x dx=0

y=y, dy=0 y=t dy=dt
x jf(r)dr ¥ jr‘f(l)dl
Fxp)=[(f(6)n—g(t))ce®  dt+c[e”

Xo Yo

x j/'(r)dz x j/'(r)dr i S
:yOc,[f(t)é0 dt—cfg(t)gﬂ dt+ce (y—yo)

Xo X

X0

Y}L)/(f)flr ) x j.f(z)dr ju £(r)de
=y,cle —cJ‘g(Z)e"O dt +ce (y—yo)

T r(eyas x I f(¢)dz T r(oyar T o
0 X0 X0
= y,ce —yoc—c‘.‘g(t)e‘O dt+cye —cy,e =0

X0

j_f(r)dr

cye :yoc-i-cjg(t)e““ dt
und schlieflich:

*j‘ f(T)dT X j‘f(r)dr
y(x)=e N y0+jg(t)e‘“ dt

Xo
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