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Ubungsaufgaben Gewdhnliche Differ entialgleichungen
Serie 12

Beweis, dass wenn A nilpotente, quadrat. Matrix mit A™ =0, dann:
E- A—exp(— S AT')

Der , Trick* im Beweis bestent darin, A durch At, tT R zu ersetzen. Wir erhaten dann eine Funktion
f(t):
f(t) =exp(- At- 22 &0 ﬁ)

Die kann ganz normal abgeleitet werden:

(1)

3

(- A- At AP~ - A exp(- At A5 ALl

=- A(E+ At + A2 + .+ A"lt"l) >exp(- At- KA &) (*)

2 3 |

Der Klammerausdruck erinnert an die Neumannsche Reihe

¥
(E-A' =3 A
n=0
In unserem Fall ist A nilpotent und die Summe daher endlich:

¥ |
(E- A= A"=q A" =E+A+..+A+A

n=0 n=0
Die Endlichkeit impliziert wiederum, dass diese Summenformel auch fir |A| 3 1 (beliebige Matrix-
Norm) gilt. Analog fUr At ist

(E- At) " =E+At+ ..+t A +{'A

Mit (*) ergibt sich

£(t)=- A((E- At A sexp(- At- AL AL AL
() ( ) ( 2 3 [ ) (man beachte t'A|+1:O)
=- A(E- At) Dexp(- At- AL A€ A

3

Also folglich:
AU - A(E- A

1)

|f()| In|E- At|+c

f(t)=¢(E- At)

hier folgt aus f (0) = E sofort ¢ =1

und wir haben f(t) = E- At,worausfir t =1 sofort die Behauptung folgt.
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L . & 40 .
Esist eine Matrix L mit gl 1+: €" zu bestimmen.
2}

Ich fuhre eine Hauptachsentransformation durch:

. - A 40 .
Dazu sind zuné&chst die Eigenwerte/-vektoren von 81 1= Zu bestimmen:
o

, . . . &2 8206
Diesesind | , =- 1,1, =3 mit den Eigenvektoren Qe
§15 &y

Wir konnen also die Matrix folgendermal3en zerlegen:

@ 46_se2 201 Obed 16
& 15 §1 140 324 i,

ct [¢]

Esgilt €% =C " falsdetC? 0. Konkret heif}t das:

ec'lsc =a32 298533% %9
§1 15 &% 1o
_®2 20%* 006x; 30
§1 1580 e gét g
die Bestimmung von B ist einfach:
€ =-1 Rh=In(-1
e” =3 b, =In3
an(-1) 00
p-(9 00
e 0 In3g
Also kann man jetzt L bestimmen:
&]1 |12.:9.:(:-ch
e|21 lzzﬂ
Ca‘{!n |129:gen('1) 0;'(?% %9
e|21 Izzﬂ e 0 |n3m% %Z
@ o, 1,0_®%In(-1) 4in(-1)8
£4 1. lap § 23 2033

Ausmultiplizieren ergibt folgendes Gleichungssystem:

- %I u +%| =" %ln('l)
31, +41, =4In

B %I 12 +_;| 22 :—%H’](—l)
%Ilz +_%| 22 :_%ln?’

Die Losung des GS ergibt dann sofort die gesuchte Matrix:
_®4In3+%In(-1)  In3-1In(-1) 6
_g— 1in(-1)+1In3 1In(-1) +1In3;
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Schreibt man noch fur In(-1) =ip , so hat man:
_atln3+1ip In3-ip 6
T & Lip +1In3 ip +In3,

Esist zu zeigen, dass eine reelle quadrat. Matrix A schiefsymmetrisch ist, wenn alle Lsungen y=y(x)
des Differential gleichungssystemsy’ = Ay einen konstanten euklidischen Betrag haben.

Sd y=e*z einelLosung desDGS y'=Ay.
Dasheilt y=e*z :zg 1(A)".
Ich transponiere die ges[;r:"nte Gleichung:
y =z Tgﬁ(ATx)n =z TN,
multipliziere :r_:ty und mit Hilfevon A=- AT ergibt sich bereits der Beweis:

AT +A) x AT-AT)x
y'y =z Tet*e™z =2 7d" s =27y 277 = const.

Gesucht ist ein Fundamental system fiir
(2x- 3¢) y"+ay' +6xy =0.

Gemal3 dem Hinweis setzeich y= x* an:
y'=ax*! y"=a(a-1)x*?

(2x- 3x3)a(a- 1) X% +4ax ™ +6x* =0
2a(a- 1)x**'- 3a(a -1) X" + 4ax** +6x*' =0
(22 +2a) 1 + (- 3"+ 3a+ 6) = 0

a’+a=0
-a*+a+2=0 ® 2a+2=0 a

I
[
=

Dieerste Losung lautet also y, =1

Mit dem ,, Satz von der Erniedrigung der Ordnung” kann man die zweite L 8sung ausrechnen:

o u'x-u .o u" 2(XU - U]

Die Substitution u = -
X

2 ! - 3

Y
A X X

u
=y, Y=E—,
X
fuhrt auf
exu+(2- 3¢)u"=0,
in der nur Ableitungen von u vorkommen, also kann man wieder substituieren v =u' und erhélt eine

Differentialgleichung erster Ordnung:
6xv+(2- 3x)v' =0
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Nach Mathematica ist deren Lésung v = (3x2 - 2) C.

Zweimal resubstituieren
u=cydx =cx’ - 2ox+¢
y=L=o’-2c+<
y:X2-2 (C=1.6=0)
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