Thorsten Berger 8976939 Mi. 1314,
Dipl. Informatik Dr. Ackermann

Ubungsaufgaben Gewdhnliche Differ entialgleichungen
Serie 11

1)
Fundamental systeme bestimmen:

a)

y¢=3y, +2y,
y$=-y,+Y,

Eigenwerte:

|A-1E|=0
3- | 2
-1 1-|

|, =2%i

‘:(3- 1)(1-1)+2=12-4 +5=0

Eigenvektoren:

I, =2+i:
a&-i 2 Gy, 0_

&1 -1-igdY.p

1
Ichwahle y, =1, dann ergibt sich der Eigenvektor ge i 2
€2 g
l,=2-1i:
a+i 2 dwlt_')_o

3-1 —1+i£y25

. ) eld
Und hier folgt aus y, =1 der Eigenvektor ¢, .
€2 0

Das daraus resultierende Fundamental system ist schliefdlich

b)

=y - 2y, +y,
yg:: 2){' 4y2+2y3
y$= 3, - 6y, +3y,
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Eigenwerte:
-1 -2 1
2 -4-1 2 [=(1-1)(-4-1)(31)- 12- 12- 3(-4- 1 )+12(1-1 )+4(3-1)
3 -6 3-I
=.=-1°=0

...also habenwir | =0 mit der algebraischen Vielfachheit 3.

Eigenvektoren:;

ad -2 160
% 4 28y, 7x0
§3 -6 385
220
Es passt der Eigenvektor el:gf

(%]

Die anderen beiden Hauptvektoren bestimme ich fol gendermalien:
da -2 1@@@ aét}
S -4 2%y, =q =Yl
§3 -6 3 : ya(; glﬁ

229
Aus y, - 2y, +y, =1 ergibt siche, =$1 %
Gy
ad -2 16,0 &0
92 -4 2_593/2::%:91:
§3 -6 3; Y3E élé
229
und wieder folgt mit y, - 2y, +y, =2 sofort e, :Elz
25

Nach der Lésungsformel aus der Vorlesung kann man jetzt das Fundamental system aufstellen:

130 B0 a20 86 a0 a2dl
|lgl:,xgl}glz,xz§Z+2x91:+2913’,

6 & G 4 G @
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2)

12.01.04

a)

Esist mal wieder ein Fundamentalsystem y'= Ay gesucht:

&+ 3 26
A:g-% 31l
&1 -1 35
Eigenwerte:
|A-1E|=..=-1%+312-3 +1=0

Der Eigenwert ist | =1, wieder mit der algebraischen Vielfachheit 3.

Eigenvektoren:

@3 7 20,0
&3 -4 18yi=o0
§-1 -1 28V:g
a0
Hier passt der Eigenvektor g = g%:
&g

Die anderen beiden Hauptvektoren berechne ich analog zur vorhergehenden Aufgabe und erhalte

1o @z 0
e =505 e=¢41
$o

s 805
Daraus|&sst sich wieder sofort das Fundamental system erstellen:

:’gl_ Xgi_+g 0 :, X2 g%:_l_ ZXG O:+ 2(;_ 17;,/

¢ 2%

(7 G5 €05 §u o5 03

b)
Inhomogenes lineares Differential gleichungssystem | sen:

yg=y, - 2y, +cosx
y§=2y, - y, +sinx
Ys=4y,-2Y,- ¥,

Interessanterweise ist die dritte Gleichung gar keine DG. Ob Fehler in der Aufgabenstellung oder
nicht, es vereinfacht die ganze Sache doch ungemein:

Y, =2y, - Y, indie zweite Gleichung einsetzen ergibt eine lineare DG:

yg=y, +sinx



Thorsten Berger 8976939 Mi. 13114,
Dipl. Informatikg Dr. Ackermann 12.01.04

3)

Deren Losung ergibt sich mit Mathematica sofort zu y, = c,€* - 4(cosx +sinx) .

Einsetzen in die erste Gleichung ergibt wiederumeine lineare DG:

y$=y,- 2c€ +2c0osx+sinx

mit der Lésung y; :%(Zex(— 2%+ ¢,)- Scosx+sinx)

Das setzeich schlieflich in diedritte Zeileein

ys = - €°c, (1+4x) + 2€*c, - 4(5cosx- 3sinx)

und bin, wider Erwarten, schon fertig.

Es sind die Werte zweier Matrizen-Exponential funktionen zu berechnen:

&3 26
a) expg_1 1;

Ich formedie Matrix indie Form A+l E um:
a3 20 &2 20 ael Oo

&1 1,331 Oz« go 1

Dadaseine quadratische Matrix ist, kann man folgende Gesetzmaliigkeit anwenden:
A+| E é e
Also haben wir

20 20
expg_:8 O—exexpgezl 0 =, welchesich leichter berechnen | &sst.

ﬂ

Ich wende die Definition

ef=3 =
k0kI

zum L 6sen der Matrizen-Exponential funktion an:

BEAE+ian 26 iae2 4o+iae0 44 0
T8 0 782 -2y &2 -4 =

& a2 26 a2 46 20 46

C+1f- 1. +41(- (- =
expgeg1 29:e9+“'( NErH(Alg ) o5t dg , oo )8-2 4g T
e g € . "
o 2 2882 20 2882 406 280 406+
CHAECNE, AT, S E,
G+1(-4)°E+ ... p

Das a's Summe geschrieben ergibt schliefdlich sofort:

x '.'_eé.‘ nae a2 20 - 40 ., & 400
pg'l 1ﬂ_ ﬁo g( 4n+1 g 1 0 (4n+2)! 8_2 '2@ (4n+3)! 8_2 %
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X - yo
b) engy «
2

Das ganze wird zunéchst zerlegt. Gleichzeitig wende ich den Satz aus Aufgabe 4) an, dameine
beiden Matrizen, die aus der Zerlegung resultieren, vertauschbar sind (durch die Einheitsmatrix).

& -yo  ®_  a -160 2 -10
expe = expeXE+yc ++= exp(XE) >exp yQ 0=
&y Xg g el Ogy g 0 g

Dann kann problemlos die Berechnung der beiden Faktoren erfolgen:

¥
exp(xE) = § =LE+L E+LE+LE+..
k=0

k

0 10
expgygél) 0100 g.—glkl()g

o9 k=0 :
, O -10 yel 06 a0 16 Iy s -16 el 00
81 05 2'90 -1,;38-1 0p twEr 5"?1 0,;5'80 1
=E-LE+LE-LE+..

v -12_y_ga@ 10, p@® -10,
& oy 3!31 0Oy &1 0

:WE

costE+smy>E _10
...und das Endergebnis lautet:
& -yo ® ) a -1060 _ aeosy -smyo
expg =€ ><E>§cosy>E+smy><g g
Yy Xg 1 Ogﬂ siny cosy g

4)

Beweis, dass e**® = e*e® wenn A, B quadratische Matrizen mit AB = BAsind.

& A"bf B"O_ & & AB™* :
e’e® = — = — (Cauchy-Produktreihe)

gnao n! ggna:».o n' o na:'OKa:'o k!(n- k)!

S 8 NAB™ & & amo
_9 , e N _9 18 K - k
=4:4d—=344< AB

avaam &7

¥
-4 2(A+B) =g

n=0 -
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Ohne Vertauschbarkeit der Matrizen ist dies nicht gewahrleistet.

06 16
Gegenbeispiel: A—%% Ongg Og

(A+B)' __ & 10 ,& 00 ,ad 16 .8 08

+
a go 0y 2"?o 0, &0 0, 4'30 0y
® & o}
— (;e 1+a (2n1+1)l—
- n=0 =
O 1 ;
eAeB—g_ A"g“ B" & Ooae a@ 160_ee 00 10 a@ e
n=o NI 2o NI 80 1@% go Oﬂg 80 150 1z 80 15

Hier ist aber nun e*B1 e%e®.
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