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Ubungsaufgaben Gewdhnliche Differ entialgleichungen
Serie 10
1)

Zu Lésenist ein lineares Differential glei chungssystem:

ayl 0 1anylo 0
Y¢=(r"" 2= ~+ x>0
&5 &% 28y é¢g (x>0)
Ao
AB Y 2 = =
(2)=g,=

L 6sung des homogenen Systems:

yé=y,
y$=-=5y,+2y,

Die beiden linear unabhéngigen L ésungen lassen sich in dem Fall hier erraten:

g e 0 ; a0
g , +
1h 62 2h 81,5
&, 0_ @0 axd
Y=o hi=ge ++G
" gyzhﬂ eZXz 91@

Die Ldsung des inhomogenen Systems ergibt sich durch Variation der Konstanten:

¢ =¢(X.c, =c,(x)
ih =QX2+()2X ylﬁE:Cl¢(2+012X+cz¢X+Cz
Yon =G 2X+C, % =c®x+2c +cf

Einsetzen in inhomogenes System:
e’ +c2x+cx +c, =¢ 2x+c, +X*
cx+2X,+ cf=- X%(clx2 +czx) +2(c2x+c,) +x°

2 2
=-2c - = +4cl +TC2+X

Daraus ergibt sich das Glachungssystem

c&’ +cfx = x*

cox+cg=x
und dessen Losung ist: c¢=0,cg=x°,
woraus wieder folgt: ¢, = const:=0,c, =+ x'

Also haben wir die allgemeine Lésung

s o
Y:éﬁlg_cl?( _+c229(0+ 1x4
&0 é2Xg “élg elz
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und mit AB ergibt sich:

(o} :13, C, =- 19
ay,0_ 8’0 4,80
Y = __13 2. 10 +1x
ngra gZX;a glﬂ 81@

2)

Gegeben ist ein Differential gleichungssystem:

Y Y Y Y2
¢=2L. 222 ¢ =2L-222+X x>0
W X X a v# X X ( )

Fundamental system fiir homogenes System:

vy *)
=2L_ 92722
1% i

Da yg¢= y¢ kann man folgendermal3en |Gsen:
y, =y, +C einsetzenin (*)
- y1 2y1+c - “Yi- 2
X X

yl 2c
G+ 2 =- —
Yr x "
Dasist eine lineare DG, deren L6sung ist:

yg=

Yy, =- 20+E (Quelle: Mathematica...)
X

c
und y, =-c+—
X

Die homogene L dsung ist also (mit anderen Parametern):
_ 3,0 o0
Y. =¢ lh+-C1 S Cogy =+
&g &g €x 2
Das sind dann bereits unsere beiden linear unabhéngigen L 6sungsvektoren, d.h. die
Fundamentalmatrix lautet:

&
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L 6sung des AWP fir das inhomogene System mit Variation der Konstanten:

6 =¢(x),c, =¢c,(x)
CQ‘X'CZ

C
' =2q+72 y& =2ct+

C C
y2h=cl+% & = cl¢+2®( 2

Einsetzen in inhomogen& System'

czﬂx c, G,
2+~ —2=21 + 50,
“ X Cl X g
2cl¢+°—9:1 ¢
S S
cfx-¢c, __ ¢  C 2& ,C0
¢+ =214 2. 258 420
G X2 x+x2 X8C1+x,'a+x
cf_

C1¢+——X (***)

Dieses Gleichungssystem aus (**) und (***) muss wieder gel6st werden:
cg

X

ct= x-
2X- 209 (:2¢

ox - Cz¢_

cgiz 2% - X
c, =2x°- %2
cl=x- 2x+1
=-x+1

c =- X +X

...wodurch sich die allgemeine L 8sung ergibt:

Y = c 1O =C, ¢ _+cz§9+( X2+X)?2+(%X3- %Xz)é-g
&g g ‘&g elg exg

Setzt man noch die Anfangswerte ein, so erhdlt man schlieflich:
1=2c +c, +1+1%

- 1 1
l=c+c,+ st

3%’1____3§0 Eéig 1 3 iza%??
Y= o 81ra Ggi;( X2+X)g ;a+( 2X)g§r'a
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3)

4)

Zu zeigen ist, dass jede L 6sung des Differentialgleichungssystems y' = Ay mit der nilpotenten
Matrix A (A' =O) ein Polynom vom Grad £ |- 1 ist.

Beweis:

aﬁ% &8y ainmlg

y=gil=ay=gi o i EiT
§yn5 §3n1 anngyna

Das kann man jetzt mit der Matrix A (von links, da Matrixmultiplikation nicht kommutativ)
multiplizieren:

Ay'= Ay

Nach Vorraussetzung ist y'= Ay . Ich setzey' fir y und daraus folgt:
y =AYy

Das lasstsich | mal wiederholen

/)= A
y
und nach Vorraussetzung ist das, da A nilpotent ist, gleich O.

Y =Ay=0
y =0
S

Die Losung ergibt sich jetzt sofort durch| malige elementare Integration, wodurch ein Polynom vom
Grad |-1 entsteht, dessen Koeffizienten durch evtl. Anfangsbedingungen bestimmt werden kdnnen.

0

Esist ein Fundamental system fur das Differential gleichungssystem
ye=a ay, i=1..n a, = congt
j=1

Zu bestimmen.
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Ich bestimme die L6sung durch eine Verallgemeinerung fir den Fall n=3.
y'= Ay
O @y 8 5O
V=% & &%
V$5 &% &% &HEY%p

Die Eigenwerte der Matrix A berechnen sich als die Nullstellen des Polynoms der Determinante

|A- 1 E|
a-1 a &
a a-1 & |=(a-1)(a-1)(a-1)+2a88,-ax(a-1)-aa(a-1)-aa(a-1)
a a a-l

=(a-1)(aa-al -1 &+l *)+aal - aaa+aal +aal
=al*+al *+a) *-1°

=1*(a+a+a-1)=0

Die Nullstellen sind:

1,,=01;,=8+3 +a
Dazu bendtigen wir jetzt noch die Eigenvektoren:

| =0:

& a, asi_jaiylc_.)

4 a ay=0

a & asééysfa

ay +tay,+tay, =0

Yo =-+(ay, +ay,)
..ichwéhle y, =1y, =0 und y, =0,y, =1, daraus folgen die beiden Eigenvektoren

%106600
804,81;

é-ii g_Z
x 0 a3 g

| =a+a+4a:
®a-a g a, a6
% _a . ~C 720
&  cacad A Y.
é a a, R PY” y35
('az 'as)y1+ LY, &y, =0
y:azyz+asya
1
a, ta
... und als Eigenvektor passt hier y, =1, y, =1, y, =1:
A0
G117

:
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Aus diesen drei Eigenvektoren folgt nun sofort das Fundamental system

.‘:gel 0eep 044
!g 0+x¢cl +,(;1:e(al+a2+a3)x Y

Das verallgemeinere ich nun auf beliebige n:

T~

leel 6206 @0 645 i
IcaTC, F ¢ T oL+ I
a0 21 2 0 .%- .
.:,. g Lo+ g Lo+ g .= _ (3 +ay* ...+q1)x':',
| o T e , . _,Ql—e y
'I'(; _ ¢ _ ¢ _Q:+ I
18-2AT B &+ ST 1T

&a5 8 ExiEg b
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Zugegebenermal3en misste man das jetzt noch mit vollstandiger Induktion beweisen, worauf ich hier

aber lieber verzichten will...



