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5.1 Koordinatentransformationen

Koordinatensysteme

— Das Koordinatensystem des — Das Koordinatensystem des
Objektes Gerates
— oft Uber geometrische Eigenschaften — Bildschirm
des Objektes festgelegt — Bildfenster
— ausgezeichnete Richtungen

= Nullpunkt in der linken, oberen Ecke

— X- und y-Achsen parallel zu den
Bildrandern

— Symmetrien
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5.1 Koordinatentransformationen

Koordinatensysteme

Weltkoordinaten (3D, R°)
i 1)
Beobachterkoordinaten (3D, R3)
I 2)

Normalisierte Koordinaten (3D,
3
-1;1]")
I 3)
Bildschirmkoordinaten (2D)
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5.1 Koordinatentransformationen

— Grundlage der Bildgestaltung auf — Voraussetzung:
dem Bildschirm oder dem Orthonormierte (kartesische)
Ausgabegerat sind Koordinatensysteme
Koordinatentransformationen im
— R?
— R3

— Transformieren das Objektsystem in
das Geratesystem

— Koordinatentransformationen:
— Verschiebungen (translation)
— Drehungen (rotation)
— Skalierungen (scaling)
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5.1 Koordinatentransformationen

Allgemeine Vorgehensweise bei der Koordinatentransformation

1) Bildschirm oder Ausgabegerat mit 4) Anpassung des

einem Koordinatensystem Koordinatensystems der
versehen Bildebene an das
2) Objekt mit einem Koordinatensystem des
Koordinatensystem versehen Bildschirmes: |
3) Objekt- und Kocz)rdmatgntransforma.tlon
Objektkoordinatensystem mittels (R* — R*Transformation)

Parallel- oder Zentralprojektion in

Bildebene abbilden (R — R?
Transformation)
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

— Gegeben seien im Folgenden die
beiden Koordinatensysteme
— S durch (0; X1, Xy )
(z. B. Geratesystem)
~ S’ durch (O’; xi,xé)
(z. B. Objektsystem)
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Verschiebung (translation)

— Die einfachste Transformation

zwischen dem System .S” und .S ist
eine Verschiebung

P2 Py
— Voraussetzung:
die beiden (gerichteten)
Koordinatenachsen sind jeweils .

parallel zueinander

P1
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5.2 R?

— [R? Koordinatentransformationen

Verschiebung (translation)

- Seien (7, 1,) = 0" die Koordinaten 2
des Ursprungs 0’ von .§" im System

A

— Der Punkt P hat die Koordinaten
- (pjp5) In S’ P

_ (h

— Also:
P1

P

P2 Py

+p,.t +pé> in.S g

= 1 +p,

P1

t+ D,
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Verschiebung (translation)

ny _ (1), pi "

P2 Py

P=T+ P

P1
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Drehung (rotation)

— Wir betrachten die Drehung eines %

Systems S’ gegen das System S
um

— den gemeinsamen Ursprung 4
0=0
— den Winkel @
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Drehung (rotation)

L M
— = cos(¢) — = sin(¢)
P1 P1

[ , m
— = sm(qb) — = CQS(¢)
P2 %))

e
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Drehung (rotation)

L M , N
— =cos(¢p) — = sin(¢) 2
P1 P1

[ , m
— =sin($) — = cos($)

)2 )2 t

p1 =L —1=picos(¢) — p;sin(¢)
Py =M+ m = p;sin(¢) + p, cos(¢)
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Drehung (rotation)

= —cos(f) — = sin(@)

P1 P1

[ , m
— =sin(¢) — = cos(¢) |
P2 P2 *"‘

p1 =L —1=picos(¢) — p;sin(¢)
Py =M+ m = p;sin(¢) + p, cos(¢)

P\  [cosp —sing Di
pr)  \sing cosg D5
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Drehung (rotation)
p1\ _ [cosp —sing pi "
Pr)  \sing cosp D)

P=R-P -

— Bemerkung
R ist orthonormal: R~ = RT

mmas - Computergraphik 15



5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Drehung (rotation): Interpretation

1) Punkt wird gedreht

R transformiert

~ die Koordinatendarstellung (pi,pé)
bezliglich des Systems .S

— In die Koordinatendarstellung (pl,pz)
bezlglich des selben Systems .S

dies entspricht:

— einem globalen Koordinatensystem .S

— auf die Koordinaten (pi,pé) von P wirkt
die Matrix R

2) Koordinatensystem wird gedreht
R transformiert
— das lokale Koordinatensystem .

- in das lokale Koordinatensystem .S’

dies entspricht:

— Pwird bezuglich des Koordinatensystems
S’ mit den Koordinaten (p{,pé) definiert
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Drehung (rotation)

— Bel der Rotation um einen beliebigen
Punkt P, mussen noch zwei
Translationen hinzugenommen werden

A
)

Lrgingl house Alter tiginlation

P ——

ol # 1lg g

1) Verschiebung von P; in den
Ursprung

2) Drehung um den Ursprung

3) Verschiebung von P in die
ursprungliche Position

K ““l
<)

Alrer Al it tiginnlgt
M

raiatiugn | {¥] Qiwgui gl
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Skalierung (scaling)

- Soll das System .5’
,vergrofert” oder

,verkleinert” werden, so muss eine
Skalierung durchgefuhrt werden:

~ P =510D
D=5
P\ _ [% 0 . pi
%) 0 s, D>
P=5S5-P

Scherung
"D =Dp AP
“Dh=D

(=G %) ()

P=A-P
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

— Beliebige lineare Transformationen
konnen beschrieben werden als
Kombination aus

— einer Skalierung
— einer Scherung und
— einer Rotation

UNIVERSITAT - Computergraphik
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Affine Transformationen

— Lassen sich als Kombination einer
linearen Abbildung und einer
Translation schreiben:

P=A -P+T

— Die bisher genannten
Transformationen sind Beispiele
affiner Transformationen:

— Translation
— Rotation

— Skalierung
— Scherung

Affine Invarianz von
Teilungsverhaltnissen:

— Fir eine affine Transformation F
und die Punkte Pund Q gilt immer:

F(A-P+(1-4)-Q)=4-F(P)+(1—A)- FO)

0<A1<L1
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Affine Transformationen

— Diese Beziehung zeigt

— dass das Bild einer Strecke
(Strecke von O nach P)

unter einer affinen Abbildung F
wieder eine Strecke ist

- dass Teilungsverhaltnisse 4 : (1 — A)
unter Finvariant bleiben
— Es genlgt, die Endpunkte Q und P
auf der Strecke abzubilden

— Zwischenpunkte erhalt man durch
Interpolation von F(Q) und F(P)

— Man beachte, dass unter affinen
Abbildungen parallele Linien
parallel bleiben

UNIVERSITAT - Computergraphik
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Affine Transformationen

— Reflektion an der Gerade y = Xx: — Reflektion an der x-Achse:

= (1) r=(3Y)

— Reflektion an der Gerade y = — Xx: - Reflektion an der y-Achse:

=(5 %) =G 2)

— Reflektion am Ursprung:

=5 )
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Zusammengesetzte Transformationen

— Bemerkung:

— Die Matrizenmultiplikation ist nicht
kommutativ

— Bel hintereinander geschalteten
Matrizenmultiplikation muss darauf
geachtet werden, dass die
Reihenfolge der Matrizen der
Reihenfolge der Rotationen
entspricht

P=Mn*Mn-1*...*(M3*(M_2*(M_1*P)))...)
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Homogene Koordinaten

— Homogene Koordinaten entstammen der — Mussen mehrere solcher
projektiven Geometrie Transformationen hintereinander

- An dieser Stelle soll jedoch eine andere ausgefuhrt werden, so stort die Addition in
Motivation verwendet werden der Gleichung

- Die Hintereinanderschaltung von Rotation, - Da heutige Computergraphikhardware
Translation und Skalierung fuhrt auf d|e inSbeSOHdel’e aUCh MatrimeItipIikationen
Abbildungsgleichung unterstutzt, ist es gunstig,

Transformationen ausschliel3lich mittels

P=S-(T+R-P) Matrixmultiplikationen auszufuhren, also:

P=M, - -M,-P
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Homogene Koordinaten

— Dies erreicht man durch folgenden Bemerkung:
Ubergang auf die nachst hohere Dimension: — Fir Punkte im [R3 gilt eine analoge
— Das Tripel (x, ¥, w), w # 0 stellt die Konstruktion

homogenen Koordinaten des Punktes

X
<—,l) € R? dar.
w w

— Da es unendlich viele solcher
Darstellungen desselben Punktes gibt,
verwendet man die so genannte

Standarddarstellung mit w = 1.
— Also besitzt ein Punkt P = (x, y) € R?
als homogene Koordinaten (x, ¥, 1)
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Homogene Koordinaten

— Verschiebung

(1 0 1) (x)
O 1 tz * yl —
0 0 1) \1,

— Drehung um den Ursprung

(

. 0

COS@ —SsIngE 0
sing cose O

0 1

(!

/

Y

1)

— Skalierung

(s, 0 0)
0 s, O

0 0 1)
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5.2 R? —» R? Koordinatentransformationen

Homogene Koordinaten

- Drehung um Z

(1 0 Z,
01 Z,
0 0 1)

(

SIn@

. O

COS@ —SsIngE 0

cosp O

0

y

(1 0 -2Z,)
01 -2z,
\0 0 1
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5.3 R° - R3 Koordinatentransformationen

— Verschiebung

(1 0 0 1) ¢
O 1 0 ty y’ y
0 0 1 ¢ 4 =

Z

000 1) 1) W

— Skalierung

(X))

\1)
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5.3 R° - R3 Koordinatentransformationen

Drehungen

— Im 3-dimensionalen Raum gibt es
mehrere Achsen, um die gedreht
werden kann

— x-Achse
— y-Achse

— z-Achse
— Beliebige Achse im Raum

— FUr die ersten drei Falle wird die
Richtung der Achse als von einem

positiven Wert zum Ursprung
angenommen

— Rechtshandiges Koordinatensystem

UNIVERSITAT - Computergraphik
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5.3 R° - R3 Koordinatentransformationen

Drehungen

— Es wird gegen den Uhrzeigersinn — Rechtshandiges Koordinatensystem
gedreht (mathematisch positiv)
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5.3 R° - R3 Koordinatentransformationen

Drehungen
— x-Achse
10 0 0

0O cosp —singp O
O sing cosp O

o o 0 1

y

(X))

\1)

- y-Achse

( cos

—sIng

0 sing 0) (x\ [x)
L0 o] [Y]|_|”Y
0O cosep O z’ z
o o 1) \1) \L
y
Y
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5.3 R° - R3 Koordinatentransformationen

Drehungen
— z-Achse
( s \
cosp —sinp 0 O
sing cosp O O
0 0 I O
. 0 0 0 1,
y
¢

(X))

\1)
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5.3 R° - R3 Koordinatentransformationen

Drehung um eine beliebige Achse

— Jede Rotation um eine beliebige — Wir entwickeln

Achse kann aus Rotationen um die
einzelnen Koordinatenachsen
zusammengesetzt werden

(= Euler)

— die Rotation R(a@)
— fir die Drehung eines Punktes P

— um eine beliebig orientierte Achse G
Im Raum

— um einen Winkel «

UNIVERSITAT - Computergraphik
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5.3 R° - R3 Koordinatentransformationen

Drehung um eine beliebige Achse

- Sonderfall: b, =sing -cosd
die Drehachse G b, =sing -sind
— geht durch den Ursprung b, =cosp
— wird von dem Vektor
b= (bx, b, bz), 6] = 1 z
generiert @ b= (bobyb.)
~G:A-bAER D

X (bx, b,,0 )

mmas - Computergraphik 34



5.3 R° - R3 Koordinatentransformationen

Drehung um eine beliebige Achse durch den Ursprung

— Gesucht sind nun die Koordinaten — Bemerkung:
eines Punktes P Ist G mit der z-Achse identisch, so
nach einer Drehung um die Achse G entfallen die Schritte 1) und 3)

um den Winkel a (Transformationen)

- Vorgehensweise: — Man geht in mehreren Teilschritten vor

1) Der Punkt P wird so transformiert, dass
die Drehachse mit der z-Achse
zusammenfallt

2) Die Drehung um a verwendet die
Rotationsmatrix R, ()

3) Die Transformation wird ruckgangig
gemacht

UNIVERSITAT - Computergraphik
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5.3 R° - R3 Koordinatentransformationen

Drehung um eine beliebige Achse durch den Ursprung

Schritt 1: d*> = b> + by2
— Der Vektor b wird in die (z, x)-Ebene gedreht (b")
- Aus Pentsteht dabei P'= R, (—0) - P

(cos® sinf 0 0 b
R(-0) = —s(;n@ COOSH (1) 8
. 0 0 0 1,
(b, b, 0 0)
_ 1. —by b, 0 O
“1o 0 40
.0 0 0 d

/

(bx, b,,0 )

UNIVERSITAT - Computergraphik
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5.3 R° - R3 Koordinatentransformationen

Drehung um eine beliebige Achse durch den Ursprung

Schritt 2:

— Der Vektor b’ wird so gedreht, dass er mit der z
-Achse zusammenfallt

— Aus P’ entsteht dabei P" = Ry(—qo) - P’ z
LA
(cosqo 0 —sing 0)
0 1 0 0
Ry(—qo) - sinp 0 cosp O
. 0 O 0 1) X
(b, 0 —d 0)
_ O 1 0 O
d 0 b, O
0 0 0 1
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5.3 R° - R3 Koordinatentransformationen

Drehung um eine beliebige Achse durch den Ursprung

Schritt 3:

— P” wird mit Winkel @ um die z-Achse
gedrent

- Aus P” entsteht dabei P = R (a) - P"

\

(cosa —sina 0 0
sin&¢ cosa 0O O

Rl =170 "o 1 0 .
. 0 0 0 1)
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5.3 R° - R3 Koordinatentransformationen

Drehung um eine beliebige Achse durch den Ursprung

Schritt 4: Schritt 5:
— Inverse Rotation zu Schritt 2 — Inverse Rotation zu Schritt 1
( cosp O sing 0 (cos® —sind 0 0
0 1 0 O sinf cosf O O
R — R,(0) =
o(2) —sing 0 cosp O 0 0O 10
.0 0 0 1, \ 0 0 0 1)
( b, 0 d 0) (bx —-b, 0 0)
_ O 1 O O _ 1. by b, 0 0
- —d 0 b, 0 “1o 0 4 o0

UNIVERSITAT - Computergraphik
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5.3 R? - R3 Koordinatentransformationen

Drehung um eine beliebige Achse durch den Ursprung

Ergebnis:
— Gesamttransformation:

Ry(@) = R(0) e R,(¢) e R,(a) > R,(—¢) o R,(—0)

Allgemeiner Fall:
— Die Drehachse ist eine allgemeine Gerade

- Gia+Ai-bAER

—a= (ax, a, az>

- b= (bybyb,). [[b] =1

YUz

Rg(a) =T(a) > Ry(0) > R,(®) ° R(a) e R,(—¢) o R(—0) > T(—a)

UNIVERSITAT - Computergraphik
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Zusammengefasste Transformationsmatrizen

— Durch die Verschiebung vieler Objekte mit einer Statt
Gesamtmatrix spart man Rechenkosten

P=Mn*Mn-1*...*(M_3*(M_2*(M_1*P)))...)
— Diese entspricht einer sequenziellen

Multiplikation des Punktes P mit den einzelnen Schreibt man
Transformationsmatrizen

P =Mn*Mn1*..*M_3*M_2*M_1)*P

— Ausnutzung der Assoziativitat der
Matrizenmultiplikation

~ (M1 *M2)* M3 =M1 * (M2 * M3)
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