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Einführung Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution Baumreihen-Übersetzer Kompositionen

Grundlegende Begriffe

Begriffe

Baumreihe: Abbildung Baum 7→ Gewicht

Baumreihen-Transformation: Abbildung Baumreihe 7→ Baumreihe

Beispiel

t1 7→ 1, t2 7→ 1, · 7→ 0 repräsentiert Menge {t1, t2}

t1 7→ 2, t2 7→ 1, · 7→ 0 repräsentiert Multi-Menge {t1, t1, t2}

t1 7→ a, t2 7→ b, . . .

(n t) 7→ (n + 1) γ(t)

wobei

1 t1 = σ(α, α) und t2 = γ(β) (σ zweistellig, γ einstellig, α, β nullstellig)
2 Gewichte: {0, 1} (0: kein Element; 1: Element)
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Grundlegende Begriffe

Begriffe

Baumreihe: Abbildung Baum 7→ Gewicht

Baumreihen-Transformation: Abbildung Baumreihe 7→ Baumreihe

Beispiel
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t1 7→ 2, t2 7→ 1, · 7→ 0 repräsentiert Multi-Menge {t1, t1, t2}
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Baumreihen-Übersetzer

Endliche Spezifikation von Baumreihen-Transformationen
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Motivation

Baumreihen-Übersetzer sind Verallgemeinerung von:

Baum-Übersetzern

Anwendungen:

Syntax-gesteuerte Semantik

Funktionale Programmierung

XML-Abfragen

gewichteten Automaten

Anwendungen:

(Baum-) Mustererkennung

Bildkomprimierung

“Sprache-zu-Text”-Übersetzung
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Überblick über verwandte Modelle

Tree Series
Transducer

τ : TΣ → A〈〈T∆〉〉

Weighted
Tree Automaton

L ∈ A〈〈TΣ〉〉

Weighted Transducer

τ : Σ∗ → A〈〈∆∗〉〉
Tree Transducer

τ : TΣ → B〈〈T∆〉〉

Weighted Automaton

L ∈ A〈〈Σ∗〉〉
Tree Automaton

L ∈ B〈〈TΣ〉〉

Generalized
Sequential Machine

τ : Σ∗ → B〈〈∆∗〉〉

Automaton

L ∈ B〈〈Σ∗〉〉
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Bäume

Σ Rangalphabet; Σk ⊆ Σ Symbole mit Rang k; X = { xi | i ∈ N+ }

Definitionen

TΣ(X) Menge der X-indizierten Σ-Bäume; TΣ = TΣ(∅)
t ∈ TΣ(X) ist linear (bzw. nicht-löschend) in Y ⊆ X, wenn jedes y ∈ Y höchstens
(bzw. mindestens) einmal in t vorkommt

t[t1, . . . , tk] Baum-Substitution der ti für xi in t

Beispiele

Σ = {σ(2), γ(1), α(0), β(0)} und Y = {x1, x2}

σ

σ

α β

γ

x1

σ
(
σ(α,β), γ(x1)

)
γ

σ
x1 x2

γ
(
σ(x1, x2)

)
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Einführung Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution Baumreihen-Übersetzer Kompositionen

Halbringe

Definition

Ein Halbring ist eine algebraische Struktur A = (A,⊕,�) wobei:

(A,⊕) ein kommutativer Monoid mit neutralem Element 0;

(A,�) ein Monoid mit neutralem Element 1;

0 absorbierend bzgl. �; und

� distributiv über ⊕ (beidseitig).

Beispiele

Halbring der natürlichen Zahlen N∞ = (N ∪ {∞},+, ·)
boolesche Halbring B = ({0, 1},∨,∧)

tropische Halbring T = (N ∪ {∞},min,+)

jeder Ring, Körper, etc.
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Eigenschaften von Halbringen

Definition

Halbring A ist

kommutativ, wenn � kommutativ ist;

multiplikativ idempotent, falls a� a = a,

vollständig, falls eine Abbildung
⊕
I : A

I −→ A existiert, so dass
1
⊕
i∈{m,n} ai = am ⊕ an;

2
⊕
i∈I ai =

⊕
j∈J
(⊕

i∈Ij
ai
)

mit I =
⋃
j∈J Ij Partition von I; und

3
(⊕

i∈I ai
)
�
(⊕

j∈J bj
)
=
⊕
i∈I,j∈J(ai � bj).

Beispiele

Halbring Kommutativ M. idempotent Vollständig
N∞ ja nein ja
B ja ja ja
T ja nein ja
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Baumreihe

A = (A,⊕,�) Halbring, Σ Rangalphabet

Definition

Abbildung ϕ : TΣ(X) −→ A heißt Baumreihe

Klasse aller Baumreihen A〈〈TΣ(X)〉〉
Koeffizient von t ∈ TΣ(X) in ϕ (also ϕ(t)) bezeichnet durch (ϕ, t)

punktweise Summe (ϕ1 ⊕ ϕ2, t) = (ϕ1, t)⊕ (ϕ2, t)

Träger von ϕ ist supp(ϕ) = { t ∈ TΣ(X) | (ϕ, t) 6= 0 }
ϕ ist linear (bzw. nicht-löschend) in Y ⊆ X, falls supp(ϕ) eine Menge von linearen
(bzw. nicht-löschenden) Bäumen ist

ϕ mit supp(ϕ) = ∅ bezeichnet durch 0̃

Beispiel

ϕ = 1 α + 1 β + 3 σ(α, α) + . . . + 3 σ(β, β) + 5 σ(α, σ(α, α)) + . . .
=
∑
t∈TΣ size(t) t
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Baumreihen-Substitution

A = (A,⊕,�) vollständiger Halbring, ϕ,ψ1, . . . , ψk ∈ A〈〈TΣ(X)〉〉

Definition

Reine Substitution von (ψ1, . . . , ψk) in ϕ:

ϕ←− (ψ1, . . . , ψk) =
⊕

t∈supp(ϕ),
(∀i∈[k]): ti∈supp(ψi)

(ϕ, t)� (ψ1, t1)� · · · � (ψk, tk) t[t1, . . . , tk]

Beispiel

5 σ(x1, x1)←− (2 α⊕ 3 β) = (5� 2) σ(α, α)⊕ (5� 3) σ(β, β)

Graphisch:

5
σ

x1 x1
← (2 α+ 3 β) = 10

σ
α α

+ 15
σ

β β
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Baumreihen-Übersetzer

Definition:

Baumreihen-Übersetzer ist M = (Q,Σ, ∆,A, F, µ) mit:

Q: nicht-leere, endliche Menge von Zuständen;

Σ und ∆: Eingabe- und Ausgabealphabet;

A = (A,⊕,�): vollständiger Halbring;

F ∈ A〈〈T∆(X1)〉〉Q: Vektor von linearen, nicht-löschenden Baumreihen
(Endausgabe); und

Baumrepräsentation µ = (µk )k∈N mit µk : Σk −→ A〈〈T∆(Xk)〉〉Q×Q
k

.

Beispiel

?

1 x1γ1/2 γ1(x1)

α/1 α β/3 β

γ2/1 α
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Σ und ∆: Eingabe- und Ausgabealphabet;

A = (A,⊕,�): vollständiger Halbring;

F ∈ A〈〈T∆(X1)〉〉Q: Vektor von linearen, nicht-löschenden Baumreihen
(Endausgabe); und

Baumrepräsentation µ = (µk )k∈N mit µk : Σk −→ A〈〈T∆(Xk)〉〉Q×Q
k

.

Beispiel

?

1 x1γ1/2 γ1(x1)

α/1 α β/3 β

γ2/1 α



Einführung Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution Baumreihen-Übersetzer Kompositionen

Beispiel-Übersetzer

σ/ . . . steht für σ/1 σ(x1, x1)

α ? β

1 x1 1 x1 1 x1σ/ . . .

σ/ . . .
α/1 α β/1 β

σ/ . . . σ/ . . .

σ/ . . . σ/ . . .

σ/ . . .

σ/1 δ(x1, x1)

σ/1 δ(x1, x1)
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Semantik eines Baumreihen-Übersetzers

Definitionen

1 Abbildung r : pos(t) −→ Q Lauf von M auf Eingabebaum t ∈ TΣ
2 Run(t) Menge aller Läufe auf t

Auswertung eines Laufes

evalr : pos(t) −→ A〈〈T∆〉〉 definiert durch

evalr(p) = µk(labt(p))r(p),r(p·1)...r(p·k) ←− (evalr(p·1), . . . , evalr(p·k))
mit k ∈ N und labt(p) ∈ Σk.

Semantik

Baumreihen-Transformation berechnet von M ist ‖M‖ : A〈〈TΣ〉〉 −→ A〈〈T∆〉〉 mit

‖M‖(ϕ) =
⊕
t∈TΣ

(ϕ, t)�
( ⊕
r∈Run(t)

Fr(ε) ←− (evalr(ε))
)
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Semantik — Beispiel

Beispiel

M = (Q,Σ, ∆,N∞, F, µ) mit

Q = {⊥, ?};
Σ = {σ(2), α(0)} und ∆ = {γ(1), α(0)};

F⊥ = 0̃ und F? = 1 x1;

und Baum-Repräsentation

µ0(α)⊥ = 1 α µ0(α)? = 1 α

µ2(σ)⊥,⊥⊥ = 1 α µ2(σ)?,?⊥ = 1 γ(x1) µ2(σ)?,⊥? = 1 γ(x2)
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Semantik — Beispiel

Beispiel

M = (Q,Σ, ∆,N∞, F, µ) mit

. . .

und Baum-Repräsentation

µ0(α)⊥ = 1 α µ0(α)? = 1 α

µ2(σ)⊥,⊥⊥ = 1 α µ2(σ)?,?⊥ = 1 γ(x1) µ2(σ)?,⊥? = 1 γ(x2)

Input tree t

σ

σ

α α

σ

σ

α α

σ

α α

Run r on t

?

⊥

⊥ ⊥

?

?

? ⊥

⊥

⊥ ⊥
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Semantik — Beispiel (Forts.)

Beispiel

. . .

und Baum-Repräsentation

µ0(α)⊥ = 1 α µ0(α)? = 1 α

µ2(σ)⊥,⊥⊥ = 1 α µ2(σ)?,?⊥ = 1 γ(x1) µ2(σ)?,⊥? = 1 γ(x2)

evalr on t

γ3(α)

α

α α

γ2(α)

γ(α)

α α

α

α α

Output tree

γ

γ

γ

α
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Semantik — Beispiel (Forts.)

evalr on t

γ3(α)

α

α α

γ2(α)

γ(α)

α α

α

α α

Output tree

γ

γ

γ

α

Semantik

‖M‖(1 t) = 2 γ2(α) + 4 γ3(α)
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Komposition

Anwendung

1 Modulare Spezifikation mehrerer Phasen der Übersetzung
2 Verständliche Einzelspezifikationen
3 Einfache Validation der Einzelspezifikation
4 Automatische Komposition (zur Effizienzsteigerung)
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Komposition

Anwendung

1 Modulare Spezifikation mehrerer Phasen der Übersetzung
2 Verständliche Einzelspezifikationen
3 Einfache Validation der Einzelspezifikation
4 Automatische Komposition (zur Effizienzsteigerung)

On subtree: t′
a′
=⇒M ′ u′

b′
=⇒M ′′ v′

Deletion:

t t′

a′a′′
=⇒M ′

u u′

b′′
=⇒M ′′

v
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Komposition (Forts.)

On subtree: t′
a′b′
=⇒M ′;M ′′ v′

Deletion:

t t′

a′a′′b′b′′
=⇒M ′;M ′′

v v′

Problem

Löschung durch M1



Einführung Halbringe, Baumreihen und Baumreihen-Substitution Baumreihen-Übersetzer Kompositionen

Komposition (Forts.)

On subtree: t′
a′b′
=⇒M ′;M ′′ v′

Deletion:

t t′

a′a′′b′b′′
=⇒M ′;M ′′

v v′

Problem

Löschung durch M1
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Haupttheorem

A kommutativer und vollständiger Halbring

Kompositionen für Baumübersetzer

1 l-BOT(B) ; BOT(B) = BOT(B)
2 BOT(B) ; d-BOT(B) = BOT(B)

Haupttheorem

1 l-BOT(A) ; BOT(A) = BOT(A)

2 BOT(A) ; db-BOT(A) = BOT(A)

3 BOT(A) ; d-BOT(A) = BOT(A), falls A multiplikativ idempotent ist

Ausblick

Ergebnisse auch für “Wurzel-zu-Blatt”-Übersetzer möglich
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