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Anfang August 2002 verbreitete sich die Nachricht, dass einige bis da-
hin unbekannte Inder einen deterministischen Primzahltest mit polyno-
mialer Laufzeit entdeckt hatten. Die Anerkennung und Beweisglattung
durch fuhrende Experten folgte im Laufe einer Woche, so dass damit
eines der groBen Probleme der Komplexitatstheorie eine Losung ge-
funden hat.

Die Entdecker dieses Beweisansatzes:

Manindra Agrawal, Professor am Indian Institute of Tech-
nology in Kanpur seit 1996, sowie Neeraj Kayal und Ni-
tin Saxena, zwei Studenten und Mitglieder der indischen
Mannschaft bei der Internationalen Mathematik-Olympiade
1997.



1. Der klassische Fermat-Test
n € N, m = log>(n) deren Bitlange.

Kleiner Satz von Fermat:

Ist n prim, so gilt

a"1=1 (modn) fiir alle a € Z*

Kontraposition:

Gilt a1 £ 1 (mod n) fiir eine ganze Zahl
1l < a<n, soist n garantiert zusammen-
gesetzt.




LLas-Vegas-Verfahren:

o Waihle zufillige Werte 1 < a < n und berechne a™ ! (mod n).

o Ist a» ! # 1 (mod n) fiir einen Wert a, so ist n garantiert
zusammengesetzt.

e Ista™ =1 (mod n) fiir alle Werte a, so ist n wahrscheinlich
zusammengesetzt. (Fermat pseudo prime)

Pp:={a€cZ : a" =1 (modn)}

wenn P, = Z, dann betrdgt die Fehlerwahrscheinlichkeit
nach ¢ Tests hdochstens 27°¢.

Leider gilt es auch zusammengesetzte n mit P, = Z
(Carmichael-Zahlen).



2. Verfeinerungen

(a) Verfeinerte Tests mit Gruppen P/, wo immer P, # Z*
gilt (Solovay-Strassen, Rabin-Miller).

(b) Andere Gruppen als Z} (elliptische Kurven).

(c) Suche nach kleinen ,, Testmengen* (der GréBe O(m*))
fur deterministische Verfahren.



3. Erweiterungen von Z,,

Sein € N,a € Z7. Dann gilt die Gleichung

(r—a)"=2"—a (modn) (T)

genau dann, wenn n eine Primzahl! ist.

Rechne besser in R = Zy,[x]/(f(x)) mit einem (monischen)
Polynom f(x) € Zn[x] vom Grad deg f(z) = r.

Fir primes n und irreduzibles f(x) ist das der endliche
Korper GF(n").



Besonders einfach wird die Rechnung fiur f(x) = 2" —a und
a € Z;. Es gilt

nprim = (x—a)"=z2"—a mod (z" —1,n).

Gefragt sind Werte (r,a), fur welche die Umkehrung dieser
Aussage richtig ist.

(3a) Zunachst wurde diese Frage fiir festes a = 1 und vari-
ierendes r untersucht.

(3b) Der Durchbruch wurde fiir variierendes a bei festem r
erreicht.



4. Der Satz von [AKS], 14.08.2002

Fiir n € N seien r,q so gewdhlt, dass g|r — 1 und n{r—1)/d
(mod r) ¢ {0,1} gilt.

Sei weiter S eine gentigend groBbe Menge von Restklassen
aus Z, mit ged(n,a —a') =1 fiir alle a,a’ € S.

Geniligend grol3 bedeutet dabei (s = #S)
(127 > v,

S
Gilt dann

(z—a)"=2"—a mod (" —1,n) (Tr,a)

fiir alle a € S, so ist n eine Primzahlpotenz.




Eine Wahl! fiir die Parameter ist z.B. (Existenz von ent-
sprechenden ¢ und r vorausgesetzt):

q>4r-m, s=2yr-m, m=10gs(n)

Primtest-Algorithmus

1. Wenn n echte Primzahlpotenz = return false
2. Wahle geeignete (q,r,S)
3. Flra e S prife
(a) Ist ged(a,n) > 1 = return false
(b) Ist (x —a)"#2 2" —a mod (2" — 1,n) = return false

4. return true




Kosten:
1. kann mit Newton-Iteration in polynomialer Laufzeit erledigt werden.

Die groBten Kosten verursacht Schritt (3b). Diese sind bei schneller
FFT-Arithmetik bis auf logarithmische Faktoren wie das Rechnen mit

Z.-Vektoren der Linge r, also O(r sm?)

Gesamtkosten sind bei obiger Wahl von s also gerade
O(r3/2 m3).

Zum Abschluss des Beweises ist damit zu untersuchen, ob
es geeignete r, die mit n nur polynomial in m = log(n)
wachsen, gibt.

Es zeigt sich, dass dazu maximal O(m6) Zahlen getestet

werden mussen.
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5. Zur Wahl von ¢ und r

Ein Ergebnis der analytischen Zahlentheorie lUber die Dich-
te von Primzahlen r mit groBem Faktor von r — 1:

P(x)={r <z : Jq (q,r Dl’im);(Q|7“_1);CI>332/3}

gilt

T

# P(x) 2 w(x) ~ 0g(2)’
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Fir den groBten Primfaktor ¢ von r» € P(x) gilt damit
r—1
q

<:131/3.

Wir miussen flr [AKS] also solche r ausschlieBen, die Teiler
eines nF — 1,k < 21/3 sein kdnnen.

nk — 1 hat bei festem k hdchstens O(k-log(n)) Teiler. Also
sind insgesamt hochstens O(z2/3 log(n)) Teiler zu vermei-
den.

Es reicht also, x so gro3 zu wahlen, dass

z2/3 log(n) >

Calso z > lo 6
0g(n) © X 10g(n)

gilt.
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6. Zum Beweis des Satzes von [AKS]

Kreisteilungspolynome
In Z[z] gilt (" —1) = Hd|r Dy(x).
&, (z) = [,z (x — () heiBt r-tes Kreisteilungspolynom.

&, (x) kann aber Uber Z, (p prim) weiter zerfallen.
Beispiel (p =2,r =7):
dr(zx)=(z°+ ..+ 1) =((>4+ 224+ 1)(e*+2+1) (mod2).
Genauer gilt (mit (r,p) = 1)
P, (z) = hi(z) - ... hs(z)
mit Polynomen h;(x) vom Grad degh; = d = ord(p € Z}) und

d—1
hi(x) = H (z — ¢5P)
k=0

fir geeignete ¢; € Zj,
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Der Beweis

Primfaktor p|n mit p"~1/¢ (mod r) ¢ {0, 1}.

Damit ist d = ord(p € Z}) ein Vielfaches von gq.
(x—a)"=2z"—a in R="2Zyx]/(z"— 1) fur alle a € S.
(" —a)"=2z"" —a in R.

(x —a)t =2 —a in R fir alle t = nip’.

Betrachte nip’ mit 0 <1,5 < |/7].

nipl < niti < n2V"l und es gibt wenigstens r 4+ 1 solche Paare (i, j).
Es gibt t = niip)t % u = n2p” mit |t —u| < n2V") t =u (mod r)

' = z% in R und damit auch (z —a)! = (z — a)* fiir alle a € S.
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h(z) € Zy[x] irreduzibler Faktor von =1 und K = Z,[z]/(h(x)).

Betrachte die Gruppe G C K*, die von {z —a : a € S} erzeugt wird.
Dann gilt gt = g* fir alle g € G.

G hat wenigstens (“7°71) > n2lv7) > |t — u| Elemente.
J2— 7

Also gilt t = v und damit n = p* mit k = ==,
o — 11
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