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Problembeschreibung

Ziel:- Invarianten von sechs Punkten aus drel
Bildern berechnen
- dreidimensionale Konfiguration aus
Bildern und Invarianten rekonstruieren

Ergebnis:
projektiv rekonstruierte Konfiguration

Ausgangssituation:
- Bilder sind unkalibriert (Kameras sind
nicht geeicht)
- Punktentsprechungen in den Bildern
sind bekannt (Punkte in allg. Lage)



Invarianten von 6 Punkten &
Projektive Rekonstruktion

- sechs Punkte haben die Dimension 18
- GL(3) durch 4x4 Matrix beschrieben
- Matrix hat 15 Freiheitsgrade

-=> 6 Punkte haben 3 absolute / funktionell
unabhangige Invariante

- Darstellung der drei Invarianten durch
Beziehung der Verhaltnisse der Koordinaten
des 6. Punktes (X,Y,Z,T) zu der durch die

anderen 5 Punkte erzeugten Basis



UitVi:Wi = (TuXi + t2Yi + tasZi + tuaTi):
(t2eXi + t22Yi + t23Zi + taaTi):
(tauXi + ta2Yi + tazZi + taaTi):

-> Skalierungsfaktor eliminiert

-> 2 unabhangige Gleichungen je Punkt

-> 6 Punkte -> 12 Gleichungen

Nach Eliminierung der Kameraparameter ergibt
sich eine homogene Gleichung in X,Y,Zund T



Beziehung zwischen Bild- und Raumpunkten:

We(Us—V5) XY + Ve(Ws-Us)XZ + Us(Ve-We)XT +
Us(Vs-Ws)YZ + vs(We-Ue)YT + Ws(Us-Ve)ZT = O

mogliche absolute Invarianten:
alpha = XZ/ZT; beta = YZ/ZT; gamma = XZ/XT

- Beziehung der relativen Invarianten gilt far
jedes Bild -> 3 homogene guadratische
Gleichungen

- relative Invarianten jedes Bildes bestimmbar

-=> maximal 3 weitere Schnittpunkte (5 bekannt)



Alpha, Beta und Gamma

- Eliminierung von z.B. Y und Z aus den 3
homogenen Bildgleichungen

> a1X® + axX°T + asXT° + a4T°= 0
(Koeffizienten sind bekannt)

-=> LOsung einer kubischen Gleichung
-=> maximal 3 Losungen fur X/T (= alpha)
-=> anschlieflend Y:Z:1 bestimmen

(Bei 5 Bildern -=> linearer Ansatz maoglich)



Projektive Rekonstruktion

- Kameras nicht geeicht
-=> Projektionsmatrizen gesucht

- Invarianten erlauben Bestimmung der
Projektionsmatrix

- Projektionsmatrizen erlauben aufstellen
eines linearen Gleichungssystems (je Bild
und Punkt 2 Gleichungen)

- 3 Gleichungen genugen zur Ermittlung
der Koordinaten eines Punktes



T3xa (Xi,Yi,Zi,Ti)T = (ui,Vi,Wi)T AEE=080.1 J6

Wit Xi — Uittss Zi = -(Wir-uit)
Wite2 Yi — Vittss Zi = -(Wit-Vi')
Wit Xi — Uittss®Zi = -(Wi*-ui®)
Witt227Yi — Victss“Zi = -(Wi°-vi%)
Witti°Xi — Uittss®Zi = -(Wi3—ui3)

Witt22Yi — Vittss®Zi = —(Wi3—Vi3)



Algebraische Geometrie

Varietat (affin):

- gemeinsame Nullstellen einer Menge von
Polynomen

Polynomideal (inhomogen):

- Ildeal, bestimmt durch eine Varietat
(erzeugt durch ein oder mehrere
Polynome)



- Jedes ldeal In K[Xa,...,Xn] ISt erzeugt durch
endliche Anzahl von Polynomen
(Hilbertscher Basissatz)

-> Grobnerbasis



Eliminierung

Problem: eine oder mehrere Variablen aus

einem System von Polynomen
eliminieren

Eliminierungsideal : Ik = | geschnitten mit
K[Xk+1,...,Xn]

Seil G eine Grobnerbasis von |
-=> Gk = G geschnitten mit K[Xk+1,...,Xn]

Abbildung: R* -> R?
(K[X,Y,Z,T] -=> K[X,T])



- Beziehungsgleichungen erzeugen ein ldeal |

- G sel Grobnerbasis des Ideals |

-=> Gvzist die Grobnerbasis des Eliminierungs-
Ideals Ivz

Praktisch (z.B. mit Macaulay):
- (1) K[X,T] -= K[X,Y,Z,T]
- (2) K[X,Y,Z,T] -= K[X,Y,Z,T}/I

-=> Ker(1°2) = Gvz



Implementierung

- liefert unter Angabe der Bildpunkte die
absoluten Invarianten der entsprechenden
Raumpunkte

- Invarianten konnen zur projektiven
Rekonstruktion genutzt werden

- Implementierung als COM Objekt in C++

- unter Visual Studio .net



Ergebnisse

- Test der Invarianten ohne und mit
Rauschpegel von +/- 1, +/- 2.5 und +/- 5
Pixel

Verwendete Punkte: (0.0, 0.0, -1.76)",
(0.75, 0.0, -1.5)",
(0.0, 1.2, -1.5)" ,
(-0.35, 1.2, 2.1)",
(0.75, 0.0, 2.1)" ,
(0.75, 1.2, 2.1)"
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Zusammenfassung

- Ergebnisse der Invarianten stabil, auch bel
relativ hohem Rauschpegel

-=> praktische Verwendung ist sinnvoll
(z.B. zur projektiven Rekonstruktion)

-,,Algebraische Geometrie* kann m.H. ent-
sprechender Software effizient zur Eliminierung
von Variablen eingesetzt werden
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