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Hinweise:
e Abgabeschluss der Hausaufgaben: 13.11.2018 vor der Vorlesung.

e Beschriften Sie jedes Losungsblatt mit Matrikelnummer, Name, Ubungsgruppe.

e Schreiben Sie Ihre Losungen dokumentenecht auf; mit Bleistift verfasste Abgaben
werden nicht bewertet.

e Die Hausaufgaben werden in der Horsaaliibung am 19.11. besprochen.

Hausaufgabe 2.1

(a) Vereinfachen Sie schrittweise mittels Mengenumformungen:
AN (AN B)"
(b) Stellen Sie die folgenden Mengen als Aufzdhlung dar.
Beispiel: M = {n € N | n prim} ~» M ={2,3,5,7,11,...}

My ={neN|3k(n=2k)}

My={neN|Vm(m<n)}
Ms={neN|¥q((3k(k-g=n)) < (=1Vvq=n))}
My={neN|Vu((u+u=u-unIj(j<u))—Fk(u-k=n))}

Hinweis: Die verwendete Schreibweise impliziert IN als Universum fiir die logi-
schen Ausdriicke.

(c) Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion: Fiir jede natiirliche Zahl n gilt

n
Z 2k — 2n+1 —1.
k=0
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Hausaufgabe 2.2
(@) Sei T = {(m,n) |k (n=%k-m)} CIN xNN.
Zeigen Sie, dass T reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

(b) Wir definieren Relationen Ry, R, Ro, ... sowie Sp, 51, S, ... auf IN wie folgt. Wir
setzen Rp := < und definieren fiir k € IN

Rk+1 = Rk ; R() und Sk = Rk\ U Rl.

IeN
I>k

Geben Sie die folgenden Mengen explizit an.

i) N R

keN

() N (Sk; (S¢H)
kelN

(c) Wir betrachten je zwei Eigenschaften von Relationen. Geben Sie entweder ei-
ne Relation auf der Menge {1,2,3} an, die beiden Eigenschaften gentigt oder
begriinden Sie kurz, warum keine solche existiert.

(i) Reflexiv und irreflexiv
(ii) Symmetrisch und antisymmetrisch

(iii) Vollstandig und nicht reflexiv
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Seminaraufgabe 2.3 (Mengen, Vollstindige Induktion)
(a) Entscheiden Sie:

] \ wahr \ falsch ‘
{1,2} Uu{1} C {2,1}

o C {2}

e P(@)

ACM = P(A)UP(A®) =P(M)

(b) Fiir jede Primzahl p € IN definieren wir die Menge

Vyr={neN|JHt{teNAt-p=n)} .
Bestimmen Sie die Menge
Ve 1= ﬂ Vp .
peN
p prim
(c) Beweisen Sie: Fiir jede natiirliche Zahl n gilt die Ungleichung
n*—1<2"

Seminaraufgabe 2.4 (Relationen)
(a) Entscheiden Sie, ob R; und R; die bekannten Eigenschaften erfiillen.

Ri={(mn) e NxN |m<n},
Ry ={(m,n) € ZxZ | m— n ist gerade}.

(b) (i) Seien R, S zwei Relationen auf IN. Zeigen Sie:
(RNS) P =R 1ns!

(i) Sei T={(m,n) e NxN |Vt((t e NAt|mAt|n)—t=1)}.
Bestimmen Sie T ; T.

Hinweis: Wir schreiben t | m fiir “t teilt m”.
(iii) Sei nun U = T N <. Bestimmen Sie U ; (U~ !).

(c) Zeigen Sie, dass die Eigenschaften Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitat

voneinander unabhédngig sind. Geben Sie also drei verschiedene Relationen Ry,
Ry, R3 auf der Menge M = {a,b,c} an, so dass

(i) R reflexiv und symmetrisch, aber nicht transitiv ist,
(ii) Ry reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch ist und

(iii) R3 symmetrisch und transitiv, aber nicht reflexiv ist.
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