
Diskrete Strukturen
Vorlesung 15: Arithmetik

5. Februar 2019

1



Nächste Termine — Modul “Diskrete Strukturen”

Hörsaalübung (Mo. 9:15) Vorlesung (Di. 17:15)

4.2.
Tutorium
(Klausurvorbereitung)

5.2.
Arithmetik

11.2. 12.2.

18.2.
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Vorlesungsstruktur

1 Mathematische Grundlagen
I Aussagen- und Prädikatenlogik
I Naive Mengenlehre
I Relationen und Funktionen

2 Diskrete Strukturen
I Algebraische Strukturen
I Bäume und Graphen
I Arithmetik
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Heutige Vorlesung

Teilbarkeit und größte gemeinsame Teiler

Modulares Rechnen

Euklidischer Algorithmus

erweiterter Euklidischer Algorithmus

Bitte Fragen direkt stellen!
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Arithmetik — Motivation

Motivation:

modulares Rechnen relevant
(z.B. Rechnen mit Uhrzeiten, Wochentagen, Datumsangaben)

Körper (Zp,+p, ·p, (−·), ·−1, [0], [1]) für p prim
relevant in Kryptographie und Kodierungstheorie

Einblick in die Natur ganzer Zahlen
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Arithmetik — Wiederholung: Teilbarkeit

De�nition (Teiler)
Sei a ∈ N und b ∈ Z. Dann ist a Teiler von b gdw.
ein k ∈ Z existiert, so dass b = k · a.
Wir schreiben a | b, falls a Teiler von b ist.

Beispiele
11 | 121 denn 121 = 11 · 11
n | 0 für jedes n ∈ N, denn 0 = 0 · n
2 6 | 121 denn 121

2 = 60, 5 /∈ Z

6



Arithmetik — Wiederholung: Teilbarkeit

De�nition (Teiler)
Sei a ∈ N und b ∈ Z. Dann ist a Teiler von b gdw.
ein k ∈ Z existiert, so dass b = k · a.
Wir schreiben a | b, falls a Teiler von b ist.

Beispiele
11 | 121 denn 121 = 11 · 11
n | 0 für jedes n ∈ N, denn 0 = 0 · n
2 6 | 121 denn 121

2 = 60, 5 /∈ Z

7



Arithmetik — Wiederholung: Teilbarkeit

De�nition (Menge der Teiler)
Sei b ∈ Z. Dann sei

Tb = {a ∈ N | es gilt a | b}

die Menge aller Teiler von b.

Beispiele
T8 = {1, 2, 4, 8}
T9 = {1, 3, 9}
T12 = {1, 2, 3, 4, 6, 12}
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Arithmetik — Teilbarkeit

Notizen:
wir wissen bereits, dass | (Teilbarkeit) auf den natürlichen Zahlen eine
Ordnungsrelation ist
hier betrachten wir | jedoch als Relation | ⊆ N× Z

§15.1 Theorem
Sei m | b. Dann gilt m | c gdw. m | (b+ c) für alle c ∈ Z.

Beweis (beidseitige Implikationen).
(→) Gelten m | b und m | c. Dann existieren k, n ∈ Z, so dass b = k ·m

und c = n ·m. Also gilt b+ c = km+ nm = (k + n) ·m und damit
m | (b+ c).

(←) Gelte m | b und m | (b+ c). Dann existieren k, n ∈ Z, so dass
b = k ·m und b+ c = n ·m. Also gilt
c = (b+ c)− b = nm− km = (n− k) ·m und damit m | c.
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Arithmetik — Teilbarkeit

§15.2 Korollar
Seien a, b ∈ N. Dann gilt

Ta ∩ Tb = T(a+b) ∩ Tb

Beweis (beidseitige Teilmengen).
(⊆) Sei m ∈ Ta ∩ Tb. Also m | a und m | b. Gemäß §15.1 gilt dann

m | (a + b) und damit m ∈ T(a+b) ∩ Tb.
(⊇) Sei m ∈ T(a+b) ∩ Tb. Also m | (a + b) und m | b. Gemäß §15.1 gilt dann

m | a und damit m ∈ Ta ∩ Tb.

Notizen:
a und b haben die gleichen Teiler wie a + b und b
dies gilt sogar für die Teiler von a und b
und die Teiler von a + kb (für k ∈ N) und b
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Arithmetik — Teilbarkeit

§15.3 Theorem
Seien a, b ∈ N. Es gilt für alle k ∈ N

Ta ∩ Tb = T(a+kb) ∩ Tb

Beweis (vollständige Induktion über k).
IA: Für k = 0 ist dies o�ensichtlich.

IH: Die Aussage gelte für k .

IS: Gemäß IH gilt Ta ∩ Tb = T(a+kb) ∩ Tb. Weiterhin gilt gemäß §15.2

T(a+kb) ∩ Tb = T(a+kb+b)︸ ︷︷ ︸
=T(a+(k+1)b)

∩Tb

womit Ta ∩ Tb = T(a+(k+1)b) ∩ Tb bereits gezeigt ist.
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Arithmetik — Teilbarkeit

Notizen:

Ta ∩ Tb 6= ∅ für alle a, b ∈ N
denn 1 ∈ Ta und 1 ∈ Tb
Ta ∩ Tb ist endlich für alle a, b ∈ N \ {0}
denn m ≤ a und m ≤ b für alle m ∈ Ta ∩ Tb

§15.4 De�nition (größter gemeinsamer Teiler)
Seien a, b ∈ N \ {0}. Dann ist

ggT(a, b) = max (Ta ∩ Tb)

der größte gemeinsame Teiler von a und b.
Die Zahlen a und b sind teilerfremd gdw. ggT(a, b) = 1.
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Arithmetik — Teilbarkeit

Beispiele
T8 = {1, 2, 4,8} und T9 = {1, 3,9} und T12 = {1, 2, 3, 4,6, 12}
also ist ggT(8, 12) = 4 und ggT(8,9) = 1

1 ist teilerfremd zu jeder positiven natürlichen Zahl
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Arithmetik — Teilbarkeit

§15.5 Theorem
Seien a, b ∈ N mit b ≥ 1.
Dann existieren eindeutige k, r ∈ N, so dass

a = kb+ r und 0 ≤ r < b

Beweis (vollständige Induktion über a; 1/2).
Wir beweisen zunächst die Existenz.

IA: Sei a = 0. Wir setzen k = 0 und r = 0. Dann gilt a = kb+ r und
0 ≤ r < b wie gefordert.

IH: Seien k, r ∈ N, so dass a = kb+ r und 0 ≤ r < b.

IS: Wir unterscheiden nun 2 Fälle.
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Arithmetik — Teilbarkeit

Beweis (vollständige Induktion über a; 2/2).
Fall 1: Sei r + 1 = b. Dann gilt auch

a + 1 = (kb+ r) + 1 = kb+ b = (k + 1)b+ 0

Wir setzen also m = (k + 1) und s = 0, womit a + 1 = mb+ s.

Fall 2: Sei r + 1 < b. Dann gilt auch a + 1 = (kb+ r) + 1. Wir setzen
also m = k und s = r + 1, womit a + 1 = mb+ s.

Damit ist die Existenz bewiesen. Seien nun k,m, r, s ∈ N, so dass
a = kb+ r und a = mb+ s und 0 ≤ r < b und 0 ≤ s < b. Also gilt auch
kb+ r = mb+ s und damit (k −m)b = s − r . Wir unterscheiden wieder
zwei Fälle.

Sei k −m = 0. Dann ist k = m und es gilt 0 = s − r , womit auch
r = s folgt.

Sei k −m 6= 0. Dann ist |(k −m)b| ≥ b, aber |s− r| < b. Folglich kann
dieser Fall nicht eintreten, denn (k −m)b = s − r ist unmöglich.
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Arithmetik — Teilbarkeit
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Arithmetik — Teilbarkeit
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Arithmetik — Teilbarkeit
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Arithmetik — Teilbarkeit

Beweis (vollständige Induktion über a; 2/2).
Fall 1: Sei r + 1 = b. Dann gilt auch

a + 1 = (kb+ r) + 1 = kb+ b = (k + 1)b+ 0

Wir setzen also m = (k + 1) und s = 0, womit a + 1 = mb+ s.

Fall 2: Sei r + 1 < b. Dann gilt auch a + 1 = (kb+ r) + 1. Wir setzen
also m = k und s = r + 1, womit a + 1 = mb+ s.

Damit ist die Existenz bewiesen. Seien nun k,m, r, s ∈ N, so dass
a = kb+ r und a = mb+ s und 0 ≤ r < b und 0 ≤ s < b. Also gilt auch
kb+ r = mb+ s und damit (k −m)b = s − r . Wir unterscheiden wieder
zwei Fälle.

Sei k −m = 0. Dann ist k = m und es gilt 0 = s − r , womit auch
r = s folgt.

Sei k −m 6= 0. Dann ist |(k −m)b| ≥ b, aber |s− r| < b. Folglich kann
dieser Fall nicht eintreten, denn (k −m)b = s − r ist unmöglich.

30



Arithmetik — Teilbarkeit
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Arithmetik — Teilbarkeit

§15.6 De�nition (Rest- oder Modulo-Operation)
Seien a, b ∈ N mit b ≥ 1. Dann existieren gemäß §15.5 eindeutige k, r ∈ N,
so dass a = kb+ r und 0 ≤ r < b.
Wir schreiben r = a mod b.

Beispiele:

5 mod 2 = 1 und 12 mod 2 = 0

7 mod 4 = 3 und 9 mod 4 = 1
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Arithmetik — Modulares Rechnen

§15.7 Theorem
Seien a, b ∈ N und m ∈ N. Folgende Aussagen sind äquivalent:

ra = rb wobei ra = a mod m und rb = b mod m

m | (a − b)

Beweis (direkt).
Da |ra − rb| < m gilt

m | (a − b)
gdw. ∃k

(
k ∈ Z ∧ a − b = km

)
gdw. ∃k

(
k ∈ Z ∧

(
b amc ·m+ ra

)
−
(
b bmc ·m+ rb

)
= km

)
gdw. ∃k

(
k ∈ Z ∧ ra − rb = (k − b amc+ b

b
mc) ·m

)
gdw. ra = rb
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Arithmetik — Modulares Rechnen

§15.8 Theorem
Seien a, b, c, d ∈ N und m ∈ N \ {0}, so dass
a mod m = b mod m und c mod m = d mod m. Dann gelten

1 (a + c) mod m = (b+ d) mod m
2 (a · c) mod m = (b · d) mod m

Beweis (direkt).
Beide Resultate folgen direkt aus den Resultaten zur
Repräsentantenunabhängigkeit aus Vorlesung 11 (Seiten 14 und 51), denn
a mod m = b mod m und c mod m = d mod m liefern a ∼m b und c ∼m d
nach §15.7. Also auch a + c ∼m b+ d und a · c ∼m b · d und damit folgen
die Resultate gemäß §15.7.
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Arithmetik — Modulares Rechnen

Notizen:

damit haben wir bereits die wesentlichen Rechenregeln
für das modulare Rechnen

wir können jederzeit mit “kleinen Zahlen” rechnen
(Zahlen aus {0, 1, . . . ,m− 1})

→ modulares Rechnen sogar einfacher als Rechnen in N
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Arithmetik — Modulares Rechnen

§15.9 Theorem
Seien a, b, c ∈ N und m ∈ N \ {0}, so dass c und m teilerfremd sind und
(a · c) mod m = (b · c) mod m.
Dann gilt auch a mod m = b mod m.

Beweis (direkt).
Gemäß §15.7 folgt m | (ac − bc) und damit m | (a − b)c. Da m und c
teilerfremd sind, muss m | (a − b) gelten (dies folgt aus der
Primfaktorzerlegung). Gemäß §15.7 gilt daher a mod m = b mod m.
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Arithmetik — Modulares Rechnen
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Seien a, b, c ∈ N und m ∈ N \ {0}, so dass c und m teilerfremd sind und
(a · c) mod m = (b · c) mod m.
Dann gilt auch a mod m = b mod m.

Beweis (direkt).
Gemäß §15.7 folgt m | (ac − bc) und damit m | (a − b)c. Da m und c
teilerfremd sind, muss m | (a − b) gelten (dies folgt aus der
Primfaktorzerlegung). Gemäß §15.7 gilt daher a mod m = b mod m.
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Motivation:

Algorithmus zur Berechnung des größten gemeinsamen Teilers

sehr e�zient

bereits uralt; Euklid präsentiert das Verfahren
(ob er es gefunden hat, ist ungeklärt)

ältester nicht-trivialer Algorithmus

Euklid von Alexandria (3. Jhd v. Chr.)
griech. Mathematiker

sammelte Wissen der Mathematik

Vorreiter des strengen Beweises
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.10 Theorem
Seien a, b ∈ N \ {0}. Dann gilt

ggT(a, b) = ggT(a mod b, b)

Beweis (direkt).
Gemäß §15.5 existiert ein eindeutiges k ∈ N, so dass a = kb+ r wobei
r = a mod b. Weiterhin gilt

T(a mod b) ∩ Tb = T((a mod b)+kb) ∩ Tb

nach §15.3. Folglich gilt

Ta ∩ Tb = T((a mod b)+kb)︸ ︷︷ ︸
Ta

∩Tb = T(a mod b) ∩ Tb ,

womit auch deren größte Elemente gleich sind.
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.10 Theorem
Seien a, b ∈ N \ {0}. Dann gilt

ggT(a, b) = ggT(a mod b, b)

Beweis (direkt).
Gemäß §15.5 existiert ein eindeutiges k ∈ N, so dass a = kb+ r wobei
r = a mod b. Weiterhin gilt

T(a mod b) ∩ Tb = T((a mod b)+kb) ∩ Tb

nach §15.3. Folglich gilt

Ta ∩ Tb = T((a mod b)+kb)︸ ︷︷ ︸
Ta

∩Tb = T(a mod b) ∩ Tb ,

womit auch deren größte Elemente gleich sind.
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.11 De�nition (rekursive Berechnung des ggT)
Sei N+ = N \ {0}. Wir de�nieren die Funktion e : N+ × N+ → N+ induktiv
für alle a, b ∈ N+ durch

e(a, b) =

{
b falls a mod b = 0

e(b, a mod b) sonst

a b a mod b
127 34

25
34 25 9
25 9 7
9 7 2
7 2 1
2 1 0

wir berechnen e(127, 34)

da 127 mod 34 = 25→ e(34, 25)

da 34 mod 25 = 9→ e(25,9)

da 25 mod 9 = 7→ e(9, 7)

da 9 mod 7 = 2→ e(7, 2)

da 7 mod 2 = 1→ e(2, 1)

da 2 mod 1 = 0 liefern wir 1
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.11 De�nition (rekursive Berechnung des ggT)
Sei N+ = N \ {0}. Wir de�nieren die Funktion e : N+ × N+ → N+ induktiv
für alle a, b ∈ N+ durch

e(a, b) =

{
b falls a mod b = 0

e(b, a mod b) sonst

a b a mod b
127 34

25
34 25 9
25 9 7
9 7 2
7 2 1
2 1 0

wir berechnen e(127, 34)

da 127 mod 34 = 25→ e(34, 25)

da 34 mod 25 = 9→ e(25,9)

da 25 mod 9 = 7→ e(9, 7)

da 9 mod 7 = 2→ e(7, 2)

da 7 mod 2 = 1 → e(2, 1)

da 2 mod 1 = 0 liefern wir 1
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.11 De�nition (rekursive Berechnung des ggT)
Sei N+ = N \ {0}. Wir de�nieren die Funktion e : N+ × N+ → N+ induktiv
für alle a, b ∈ N+ durch

e(a, b) =

{
b falls a mod b = 0

e(b, a mod b) sonst

a b a mod b
127 34 25
34 25

9
25 9 7
9 7 2
7 2 1
2 1 0

wir berechnen e(127, 34)

da 127 mod 34 = 25→ e(34, 25)

da 34 mod 25 = 9→ e(25,9)

da 25 mod 9 = 7→ e(9, 7)

da 9 mod 7 = 2→ e(7, 2)

da 7 mod 2 = 1 → e(2, 1)

da 2 mod 1 = 0 liefern wir 1
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.11 De�nition (rekursive Berechnung des ggT)
Sei N+ = N \ {0}. Wir de�nieren die Funktion e : N+ × N+ → N+ induktiv
für alle a, b ∈ N+ durch

e(a, b) =

{
b falls a mod b = 0

e(b, a mod b) sonst

a b a mod b
127 34 25
34 25 9
25 9

7
9 7 2
7 2 1
2 1 0

wir berechnen e(127, 34)

da 127 mod 34 = 25→ e(34, 25)

da 34 mod 25 = 9→ e(25,9)

da 25 mod 9 = 7→ e(9, 7)

da 9 mod 7 = 2→ e(7, 2)

da 7 mod 2 = 1 → e(2, 1)

da 2 mod 1 = 0 liefern wir 1
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.11 De�nition (rekursive Berechnung des ggT)
Sei N+ = N \ {0}. Wir de�nieren die Funktion e : N+ × N+ → N+ induktiv
für alle a, b ∈ N+ durch

e(a, b) =

{
b falls a mod b = 0

e(b, a mod b) sonst

a b a mod b
127 34 25
34 25 9
25 9 7
9 7

2
7 2 1
2 1 0

wir berechnen e(127, 34)

da 127 mod 34 = 25→ e(34, 25)

da 34 mod 25 = 9→ e(25,9)

da 25 mod 9 = 7→ e(9, 7)

da 9 mod 7 = 2→ e(7, 2)

da 7 mod 2 = 1 → e(2, 1)

da 2 mod 1 = 0 liefern wir 1
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.11 De�nition (rekursive Berechnung des ggT)
Sei N+ = N \ {0}. Wir de�nieren die Funktion e : N+ × N+ → N+ induktiv
für alle a, b ∈ N+ durch

e(a, b) =

{
b falls a mod b = 0

e(b, a mod b) sonst

a b a mod b
127 34 25
34 25 9
25 9 7
9 7 2
7 2

1
2 1 0

wir berechnen e(127, 34)

da 127 mod 34 = 25→ e(34, 25)

da 34 mod 25 = 9→ e(25,9)

da 25 mod 9 = 7→ e(9, 7)

da 9 mod 7 = 2→ e(7, 2)

da 7 mod 2 = 1 → e(2, 1)

da 2 mod 1 = 0 liefern wir 1
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.11 De�nition (rekursive Berechnung des ggT)
Sei N+ = N \ {0}. Wir de�nieren die Funktion e : N+ × N+ → N+ induktiv
für alle a, b ∈ N+ durch

e(a, b) =

{
b falls a mod b = 0

e(b, a mod b) sonst

a b a mod b
127 34 25
34 25 9
25 9 7
9 7 2
7 2 1
2 1

0

wir berechnen e(127, 34)

da 127 mod 34 = 25→ e(34, 25)

da 34 mod 25 = 9→ e(25,9)

da 25 mod 9 = 7→ e(9, 7)

da 9 mod 7 = 2→ e(7, 2)

da 7 mod 2 = 1 → e(2, 1)

da 2 mod 1 = 0 liefern wir 1
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.11 De�nition (rekursive Berechnung des ggT)
Sei N+ = N \ {0}. Wir de�nieren die Funktion e : N+ × N+ → N+ induktiv
für alle a, b ∈ N+ durch

e(a, b) =

{
b falls a mod b = 0

e(b, a mod b) sonst

a b a mod b
127 34 25
34 25 9
25 9 7
9 7 2
7 2 1
2 1 0

wir berechnen e(127, 34)

da 127 mod 34 = 25→ e(34, 25)

da 34 mod 25 = 9→ e(25,9)

da 25 mod 9 = 7→ e(9, 7)

da 9 mod 7 = 2→ e(7, 2)

da 7 mod 2 = 1 → e(2, 1)

da 2 mod 1 = 0 liefern wir 1
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.12 Theorem
Für alle a, b ∈ N+ gilt e(a, b) = ggT(a, b).

Beweis (vollständige Induktion über b; 1/2).
IA: Sei b = 1. Dann ist o�ensichtlich ggT(a, b) = b und ebenso
e(a, b) = b, denn a mod b = a mod 1 = 0.

IH: Die Aussage gelte für b und alle kleineren Werte.
IS: Wir unterscheiden mehrere Fälle:

I Sei a mod (b+ 1) = 0. Dann gilt e(a, b+ 1) = b+ 1 und ebenso
ggT(a, b+ 1) = b+ 1, denn b+ 1 ist Teiler von a und o�ensichtlich der
größte Teiler von b+ 1.

I Sei a mod (b+ 1) 6= 0. Dann unterscheiden wir zwei weitere Fälle.
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.12 Theorem
Für alle a, b ∈ N+ gilt e(a, b) = ggT(a, b).

Beweis (vollständige Induktion über b; 1/2).
IA: Sei b = 1. Dann ist o�ensichtlich ggT(a, b) = b und ebenso
e(a, b) = b, denn a mod b = a mod 1 = 0.

IH: Die Aussage gelte für b und alle kleineren Werte.
IS: Wir unterscheiden mehrere Fälle:

I Sei a mod (b+ 1) = 0. Dann gilt e(a, b+ 1) = b+ 1 und ebenso
ggT(a, b+ 1) = b+ 1, denn b+ 1 ist Teiler von a und o�ensichtlich der
größte Teiler von b+ 1.

I Sei a mod (b+ 1) 6= 0. Dann unterscheiden wir zwei weitere Fälle.
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.12 Theorem
Für alle a, b ∈ N+ gilt e(a, b) = ggT(a, b).

Beweis (vollständige Induktion über b; 1/2).
IA: Sei b = 1. Dann ist o�ensichtlich ggT(a, b) = b und ebenso
e(a, b) = b, denn a mod b = a mod 1 = 0.

IH: Die Aussage gelte für b und alle kleineren Werte.
IS: Wir unterscheiden mehrere Fälle:

I Sei a mod (b+ 1) = 0. Dann gilt e(a, b+ 1) = b+ 1 und ebenso
ggT(a, b+ 1) = b+ 1, denn b+ 1 ist Teiler von a und o�ensichtlich der
größte Teiler von b+ 1.

I Sei a mod (b+ 1) 6= 0. Dann unterscheiden wir zwei weitere Fälle.
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.12 Theorem
Für alle a, b ∈ N+ gilt e(a, b) = ggT(a, b).

Beweis (vollständige Induktion über b; 1/2).
IA: Sei b = 1. Dann ist o�ensichtlich ggT(a, b) = b und ebenso
e(a, b) = b, denn a mod b = a mod 1 = 0.

IH: Die Aussage gelte für b und alle kleineren Werte.
IS: Wir unterscheiden mehrere Fälle:

I Sei a mod (b+ 1) = 0. Dann gilt e(a, b+ 1) = b+ 1 und ebenso
ggT(a, b+ 1) = b+ 1, denn b+ 1 ist Teiler von a und o�ensichtlich der
größte Teiler von b+ 1.

I Sei a mod (b+ 1) 6= 0. Dann unterscheiden wir zwei weitere Fälle.
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Beweis (vollständige Induktion; 2/2).
Wir sind im Induktionsschritt und es gilt a mod (b+ 1) 6= 0.

Sei zuächst a < b+ 1. Dann gilt o�ensichtlich a mod (b+ 1) = a und
damit e(a, b+ 1) = e(b+ 1, a). Da a < b+ 1 gilt a ≤ b und aus der IH
folgt e(b+ 1, a) = ggT(b+ 1, a). Damit folgt

e(a, b+ 1) = e(b+ 1, a) = ggT(b+ 1, a) = ggT(a, b+ 1)

Sei also nun a > b+ 1. Dann ist a mod (b+ 1) < b+ 1 und damit gilt

e(a, b+ 1) = e(b+ 1, a mod (b+ 1)) (Def. e)

= ggT(b+ 1, a mod (b+ 1)) (IH)

= ggT(a mod (b+ 1), b+ 1)

= ggT(a, b+ 1) (§15.10)

womit die Induktion abgeschlossen ist.
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Beweis (vollständige Induktion; 2/2).
Wir sind im Induktionsschritt und es gilt a mod (b+ 1) 6= 0.

Sei zuächst a < b+ 1. Dann gilt o�ensichtlich a mod (b+ 1) = a und
damit e(a, b+ 1) = e(b+ 1, a). Da a < b+ 1 gilt a ≤ b und aus der IH
folgt e(b+ 1, a) = ggT(b+ 1, a). Damit folgt

e(a, b+ 1) = e(b+ 1, a) = ggT(b+ 1, a) = ggT(a, b+ 1)

Sei also nun a > b+ 1. Dann ist a mod (b+ 1) < b+ 1 und damit gilt

e(a, b+ 1) = e(b+ 1, a mod (b+ 1)) (Def. e)

= ggT(b+ 1, a mod (b+ 1)) (IH)

= ggT(a mod (b+ 1), b+ 1)

= ggT(a, b+ 1) (§15.10)

womit die Induktion abgeschlossen ist.
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen e(16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b
16.607.184 2.367.488

34.768
2.367.488 34.768 3.264

34.768 3.264 2.128
3.264 2.128 1.136
2.128 1.136 992
1.136 992 144
992 144 128
144 128 16
128 16 0
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen e(16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b
16.607.184 2.367.488 34.768
2.367.488 34.768

3.264
34.768 3.264 2.128
3.264 2.128 1.136
2.128 1.136 992
1.136 992 144
992 144 128
144 128 16
128 16 0
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen e(16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b
16.607.184 2.367.488 34.768
2.367.488 34.768 3.264

34.768 3.264

2.128
3.264 2.128 1.136
2.128 1.136 992
1.136 992 144
992 144 128
144 128 16
128 16 0
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen e(16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b
16.607.184 2.367.488 34.768
2.367.488 34.768 3.264

34.768 3.264 2.128
3.264 2.128

1.136
2.128 1.136 992
1.136 992 144
992 144 128
144 128 16
128 16 0
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen e(16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b
16.607.184 2.367.488 34.768
2.367.488 34.768 3.264

34.768 3.264 2.128
3.264 2.128 1.136
2.128 1.136

992
1.136 992 144
992 144 128
144 128 16
128 16 0
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen e(16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b
16.607.184 2.367.488 34.768
2.367.488 34.768 3.264

34.768 3.264 2.128
3.264 2.128 1.136
2.128 1.136 992
1.136 992

144
992 144 128
144 128 16
128 16 0
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen e(16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b
16.607.184 2.367.488 34.768
2.367.488 34.768 3.264

34.768 3.264 2.128
3.264 2.128 1.136
2.128 1.136 992
1.136 992 144
992 144

128
144 128 16
128 16 0
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen e(16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b
16.607.184 2.367.488 34.768
2.367.488 34.768 3.264

34.768 3.264 2.128
3.264 2.128 1.136
2.128 1.136 992
1.136 992 144
992 144 128
144 128

16
128 16 0
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen e(16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b
16.607.184 2.367.488 34.768
2.367.488 34.768 3.264

34.768 3.264 2.128
3.264 2.128 1.136
2.128 1.136 992
1.136 992 144
992 144 128
144 128 16
128 16

0
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen e(16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b
16.607.184 2.367.488 34.768
2.367.488 34.768 3.264

34.768 3.264 2.128
3.264 2.128 1.136
2.128 1.136 992
1.136 992 144
992 144 128
144 128 16
128 16 0
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.13 Theorem
Für alle a, b ∈ N+ existieren m, n ∈ Z mit e(a, b) = ma + nb.

Beweis (vollständige Induktion; 1/2).
IA: Die Berechnung von e(a, b) terminiert sofort. Dann gilt
a mod b = 0 und e(a, b) = b. Wir setzen m = 0 und n = 1. Dann gilt
e(a, b) = b = ma + nb.

IV: Gelte die Aussage für Aufrufe von e, die in k Schritten terminieren.

IS: Sei e(a, b) ein Aufruf, der in k + 1 Schritten terminiert. Es gilt
o�ensichtlich e(a, b) = e(b, a mod b) und gemäß IH existieren
m, n ∈ Z mit e(b, a mod b) = mb+ n(a mod b).

mb+ n(a mod b) = mb+ n(a − babc · b)
= na + (m− n · babc) · b
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.13 Theorem
Für alle a, b ∈ N+ existieren m, n ∈ Z mit e(a, b) = ma + nb.

Beweis (vollständige Induktion; 1/2).
IA: Die Berechnung von e(a, b) terminiert sofort. Dann gilt
a mod b = 0 und e(a, b) = b. Wir setzen m = 0 und n = 1. Dann gilt
e(a, b) = b = ma + nb.

IV: Gelte die Aussage für Aufrufe von e, die in k Schritten terminieren.

IS: Sei e(a, b) ein Aufruf, der in k + 1 Schritten terminiert. Es gilt
o�ensichtlich e(a, b) = e(b, a mod b) und gemäß IH existieren
m, n ∈ Z mit e(b, a mod b) = mb+ n(a mod b).

mb+ n(a mod b) = mb+ n(a − babc · b)
= na + (m− n · babc) · b
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

§15.13 Theorem
Für alle a, b ∈ N+ existieren m, n ∈ Z mit e(a, b) = ma + nb.

Beweis (vollständige Induktion; 1/2).
IA: Die Berechnung von e(a, b) terminiert sofort. Dann gilt
a mod b = 0 und e(a, b) = b. Wir setzen m = 0 und n = 1. Dann gilt
e(a, b) = b = ma + nb.

IV: Gelte die Aussage für Aufrufe von e, die in k Schritten terminieren.

IS: Sei e(a, b) ein Aufruf, der in k + 1 Schritten terminiert. Es gilt
o�ensichtlich e(a, b) = e(b, a mod b) und gemäß IH existieren
m, n ∈ Z mit e(b, a mod b) = mb+ n(a mod b).

mb+ n(a mod b) = mb+ n(a − babc · b)
= na + (m− n · babc) · b
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Arithmetik — Euklidischer Algorithmus

Beweis (vollständige Induktion; 2/2).
Also gilt

e(a, b) = ggT(a, b) (§15.12)

= ggT(a mod b, b) (§15.10)

= ggT(b, a mod b)

= e(b, a mod b) (§15.12)

= mb+ n(a mod b)

= na + (m− n · babc) · b

womit die Aussage für m′ = n und n′ = m− nbabc bewiesen ist.
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

§15.14 De�nition (erweiterter Euklid-Schritt)
Sei N+ = N \ {0}. Wir de�nieren die Funktion f : N+ × N+ → N+ × Z× Z
induktiv für alle a, b ∈ N+ durch

f (a, b) =


(b,0, 1) falls a mod b = 0

(d , n,m− nbabc) sonst,

wobei (d ,m, n) = f (b, a mod b)

Notizen:

Korrektheit ergibt sich direkt aus §15.13

(wesentlicher Teil) entdeckt von Claude Bachet

für Polynome von Étienne Bézout

wichtig für Berechnung von Inversen (siehe VL 11)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

§15.14 De�nition (erweiterter Euklid-Schritt)
Sei N+ = N \ {0}. Wir de�nieren die Funktion f : N+ × N+ → N+ × Z× Z
induktiv für alle a, b ∈ N+ durch

f (a, b) =


(b,0, 1) falls a mod b = 0

(d , n,m− nbabc) sonst,

wobei (d ,m, n) = f (b, a mod b)

Notizen:

Korrektheit ergibt sich direkt aus §15.13

(wesentlicher Teil) entdeckt von Claude Bachet

für Polynome von Étienne Bézout

wichtig für Berechnung von Inversen (siehe VL 11)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Claude Gaspard Bachet (∗ 1581; † 1638)
franz. Mathematiker

arbeitete an Zahlentheorie

lieferte Werk für Fermats Notizen

Étienne Bézout (∗ 1730; † 1783)
franz. Mathematiker

inspiriert von Leonhard Euler

arbeitete beim Militär
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488

34.768 16 245 −16.683 117.026
2.367.488 34.768 3.264 16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128 16 15 −23 245
3.264 2.128 1.136 16 −8 15 −23
2.128 1.136 992 16 7 −8 15
1.136 992 144 16 −1 7 −8
992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768

3.264 16 −23 245 −16.683
34.768 3.264 2.128 16 15 −23 245
3.264 2.128 1.136 16 −8 15 −23
2.128 1.136 992 16 7 −8 15
1.136 992 144 16 −1 7 −8
992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264

2.128 16 15 −23 245
3.264 2.128 1.136 16 −8 15 −23
2.128 1.136 992 16 7 −8 15
1.136 992 144 16 −1 7 −8
992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128

16 15 −23 245

3.264 2.128

1.136 16 −8 15 −23
2.128 1.136 992 16 7 −8 15
1.136 992 144 16 −1 7 −8
992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128

16 15 −23 245

3.264 2.128 1.136

16 −8 15 −23

2.128 1.136

992 16 7 −8 15
1.136 992 144 16 −1 7 −8
992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128

16 15 −23 245

3.264 2.128 1.136

16 −8 15 −23

2.128 1.136 992

16 7 −8 15

1.136 992

144 16 −1 7 −8
992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128

16 15 −23 245

3.264 2.128 1.136

16 −8 15 −23

2.128 1.136 992

16 7 −8 15

1.136 992 144

16 −1 7 −8

992 144

128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128

16 15 −23 245

3.264 2.128 1.136

16 −8 15 −23

2.128 1.136 992

16 7 −8 15

1.136 992 144

16 −1 7 −8

992 144 128

16 1 −1 7

144 128

16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128

16 15 −23 245

3.264 2.128 1.136

16 −8 15 −23

2.128 1.136 992

16 7 −8 15

1.136 992 144

16 −1 7 −8

992 144 128

16 1 −1 7

144 128 16

16 0 1 −1

128 16

0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128

16 15 −23 245

3.264 2.128 1.136

16 −8 15 −23

2.128 1.136 992

16 7 −8 15

1.136 992 144

16 −1 7 −8

992 144 128

16 1 −1 7

144 128 16

16 0 1 −1

128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128

16 15 −23 245

3.264 2.128 1.136

16 −8 15 −23

2.128 1.136 992

16 7 −8 15

1.136 992 144

16 −1 7 −8

992 144 128

16 1 −1 7

144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)

85



Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128

16 15 −23 245

3.264 2.128 1.136

16 −8 15 −23

2.128 1.136 992

16 7 −8 15

1.136 992 144

16 −1 7 −8

992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128

16 15 −23 245

3.264 2.128 1.136

16 −8 15 −23

2.128 1.136 992

16 7 −8 15

1.136 992 144 16 −1 7 −8
992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128

16 15 −23 245

3.264 2.128 1.136

16 −8 15 −23

2.128 1.136 992 16 7 −8 15
1.136 992 144 16 −1 7 −8
992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128

16 15 −23 245

3.264 2.128 1.136 16 −8 15 −23
2.128 1.136 992 16 7 −8 15
1.136 992 144 16 −1 7 −8
992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264

16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128 16 15 −23 245
3.264 2.128 1.136 16 −8 15 −23
2.128 1.136 992 16 7 −8 15
1.136 992 144 16 −1 7 −8
992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768

16 245 −16.683 117.026

2.367.488 34.768 3.264 16 −23 245 −16.683
34.768 3.264 2.128 16 15 −23 245
3.264 2.128 1.136 16 −8 15 −23
2.128 1.136 992 16 7 −8 15
1.136 992 144 16 −1 7 −8
992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768 16 245 −16.683 117.026
2.367.488 34.768 3.264 16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128 16 15 −23 245
3.264 2.128 1.136 16 −8 15 −23
2.128 1.136 992 16 7 −8 15
1.136 992 144 16 −1 7 −8
992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488)

= (16,−16.683, 117.026)
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Arithmetik — Erweiterter Euklidischer Algorithmus

Wir berechnen f (16.607.184, 2.367.488):

a b a mod b d m n m− nb abc
16.607.184 2.367.488 34.768 16 245 −16.683 117.026
2.367.488 34.768 3.264 16 −23 245 −16.683

34.768 3.264 2.128 16 15 −23 245
3.264 2.128 1.136 16 −8 15 −23
2.128 1.136 992 16 7 −8 15
1.136 992 144 16 −1 7 −8
992 144 128 16 1 −1 7
144 128 16 16 0 1 −1
128 16 0

wir erhalten f (16.607.184, 2.367.488) = (16,−16.683, 117.026)
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Auswertung
Evaluation
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Zusammenfassung

Teilbarkeit und größte gemeinsame Teiler

Modulares Rechnen

Euklidischer Algorithmus

erweiterter Euklidischer Algorithmus

Sie haben es gescha�t.

Vielen herzlichen Dank und viel Erfolg in der Prüfung!

114


