Diskrete Strukturen

Vorlesung 11: Kérper

8. Januar 2019



Profung:

o Freitag, den 22. Februar 2019 von 10-11 Uhr
im AudiMax, HS 3, HS 9

@ Abmeldungen noch bis zum 14. Januar 2019, 12 Uhr méglich
o schriftlich, 60 min

o Hilfsmittel: nur ein beschriebenes oder bedrucktes DIN-A4-Blatt



neue Ubungsleiier (der Ubungen von Frau Gotze):
o mittwochs, 7:30-9:00 Uhr: Martin Bohm
e donnerstags, 7:30-9:00 Uhr: Martin B6hm
o donnerstags, 11:15-12:45 Uhr: Tobias Rosenkranz
o freitags, 9:15-10:45 Uhr: Mirko Schulze



Nachste Termine — Modul “Diskrete Strukturen”

‘ Hérsaalibung (Mo. 9:15) ‘ Vorlesung (Di. 17:15) ‘
71. 8.1
Kérper
(5. Abgabe + 6. Ubungsblatt)
14.1. 15.1.
Hérsaaltbung Graphen und Bgume
6. Ubungswoche (Abgabe 1. Bonushalbserie)
211 22.1.

Planaritét von Graphen
(6. Abgabe + 7. Ubungsblatt)

28.1. 29.1.

Horsaalbung Farbbarkeit von Graphen

7. Ubungswoche (Abgabe 2. Bonushalbserie)
4.2. 5.2.

Tutorium Arithmetik

(Klausurvorbereitung)




Vorlesungsstruktur

@ Mathematische Grundlagen
» Aussagen- und Pradikatenlogik
» Naive Mengenlehre
» Relationen und Funktionen

@ Diskrete Strukturen
» Algebraische Strukturen
» Bdume und Graphen
» Arithmetik



Heutige Vorlesung

e FEigenschaften von kommutativen Gruppen
@ Definition Kérper

e Grundlegende Eigenschaften von Kérpern

Bitte Fragen direkt stellen!



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Definition (§10.7 kommutative Gruppe)
Eine algebraische Struktur (M, @, -*, ) des Typs (0,1,1,1) ist eine
kommutative (oder: Abelsche) Gruppe, gdw.

o @ kommutativ und assoziativ ist,
x@y=yodxfuralle x,y e Mund
x®(ydz)=(xpy)@zfirale x,y,zeM

o ed®x = xforallex e Mund (neutrales Element)

0 x&@ x* = efouralle x e M. (Inverse)

v




Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiel (1/3)
Seime& N mit m>1.
o Wir definieren ~,, C Z x Z durch (|’ steht for ‘teilt’)

~m={(xY) EZXZ|m|(x—y)}




Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiel (1/3)
Seime& N mit m>1.
o Wir definieren ~,, C Z x Z durch (|’ steht for ‘teilt’)

~m={(xY) EZXZ|m|(x—y)}

® ~, ist Aquivalenzrelction (reflexiv, symmetrisch, transitiv)
> reflexiv: x ~, x fir alle x € Z, denn m | 0




Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiel (1/3)
Seime& N mit m>1.
o Wir definieren ~,, C Z x Z durch (|’ steht for ‘teilt’)

~m={(xY) EZXZ|m|(x—y)}

® ~, ist Aquivolenzrelction (reflexiv, symmetrisch, transitiv)
> reflexiv: x ~, x fir alle x € Z, denn m | 0
» symmetrisch: Sei x ~, y. Dann m | (x — y) also existiert k € Z, so dass
m-k=x—y.Dannist m-(—k) = —(m- k) = —(x —y) = y — x. Also
Y~mX




Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiel (1/3)
Seime& N mit m>1.
o Wir definieren ~,, C Z x Z durch (|’ steht for ‘teilt’)

~m={(xY) EZXZ|m|(x—y)}

® ~, ist Aquivolenzrelation (reflexiv, symmetrisch, transitiv)

> reflexiv: x ~, x fir alle x € Z, denn m | 0

» symmetrisch: Sei x ~, y. Dann m | (x — y) also existiert k € Z, so dass
m-k=x—y.Dannist m-(—k) = —(m- k) = —(x —y) = y — x. Also
Y~mX

» transitiv: Seien x ~,, y und y ~,, z. Dann gelten m | (x — y) und
m | (y — z) und es existieren k,n € Z, so dass m- k = x — y und
m-n=y— z Also

m- (k+n) = (m- k) +(m-n) = (x— ) +(y— 2)

und damit x ~,, z




Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiel (2/3)
Seime N mitm>1.

@ SeiZm=(Z)~m) =A{[X]~, | x€Z} (Restklassen)
o Wir definieren +,: Zp X Zpm — Zp, durch [x] +m [y] = [x + y] for alle
X, yeZzZ

12



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiel (2/3)
Seime N mitm>1.

@ SeiZm=(Z)~m) =A{[X]~, | x€Z} (Restklassen)
o Wir definieren +,: Zp X Zpm — Zp, durch [x] +m [y] = [x + y] for alle
X, yeZzZ

@ Reprdsentantenunabhangigkeit: Seien x ~p, y und U ~p, v.
Zz9. x+ U~pmy+v.Esgelten m| (x—y)und m| (uvu—v) also
existieren k,n € Z,sodass m-k=x—yund m-n=uv—v.




Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiel (2/3)
Seime N mitm>1.

@ SeiZm=(Z)~m) =A{[X]~, | x€Z} (Restklassen)
o Wir definieren +,: Zp X Zpm — Zp, durch [x] +m [y] = [x + y] for alle
X, yeZzZ

@ Reprdsentantenunabhangigkeit: Seien x ~p, y und U ~p, v.
Zz9. x+ U~pmy+v.Esgelten m| (x—y)und m| (uvu—v) also
existieren k,n € Z, so dass m-k =x —yund m-n= v — v. Also

m-(k+n) = (m-k) + (m-n) = (x— g) + (v~ v)
= (x+ V)~ (y+v)

und damit x + v~y y+ v




Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiel (3/3)
Seime N mitm>1.

@ (Zmy+m,(—:),[0]) ist eine kommutative Gruppe

15



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiel (3/3)
Seime N mitm>1.
@ (Zm,+m,(—),[0]) ist eine kommutative Gruppe

o kommutativ: [x] +m [y] = [x + y] = [y + x] = [y] +m [x] for alle
X, yeZzZ




Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiel (3/3)
Seime N mitm>1.
@ (Zm,+m,(—),[0]) ist eine kommutative Gruppe

o kommutativ: [x] +m [y] = [x + y] = [y + x] = [y] +m [x] for alle
X, yeZzZ

@ assoziativ: fur alle x,y,z € Z
X +m ([yl +m [2]) = X1 +m [y + 2] = [x + y + 2]
=[x+ y] +m [2] = ([x] +m [Y]) +m [2]




Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiel (3/3)
Seime N mitm>1.
@ (Zm,+m,(—),[0]) ist eine kommutative Gruppe

o kommutativ: [x] +m [y] = [x + y] = [y + x] = [y] +m [x] for alle
X, yeZzZ

@ assoziativ: fur alle x,y,z € Z
X +m ([yl +m [2]) = X1 +m [y + 2] = [x + y + 2]
=[x+ y] +m [2] = ([x] +m [Y]) +m [2]

@ neutrales Element: [0] +5, [x] = [0 + x] = [x] fur alle x € Z




Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiel (3/3)
Seime N mitm>1.
@ (Zm,+m,(—),[0]) ist eine kommutative Gruppe

o kommutativ: [x] +m [y] = [x + y] = [y + x] = [y] +m [x] for alle
X, yeZzZ

@ assoziativ: fur alle x,y,z € Z
X +m ([yl +m [2]) = X1 +m [y + 2] = [x + y + 2]
=[x+ y] +m [2] = ([x] +m [Y]) +m [2]

@ neutrales Element: [0] +5, [x] = [0 + x] = [x] fur alle x € Z

@ Inverse: fur alle x € Z gilt [x] +m [—x] = [x — x] = [0]

10



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.1 Theorem

Sei (M, @, -*, e) eine kommutative Gruppe und x, y € M. Dann existiert
genau ein z € M, so dass x & z = y.

20



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.1 Theorem

Sei (M, @, -*, e) eine kommutative Gruppe und x, y € M. Dann existiert
genau ein z € M, so dass x & z = y.

Beweis (direkt).
Seien x, y € M beliebig. Wir wihlen z = x* @& y. Dann gilt offenbar

x@z=xd(x*dy)=(xdx)dy=edy=y,

womit ein geeignetes z existiert.

21



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.1 Theorem

Sei (M, @, -*, e) eine kommutative Gruppe und x, y € M. Dann existiert
genau ein z € M, so dass x & z = y.

Beweis (direkt).
Seien x, y € M beliebig. Wir wihlen z = x* @& y. Dann gilt offenbar

x@z=xd(x*dy)=(xdx)dy=edy=y,
womit ein geeignetes z existiert. Sei m € M, so dass x & m = y.
Zzg. m=x"@y.
m=edm=(xdx*)dm=(x*"®x) & m

29



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.2 Konsequenzen

@ Gleichungen x & m = y lassen sich in der kommutativen
Gruppe (M, @, (—-), e) l6sen

o wir durfen kirzen: m® x = m@ y impliziert x = y

23



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.3 Definition (Untergruppe)
Sei (M, ®, -7, i) eine kommutative Gruppe und U C M.
Dann bildet U eine (kommutative) Untergruppe, gdw.
o e,
o u®ve Ufuralle u,v e Uund
ouleUfirdleuveU.

24



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.3 Definition (Untergruppe)
Sei (M, ®, -7, i) eine kommutative Gruppe und U C M.
Dann bildet U eine (kommutative) Untergruppe, gdw.
o e,
o u®ve Ufuralle u,v e Uund
ouleUfirdleuveU.

Beispiele

o M bildet eine Untergruppe der kommutativen Gruppe (M, ®, -, i)

o N bildet keine Untergruppe von (Z, +, (—-), 0)
(denn 2 € N, aber fir das Inverse —2 gilt —2 ¢ N)

275



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Notiz:

@ Menge U bildet Untergruppe gdw.
man Menge U nicht mit den Operationen verlassen kann

§11.4 Theorem

Sei (M, ®, -7, i) eine kommutative Gruppe.
Dann bildet {i} eine Untergruppe.

26



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Notiz:

@ Menge U bildet Untergruppe gdw.
man Menge U nicht mit den Operationen verlassen kann

§11.4 Theorem

Sei (M, ®, -7, i) eine kommutative Gruppe.
Dann bildet {i} eine Untergruppe.

Beweis (direkt).

o neutrales Element (Konstante): i € {i}

27



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Notiz:

@ Menge U bildet Untergruppe gdw.
man Menge U nicht mit den Operationen verlassen kann

§11.4 Theorem

Sei (M, ®, -7, i) eine kommutative Gruppe.
Dann bildet {i} eine Untergruppe.

Beweis (direkt).
o neutrales Element (Konstante): i € {i}

o bindre Operation: i© i =i € {i}

28



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Notiz:

@ Menge U bildet Untergruppe gdw.
man Menge U nicht mit den Operationen verlassen kann

§11.4 Theorem

Sei (M, ®, -7, i) eine kommutative Gruppe.
Dann bildet {i} eine Untergruppe.

Beweis (direkt).
o neutrales Element (Konstante): i € {i}
o bindre Operation: i ® i =i € {i}

o Inverse (undre Operation): Es gilt i ® i* =i ® i.
Nach Korzen bleibt i* = i € {i}. O

20



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiele
@ 7 bildet eine Untergruppe von (Q, +, (—), 0)
o Q bildet eine Untergruppe von (R, +, (—), 0)
o Q) {0} bildet eine Untergruppe von (R \ {0},-,-71,1)

30



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiele
@ 7 bildet eine Untergruppe von (Q, +, (—), 0)
o Q bildet eine Untergruppe von (R, +, (—), 0)
o Q) {0} bildet eine Untergruppe von (R \ {0},-,-71,1)

Notiz:

@ Untergruppe = Unterstruktur einer Gruppe (M, ®, N i)

31



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.5 Beobachtung

In der total geordneten Menge (N, <) existiert fur jede nichtleere
Teilmenge N C N das kleinste Element von N.

7



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.5 Beobachtung

In der total geordneten Menge (N, <) existiert fur jede nichtleere
Teilmenge N C N das kleinste Element von N.

Beweis (direkt).

@ i+0 (setze i auf 0)
@ falls i € N, liefere i (Element gefunden)
@ sonsti+—i+1lundzu @ (probiere nachste Zahl)

Terminiert mit i € N und fur alle n € N mit n < i gilt n ¢ N. Also i < n for
alle n € N, womit i das kleinste Element von N ist. O

4

13



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.6 Theorem J

Sei n € Z. Dann bildet nZ = {n- m | m € Z} eine Untergruppe
von (Z7 +, (_)7 O)

34



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.6 Theorem

Sei n € Z. Dann bildet nZ = {n- m | m € Z} eine Untergruppe
von (Z7 +, (_')7 O)

Beweis (direkt).
00€nZ dan-0=0
o (n-x)+(n-y=n-(x+y)enZforalex,yecZ
o —(n-x)=n-(—x) € nZforallexecZ

Also bildet nZ eine Untergruppe von (Z, +, (—), 0). O

15



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.7 Theorem J

Sei U C Z, so dass U eine Untergruppe von (Z,+,(—), 0) bildet.
Dann existiert n € Z, so dass U = nZ.

36



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.7 Theorem

Sei U C Z, so dass U eine Untergruppe von (Z,+,(—), 0) bildet.
Dann existiert n € Z, so dass U = nZ.

Beweis (direkt und Fallunterscheidung; 1/2).
o Sei U= {0}. Dann ist U = 0Z.

7



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.7 Theorem

Sei U C Z, so dass U eine Untergruppe von (Z,+,(—), 0) bildet.
Dann existiert n € Z, so dass U = nZ.

Beweis (direkt und Fallunterscheidung; 1/2).
o Sei U= {0}. Dann ist U = 0Z.

o Sei U#{0}.Da 0 € U, folgt V= U\ {0} # (). Weiterhin gilt auch
VNN # (), denn fur jedes v € V mit v < 0 gilt auch —v € V. Also
existiert gemaR §11.4 ein kleinstes Element n von V N N.

8



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.7 Theorem

Sei U C Z, so dass U eine Untergruppe von (Z,+,(—), 0) bildet.
Dann existiert n € Z, so dass U = nZ.

Beweis (direkt und Fallunterscheidung; 1/2).
o Sei U= {0}. Dann ist U = 0Z.

o Sei U#{0}.Da 0 € U, folgt V= U\ {0} # (). Weiterhin gilt auch
VNN # (), denn fur jedes v € V mit v < 0 gilt auch —v € V. Also
existiert gemaR §11.4 ein kleinstes Element nvon VN N. Z.zg. U = nZ.

30



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§11.7 Theorem

Sei U C Z, so dass U eine Untergruppe von (Z,+,(—), 0) bildet.
Dann existiert n € Z, so dass U = nZ.

Beweis (direkt und Fallunterscheidung; 1/2).
o Sei U={0}. Dann ist U = 0Z.

o Sei U#{0}.Da 0 € U, folgt V= U\ {0} # (). Weiterhin gilt auch
VNN # (), denn fur jedes v € V mit v < 0 gilt auch —v € V. Also
existiert gemaR §11.4 ein kleinstes Element nvon VN N. Z.zg. U = nZ.

(D) Sein-x € nZ.Falls x =0, dann ist n- x = 0 € U. Zunachst
[n-x|=n-|x|=n+---+nelU
—_———
|x| mal

denn ne V, V C U und U bildet Untergruppe. Damit sind
n-x und —(n- x) Elemente von U.

40



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beweis (direkt und Fallunterscheidung; 2/2).
Per Fallunterscheidung:
o Sei U+#{0}. Z.zg. U = nZ.
(C) Seiu e U. Falls u= 0, dann gilt v € nZ.

4]



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beweis (direkt und Fallunterscheidung; 2/2).

Per Fallunterscheidung:
o Sei U+#{0}. Z.zg. U = nZ.

(C) Seiu e U. Falls u= 0, dann gilt u € nZ. Sei nun u # 0. Wir teilen nun u
durch n mit Rest. Sei also

u=n-x-+r mit x€Z,0<r<n

49



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beweis (direkt und Fallunterscheidung; 2/2).

Per Fallunterscheidung:
o Sei U+#{0}. Z.zg. U = nZ.

(C) Seiu e U. Falls u= 0, dann gilt u € nZ. Sei nun u # 0. Wir teilen nun u
durch n mit Rest. Sei also

u=n-x-+r mit x€Z,0<r<n

Offensichtlich ist n- x € nZ C U. Zusammen mit u € U haben wir
r=u—(n-x) € U. Daaber re UNN mit r < nund n das kleinste
Element von V N N ist, muss r = 0 gelten. Also ist u = n- x und ist
damit in nZ. O

v

43



Algebraische Strukturen — Kérper

§11.8 Definition (Kérper)
Eine algebraische Struktur (M, ®, ®, (—-), ', e, i) des Typs (0, 2,2,2) ist
ein Korper, gdw.
o (M, &, (—-), e) eine kommutative Gruppe ist,
o M\ {e} bildet eine Unterstruktur von (M, ®, -7, 1),
die eine kommutative Gruppe ist, und
0 x0(Ydz)=(x0Y) d(x02)
for alle x,y,z € M. (Distributivitat)

44



Algebraische Strukturen — Kérper

§11.8 Definition (Kérper)
Eine algebraische Struktur (M, ®, ®, (—-), ', e, i) des Typs (0, 2,2,2) ist
ein Korper, gdw.
o (M, &, (—-), e) eine kommutative Gruppe ist,
o M\ {e} bildet eine Unterstruktur von (M, ®, -7, 1),
die eine kommutative Gruppe ist, und

0 x0(Ydz)=(x0Y) d(x02)
for alle x,y,z € M. (Distributivitat)

Notizen:
o Koérper = 2 distributiv verbundene kommutative Gruppen
e mult. Inverses e~! von e Ublicherweise undefiniert; wir setzen e™! = e
o M, (—), ) = additive kommutative Gruppe
o (M\ {e},®, 7', i) = multiplikative kommutative Gruppe
@ nur ® dlsfrlbuhv Ober @ (wie in der Arithmetik)
45



Algebraische Strukturen — Kérper

Beispiele

o (Q,+,-,(—),-71,0,1) ist ein Kérper
o (R,+,-,(—-),-71,0,1) ist ein Kdrper
o (Z,+,-, (=), 7', 0,1) ist kein Kérper
denn (Z\ {0},-,-7")1) ist keine kommutative Gruppe

46



Algebraische Strukturen — Kérper

o (Q,+,-,(—),-71,0,1) ist ein Kérper
o (R,+,-,(—-),-71,0,1) ist ein Kdrper
o (Z,+,-, (=), 7', 0,1) ist kein Kérper
denn (Z\ {0},-,-7",1) ist keine kommutative Gruppe

§11.9 Theorem
Sei (M, ®,®,(—-),-", e,i) ein Kérper. Dann gilt e ® x = e for alle x € M.

4

47



Algebraische Strukturen — Kérper

o (Q,+,-,(—),-71,0,1) ist ein Kérper
o (R,+,-,(—-),-71,0,1) ist ein Kdrper
o (Z,+,-, (=), 7', 0,1) ist kein Kérper
denn (Z\ {0},-,-7",1) ist keine kommutative Gruppe

§11.9 Theorem
Sei (M, ®,®,(—-),-", e,i) ein Kérper. Dann gilt e ® x = e for alle x € M.

v

Beweis (direkt).
(eOx)de=eOx=x0e=x0(ede)
=(x0e)d(x0e)=(eOx)d(eOx)

Da (M, @, (—), e) eine kommutative Gruppe ist, kénnen wir “kirzen”

(e ® x subtrahieren; siehe §11.6) und erhalten e = e © x. O

4

48



Algebraische Strukturen — Kérper

Seime N mit m>1.

o Wir definieren -p,: Zp X Zp — Zp durch [x] -m [y] = [x - y] for alle
X, Yy€Ee L

49



Algebraische Strukturen — Kérper

Seime N mit m>1.
o Wir definieren -p,: Zp X Zp — Zp durch [x] -m [y] = [x - y] for alle
X,y EeZ
@ Reprasentantenunabhdngigkeit: Seien x ~p, y und u ~p, v.

Z.z9. x-U~my-v. Esgelten m|(x —y)und m| (u—v) also
existieren k,n € Z,sodass m-k=x—yund m-n=u—v.

50



Algebraische Strukturen — Kérper

Seime N mit m>1.
o Wir definieren -p,: Zp X Zp — Zp durch [x] -m [y] = [x - y] for alle
X,y EeZ
@ Reprasentantenunabhdngigkeit: Seien x ~p, y und u ~p, v.
Z.z9. x-U~my-v. Esgelten m|(x —y)und m| (u—v) also
existieren k,n € Z, so dass m-k =x—yund m-n= v — v. Also

(x-v)=(y-v)
=0 Z et e v)=(y-v)
=0
=x-(u=v)+(x—y)-v

:x-m-n+m-k-V:m-((x-n)+(k-v))

und damit x - v ~p y- v




Algebraische Strukturen — Kérper

§11.10 Theorem
Sei m € N eine Primzahl. Dann ist (Zm, +m, :m, (—-), -1, [0], [1]) ein Kérper.J

59



Algebraische Strukturen — Kérper

§11.10 Theorem
Sei m € N eine Primzahl. Dann ist (Zm, +m, :m, (—), -, [0], [1]) ein Koérper.

Beweis (direkt; 1/2).

o Wir wissen, dass (Zm, +m, (—-), [0]) eine kommutative Gruppe ist.




Algebraische Strukturen — Kérper

§11.10 Theorem
Sei m € N eine Primzahl. Dann ist (Zm, +m, :m, (—), -, [0], [1]) ein Koérper.

Beweis (direkt; 1/2).
o Wir wissen, dass (Zm, +m, (—), [0]) eine kommutative Gruppe ist.
o Offensichtlich gilt fur alle x,y,z € Z
[X]-m ([y] +m [2]) = X -m [y + 2] = [x - (y + 2)]
=lx-g)+(x-2] =[xyl +mlx-2
= (I -m [Y]) +m ([X] -m [2])




Algebraische Strukturen — Kérper

§11.10 Theorem
Sei m € N eine Primzahl. Dann ist (Zm, +m, :m, (—), -, [0], [1]) ein Koérper.

Beweis (direkt; 1/2).
o Wir wissen, dass (Zm, +m, (—), [0]) eine kommutative Gruppe ist.
o Offensichtlich gilt fur alle x,y,z € Z
[X]-m ([y] +m [2]) = X -m [y + 2] = [x - (y + 2)]
=lx-g)+(x-2] =[xyl +mlx-2
= (X m [Y]) +m ([X] -m [2])

0 Zzg. (Zm\ {[0]}, m,- "', [1]) ist eine kommutative Gruppe
kommutativ: [x] m [yl =[xyl = [y - x] = [y] -m [x] fUr alle x,y € Z
assoziativ: fur alle x,y,z € Z

X om (Y m [2]) = X -m [y - 2] =[x y - 2]
=[xyl -mlz] = (X -m [Y]) -m [2]




Algebraische Strukturen — Kérper

Beweis (direkt: 2/2).

o Z.2g. (Zm \ {[0]}, m,-~",1]) ist eine kommutative Gruppe
neutrales Element: [1] -, [x] = [1- x] = [x] fur alle x € Z
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Algebraische Strukturen — Kérper

Beweis (direkt: 2/2).

o Z.2g. (Zm \ {[0]}, m,-~",1]) ist eine kommutative Gruppe
neutrales Element: [1] -, [x] = [1- x] = [x] fur alle x € Z
Inverse: Sei n < m mit n # 0. Wir werden noch beweisen (Euklidischer
Algorithmus), dass x, y € Z existieren, so dass ggT(n, m) = nx + my.
Da m prim ist und n < m, gilt ggT(n, m) =1 = nx + my. Des Weiteren
gilt fur jedes k € Z

= km — nk = k — ki
nx + my = nx + nkm — nkm+my = n(x + km) + m(y — kn)
0
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Algebraische Strukturen — Kérper

Beweis (direkt: 2/2).

o Z.2g. (Zm \ {[0]}, m,-~",1]) ist eine kommutative Gruppe
neutrales Element: [1] -, [x] = [1- x] = [x] fur alle x € Z
Inverse: Sei n < m mit n # 0. Wir werden noch beweisen (Euklidischer
Algorithmus), dass x, y € Z existieren, so dass ggT(n, m) = nx + my.
Da m prim ist und n < m, gilt ggT(n, m) =1 = nx + my. Des Weiteren
gilt fur jedes k € Z

= km — nk = k — ki
nx + my = nx + nkm — nkm+my = n(x + km) + m(y — kn)
0

Wahle k, so dass z = x + km € {0, ..., m —1}. Dann gilt
1= nx+ my=nz+ m(y — kn)

womit 1 — nz = m(y — kn) und damit 1 ~, nz also [I] = [nz]. Es folgt
[n] -m [2] = [nz] = [1]. O
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.11 Theorem

Sei (M, ®,®,(—-),- 7', e, i) ein Kérper.
Fur beliebige x,y € M mit x ® y = e gilt e € {x, y}.
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.11 Theorem

Sei (M, ®,®,(—-),- 7', e, i) ein Kérper.
Fur beliebige x,y € M mit x ® y = e gilt e € {x, y}.

Beweis (direkt).

O.B.d.A. sei x # e. Dann gilt
y=ioy=(xox")oy=(x"'ox) oy
B
=xO(x0y)=x"0ce=e O
——

@

60



Algebraische Strukturen — Kérper

§11.12 Definition (Polynom)

Sei (M, ®,®, (=), 7', e, i) ein Kérper und n € N. Jede Wahl ag, ..., a, € M
mit a, # e definiert ein Polynom p = (ay, ..., a,) vom Grad n. Dieses
Polynom p definiert eine Funktion f,: M — M fur alle x € M durch

(X)) =@ (@ OX)®(ROXOX)D - (A OXO - OX)

n mal
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§11.12 Definition (Polynom)

Sei (M, ®,®, (=), 7', e, i) ein Kérper und n € N. Jede Wahl ag, ..., a, € M
mit a, # e definiert ein Polynom p = (ay, ..., a,) vom Grad n. Dieses
Polynom p definiert eine Funktion f,: M — M fur alle x € M durch

(X)) =@ (@ OX)®(ROXOX)D - (A OXO - OX)

n mal

Wir schreiben auch grad(p) = n.
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.12 Definition (Polynom)

Sei (M, ®,®, (=), 7', e, i) ein Kérper und n € N. Jede Wahl ag, ..., a, € M
mit a, # e definiert ein Polynom p = (ay, ..., a,) vom Grad n. Dieses
Polynom p definiert eine Funktion f,: M — M fur alle x € M durch

(X)) =@ (@ OX)®(ROXOX)D - (A OXO - OX)

n mal

Wir schreiben auch grad(p) = n.
Das Nullpolynom p mit p = () hat Grad —oo.
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.12 Definition (Polynom)

Sei (M, ®,®, (=), 7', e, i) ein Kérper und n € N. Jede Wahl ag, ..., a, € M
mit a, # e definiert ein Polynom p = (ay, ..., a,) vom Grad n. Dieses
Polynom p definiert eine Funktion f,: M — M fur alle x € M durch

(X)) =@ (@ OX)®(ROXOX)D - (A OXO - OX)
n mal
Wir schreiben auch grad(p) = n.
Das Nullpolynom p mit p = () hat Grad —oo.

\.

Beispiel

Im Kérper (Zs, +s, 5, (=), ", [0], [1]) ist p = ([2], [4], [1])
ein Polynom vom Grad 2. Es gilt

fo([2]) = [2] +5 ([4] -5 [2]) +5 ([2] -5 [2]) = [2] +5 [3] +5 [4] = [4]
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.13 Definition (Nullstelle)

Seien (M, ®,®, (—-), "', e, i) ein Kérper. Weiterhin sei p ein Polynom.
Ein Element x € M ist Nullstelle von p gdw. f,(x) = e.
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.13 Definition (Nullstelle)

Seien (M, ®,®, (—-), "', e, i) ein Kérper. Weiterhin sei p ein Polynom.
Ein Element x € M ist Nullstelle von p gdw. f,(x) = e.

Beispiel

Nullstellen des Polynoms p = ([2], [4], [1]) in (Zs, +s5, -5, (—),-~", [0], [1])
o #([0]) = [2]

o #([2]) = [4]
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.13 Definition (Nullstelle)

Seien (M, ®,®, (—-), "', e, i) ein Kérper. Weiterhin sei p ein Polynom.
Ein Element x € M ist Nullstelle von p gdw. f,(x) = e.

Beispiel

Nullstellen des Polynoms p = ([2], [4], [1]) in (Zs, +s5, -5, (—),-~", [0], [1])
o #([0]) = [2]
o f([1]) = [2] +5 [4] +5 [1] = [2]
o f([2]) = [4]
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.13 Definition (Nullstelle)

Seien (M, ®,®, (—-), "', e, i) ein Kérper. Weiterhin sei p ein Polynom.
Ein Element x € M ist Nullstelle von p gdw. f,(x) = e.

Beispiel

Nullstellen des Polynoms p = ([2], [4], [1]) in (Zs, +s5, -5, (—),-~", [0], [1])
o #([0]) =[]
o fp([1) = [2] +s [4] +5 [ = [2]
o #([2]) = [4]
o ([3]) = [2] +5 [2] +5 [4] = [3]
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.13 Definition (Nullstelle)

Seien (M, ®,®, (—-), "', e, i) ein Kérper. Weiterhin sei p ein Polynom.
Ein Element x € M ist Nullstelle von p gdw. f,(x) = e.

Beispiel

Nullstellen des Polynoms p = ([2], [4], [1]) in (Zs, +s5, -5, (—),-~", [0], [1])
o #([0]) =[]
o fp([1) = [2] +s [4] +5 [ = [2]
o #([2]) = [4]
o ([3]) = [2] +5 [2] +5 [4] = [3]
o fp([4]) = [2] +5 [ +5 [1 = [4]
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.14 Theorem (Horner-Schema)

Seien (M, ®,®, (—), 7', e, i) ein Korper und n € N. Weiterhin sei
p = (ao,...,an) ein Polynom vom Grad n > 0. Dann gilt for alle x € M

fP(X)Zao@(XQ(0169(X®(C’z@(X@"'(X@a")”')))))
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.14 Theorem (Horner-Schema)

Seien (M, ®,®, (—), 7', e, i) ein Korper und n € N. Weiterhin sei
p = (ao,...,an) ein Polynom vom Grad n > 0. Dann gilt for alle x € M

fP(X):ao@(XQ(0169(X®(C’z@(X@”'(X@a”)”')))))

Beweis.

Einfaches Ausklammern O
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.14 Theorem (Horner-Schema)

Seien (M, ®,®, (—), 7', e, i) ein Korper und n € N. Weiterhin sei
p = (ao,...,an) ein Polynom vom Grad n > 0. Dann gilt for alle x € M

fp(x)=ao®(X@(al@(XQ(0269()(@“'(’(@0”)”')))))

Beweis.

Einfaches Ausklammern O

William George Horner (* 1786; 1 1837)
o engl. Mathematiker
o Losung algebraischer Gleichungen

o eigentlich bereits 500 Jahre vorher
von Zhu Shijie entdeckt




Algebraische Strukturen — Kérper

§11.15 Theorem

Sei (M, ®,®, (—-),-7', e, i) ein Kérper. Weiterhin seien p, g Polynome mit
grad(g) > 0. Dann existieren Polynome t und r, so dass fur alle x € M

fo(x) = fi(x) © fo(x) @ f(x)

und grad(r) < grad(q).

73



Algebraische Strukturen — Kérper

§11.15 Theorem

Sei (M, ®,®, (—-),-7', e, i) ein Kérper. Weiterhin seien p, g Polynome mit
grad(g) > 0. Dann existieren Polynome t und r, so dass fur alle x € M

fo(x) = fi(x) © fo(x) @ f(x)

und grad(r) < grad(q).

Beweis.

normale Polynomdivision; Training in der Ubung O

T4



Algebraische Strukturen — Kérper

§11.16 Definition (Galois-Kérper)

Ein Kérper (M, ®, @, (—-),- 7', e, i) ist endlich (oder ein Galois-Kérper)
gdw. M endlich ist

Evariste Galois (* 1811; 1 1832)
o franz. Mathematiker

o léste als Jugendlicher ein 350 Jahre altes Problem

o verstarb leider bereits mit 20 in einem Duell
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.17 Theorem (Moore 1893)

o Sei (M, ®,®,(—),- 7', e,i) ein Galois-Kérper (endlicher Korper).
Dann existieren n, p € N mit p prim, so dass |M| = p".

Eliakim Hastings Moore (* 1862; 1 1932)
o amer. Mathematiker
o Vorreiter der abstrakten Algebra

o studierte Mathematik in Berlin

76



Algebraische Strukturen — Kérper

§11.17 Theorem (Moore 1893)

o Sei (M, ®,®,(—),- 7', e,i) ein Galois-Kérper (endlicher Korper).
Dann existieren n, p € N mit p prim, so dass |M| = p".

@ Seien K und N Galois-Kérper mit gleich vielen Elementen.
Dann sind K und N isomorph.

Eliakim Hastings Moore (* 1862; 1 1932)
o amer. Mathematiker
o Vorreiter der abstrakten Algebra

o studierte Mathematik in Berlin
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Algebraische Strukturen — Kérper

Notizen:
Sei M = (M, ®,®,(—), ", e, i) ein Galois-Kérper.
o fur p = |M| prim, ist M isomorph zu (Zp, +p, p, (=), ', 0,1)

o die weiteren Galois-Kérper ergeben sich mit Hilfe von Polynomen
(siehe Ausblick)
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Algebraische Strukturen — Kérper

Notizen:
Sei M = (M, ®,®,(—), ", e, i) ein Galois-Kérper.
o fur p = |M| prim, ist M isomorph zu (Zp, +p, p, (=), ', 0,1)

o die weiteren Galois-Kérper ergeben sich mit Hilfe von Polynomen
(siehe Ausblick)

o |M| # 6 (kein Kérper hat 6 Elemente)
@ wichtig in der Kodierungstheorie und Kryptographie
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Algebraische Strukturen — Kérper

Notizen:
Sei M = (M, ®,®,(—), ", e, i) ein Galois-Kérper.
o fur p = |M| prim, ist M isomorph zu (Zp, +p, p, (=), ', 0,1)

o die weiteren Galois-Kérper ergeben sich mit Hilfe von Polynomen
(siehe Ausblick)

o |M| # 6 (kein Kérper hat 6 Elemente)
@ wichtig in der Kodierungstheorie und Kryptographie

@ wir zeigen noch den ersten Anstrich von §11.17
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.18 Definition (Charakteristik)
Sei M = (M, ®,®,(—), 7', e, i) ein Kérper. Die Charakteristik von M ist
die kleinste Zahl ¢ € N'\ {0}, so dass

i®---di =e .

———

¢ Summanden i

Falls keine solche Zahl existiert, dann ist die Charakteristik 0.

a1



Algebraische Strukturen — Kérper

§11.18 Definition (Charakteristik)
Sei M = (M, ®,®,(—), 7', e, i) ein Kérper. Die Charakteristik von M ist
die kleinste Zahl ¢ € N'\ {0}, so dass

i®---di =e .

———

¢ Summanden i

Falls keine solche Zahl existiert, dann ist die Charakteristik 0.

Notiz:
@ Wir schreiben ¢ fur das Element i --- @i
—_————

¢ Summanden i
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.19 Lemma

Sei M = (M, ®,®,(—), "', i) ein endlicher Kérper.
Die Charakteristik von M ist eine Primzahl.

Beweis (direkt; 1/2).
Da M endlich ist, existieren m, n € N mit m < n, so dass
SN——— SN———

m Summanden i n Summanden |

3



Algebraische Strukturen — Kérper

§11.19 Lemma

Sei M = (M, ®,®,(—), "', i) ein endlicher Kérper.
Die Charakteristik von M ist eine Primzahl.

Beweis (direkt; 1/2).
Da M endlich ist, existieren m, n € N mit m < n, so dass
SN——— SN———

Also gilf auch m Summanden i n Summanden |
me(—)® - &(—i)=e=n® (=) ®---® (=i) = (1= m)
m Summanden —i m Summ:nden —i

womit die Charakteristik nicht O ist.
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Algebraische Strukturen — Kérper

Beweis (direkt; 2/2).

Sei p # 0 die Charakteristik und seien m, n € N, so dass p = m- n. Dann ist

e=p=(m-n)=mon .

Q5



Algebraische Strukturen — Kérper

Beweis (direkt; 2/2).

Sei p # 0 die Charakteristik und seien m, n € N, so dass p = m- n. Dann ist

e=p=(m-n)=mon .

GemaR 8§11.11 gilt daher e € {m, n}.
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Algebraische Strukturen — Kérper

Beweis (direkt; 2/2).
Sei p # 0 die Charakteristik und seien m, n € N, so dass p = m- n. Dann ist

e=p=(m-n)=mon .

GemaR 8§11.11 gilt daher e € {m, n}.
Da m < pund n < p muss m = p oder n = p gelten. Daraus folgt, dass
p eine Primzahl ist. O

v

Q7



Algebraische Strukturen — Kérper

§11.20 Theorem

Jeder endliche Kérper (M, @, ®, (—-),-~", e, i) der Charakteristik p enthalt
einen Unterksrper, der isomorph zu Z, = (Zp, +p, p, (—), -, [0], [1]) ist.

Beweis (direkt).

Der Unterkérper wird von den Elementen S = {m |1 < m < p} gebildet
und der Isomorphismus ¢: S — Z, ist durch ¢(m) = [m] gegeben.

Die Nachweise der Unterstruktur und der Isomorphie sind einfache
Ubungen. O
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.20 Theorem

Jeder endliche Kérper (M, @, ®, (—-),-~", e, i) der Charakteristik p enthalt
einen Unterksrper, der isomorph zu Z, = (Zp, +p, p, (—), -, [0], [1]) ist.

Beweis (direkt).

Der Unterkérper wird von den Elementen S = {m |1 < m < p} gebildet
und der Isomorphismus ¢: S — Z, ist durch ¢(m) = [m] gegeben.

Die Nachweise der Unterstruktur und der Isomorphie sind einfache
Ubungen. O

Notizen:
o Elemente von S nennen wir auch Skalare

@ wir nutzen im Folgenden immer die Menge S fir die Skalare
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.21 Lemma

Sei (M, ®,®,(—-),-", e, i) ein endlicher Kérper und S die Menge der
Skalare (siehe §11.20). Wenn S C U C M eine additive Untergruppe bildet,

dann ist
=y={(x,y) EMxM|x®(~y) €U},

eine Aquivalenzrelation mit Aquivalenzklassen der GroRe |U|.

20



Algebraische Strukturen — Kérper

§11.21 Lemma

Sei (M, ®,®,(—-),-", e, i) ein endlicher Kérper und S die Menge der
Skalare (siehe §11.20). Wenn S C U C M eine additive Untergruppe bildet,

dann ist
=v={(xy) eMxM|x@(~y) e U},
eine Aquivalenzrelation mit Aquivalenzklassen der GroRe |U|.

Beweis (direkt; 1/2).
Wir weisen zundchst die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation nach.

o reflexiv: Sei x € M. Dann ist x @ (—x) = e € U und damit gilt x =y x.




Algebraische Strukturen — Kérper

§11.21 Lemma

Sei (M, ®,®,(—-),-", e, i) ein endlicher Kérper und S die Menge der
Skalare (siehe §11.20). Wenn S C U C M eine additive Untergruppe bildet,

dann ist
=v={(xy) eMxM|x@(~y) e U},
eine Aquivalenzrelation mit Aquivalenzklassen der GroRe |U|.

Beweis (direkt; 1/2).
Wir weisen zundchst die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation nach.
o reflexiv: Sei x € M. Dann ist x @ (—x) = e € U und damit gilt x =y x.

o symmetrisch: Sei x =y y. Dann gilt x ® (—y) € U. Also gilt
—(x® (—y)) =y® (—x) € Uund damit y =y x.




Algebraische Strukturen — Kérper

§11.21 Lemma
Sei (M, ®,®,(—-),-", e, i) ein endlicher Kérper und S die Menge der
Skalare (siehe §11.20). Wenn S C U C M eine additive Untergruppe bildet,

dann ist
=y={(x,y) EMxM|x®(~y) €U},

eine Aquivalenzrelation mit Aquivalenzklassen der GroRe |U|. )

Beweis (direkt; 1/2).
Wir weisen zundchst die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation nach.
o reflexiv: Sei x € M. Dann ist x @ (—x) = e € U und damit gilt x =y x.
o symmetrisch: Sei x =y y. Dann gilt x ® (—y) € U. Also gilt
—(x@(—y)) =y& (—x) € Uund damit y =y x.
o transitiv: Seien x =y y und y =y z. Also x & (—y) € U und
yd(—z) e U. Alsogiltauchx@ (—y)dyd (-z)=xd(—2) e U
und damit x = z.

V.

03




Algebraische Strukturen — Kérper

Beweis (direkt; 2/2).
Sei y € M. Die Aquivalenzklasse von y ist

Y ={xeM|xa(-y)e U} ={vay|luvec U}

Damit ist |[y]| < |U| direkt klar.

04



Algebraische Strukturen — Kérper

Beweis (direkt; 2/2).
Sei y € M. Die Aquivalenzklasse von y ist

Y ={xeM|xa(-y)e U} ={vay|luvec U}

Damit ist [[y]| < |U| direkt klar. Angenommen v @ y = U @ y for v, ' € U.
Dann addieren wir (—y) von rechts auf beiden Seiten und erhalten

v yd(-y)=uv=v=vaye(-y)

womit u = U folgt. Also [[y]| = |U]. O

(o2



Algebraische Strukturen — Kérper

Wir betrachten immer die Aquivalenzrelation =

§11.22 Lemma
Sei (M, ®,®,(—-),-7", e,i) ein endlicher Kérper. Weiterhin bilde S C U C M
eine additive Untergruppe und es sei x € M\ U. Fir alle s,s' € S:

Q [s®x]NU+# 0 genau dann, wenn s = e

Q [sOx|N[s @ x] # 0 genau dann, wenn s = ¢

Beweis (direkt und per Widerspruch).

Die Richtungen von rechts nach links sind trivial, da e € [e] N U.




Algebraische Strukturen — Kérper

Wir betrachten immer die Aquivalenzrelation =

§11.22 Lemma
Sei (M, ®,®,(—-),-7", e,i) ein endlicher Kérper. Weiterhin bilde S C U C M
eine additive Untergruppe und es sei x € M\ U. Fir alle s,s' € S:

Q [s®x]NU+# 0 genau dann, wenn s = e

Q [sOx|N[s @ x] # 0 genau dann, wenn s = ¢

Beweis (direkt und per Widerspruch).

Die Richtungen von rechts nach links sind trivial, da e € [e] N U. Fur @ sei
nun (s @ x) @ u e Ufireinue Uund s # e Also s® x € U und sogar
x=5"0sOx=(s0Ox)® - D (s®x) € U, das! €S Widerspruch.

s~ Summanden




Algebraische Strukturen — Kérper

Wir betrachten immer die Aquivalenzrelation =

§11.22 Lemma

Sei (M, ®,®, (—-), 7!, e, i) ein endlicher Korper. Weiterhin bilde S C U C M
eine additive Untergruppe und es sei x € M\ U. Fir alle s,s' € S:

Q [s®x]NU+# 0 genau dann, wenn s = e
Q [sOx|N[s @ x] # 0 genau dann, wenn s = ¢

Beweis (direkt und per Widerspruch).

Die Richtungen von rechts nach links sind trivial, da e € [e] N U. Fur @ sei
nun (s @ x) @ u e Ufireinue Uund s # e Also s® x € U und sogar
x=5"0sOx=(s0Ox)® - D (s®x) € U, das! €S Widerspruch.

s~ Summanden
Fir @ sei 0.B.dA. (sOx)du= (s Ox)dV firs<s und v, € U. Wir
subtrahieren (s ® x) und erhalten v = (s & (—s)) ® x & V' und damit
[(s @ (—s)) ©x]NU # (. Mit @ folgt s ® (—s) = eund damit s’ =s. [

A
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Algebraische Strukturen — Kérper

Wir betrachten immer die Aquivalenzrelation =

§11.23 Lemma

Sei (M, ®,®,(—-),-7', e, i) ein endlicher Kérper der Charakteristik p
und S C U C M eine additive Untergruppe und x € M\ U. Dann bildet
V = Usesls © x] eine additive Untergruppe der GroRe |V| = p - |U|.

Beweis (direkt).
Wir zeigen zundachst die Untergruppeneigenschaften:
o (sox)duv)d((§ox)pd)=((sds)ox)duvdd eV
foralle s, s € Sund u, v € U




Algebraische Strukturen — Kérper

Wir betrachten immer die Aquivalenzrelation =

§11.23 Lemma

Sei (M, ®,®,(—-),-7', e, i) ein endlicher Kérper der Charakteristik p
und S C U C M eine additive Untergruppe und x € M\ U. Dann bildet
V = Usesls © x] eine additive Untergruppe der GroRe |V| = p - |U|.

Beweis (direkt).
Wir zeigen zundachst die Untergruppeneigenschaften:
o (sox)duv)d((§ox)pd)=((sds)ox)duvdd eV
foralle s, s € Sund u, v € U
o —((sox)@u) = ((—s)©x) @ (—v) firalese Sundue U

V.
100



Algebraische Strukturen — Kérper

Wir betrachten immer die Aquivalenzrelation =

§11.23 Lemma

Sei (M, ®,®,(—-),-7', e, i) ein endlicher Kérper der Charakteristik p
und S C U C M eine additive Untergruppe und x € M\ U. Dann bildet
V = Usesls © x] eine additive Untergruppe der GroRe |V| = p - |U|.

Beweis (direkt).
Wir zeigen zundachst die Untergruppeneigenschaften:
o (sox)duv)d((§ox)pd)=((sds)ox)duvdd eV
foralle s, s € Sund u, v € U
o —((sox)@u) = ((—s)©x) @ (—v) firalese Sundue U
oeclgCV
GemaR §11.22 sind die Aquivalenzklassen disjunkt und §11.21 zeigt, dass jede
Klasse die GréRe |U| hat. Da |S| = p folgt |V| = p - |U]. O

V.
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.24 Theorem

Sei (M, ®,®,(—-),-", e,i) ein endlicher Kérper der Charakteristik p.
Dann existiert n € N, so dass |M| = p".
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.24 Theorem

Sei (M, ®,®,(—-),-", e,i) ein endlicher Kérper der Charakteristik p.
Dann existiert n € N, so dass |M| = p".

Beweis (direkt).

GemaR §11.20 bildet S einen Unterkérper der GroRe p. Sei U = S.

Falls U # M, dann existiert x € M\ U und wir wenden Lemma §11.23 an
und erhalten eine Menge U C V der GréRe p?, die eine additive
Untergruppe bildet.
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Algebraische Strukturen — Kérper

§11.24 Theorem

Sei (M, ®,®,(—-),-7', e, i) ein endlicher Kérper der Charakteristik p.
Dann existiert n € N, so dass |M| = p".

Beweis (direkt).

GemaR §11.20 bildet S einen Unterkérper der GroRe p. Sei U = S.

Falls U # M, dann existiert x € M\ U und wir wenden Lemma §11.23 an
und erhalten eine Menge U C V der GréRe p?, die eine additive
Untergruppe bildet. Danach setzen wir U = V und wiederholen den
Vorgang. Da M endlich ist, stoppt der Prozess und wir erhalten eine additive
Untergruppe M der GréRe p™t', wobei n die Anzahl der Anwendungen von
Lemma §11.23 ist. O]

V.
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Algebraische Strukturen — Kérper

Ausblick:
o Wie sehen die Kérper der GréBe p” mit p prim aus?
o Wir betrachten Polynome Gber dem Kérper Z,.

@ Polynom r mit grad(r) > 1ist irreduzibel gdw. r # t- q
fur alle Polynome t und g mit grad(#) > 1 und grad(q) > 1
(d.h. nicht in nicht-konstante Polynome faktorisierbar)
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Algebraische Strukturen — Kérper

Ausblick:
o Wie sehen die Kérper der GréBe p” mit p prim aus?
o Wir betrachten Polynome Gber dem Kérper Z,.

@ Polynom r mit grad(r) > 1ist irreduzibel gdw. r # t- q
fur alle Polynome t und g mit grad(#) > 1 und grad(q) > 1
(d.h. nicht in nicht-konstante Polynome faktorisierbar)

o Wir wahlen ein irreduzibles Polynom r mit grad(r) = n.

@ Dann bilden die Polynome g mit grad(q) < n einen Kérper der
GréBe p”, wobei wir Polynome wie erwartet addieren und
multiplizieren, aber die Ergebnisse jeweils modulo r rechnen.
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Algebraische Strukturen — Kérper

Frage: Zeigen Sie, dass die folgenden Operationen auf {a, b, ¢, d, e} einen
Kérper bilden.

@la b ¢ d e ®©la b ¢ d e
alc d e a b alb a e d c
b|d e a b ¢ bla b ¢ d e
cle a b ¢ d cle ¢ a d b
dla b ¢ d e d|d d d d d
e|lb ¢ d e a elc e b d a
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Algebraische Strukturen — Kérper

Frage: Zeigen Sie, dass die folgenden Operationen auf {a, b, ¢, d, e} einen
Kérper bilden.

@la b ¢ d e ®©la b ¢ d e
alc d e a b alb a e d c
b|d e a b ¢ bla b ¢ d e
cle a b ¢ d cle ¢ a d b
dla b ¢ d e d|d d d d d
e|lb ¢ d e a elc e b d a

@ 5 ist prim, also existiert ein Kérper mit 5 Elementen

o jeder solche Kérper ist isomorph zu Z5 = (Zs, +s5, *5)
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Algebraische Strukturen — Kérper

Frage: Zeigen Sie, dass die folgenden Operationen auf {a, b, ¢, d, e} einen
Kérper bilden.

S

0 o"Q o QT
D QA N T Q|Q
D QA N T QT
Q Q. Q Q Q|Q

o-Q o Q nlQ
o & n oa|l®

D QA n T Q

Q N T°-Q N
Q ® QA N T O
N Q ® Q TQ
oS Q Q N oln
Q Q T 0|0

@ 5 ist prim, also existiert ein Kérper mit 5 Elementen

o jeder solche Kérper ist isomorph zu Z5 = (Zs, +s5, *5)

@ wir versuchen Z5 zu “identifizieren”
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Algebraische Strukturen — Kérper

Frage: Zeigen Sie, dass die folgenden Operationen auf {a, b, ¢, d, e} einen
Kérper bilden.

@la b ¢ d e ®©la b ¢ d e
alc d e a b alb a e d c
b|d e a b ¢ bla b ¢ d e
cle a b ¢ d cle ¢ a d b
dla b ¢ d e dld d d d d
e|lb ¢ d e a elc e b d a

@ 5 ist prim, also existiert ein Kérper mit 5 Elementen

o jeder solche Kérper ist isomorph zu Z5 = (Zs, +s5, *5)

@ wir versuchen Z5 zu “identifizieren”
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Algebraische Strukturen — Kérper

Frage: Zeigen Sie, dass die folgenden Operationen auf {a, b, ¢, d, e} einen
Kérper bilden.

@la b ¢ 0 e ®©la b ¢ 0 e
alc 0 e a b alb a e 0 ¢
b|0 e a b c bla b ¢ 0 e
cle a b ¢ 0 cle ¢ a 0 b
Ola b ¢ 0 e 0|0 0 0 0 O
e|lb ¢ 0 e a elc e b 0 a

@ 5 ist prim, also existiert ein Kérper mit 5 Elementen

o jeder solche Kérper ist isomorph zu Z5 = (Zs, +s5, *5)

@ wir versuchen Z5 zu “identifizieren”
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Algebraische Strukturen — Kérper

Frage: Zeigen Sie, dass die folgenden Operationen auf {a, b, ¢, d, e} einen
Kérper bilden.

@la b ¢ 0 e ®©la b ¢ 0 e
alc 0 e a b alb a e 0 ¢
b|0 e a b c bla b ¢ 0 e
cle a b ¢ 0 cle ¢ a 0 b
Ola b ¢ 0 e 0|0 0 0 0 O
e|lb ¢ 0 e a elc e b 0 a

@ 5 ist prim, also existiert ein Kérper mit 5 Elementen

o jeder solche Kérper ist isomorph zu Z5 = (Zs, +s5, *5)

@ wir versuchen Z5 zu “identifizieren”
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Algebraische Strukturen — Kérper

Frage: Zeigen Sie, dass die folgenden Operationen auf {a, b, ¢, d, e} einen
Kérper bilden.

dla 1 ¢ 0 e ©la 1 ¢ 0 e
alc 0 e a 1 all a e 0 ¢
110 e a 1 ¢ Tla 1 ¢ 0 e
cle a 1 ¢ 0 cle ¢ a 0 1
Ola 1 ¢ 0 e 0j]0 0 0O O O
ell ¢ 0 e a elc e 1 0 a

@ 5 ist prim, also existiert ein Kérper mit 5 Elementen

o jeder solche Kérper ist isomorph zu Z5 = (Zs, +s5, *5)

@ wir versuchen Z5 zu “identifizieren”
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Algebraische Strukturen — Kérper

Frage: Zeigen Sie, dass die folgenden Operationen auf {a, b, ¢, d, e} einen
Kérper bilden.

®la 1T ¢ 0 e ®la 1 ¢ 0 e
alc 0 e a 1 all a e 0 ¢
110 e a 1 ¢ Tla 1 ¢ 0 e
cle a 1 ¢ 0 cle ¢ a 0 1
Ola 1 ¢ 0 e 0j]0 0 0O O O
ell ¢ 0 e a elc e 1 0 a

@ 5 ist prim, also existiert ein Kérper mit 5 Elementen

o jeder solche Kérper ist isomorph zu Z5 = (Zs, +s5, *5)

@ wir versuchen Z5 zu “identifizieren”
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Algebraische Strukturen — Kérper

Frage: Zeigen Sie, dass die folgenden Operationen auf {a, b, ¢, d, e} einen
Kérper bilden.

®l4 1 ¢ 0 e |4 1 ¢ 0 e
41¢c 0 e 4 1 411 4 e 0 c
110 e 4 1 ¢ 114 1 ¢ 0 e
cle 4 1 ¢ O cle ¢ 4 0 1
0|4 1 ¢ 0 e 0j]0 0 0O O O
ell ¢ 0 e 4 elc e 1 0 4

@ 5 ist prim, also existiert ein Kérper mit 5 Elementen

o jeder solche Kérper ist isomorph zu Z5 = (Zs, +s5, *5)

@ wir versuchen Z5 zu “identifizieren”
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Algebraische Strukturen — Kérper

Frage: Zeigen Sie, dass die folgenden Operationen auf {a, b, ¢, d, e} einen
Kérper bilden.

®l4 1T ¢ 0 e |4 1 ¢ 0 e
41¢c 0 e 4 1 411 4 e 0 c
110 e 4 1 ¢ 114 1 ¢ 0 e
cle 4 1 ¢ O cle ¢ 4 0 1
0|4 1 ¢ 0 e 0j]0 0 0O O O
ell ¢ 0 e 4 elc e 1 0 4

@ 5 ist prim, also existiert ein Kérper mit 5 Elementen

o jeder solche Kérper ist isomorph zu Z5 = (Zs, +s5, *5)

@ wir versuchen Z5 zu “identifizieren”
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Algebraische Strukturen — Kérper

Frage: Zeigen Sie, dass die folgenden Operationen auf {a, b, ¢, d, e} einen
Kérper bilden.

®l4 1 ¢ 0 2 |4 1 ¢ 0 2
41c 0 2 4 1 411 4 2 0 c
110 2 4 1 ¢ 114 1 ¢ 0 2
c|l2 4 1 ¢ O c|l2 ¢ 4 0 1
0|4 1 ¢ 0 2 0j]0 0 0O O O
211 ¢ 0 2 4 2|lc 2 1 0 4

@ 5 ist prim, also existiert ein Kérper mit 5 Elementen

o jeder solche Kérper ist isomorph zu Z5 = (Zs, +s5, *5)

@ wir versuchen Z5 zu “identifizieren”
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Algebraische Strukturen — Kérper

Frage: Zeigen Sie, dass die folgenden Operationen auf {a, b, ¢, d, e} einen
Kérper bilden.

@4 1 3 0 2 ©|l4 1 3 0 2
413 0 2 4 1 411 4 2 0 3
110 2 4 1 3 114 1 3 0 2
312 4 1 3 0 312 3 4 0 1
0|4 1 3 0 2 0/0 0 0 0 O
211 3 0 2 4 213 2 1 0 4

@ 5 ist prim, also existiert ein Kérper mit 5 Elementen

o jeder solche Kérper ist isomorph zu Z5 = (Zs, +s5, *5)
@ wir versuchen Z5 zu “identifizieren”

o dies sind Tafeln von Z5 — isomorph zu Z5 und damit Kérper
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Zusammenfassung

@ Definition und Eigenschaften von kommutativen Gruppen
@ Definition und Eigenschaften von Kérpern

@ Charakterisierung der Galois-Kérper

Sechste Aufgabenserie bereits im AlmaWeb verfugbar
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