Diskrete Strukturen

Vorlesung 10: Boolesche Algebren und Gruppen

18. Dezember 2018



Bonusserie und alte Prifungen:

e werden wir noch diese Woche publizieren
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Prifung:

o Freitag, den 22. Februar 2019 von 10-11 Uhr
im AudiMax, HS 3, HS 9

@ Abmeldungen noch bis zum 12. Januar 2019, 9 Uhr méglich
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o Hilfsmittel: nur ein beschriebenes oder bedrucktes DIN-A4-Blatt
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Vorlesungsstruktur

@ Mathematische Grundlagen
» Aussagen- und Pradikatenlogik
» Naive Mengenlehre
» Relationen und Funktionen

@ Diskrete Strukturen
» Algebraische Strukturen
» Bdume und Graphen
» Arithmetik



Heutige Vorlesung

e FEigenschaften von Booleschen Algebren
@ Atome und Isomorphiesatz
@ Definition kommutative Gruppe

e Grundlegende Eigenschaften von kommutativen Gruppen

Bitte Fragen direkt stellen!



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Definition (§9.9 Komplement und Boolesche Algebra)

Sei (M, <) ein Verband mit kleinstem Element L (von M) und
gréBtem Element T (von M).

o Sei x € M. Ein Element y € M heiflt Komplement von x gdw.
xANy=_lundxVvVy=T.




Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Definition (§9.9 Komplement und Boolesche Algebra)

Sei (M, <) ein Verband mit kleinstem Element L (von M) und
gréBtem Element T (von M).
o Sei x € M. Ein Element y € M heiflt Komplement von x gdw.
xANy=_lundxVvVy=T.
o Der Verband (M, <) heiflt komplementiert gdw.
fur jedes x € M ein Komplement y € M von x existiert.




Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Definition (§9.9 Komplement und Boolesche Algebra)
Sei (M, <) ein Verband mit kleinstem Element L (von M) und
gréBtem Element T (von M).
o Sei x € M. Ein Element y € M heiflt Komplement von x gdw.
xANy=_lundxVvVy=T.
o Der Verband (M, <) heiflt komplementiert gdw.
fur jedes x € M ein Komplement y € M von x existiert.

o Der Verband (M, <) heift Boolesche Algebra gdw.
er komplementiert und distributiv ist und L # T gilt.




Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.1 Definition (Atom)

Sei (M, <) eine Boolesche Algebra mit kleinstem Element L.
Ein Element x € M ist ein Atom gdw.

o x# 1 und
o furalle y e Mmity < xgqilt y e {L, x}.
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.1 Definition (Atom)

Sei (M, <) eine Boolesche Algebra mit kleinstem Element L.
Ein Element x € M ist ein Atom gdw.

o x# 1 und
o furalle y e Mmity < xgqilt y e {L, x}.

Notizen:

o Atome sind die (direkten) Nachbarn des kleinsten Elements |
im Hasse-Diagramm

o Atome sind genau die minimalen Elemente in M\ {_L}

1



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beispiele

@ Boolesche Algebra der Wahrheitswerte
1

Atome: {1} 1 Atom
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beispiele

@ Boolesche Algebra der Wahrheitswerte
1

Atome: {1} 1 Atom

@ Potenzmenge von M= {1, 2, 3}
{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}
{1} {2} {3}

Atome: {{1}, {2}, {3}} : 3 Afome)
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.2 Theorem

Sei (M, <) eine Boolesche Algebra mit endlichem M und kleinstem
Element L. Es gelten:

Q@ aAme {L, a} furjedes me Mund jedes Atom a e M
@ aAb=_1 fur alle Atome a,b € Mmit a # b
@ fur jedes me M\ {L} existiert ein Atom a € Mmit a < m

14



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.2 Theorem

Sei (M, <) eine Boolesche Algebra mit endlichem M und kleinstem
Element L. Es gelten:

Q@ aAme {L, a} furjedes me Mund jedes Atom a e M
@ aAb=_1 fur alle Atome a,b € Mmit a # b
@ fur jedes me M\ {L} existiert ein Atom a € Mmit a < m

Beweis (direkt; 1/2).
@ Offenkundig gilt a A m < a. Da a Atom ist, gilt a A m € {L, a}.




Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.2 Theorem

Sei (M, <) eine Boolesche Algebra mit endlichem M und kleinstem
Element L. Es gelten:

Q@ aAme {L, a} furjedes me Mund jedes Atom a e M
@ aAb=_1 fur alle Atome a,b € Mmit a # b
@ fur jedes me M\ {L} existiert ein Atom a € Mmit a < m

Beweis (direkt; 1/2).
@ Offenkundig gilt a A m < a. Da a Atom ist, gilt a A m € {L, a}.

@ Wenn a und b Atome sind, dann folgen aus aAb < aund aAb =< b
sowohl aAb e {L,a} alsauch aAbe {L,b}. Daa# b, muss
a/A b= 1 gelten.
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beweis (direkt: 2/2).
@ Sei my € M\ {L} beliebig.

» Falls mg ein Atom ist, dann gilt mg < mq.
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beweis (direkt: 2/2).
@ Sei my € M\ {L} beliebig.
» Falls mg ein Atom ist, dann gilt mg < mq.

» Falls mg kein Atom ist, dann existiert my € M mit my < mg und
m & {L, mo}. Wir schreiben x > y gdw. y < x und x # y.

18



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beweis (direkt: 2/2).
@ Seimy € M\ {L} beliebig.

» Falls mg ein Atom ist, dann gilt mg < mq.

» Falls mg kein Atom ist, dann existiert my € M mit my < mg und
m & {L, mo}. Wir schreiben x = y gdw. y < x und x # y. Also
mg = my. Mit m; kénnen wir das Argument wiederholen und damit eine
Kette

mo>nm >my>m3>---

konstruieren. Dies Kette muss mit einem Atom m; mit m; < mg
terminieren, da M endlich ist. O




Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:

o Infimum mit einem Atom a kann nur
kleinstes Element L oder a liefern

@ Infimum mit zwei verschiedenen Atomen ist immer
das kleinste Element L (denn Atome sind unvergleichbar)

@ Jedes Element (auBer L) liegt Gber einem Atom
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.3 Theorem

Sei (M, <) eine Boolesche Algebra mit endlichem M, kleinstem Element L
und gréftem Element T. Seien m € Mund A,, = {a € M| a Atom,a < m}
die Menge der kleineren Atome. Dann gilt m = sup A,

21



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.3 Theorem

Sei (M, <) eine Boolesche Algebra mit endlichem M, kleinstem Element L
und gréftem Element T. Seien m € Mund A,, = {a € M| a Atom, a < m}
die Menge der kleineren Atome. Dann gilt m = sup A,

Beweis (direkt; 1/2).

Wir beweisen die Aussage zundchst for m = T. Da T das gréBte Element
ist, enthdlt A+ alle Atome AT = {a, ..., ar}. Nehmen wir nun an, dass

T # sup At. Dann gilt auch T¢ = L # (supAt)° = of A--- A af aufgrund
der Eindeutigkeit der Komplemente.

29



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.3 Theorem

Sei (M, <) eine Boolesche Algebra mit endlichem M, kleinstem Element L
und gréftem Element T. Seien m € Mund A,, = {a € M| a Atom, a < m}
die Menge der kleineren Atome. Dann gilt m = sup A,

Beweis (direkt; 1/2).

Wir beweisen die Aussage zundchst for m = T. Da T das gréBte Element
ist, enthdlt A+ alle Atome AT = {a, ..., ar}. Nehmen wir nun an, dass

T # sup At. Dann gilt auch T¢ = L # (supAt)° = of A--- A af aufgrund
der Eindeutigkeit der Komplemente. Da af A --- A af # L existiert

gemdB §10.2@ ein Atom a; € AT, so dass a; < af A--- A ag.

g=aAafA---ANag=aAa; A--- =1

da a; € At. Also ist a; = L kein Atom. Widerspruch.

23



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beweis (direkt: 2/2).
Also gilt T = sup At. Sei nun m beliebig. Es gilt gemdR §10.2@
m=TAm= (supA-r> Am=(aV---Va)Am
=(aAmV---V(ggAm)=(aAm)V---V(a Am)
—_——— —_——

{a, L} €{a, L}
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beweis (direkt: 2/2).
Also gilt T = sup At. Sei nun m beliebig. Es gilt gemaR §10.2@

m:T/\m:(supAT)/\m:(m\/--‘\/ak)/\m

=(@Am)V--V(ggAm)=(aAm)V---V(a A m)

6{01,J_} E{GIOJ-}
Fur jedes 1 < i < k gilt aj A m = a; gdw. a; < m. Sei Ap, = {q;,...,q;,}.
Also gilt
m= (g Am)V---V(a,Am)=a;V---Va,=supAny O
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beweis (direkt: 2/2).
Also gilt T = sup At. Sei nun m beliebig. Es gilt gemaR §10.2@

sz/\m:(supAT)/\m:(al\/--‘\/ak)/\m

=(@Am)V--V(ggAm)=(aAm)V---V(a A m)

6{01,J_} E{Gk,J_}
Fur jedes 1 < i < k gilt aj A m = a; gdw. a; < m. Sei Ap, = {q;,...,q;,}.
Also gilt
m= (g Am)V---V(a,Am)=a;V---Va,=supAny O
Notizen:

o jedes Element einer endlichen Booleschen Algebra lasst sich also als
Supremum von Atomen darstellen

e wie wir gleich zeigen, ist diese Darstellung sogar eindeutig
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.4 Theorem

Sei (M, <) eine Boolesche Algebra mit endlichem M und kleinstem
Element L. Weiterhin sei A die Menge aller Atome von (M, <). Fur alle
XCAund Y C Amit X # Y qgilt supX #sup Y.

27



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.4 Theorem

Sei (M, <) eine Boolesche Algebra mit endlichem M und kleinstem
Element L. Weiterhin sei A die Menge aller Atome von (M, <). Fur alle
XCAund Y C Amit X # Y qgilt supX #sup Y.

Beweis (indirekt).
Seien X C Aund Y C A Teilmengen der Atome mit X # Y, so dass
sup X = sup Y. O.B.d.A. existiert a € X, so dass a ¢ Y. Also gilt unter
Nutzung von §10.2@
a=aV.l=(aAa)Vsup{Ll}
=(ana)Vsup {aAx|xe X\ {a}}
=aAsupX =aAsupY
=sup{aAy|lyeY}=sup{Ll} =1

Also gilt a = L, womit a kein Atom ist. Widerspruch. O




Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:
@ jedes Element hat Darstellung als Supremum von Atomen

e verschiedene Mengen von Atomen liefern
verschiedene Suprema
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:
@ jedes Element hat Darstellung als Supremum von Atomen

e verschiedene Mengen von Atomen liefern
verschiedene Suprema

§10.5 Theorem

Eine endliche Boolesche Algebra (M, <) mit n Atomen besitzt
genau 2" Elemente (d.h. |M| =2")

30



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:
@ jedes Element hat Darstellung als Supremum von Atomen

e verschiedene Mengen von Atomen liefern
verschiedene Suprema

§10.5 Theorem

Eine endliche Boolesche Algebra (M, <) mit n Atomen besitzt
genau 2" Elemente (d.h. [M] = 2")

Beweis (direkt).

Sei A die Menge der Atome. Dann ist sup: P(A) — M injektiv gemaR §10.4.
Also 2" = 24 = |P(A)| < |M].

3



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:
@ jedes Element hat Darstellung als Supremum von Atomen

e verschiedene Mengen von Atomen liefern
verschiedene Suprema

§10.5 Theorem

Eine endliche Boolesche Algebra (M, <) mit n Atomen besitzt
genau 2" Elemente (d.h. (M| = 2")

Beweis (direkt).

Sei A die Menge der Atome. Dann ist sup: P(A) — M injektiv gemaR §10.4.
Also 2" = 24l = |P(A)| < |M|. Sei f: M — P(A), so dass f(m) = A, wie
in §10.3. Diese Funktion ist auch injektiv und damit |M| < [P(A)| = 27,
womit |M| = 2" folgt. O

V.
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:

@ Isomorphismus ist Bijektion
die alle Relationen und Operationen “erhélt”

o gleiches “Rechnen” in isomorphen Strukturen

@ isomorphe Strukturen unterscheiden sich nur in der Benennung der
Elemente der Grundmenge

13



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Motivation:

@ wir zeigen noch, dass alle endlichen Booleschen Algebren
isomorph zu Potenzmengenalgebren sind

— Isomorphiesatz von Stone

Marshall Harvey Stone (* 1903; 1 1989)
o amer. Mathematiker
o Funktionsanalysis und Boolesche Algebren

o begeisterter Reisender und starb auf Reise

34



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.6 Theorem (Isomorphiesatz von Stone)

Sei M = (M, <) eine endliche Boolesche Algebra mit Atomen A.
Dann sind M und (P(A), C) isomorph.

15



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.6 Theorem (Isomorphiesatz von Stone)

Sei M = (M, <) eine endliche Boolesche Algebra mit Atomen A.
Dann sind M und (P(A), C) isomorph.

Beweis (direkt; 1/2).
For jedes m € M, sei A, = {a € A| a < m}. Wir definieren die Funktion
©: M — P(A) durch p(m) = A, for alle m e M.

o injektiv: (Kontraposition) Seien x, y € M, so dass

Ac = p(x) = ¢(y) = Ay. GemaR §10.3 gilt dann
x =supA, =supA, = y.

36



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.6 Theorem (Isomorphiesatz von Stone)

Sei M = (M, <) eine endliche Boolesche Algebra mit Atomen A.
Dann sind M und (P(A), C) isomorph.

Beweis (direkt; 1/2).
For jedes m € M, sei A, = {a € A| a < m}. Wir definieren die Funktion
©: M — P(A) durch p(m) = A, for alle m e M.
o injektiv: (Kontraposition) Seien x, y € M, so dass
Ax = ¢(x) = p(y) = Ay. GemdaR §10.3 gilt dann
x =supA, =supA, = y.
o surjektiv: Sei X C A eine Teilmenge der Atome. Da A endlich ist,
existiert m = sup X. Also gilt ¢o(m) = X aufgrund von §10.4.

7



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§10.6 Theorem (Isomorphiesatz von Stone)

Sei M = (M, <) eine endliche Boolesche Algebra mit Atomen A.
Dann sind M und (P(A), C) isomorph.

Beweis (direkt; 1/2).
For jedes m € M, sei A, = {a € A| a < m}. Wir definieren die Funktion
©: M — P(A) durch p(m) = A, for alle m e M.
o injektiv: (Kontraposition) Seien x, y € M, so dass
Ax = ¢(x) = p(y) = Ay. GemdaR §10.3 gilt dann
x =supA, =supA, = y.
o surjektiv: Sei X C A eine Teilmenge der Atome. Da A endlich ist,
existiert m = sup X. Also gilt ¢o(m) = X aufgrund von §10.4.

o Also ist o bijektiv.

8



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beweis (direkt; 2/2).
Es bleibt zu zeigen, dass die Struktur erhalten wird. Sei x, y € M beliebig.
Z.zg.
X=Xy gdw.  o(x) € @(y)
(—) Sei x < y. Es gilt o(x) = Ax und a < x fur alle a € Ay. Also auch
a = yund damit a € Ay, = p(y). Also ¢(x) C ¢(y).

30



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beweis (direkt; 2/2).
Es bleibt zu zeigen, dass die Struktur erhalten wird. Sei x, y € M beliebig.
Z.zg.
X=Xy gdw.  o(x) € @(y)
(—) Sei x < y. Es gilt o(x) = Ax und a < x fur alle a € Ay. Also auch
a = yund damit a € Ay, = p(y). Also ¢(x) C ¢(y).
(<) Sei p(x) € ¢(y). Dann gilt A, C A, und damit gemaR §10.3

x = sup A, < supA, Vsup(Ay \ Ay)
= sup(AX U (Ay\ Ax)) =supAy, =y

40



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beweis (direkt; 2/2).
Es bleibt zu zeigen, dass die Struktur erhalten wird. Sei x, y € M beliebig.
Z.zg.
X=Xy gdw.  o(x) € @(y)
(—) Sei x < y. Es gilt o(x) = Ax und a < x fur alle a € Ay. Also auch
a = yund damit a € Ay, = p(y). Also ¢(x) C ¢(y).

(<) Sei p(x) € ¢(y). Dann gilt A, C A, und damit gemaR §10.3

x = sup A, < supA, Vsup(Ay \ Ay)
= sup(Ac U (Ay \ A1) =supA, =y

Also sind M und (P(A), C) isomorph. O

VAl



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:

o jede endliche Boolesche Algebra ist
isomorph zu einer Potenzmengenalgebra

o die Gesetze der endlichen Potenzmengenalgebra (P(M), C)
gelten auch in allen Booleschen Algebren dieser GroRRe

49



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:

o jede endliche Boolesche Algebra ist
isomorph zu einer Potenzmengenalgebra

o die Gesetze der endlichen Potenzmengenalgebra (P(M), C)
gelten auch in allen Booleschen Algebren dieser GroRRe

— Rechnen in endlichen Booleschen Algebren
= Rechnen mit Teilmengen einer endlichen Menge

43



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Frage J

Gilt diese Isomorphie auch fur unendliche Boolesche Algebren?

44



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Frage J

Gilt diese Isomorphie auch fur unendliche Boolesche Algebren?

Beobachtungen:

o jede unendliche Potenzmengenalgebra ist Gberabzahlbar

(d.h. nicht abzahlbar)

» ist die Menge M endlich, dann ist P(M) auch endlich
» ist die Menge M abzahlbar unendlich,
dann ist [P(M)| > |M| (88.6) und damit Gberabzahlbar

@ es gibt aber abzahlbar unendliche Boolesche Algebren
(und sogar solche ohne Atome)

— nicht jede Boolesche Algebra ist isomorph zu einer
Potenzmengenalgebra

45



Algebraische Strukturen — Zwischenfrage

Ist dies eine Boolesche Algebra?

7|
pz Vs
/

7

4

2

_—
1/
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Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Wiederholung (§9.12 Boolesche Algebra)
Eine algebraische Struktur (M, 1, U, -*, L, T) des Typs (0, 2,1,2), so dass
for alle x,y e M

o Mund L kommutativ, distributiv und assoziativ sind,

o xU(xMy)=xund xM(xUy)=x, Absorption

ound xMx*=Lund xUx*=T. Komplemente

liefert eine Boolesche Algebra.

47



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Wiederholung (§9.12 Boolesche Algebra)

Eine algebraische Struktur (M, 1, U, -*, L, T) des Typs (0, 2,1,2), so dass
for alle x,y e M

o Mund L kommutativ, distributiv und assoziativ sind,

o xU(xMy)=xund xM(xUy)=x, Absorption
ound xMx*=Lund xUx*=T. Komplemente

liefert eine Boolesche Algebra. |

Motivation:

o hat zwei binare Funktionen
(und eine unére Funktion und 2 Konstanten)

@ wir schauen uns zunéchst nur die Eigenschaften
der bingren Funktion LI an

48



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Wiederholung (§9.12 Boolesche Algebra)

Eine algebraische Struktur (M, 1, U, -*, L, T) des Typs (0, 2,1,2), so dass
for alle x,y e M

o Mund L kommutativ, distributiv und assoziativ sind,

o xU(xMy)=xund xM(xUy)=x, Absorption
ound xMx*= 1L und xUx* =T, Komplemente

liefert eine Boolesche Algebra.

Motivation:

o hat zwei binare Funktionen
(und eine unére Funktion und 2 Konstanten)

@ wir schauen uns zunéchst nur die Eigenschaften
der bingren Funktion LI an

49



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiele
e ganze Zahlen (Z, +, (—), 0) mit Addition
» x+y=y+xfiralex,yecZ (Kommutativitat)

» x+(y+2)=(x+y)+zfordlex,y,zeZ
(Assoziativitat)
» x+(—x)=0firallexeZ (Inverse)

50



Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiele
e ganze Zahlen (Z, +, (—), 0) mit Addition
» x+y=y+xfiralex,yecZ (Kommutativitat)

» x+(y+2)=(x+y)+zfordlex,y,zeZ

(Assoziativitat)
» x+(—x)=0firallexeZ (Inverse)
» auBerdem gilt: 0 + x = x fur dlle x € Z




Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Beispiele
e ganze Zahlen (Z, +, (—), 0) mit Addition
» x+y=y+xfiralex,yecZ (Kommutativitat)

» x+(y+2)=(x+y)+zfordlex,y,zeZ

(Assoziativitat)
» x+(—x)=0firallexeZ (Inverse)
» auBerdem gilt: 0 + x = x fur alle x € Z

o rationale Zahlen (Q \ {0},,-7',1) mit Multiplikation
» x-y=y-xforadlex,yeQ)\ {0} (Kommutativitét)
» x-(y-z)=(x-y)-zforalle x,y,ze Q\ {0}
(Assoziativitat)
x-x"=1foralexecQ)\ {0} (Inverse)
auBerdem gilt: 1- x = x fur alle x € Q \ {0}

v

v




Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§10.7 Definition (kommutative Gruppe)
Eine algebraische Struktur (M, @, -*, ) des Typs (0,1,1,1) ist eine
kommutative (oder: Abelsche) Gruppe, gdw.

o @ kommutativ und assoziativ ist,
xX®y=y® x for alle x,y € Mund
x®(ydz)=(xdy)®zfiralle x,y,ze M

o e®x = x for alle x e Mund

o x® x* = efurallex e M.

(neutrales Element)

(Inverse)J

Niels Henrik Abel (* 1802; 1 1829)
o norw. Mathematiker
o Begriunder der Gruppentheorie

o verstarb mit 26 Jahren an Lungentuberkulose




Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

Notizen:

@ wir betrachten nur kommutative Gruppen (oder Abelsche Gruppen)

@ es gibt allerdings auch nicht-kommutative Gruppen
(for die im Wesentlichen die gleichen Bedingungen ohne die
Kommutativitat von @ gelten; d.h. es gelten zusétzlich

XxXPe=x und xX*Ox=e fur alle x)

e kommutative Gruppen werden manchmal auch “multiplikativ”
geschrieben M, e,
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Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§10.8 Theorem

Seien (M, ®,-*, e) und (M, @, -T, ) zwei kommutative Gruppen mit gleicher
binarer Operation @ und gleichem neutralen Element e. Dann gilt x* = x'
for alle x e M. (d.h. die Inversen sind eindeutig bestimmt)
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Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§10.8 Theorem

Seien (M, ®,-*, e) und (M, @, -T, ) zwei kommutative Gruppen mit gleicher
binarer Operation @ und gleichem neutralen Element e. Dann gilt x* = x'
for alle x e M. (d.h. die Inversen sind eindeutig bestimmt)

v

Beweis (direkt).
Unter Anwendung der Gesetze gilt fur alle x € M

xX*=edx* =(xax)ex = @®x)®x*
—_——
@

=X o(xox)=x'de=x! O
~——

e
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Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§10.8 Theorem

Seien (M, ®,-*, e) und (M, @, -T, ) zwei kommutative Gruppen mit gleicher
binarer Operation @ und gleichem neutralen Element e. Dann gilt x* = x'
for alle x e M. (d.h. die Inversen sind eindeutig bestimmt)

v

Beweis (direkt).
Unter Anwendung der Gesetze gilt fur alle x € M
xX*=edx* =(xax)ex = @®x)®x*
—_——
@

=X o(xox)=x'de=x! O
~——

e

Notizen:

e da eindeutig wird die unare Funktion -* oft nicht angegeben
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Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§10.9 Theorem

Seien (M, @, e) und (M, &, u) zwei kommutative Gruppen mit gleicher
binarer Operation &. Dann gilt e = v.
(d.h. das neutrale Element ist eindeutig bestimmt)
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Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§10.9 Theorem

Seien (M, @, e) und (M, &, u) zwei kommutative Gruppen mit gleicher
binarer Operation &. Dann gilt e = v.
(d.h. das neutrale Element ist eindeutig bestimmt)

v

Beweis (direkt).

Unter Anwendung der Gesetze gilt

e=udPe=edhu=u []
~—_—— ~—
Neutralitat u Neutralitét e
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Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§10.9 Theorem

Seien (M, @, e) und (M, &, u) zwei kommutative Gruppen mit gleicher
binarer Operation &. Dann gilt e = v.
(d.h. das neutrale Element ist eindeutig bestimmt)

v

Beweis (direkt).

Unter Anwendung der Gesetze gilt

e=udPe=edhu=u []
~—_—— ~—
Neutralitat u Neutralitét e

Notizen:

e aufgrund der Eindeutigkeit werden die unare Funktion -*
und das neutrale Element e oft nicht angegeben
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Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

§10.10 Definition (kommutative Gruppe [erneut])

Eine algebraische Struktur (M, @) des Typs (0,1,0,0) ist
eine kommutative Gruppe, gdw.

o & kommutativ und assoziativ ist und
x®y=y®d x for alle x,y € Mund
x®(ydz)=(xdy)®zfiralex,y,zeM

o ein Element e € M existiert, so dass

e® x = x fur alle x € M und (neutrales Element)
fur alle x € M ein y € M existiert, so dass x ® y = e. (Inverse)

y

Notizen:
o jedes Element muss ein Inverses besitzen

o Inverse verschiedener Elemente sind verschieden
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Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

o (N, +) ist keine kommutative Gruppe
» das neutrale Element ist 0 denn 0 + n= nfiralle ne N
> aber fur 1 gibt es kein Inverses,
denn es gibt kein n € N, so dass 1+ n=0
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Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

o (N, +) ist keine kommutative Gruppe

» das neutrale Element ist 0 denn 0 +-n= nfiralle n€ N
> aber fur 1 gibt es kein Inverses,
denn es gibt kein n € N, so dass 1+ n=0

° (Z,+).(Q,+). (R, +), (Q\ {0},-) und (R {0}, )

sind kommutative Gruppen
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Algebraische Strukturen — Kommutative Gruppen

o (N, +) ist keine kommutative Gruppe

» das neutrale Element ist 0 denn 0 +-n= nfiralle n€ N
> aber fur 1 gibt es kein Inverses,
denn es gibt kein n € N, so dass 1+ n=0

° (Z,+), (Q+), (R, +), (@Q\ {0},-) und (R\ {0},")
sind kommutative Gruppen
o (Q,) ist keine kommutative Gruppe

» das neutrale Element ist 1 denn 1- g = g fur alle g € Q
» aber fur 0 gibt es kein Inverses,
denn es gibt kein g € Q, so dass 0- g =1
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Zusammenfassung

Frohe Weihnachten und einen guten Start in 2019!

@ Atome und Isomorphiesatz von Stone

e Einfohrung Gruppen

Funfte Aufgabenserie bereits im AlmaWeb verfigbar
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