Diskrete Strukturen
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Nachste Termine — Modul “Diskrete Strukturen”

Hérsaalibung (Mo. 9:15)

Vorlesung (Di. 17:15)

10.12.
Hérsaalubung
Ubung Gétze 13.12. 7:30 Uhr

ni.
Alg. Strukturen, Verbande
(4. Abgabe + 5. Ubungsblatt)

17.2.

Hérsaalubung
5. Ubungswoche

18.12.
Boolesche Algebren, Gruppen

24.12. 25.12.
3112, 11
7.1 8.1
Kérper
(5. Abgabe + 6. Ubungsblatf)
141 15.1.

Hérsaalubung
6. Ubungswoche

Graphen und Baume

211 221,

Planaritét von Graphen

(6. Abgabe + 7. Ubungsblatt)
281 29.0.

Hérsaalubung
7. Ubungswoche

Farbbarkeit von Graphen

4.2.
Tutorium
(Klausurvorbereitung)

5.2.
Arithmetik




Vorlesungsstruktur

@ Mathematische Grundlagen
» Aussagen- und Pradikatenlogik
» Naive Mengenlehre
» Relationen und Funktionen

@ Diskrete Strukturen
» Algebraische Strukturen
» Bdume und Graphen
» Arithmetik



Heutige Vorlesung

Algebraische Strukturen und Isomorphie
Korrespondenz Ordnungsstruktur & algebraische Darstellung
Unterstruktur

Charakterisierung Distributivitat

Einfuhrung Boolesche Algebren

Bitte Fragen direkt stellen!



Algebraische Strukturen — Grundlagen

Motivation
@ bisher nur Korrespondenz via Bijektion
(fur jede Aquivalenzrelation gibt es eine Zerlegung, ...)
e hdufig méchte man jedoch strukturerhaltende “Gleichheit”,
die Umbenennungen der Elemente ignoriert

oO—H—N——W——h——
=
N
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Algebraische Strukturen — Grundlagen

Motivation
@ bisher nur Korrespondenz via Bijektion
(fur jede Aquivalenzrelation gibt es eine Zerlegung, ...)
e hdufig méchte man jedoch strukturerhaltende “Gleichheit”,
die Umbenennungen der Elemente ignoriert
o Ziel: “gleich” rechnen in strukturaquivalenten Mengen
e daher zundchst Formalisierung ‘algebraische Struktur’
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Algebraische Strukturen — Grundlagen

Motivation:
@ wir kénnen auch “Mengen” von komplizierten Objekten betrachten

@ Beispiele

Verb = {(M, <) | (M, <) Verband}
Zerl = {(M, M) | M Zerlegung von M}
Aq = {(M,=) | = Aquivalenzrelation auf M}



Algebraische Strukturen — Grundlagen

§9.1 Theorem
Die Funktion f: Aq — Zerl mit

f((M,=)) = (M (M/=))
fur alle (M, =) € Aq ist bijektiv




Algebraische Strukturen — Grundlagen

§9.1 Theorem
Die Funktion f: Aq — Zerl mit

f((M,=)) = (M (M/=))
fur alle (M, =) € Aq ist bijektiv

Beweis (direkt).

Fur jede Aquivalenzrelation = auf M ist (M/=) eine Zerlegung von M
gemdR §5.6. Also gilt f((M,=)) € Zerl.
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Algebraische Strukturen — Grundlagen

§9.1 Theorem
Die Funktion f: Aq — Zerl mit

f((M=)) = (M (M/=))
fur alle (M, =) € Aq ist bijektiv

Beweis (direkt).

Fur jede Aquivalenzrelation = auf M ist (M/=) eine Zerlegung von M
gemdR §5.6. Also gilt f((M,=)) € Zerl.

Des Weiteren gibt es nach §5.7 eine Funktion g: Zerl — Aq, so dass
f;g=idi,und g; f = idze (siehe §5.8).
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Algebraische Strukturen — Grundlagen

§9.1 Theorem
Die Funktion f: Aq — Zerl mit

f((M=)) = (M (M/=))
fur alle (M, =) € Aq ist bijektiv

Beweis (direkt).

Fur jede Aquivalenzrelation = auf M ist (M/=) eine Zerlegung von M
gemdR §5.6. Also gilt f((M,=)) € Zerl.

Des Weiteren gibt es nach §5.7 eine Funktion g: Zerl — Aq, so dass
f;g=idi,und g; f = idze (siehe §5.8).

Damit ist f invertierbar und deshalb nach §6.2 bijektiv. O




Algebraische Strukturen — Grundlagen

Kurzeinfohrung:
e algebraische Struktur ist eine Menge M
zusammen mit Relationen, Funktionen, und Konstanten auf M
e hdufig unterliegen diese weiteren Einschrankungen
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Algebraische Strukturen — Grundlagen

Kurzeinfohrung:
e algebraische Struktur ist eine Menge M
zusammen mit Relationen, Funktionen, und Konstanten auf M
e hdufig unterliegen diese weiteren Einschrankungen

Beispiele
o (N, nachfolger, 0) ist eine algebraische Struktur mit

» einer Funktion nachfolger: N — N und
» einer Konstante 0 € N




Algebraische Strukturen — Grundlagen

Kurzeinfohrung:
e algebraische Struktur ist eine Menge M
zusammen mit Relationen, Funktionen, und Konstanten auf M
e hdufig unterliegen diese weiteren Einschrankungen

Beispiele
o (N, nachfolger, 0) ist eine algebraische Struktur mit

» einer Funktion nachfolger: N — N und
» einer Konstante 0 € N

@ Peano-Axiome beschreiben algebraische Strukturen (N, s, z) mit

(siehe §6.6)
» einer Funktion s: N — N und (speziell: injektiver Funktion)
» einer Konstante z € N (mit weiteren Eigenschaften)
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Algebraische Strukturen — Grundlagen

Kurzeinfohrung:
e algebraische Struktur ist eine Menge M
zusammen mit Relationen, Funktionen, und Konstanten auf M
e hdufig unterliegen diese weiteren Einschrankungen

Beispiele
o (N, nachfolger, 0) ist eine algebraische Struktur mit

» einer Funktion nachfolger: N — N und
» einer Konstante 0 € N

@ Peano-Axiome beschreiben algebraische Strukturen (N, s, z) mit

(siehe §6.6)
» einer Funktion s: N — N und (speziell: injektiver Funktion)
» einer Konstante z € N (mit weiteren Eigenschaften)

o jede teilweise geordnete Menge (M, <)
ist eine algebraische Struktur mit

» einer Relation < C M x M (speziell: einer Ordnungsrelation)

V.
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Algebraische Strukturen — Grundlagen

§9.2 Definition (Algebraische Struktur)
Sei U eine Grundmenge und seien
o R,...,R € U x U Relationen auf U
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Algebraische Strukturen — Grundlagen

§9.2 Definition (Algebraische Struktur)
Sei U eine Grundmenge und seien
o R,...,R € U x U Relationen auf U
o f,....f: Ux U— U bindgre (zweistellige) Funktionen auf U
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Algebraische Strukturen — Grundlagen

§9.2 Definition (Algebraische Struktur)

Sei U eine Grundmenge und seien
o R,...,R € U x U Relationen auf U
o f,....f: Ux U— U bindgre (zweistellige) Funktionen auf U
© gi,...,9m: U— U undre (einstellige) Funktionen auf U und

10



Algebraische Strukturen — Grundlagen

§9.2 Definition (Algebraische Struktur)
Sei U eine Grundmenge und seien
o R,...,R € U x U Relationen auf U

o f,....f: Ux U— U bindgre (zweistellige) Funktionen auf U
© gi,...,9m: U— U undre (einstellige) Funktionen auf U und
° q,...,c, € UElemente (auch: Konstanten) von U.
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Algebraische Strukturen — Grundlagen

§9.2 Definition (Algebraische Struktur)

Sei U eine Grundmenge und seien

o R,...,R € U x U Relationen auf U

o f,....f: Ux U— U bindgre (zweistellige) Funktionen auf U
© gi,...,9m: U— U undre (einstellige) Funktionen auf U und
° q,...,c, € UElemente (auch: Konstanten) von U.

Danniist (U, (Ry,...,Re), (..., f0), (g1, ..., gm), (c,...,cn)) eine
algebraische Struktur des Typs (k, ¢, m, n).
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Algebraische Strukturen — Grundlagen

§9.2 Definition (Algebraische Struktur)
Sei U eine Grundmenge und seien
o R,...,R € U x U Relationen auf U

o f,....f: Ux U— U bindgre (zweistellige) Funktionen auf U
© gi,...,9m: U— U undre (einstellige) Funktionen auf U und
° q,...,c, € UElemente (auch: Konstanten) von U.

Danniist (U, (Ry,...,Re), (fi,....f), (g1, ... gm),{(q, ..., cn)) eine
algebraische Struktur des Typs (k, ¢, m, n).

Beispiele

o jede Aquivalenzrelation = C M x M liefert eine algebraische Struktur
(M, (=), 0, 0, () des Typs (1, 0, 0, 0)

o die Wahrheitswerte {0, 1} bilden eine algebraische Struktur
({0, 1}, 0, (V, A), (), (0, 1)) des Typs (0, 2, 1, 2)
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Algebraische Strukturen — Grundlagen

Notizen

@ algebraische Struktur
= Grundmenge mit Relationen, Funktionen und Konstanten

@ wir betrachten nur bindre und unére Funktionen
und (2-stellige) Relationen

23



Algebraische Strukturen — Grundlagen

Notizen

@ algebraische Struktur
= Grundmenge mit Relationen, Funktionen und Konstanten

@ wir betrachten nur binére und unéare Funktionen
und (2-stellige) Relationen
@ Reihenfolge im Typ:
@ Anzahl Relationen
@ Anzahl binérer Funktionen
@ Anzahl unarer Funktionen
@ Anzahl Konstanten
o wir lassen leere Blécke am Ende weg
und lassen die Gruppierung weg, falls offensichtlich
28. (M, (<)) oder (M, <) statt (M, (<), (). ), ()
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Algebraische Strukturen — Grundlagen

weitere Beispiele

o jede teilweise geordnete Menge (M, <) ist eine
algebraische Struktur des Typs (1,0, 0, O)




Algebraische Strukturen — Grundlagen

weitere Beispiele
o jede teilweise geordnete Menge (M, <) ist eine
algebraische Struktur des Typs (1,0, 0 O)

o die Peano-Axiome spezifizieren eine
algebraische Struktur (N, s, z) des Typs (0,0,1,1)
(Beschreibung der natirlichen Zahlen)




Algebraische Strukturen — Grundlagen

weitere Beispiele
o jede teilweise geordnete Menge (M, <) ist eine
algebraische Struktur des Typs (1,0, 0 O)

o die Peano-Axiome spezifizieren eine
algebraische Struktur (N, s, z) des Typs (0,0,1,1)
(Beschreibung der natirlichen Zahlen)

o jede Potenzmenge P(M) liefert eine algebraische
Struktur (P(M), C, U, N, -, 0, M) des Typs (1,2,1,2)
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Algebraische Strukturen — Isomorphie

§9.2 Definition (Isomorphismus)

SeienU = (U, (R, ..., Re), (h,-...fo), (qn, ..., 9m), (q, ...,Cn)) und
U =R, R ) (g )y (s >) zwei
algebraische Strukturen gleichen Typs.

Eine Funktion ¢: U — U’ heit Isomorphismus von U nach U, gdw.
o o bijektiv ist,




Algebraische Strukturen — Isomorphie

§9.2 Definition (Isomorphismus)

SeienU = (U, (R, ..., Re), (h,-...fo), (qn, ..., 9m), (q, ...,Cn)) und
U =R, R ) (g )y (s >) zwei
algebraische Strukturen gleichen Typs.

Eine Funktion ¢: U — U’ heit Isomorphismus von U nach U, gdw.
o o bijektiv ist,
o firadlel <i<kund uy,u, € Ugilt

(u,v) €R gdw. (o(u), o(v2)) € R




Algebraische Strukturen — Isomorphie

§9.2 Definition (Isomorphismus)

SeienU = (U, (R, ..., Re), (h,-...fo), (qn, ..., 9m), (q, ...,Cn)) und
U =R, R ) (g )y (s >) zwei
algebraische Strukturen gleichen Typs.
Eine Funktion ¢: U — U’ heit Isomorphismus von U nach U, gdw.

o o bijektiv ist,

o firadlel <i<kund uy,u, € Ugilt

() ek gdw  (p(u)o(w)) € R
o furalle1 <i</und u,u; € U qilt
o(fi(u, v2)) = f (e(w), o(v2))

o ¢(gi(v)) = gi(¢(v)) foralle1 < i< mund v € U, und
o p(c) =cl firallel <i<n




Algebraische Strukturen — Isomorphie

§9.2 Definition (Isomorphismus)

SeienU = (U, (R, ..., Re), (h,-...fo), (qn, ..., 9m), (q, ...,Cn)) und
U =R, R ) (g )y (s >) zwei
algebraische Strukturen gleichen Typs.

Eine Funktion ¢: U — U’ heit Isomorphismus von U nach U, gdw.
o o bijektiv ist,
o firadlel <i<kund uy,u, € Ugilt
(n.up) €R gdw.  (p(u), p(v2)) € R
o furalle1 <i</und u,u; € U qilt

p(fi(w, 1)) = £ (e(v), (v2))

o ¢(gi(v)) = gi(¢(v)) foralle1 < i< mund v € U, und
o p(c) =cl firallel <i<n

U und U’ heiBen isomorph, gdw. ein solcher Isomorphismus existiert.
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Algebraische Strukturen — Isomorphie

Beispiel

(N, nachfolger,0) und ({z€ Z | z< 0}, g,0) mit g(z) = z — 1 fur alle
z < 0 sind isomorph vermittels

OoO—rHR—N—W— D —
\ 1 .
\ /
\
\
\
\
\ /
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Algebraische Strukturen — Isomorphie

Beispiel
(N, nachfolger,0) und ({z€ Z | z< 0}, g,0) mit g(z) = z — 1 fur alle
z < 0 sind isomorph vermittels Isomorphismus ¢(n) = —n fur alle n € N
o ¢ bijektiv (leicht nachweisbar)

o (nachfolger(n)) = p(n +1) = —n— 1= g(~n) = geo(n))

O N W —h—
\ / .
\ /
\
\
\
\
\
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Algebraische Strukturen — Isomorphie

Beispiel
(N, nachfolger,0) und ({z€ Z | z< 0}, g,0) mit g(z) = z — 1 fur alle
z < 0 sind isomorph vermittels Isomorphismus ¢(n) = —n fur alle n € N
o ¢ bijektiv (leicht nachweisbar)

o (nachfolger(n)) = p(n +1) = —n— 1= g(~n) = geo(n))

N -—O

w

S

O—»»—\—»M—»w—»#—»:
e le— e
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Algebraische Strukturen — Isomorphie

Beispiel
(N, nachfolger,0) und ({z€ Z | z< 0}, g,0) mit g(z) = z — 1 fur alle
z < 0 sind isomorph vermittels Isomorphismus ¢(n) = —n fur alle n € N
o ¢ bijektiv (leicht nachweisbar)

o w(nachfolger(n)) = ¢(n+1) = —n—1 = g(—n) = g((n)
e »(0)=0

OoO— R —N—W——>ph—
\ /
\ /
\
\
\ /
\
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Algebraische Strukturen — Isomorphie

weiteres Beispiel
(N,<)und ({z€ Z | z < 0}, <) sind nicht isomorph

— O
N =

w

S

oO— N — > W— D -
e
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Algebraische Strukturen — Isomorphie

weiteres Beispiel

(N, <) und ({z€ Z | z < 0}, <) sind nicht isomorph
Beweis: Sei ¢ Isomorphismus und z = ¢(0).

—O
N =

w

S

O—=—e N —W—> D ——
[ U I |
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Algebraische Strukturen — Isomorphie

weiteres Beispiel

(N, <) und ({z€ Z | z < 0}, <) sind nicht isomorph

Beweis: Sei ¢ Isomorphismus und z = ¢(0). Da z — 1 < 0 und ¢ bijektiv,

existiert n € N'\ {0}, so dass ¢(n) = z—1. Es gilt 0 < n, aber

©(0) =z £ z—1= p(n) im Widerspruch zur Isomorphismus-Eigenschaft.
Also existiert kein Isomorphismus und die Strukturen sind nicht isomorph.

v

?

]
!
!
T4

O—R—N—W—>h— .

]
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Algebraische Strukturen — Isomorphie

weiteres Beispiel

(N, <) und ({z€ Z | z < 0}, <) sind nicht isomorph

Beweis: Sei ¢ Isomorphismus und z = ¢(0). Da z — 1 < 0 und ¢ bijektiv,

existiert n € N\ {0}, so dass ¢(n) = z—1. Es gilt 0 < n, aber

©(0) =z £ z—1= p(n) im Widerspruch zur Isomorphismus-Eigenschaft.
Also existiert kein Isomorphismus und die Strukturen sind nicht isomorph.

v

— O

w

S

O—»n—l—»l\)—»w—»#—»:
P O P (|

30



Algebraische Strukturen — Isomorphie

§9.3 Theorem

Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation
auf algebraischen Strukturen eines bestimmten Typs.

Beweis.
leichte Ubung O
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Algebraische Strukturen — Isomorphie

§9.4 Theorem J

idg ist der einzige Isomorphismus von und auf (Q, +,-)

VA



Algebraische Strukturen — Isomorphie

§9.4 Theorem

idg ist der einzige Isomorphismus von und auf (Q, +,-)

Beweis (direkt: 1/2).
Sei p: Q — Q ein Isomorphismus von und auf (Q, +, -).
Wir zeigen zundchst p(0) = 0, (1) =1und p(-1) = —1.

0 ¢©(0) = (0 + 0) =p(0) + ¢(0). Es gibt nur eine Zahl n € Q, so dass
n=n+ n. Also ¢(0) = 0.

49



Algebraische Strukturen — Isomorphie

§9.4 Theorem

idg ist der einzige Isomorphismus von und auf (Q, +,-)

Beweis (direkt: 1/2).
Sei p: Q — Q ein Isomorphismus von und auf (Q, +, -).
Wir zeigen zundchst p(0) = 0, (1) =1und p(-1) = —1.
0 ¢©(0) = (0 + 0) =p(0) + ¢(0). Es gibt nur eine Zahl n € Q, so dass
n=n+ n. Also ¢(0) = 0.

o (1) =(-1) =¢(1) - ¢(1). Es gibt nur zwei Zahlen n € Q, so dass
n=n-n.Da p(0) = 0 und ¢ injektiv ist, gilt also p(1) = 1.
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Algebraische Strukturen — Isomorphie

§9.4 Theorem

idg ist der einzige Isomorphismus von und auf (Q, +,-)

Beweis (direkt: 1/2).
Sei p: Q — Q ein Isomorphismus von und auf (Q, +, -).
Wir zeigen zundchst p(0) = 0, p(1) =1und p(—1) = —1.
0 ¢©(0) = (0 + 0) =p(0) + ¢(0). Es gibt nur eine Zahl n € Q, so dass
n=n+ n. Also ¢(0) = 0.
o o(1)=p(-1) =¢(1) - ©(1). Es gibt nur zwei Zahlen n € Q, so dass
n=n-n.Da p(0) = 0 und ¢ injektiv ist, gilt also p(1) = 1.
o (1) =p((=1) - (=1)) = ©(—1) - p(—1). Es gibt nur zwei Zahlen n € Q,
so dass p(1) =1=n-n.Da ¢(1) =1 und ¢ injektiv ist, gilt also
p(=1) = 1.
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Algebraische Strukturen — Isomorphie

Beweis (direkt: 2/2).
Sei p: Q — Q ein Isomorphismus von und auf (Q, +, -).

o For jedes n € N gilt

pn)=e(t--+D)=p)+-+e()=1+---+1=n

n mal n mal n mal

45



Algebraische Strukturen — Isomorphie

Beweis (direkt: 2/2).
Sei p: Q — Q ein Isomorphismus von und auf (Q, +, -).

o For jedes n € N gilt

pn)=e(t--+D)=p)+-+e()=1+---+1=n

n mal n mal n mal

o Analog fur z € Z mit z < 0 untfer Nutzung von —1

46



Algebraische Strukturen — Isomorphie

Beweis (direkt: 2/2).
Sei p: Q — Q ein Isomorphismus von und auf (Q, +, -).

o For jedes n € N gilt

pn)=e(t--+D)=p)+-+e()=1+---+1=n

n mal n mal n mal

o Analog fur z € Z mit z < 0 untfer Nutzung von —1

o Seien m,n € Z mit n> 0. Zzg. o(7) = 7. Es gilt

n
m

m=p(m) = ¢(= 1) = (=) - 6(n) = p(=) - 1

Diese Gleichung laBt sich eindeutig l6sen und wir erhalten () = .
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Algebraische Strukturen — Isomorphie

Beweis (direkt: 2/2).
Sei p: Q — Q ein Isomorphismus von und auf (Q, +, -).

o For jedes n € N gilt

pn)=e(t--+D)=p)+-+e()=1+---+1=n

n mal n mal n mal

o Analog fur z € Z mit z < 0 untfer Nutzung von —1

o Seien m,n € Z mit n> 0. Zzg. o(7) = 7. Es gilt

n

m m m
m=p(m) = p(—-n) =p()-@(n) = () -n

Diese Gleichung laBt sich eindeutig l6sen und wir erhalten () = .

Also gilt ¢ = idg. O]

v
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Verbande — Charakterisierung

Theorem (88.16)

For jeden Verband (M, <) und alle x, y, z € M gelten
e xVy=yVxundxAy=yAx Kommutativitat
@ xV(yvz)=(xVy)Vzund xA(yAz)=(xAy)Az Assoziativitat
@ xV(xAy)=xund xA(xVy)=x Absorpiionl

Notizen:

o fur jeden Verband (M, <) (selbst eine algebraische Strukiur)
existiert also eine algebraische Struktur (M, v, A) mit den obigen
Beschrdnkungen an die Funktionen V,A: M X M — M

49



Verbande — Charakterisierung

§9.5 Theorem

Sei (M, L1, M) eine algebraische Struktur des Typs (0, 2,0, 0), so dass fur
alle x,y,ze M

e xUy=yUxundxMy=yMx Kommutativitat
e xU(yUz)=(xUy)Uzund xM(yMz)=(xMy)Nz Assoziativitat
o xU(xMy)=xund xM(xUy)=x Absorption

50



Verbande — Charakterisierung

§9.5 Theorem

Sei (M, L1, M) eine algebraische Struktur des Typs (0, 2,0, 0), so dass fur
alle x,y,ze M

e xUy=yUxund xMy=ymMx Kommutativitat
e xU(yUz)=(xUy)Uzund xM(yMz)=(xMy)Nz Assoziativitat
o xU(xMy)=xund xM(xUy)=x Absorption

Dann ist (M, <) ein Verband, wobei

<={(x,y) EMXM| x=xMNy}

51



Verbande — Charakterisierung

Beweis (direkt; 1/2).

Fur alle x, y € Mist also x < y gdw. x = x M y. Wir weisen zundchst die
Eigenschaften einer Ordnungsrelation nach:

59



Verbande — Charakterisierung

Beweis (direkt; 1/2).
Fur alle x, y € Mist also x < y gdw. x = x M y. Wir weisen zundchst die
Eigenschaften einer Ordnungsrelation nach:
o reflexiv: Fur jedes x € M gilt x = x M (x U (x M x)) = x 1 x (Absorption
zweifach) also auch x < x.




Verbande — Charakterisierung

Beweis (direkt; 1/2).
Fur alle x, y € Mist also x < y gdw. x = x M y. Wir weisen zundchst die
Eigenschaften einer Ordnungsrelation nach:

o reflexiv: Fur jedes x € M gilt x = x M (x U (x M x)) = x 1 x (Absorption

zweifach) also auch x < x.

o antisymmetrisch: Seien x < y und y < x. D.h. x = xM y und
y = y M x. Mit Hilfe der Kommutativitat gilt dann

X=xMNy=ylx=y




Verbande — Charakterisierung

Beweis (direkt; 1/2).

Fur alle x, y € Mist also x < y gdw. x = x M y. Wir weisen zundchst die
Eigenschaften einer Ordnungsrelation nach:

o reflexiv: Fur jedes x € M gilt x = x M (x U (x M x)) = x 1 x (Absorption
zweifach) also auch x < x.

o antisymmetrisch: Seien x X yund y < x. D.h. x = xM y und
y = y M x. Mit Hilfe der Kommutativitat gilt dann

X=xMNy=ylx=y

o transitiv: Seien x < yund y < z.D.h. x = xMyund y = yM z. Unter
Nutzung der Assoziativitdt erhalten wir

x=xMNy=xMN(yNz)=(xNy)Nz=xMNz

und damit x < z.




Verbande — Charakterisierung

Beweis (direkt; 2/2).
For alle x, y € Mist also x < y gdw. x = x M y. Wir weisen nun noch die
Suprema (Infima analog) nach:

o Supremum: Seien x, y € M. Wir behaupten, dass x LI y das Supremum
von {x, y} ist.

56




Verbande — Charakterisierung

Beweis (direkt; 2/2).

For alle x, y € Mist also x < y gdw. x = x M y. Wir weisen nun noch die
Suprema (Infima analog) nach:
o Supremum: Seien x, y € M. Wir behaupten, dass x LI y das Supremum
von {x, y} ist.

obere Schranke: Es gilt x = x M (x U y) (Absorption) und damit
x = x U y. Ebenso gilt y = yM(yU x) und damit y < x U y, da
y L x = x Uy (Kommutativitat).




Verbande — Charakterisierung

Beweis (direkt; 2/2).

For alle x, y € Mist also x < y gdw. x = x M y. Wir weisen nun noch die
Suprema (Infima analog) nach:

o Supremum: Seien x, y € M. Wir behaupten, dass x LI y das Supremum
von {x, y} ist.
obere Schranke: Es gilt x = x M (x U y) (Absorption) und damit
x = x U y. Ebenso gilt y = yM(yU x) und damit y < x U y, da
y L x = x Uy (Kommutativitat).
kleinste obere Schranke: Sei z € M, so dass x < zund y < z. D.h.
x = xMzund y =y z Wir folgern zundchst mit Absorption und
Kommutativitat x iz = (xNz)Uz=zund yuz=(yMNz)Uz=z
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Verbande — Charakterisierung

Beweis (direkt; 2/2).

For alle x, y € Mist also x < y gdw. x = x M y. Wir weisen nun noch die
Suprema (Infima analog) nach:
o Supremum: Seien x, y € M. Wir behaupten, dass x LI y das Supremum
von {x, y} ist.
obere Schranke: Es gilt x = x M (x U y) (Absorption) und damit
x = x U y. Ebenso gilt y = yM(yU x) und damit y < x U y, da
y L x = x Uy (Kommutativitat).
kleinste obere Schranke: Sei z € M, so dass x < zund y < z. D.h.
x = xMzund y =y z Wir folgern zundchst mit Absorption und
Kommutativitit x Uz = (xNz)Uz=zund yUz=(yNz)Uz==z
Damit ergibt sich nun
(xUynz=(xUy)n(xuz)
=(xUy) N (xuU(yUz)
— (xUY) N ((xUy)U2) = (xUy)

und damit (x L y) < z. ]




Verbande — Charakterisierung

Notizen:
o §8.16 liefert algebraische Struktur a la §9.5 fur jeden Verband
o §9.5 liefert Verband fur jede derartige algebraische Struktur

— starke Korrespondenz (wir verwenden beide Sichtweisen)
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Verbande — Charakterisierung

Notizen:
o §8.16 liefert algebraische Struktur a la §9.5 fur jeden Verband
o §9.5 liefert Verband fur jede derartige algebraische Struktur

— starke Korrespondenz (wir verwenden beide Sichtweisen)

§9.6 Korollar
Die Funktion f mit f((M, <)) = (M, V, A) fir alle Verbande (M, <) ist
bijektiv zwischen Verbanden und algebraischen Strukturen a la §9.5.
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Verbande — Charakterisierung

Notizen:
o §8.16 liefert algebraische Struktur a la §9.5 fur jeden Verband
o §9.5 liefert Verband fur jede derartige algebraische Struktur

— starke Korrespondenz (wir verwenden beide Sichtweisen)

§9.6 Korollar

Die Funktion f mit f((M, <)) = (M, V, A) fir alle Verbande (M, <) ist
bijektiv zwischen Verbanden und algebraischen Strukturen a la §9.5.

Beweis.

Hier ohne Beweis. Es wdre noch zu zeigen, dass die Umwandlungen aus
§8.16 und §9.5 unter Komposition die Identitéten liefern. O

v

b7



Verbande — Charakterisierung

§9.7 Definition (Unterstruktur)

SeienU = (U, (R, ..., Re), {hy... o), (a1, ., 9m),(a,...,¢cn)) und

V:(V,(R{,...,RI/<>,<f]’,...,fz’),(g{,...,gﬁn),(c{,...

algebraische Strukturen gleichen Typs.
Dann ist V eine Unterstrukiur von U, gdw.

o VCU

,ch)) zwei
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Verbande — Charakterisierung

§9.7 Definition (Unterstruktur)

SeienU = (U, (R, ..., Re), {hy... o), (a1, ., 9m),(a,...,¢cn)) und
V=V, (R,....R), (... 1), (9 Gm)s (G, - -5 cp)) Zwei
algebraische Strukturen gleichen Typs.

Dann ist V eine Unterstrukiur von U, gdw.

o VCU
o for alle 1< i < k und v, v, € V gilt (R =Rin (V> V)

(vi,v2) € R gdw. (vi,v2) €R;
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Verbande — Charakterisierung

§9.7 Definition (Unterstruktur)

SeienU = (U, (R, ..., Re), {hy... o), (a1, ., 9m),(a,...,¢cn)) und
V=V, (R,....R), (... 1), (9 Gm)s (G, - -5 cp)) Zwei
algebraische Strukturen gleichen Typs.

Dann ist V eine Unterstrukiur von U, gdw.

o VCU

o furalle1 <i< kund vi,v, € V gilt (Ri=Rin(VxV)
(vi,v2) € R gdw. (vi,v2) €R;

o fl(vi,vy) = fi(vi,vp) furalle 1 <i<lund vi,vy € V

o gi(v) =gi(v) foralle1<i<mundveV, und
o c=cfiralel<i<n
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Verbande — Charakterisierung

Notizen:

@ Relationen, Funktionen und Konstanten der Oberstruktur Ubertragen
sich eingeschrankt auf V auf die Unterstruktur

e wir sagen daher V C U bildet eine Unterstruktur, falls

(VR R ) g Gy (@, -y cn))

eine algebraische Struktur ist, wobei
» Ri=RNV2foralel <i<k
» f=£N V3iforallel<i<?¢
> gi=ginV2firallel <i<m
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Verbande — Charakterisierung

Beispiel: Wir betrachten den Verband & = (P({1, 2, 3},U,N)

{1,2,3}
{1.2} {1,3} {2,3}
{1} {2} {3}

und die Teilmenge V = {0, {1}, {3}, {1, 2, 3} }.
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Verbande — Charakterisierung

Beispiel: Wir betrachten den Verband & = (P({1, 2, 3},U,N)

{1,2,3}
{1.2} {1,3} {2,3}
{1} {2} {3}

und die Teilmenge V = {0, {1}, {3}, {1, 2, 3} }.

V bildet keine Unterstruktur von U/
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Verbande — Charakterisierung

Beispiel: Wir betrachten den Verband & = (P({1, 2, 3},U,N)

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

und die Teilmenge V' = {0, {1}, {2, 3}, {1, 2, 3} }.
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Verbande — Charakterisierung

Beispiel: Wir betrachten den Verband & = (P({1, 2, 3},U,N)

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

und die Teilmenge V' = {0, {1}, {2, 3}, {1, 2, 3} }.

V' bildet eine Unterstruktur von U
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Verbande — Charakterisierung

§9.8 Theorem (Charakterisierung Distributivitat)

Sei V = (V,V, A) eine algebraische Struktur mit den Eigenschaften aus §9.5
(d.h. ein Verband (V, <) mit Supremum V und Infimum A). Dann ist
V distributiv gdw. keine Unterstruktur von V isomorph zu M3 oder Ns ist.

AN
\\/ \
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Verbande — Charakterisierung

Beweisskizze (1/3).

Sei U C V eine Teilmenge, die eine Unterstruktur (U, V', \") bildet,
die isomorph zu M3 = ({0, 1, 2, 3, oo}, V3, A3) ist.

Sei ¢: U— {0, 1,2, 3, co} ein Isomorphismus.

Also existieren u;, up, u3 € U mit

p(u) =1 e(rr)=2 und  (u) =3




Verbande — Charakterisierung

Beweisskizze (1/3).
Sei U C V eine Teilmenge, die eine Unterstruktur (U, V', \") bildet,
die isomorph zu M3 = ({0, 1, 2, 3, oo}, V3, A3) ist.
Sei ¢: U— {0, 1,2, 3, co} ein Isomorphismus.
Also existieren u;, up, u3 € U mit

o(u) =1 o(v) =2 und o(u3) =
Dann gilt

QO(U] V (U2 N U3)) = (p(U] v/ (U2 N U3))
= p(u) V3 (p(v2) A3 p(13)) =1V3(2A33) =1

e((n V) A(u V) =e((uV ) N (nV us))

= (¢e(u1) V3 o(12)) A3 (e(ur) V3 @(u3))
=(1V32) A3 (1V33) = o0




Verbande — Charakterisierung

Beweisskizze (1/3).
Sei U C V eine Teilmenge, die eine Unterstruktur (U, V', A') bildet,
die isomorph zu M3 = ({0, 1, 2, 3, oo}, V3, A3) ist.
Sei ¢: U— {0, 1,2, 3, co} ein Isomorphismus.
Also existieren uy, uy, u3 € U mit
p(u) =1 () =2 und  p(u3) =
Dann gilt
QO(U] V (U2 VAN U3)) = (p(U] v/ (U2 N U3))
= o(u) V3 (p(u2) A3 p(u3)) =1V3 (213 3) =1

QO((U1 \ UZ) A (U] V U3)) = @((Ul v/ U2) N (U] Vi US))
= (¢e(u1) V3 o(12)) A3 (e(ur) V3 @(u3))
=(1V32) A3 (1V33) =0

Da 1 # oo, gilt auch ¢7(1) # ' (c0), womit V' nicht distributiv ist.




Verbande — Charakterisierung

Beweisskizze (2/3).
(isomorph zu N5 analog) Umgekehrt sei V nicht distributiv.




Verbande — Charakterisierung

Beweisskizze (2/3).
(isomorph zu N5 analog) Umgekehrt sei V nicht distributiv.

Fall 1: Es existieren a, b,c € V mit a < b und

aV(bAc)#(aVvb)A(aVec)=bA(aVc)




Verbande — Charakterisierung

Beweisskizze (2/3).
(isomorph zu N5 analog) Umgekehrt sei V nicht distributiv.

Fall 1: Es existieren a, b,c € V mit a < b und
aV(bAc)#(aVvb)A(aVec)=bA(aVc)
Es folgt, dass das linke Hasse-Diagramm

aVvce

b/\(Tvc)/ \C Z")/ \2
aVv(bAc) 1
bAc 0

eine Unterstruktur von V ist (viel Nachrechnen). Der Isomorphismus zu Ns
(rechtes Hasse-Diagramm) ist offensichtlich.




Verbande — Charakterisierung

Beispiele vom Nachrechnen:

o partielle Ordnung: zzg. aV (bA¢c) < bA(aVc)
Wir zeigen dazu aV (bAc) <bundaV (bAc)=<aVec
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Verbande — Charakterisierung

Beispiele vom Nachrechnen:
o partielle Ordnung: zzg. aV (bA¢c) < bA(aVc)
Wir zeigen dazu aV (bAc) < bund aV (bAc) =< aV c Dies
wiederum zeigen wir durch a < bund b A ¢ < b sowie a < aV ¢ und
bANc=<c=<aVec

70



Verbande — Charakterisierung

Beispiele vom Nachrechnen:
o partielle Ordnung: zzg. aV (bA¢c) < bA(aVc)
Wir zeigen dazu aV (bAc) < bund aV (bAc) =< aV c Dies
wiederum zeigen wir durch a < bund b A ¢ < b sowie a < aV ¢ und
bANc=<c=<aVec

@ Suprema und Infima: z.zg. (bA (aV ¢)) V c = aV c. Wir zeigen dazu
(bA(aVe)Ve=aVecVe=aVcunda=<bA(aVec).
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Verbande — Charakterisierung

Beispiele vom Nachrechnen:
o partielle Ordnung: zzg. aV (bA¢c) < bA(aVc)
Wir zeigen dazu aV (bAc) < bund aV (bAc) =< aV c Dies
wiederum zeigen wir durch a < bund b A ¢ < b sowie a < aV ¢ und
bANc=<c=<aVec

@ Suprema und Infima: z.zg. (bA (aV ¢)) V c = aV c. Wir zeigen dazu
(bA(aVe)Ve=aVecVe=aVcunda=bA(aVc). Dies
wiederum zeigen wir durch a < bund a < aVc.

a1



Verbande — Charakterisierung

Beispiele vom Nachrechnen:
o partielle Ordnung: zzg. aV (bA¢c) < bA(aVc)
Wir zeigen dazu aV (bAc) < bund aV (bAc) =< aV c Dies
wiederum zeigen wir durch a < bund b A ¢ < b sowie a < aV ¢ und
bANc=<c=<aVec

@ Suprema und Infima: z.zg. (bA (aV ¢)) V c = aV c. Wir zeigen dazu
(bA(aVe)Ve=aVecVe=aVcunda=bA(aVc). Dies
wiederum zeigen wir durch a < bund a < aVc.

@ Ungleichheit: zzg. aVV (bAc) # bAc.SeiaV (bAc)=bAc. Also
a=<bAc=c womit

aV(bhnc)=bAc=bA(aVc)

im Widerspruch zur Annahme.
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Verbande — Charakterisierung

Beweisskizze (3/3).
Fall 2: Fur alle x,y,z€ Vmit x 2 ygilt xV(yAz) =yA(xV z).

3



Verbande — Charakterisierung

Beweisskizze (3/3).

Fall 2: Fur alle x,y,z€ V mit x < y gilt xV(yAz) = yA(xV z). Trotzdem
existieren a, b, c € V, so dass

aV(bAc)# (aVb)A(aVc)

Q4



Verbande — Charakterisierung

Beweisskizze (3/3).

Fall 2: Fur alle x,y,z€ V mit x < y gilt xV(yAz) = yA(xV z). Trotzdem
existieren a, b, c € V, so dass

aV(bAc)# (aVb)A(aVc)

Es folgt, dass das linke Hasse-Diagramm mit
L=(anb)V(aAnc)V(bAc)und T =(aVb)A(aVc)A(bVc)

/\\ 1/10\3

(avL)AT (bVL)A (eVL)AT

~ N%

eine Unterstruktur von V ist (noch mehr Nachrechnen). Der Isomorphismus
zu M3 (rechtes Hasse-Diagramm) ist offensichtlich. O

v
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Verbande — Charakterisierung

Nicht-distributiver Verband Ms:

SIN
%
0
denn1V (2A3)=1v0=1

aber (TV2)A(1V3)=00A(1V3)=00A00=00
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Verbande — Charakterisierung

Nicht-distributiver Verband Ms:

SIN
%
0
denn 1V (2A3)=1v0=1

aber (TV2)A(1V3)=00A(1V3)=00A00=00

Q7



Verbande — Charakterisierung

Nicht-distributiver Verband Ms:

SIN
%
0
denn 1V (2A3)=1Vv0=1

aber (TV2)A(1V3)=00A(1V3)=00A00=00

88



Verbande — Charakterisierung

Nicht-distributiver Verband Ms:

SIN
%
0
denn1V (2A3)=1v0=1

aber (TV2)A(1V3)=00oA(1V3)=00A00=00

80



Verbande — Charakterisierung

Nicht-distributiver Verband Ms:

SIN
%
0
denn1V (2A3)=1v0=1

aber (TV2)A(1V3)=0c0A(1V3)=00A00=00

20



Verbande — Charakterisierung

Nicht-distributiver Verband Ms:

SIN
%
0
denn1V (2A3)=1v0=1

aber (TV2)A(1V3)=00oA(1V3)=00A00=00

Q1



Verbande — Charakterisierung

Nicht-distributiver Verband Ms:

SIN
%
0
denn1V (2A3)=1v0=1

aber (TV2)A(1V3)=00A(1V3)=00A00=00

(o)



Verbande — Charakterisierung

Nicht-distributiver Verband Ns:

denn1V(2A3)=1v0=1
aber 1V2)A(1V3)=00A(1V3)=00A3 =3

013



Verbande — Charakterisierung

Nicht-distributiver Verband Ns:

denn 1V (2A3)=1v0=1
aber 1V2)A(1V3)=00A(1V3)=00A3 =3

04



Verbande — Charakterisierung

Nicht-distributiver Verband Ns:

denn 1V (2A3)=1v0=1
aber 1V2)A(1V3)=00A(1V3)=00A3 =3

(o2



Verbande — Charakterisierung

Nicht-distributiver Verband Ns:

denn1V(2A3)=1v0=1
aber 1V2)A(1V3)=0ccA(1V3)=00A3 =3

064



Verbande — Charakterisierung

Nicht-distributiver Verband Ns:

denn1V(2A3)=1v0=1
aber 1V2)A(1V3)=00A(IV3)=00A3 =3
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Verbande — Charakterisierung

Nicht-distributiver Verband Ns:

denn1V(2A3)=1v0=1
aber 1V2)A(1V3)=00A(1V3)=00A3 =3

08



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§9.9 Definition (Komplement und Boolesche Algebra)

Sei (M, <) ein Verband mit kleinstem Element L (von M) und
gréBtem Element T (von M).

o Sei x € M. Ein Element y € M heiflt Komplement von x gdw.
xANy=_lundxVy=T.

00



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§9.9 Definition (Komplement und Boolesche Algebra)
Sei (M, <) ein Verband mit kleinstem Element L (von M) und
gréBtem Element T (von M).
o Sei x € M. Ein Element y € M heiflt Komplement von x gdw.
xANy=_lundxVy=T.
o Der Verband (M, <) heilt komplementiert gdw.
fur jedes x € M ein Komplement y € M von x existiert.
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§9.9 Definition (Komplement und Boolesche Algebra)
Sei (M, <) ein Verband mit kleinstem Element L (von M) und
gréBtem Element T (von M).
o Sei x € M. Ein Element y € M heiflt Komplement von x gdw.
xANy=_lundxVy=T.
o Der Verband (M, <) heilt komplementiert gdw.
fur jedes x € M ein Komplement y € M von x existiert.

o Der Verband (M, <) heiflt Boolesche Algebra gdw.
er komplementiert und distributiv ist und L # T gilt.

George Boole (* 1815; 1 1864)
o engl. Philosoph und Mathematiker
o symbolische Aussagenlogik

o nur Grundschulausbildung




Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:

e Komplemente sind in allgemeinen Verbénden nicht eindeutig

I\
NI
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:
e Komplemente sind in allgemeinen Verbénden nicht eindeutig

@ 2 ist Komplement von 1

I\
NI
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:
e Komplemente sind in allgemeinen Verbénden nicht eindeutig
@ 2 ist Komplement von 1

@ 3 ist auch Komplement von 1

I\
NI
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§9.10 Theorem

Sei (M, <) ein distributiver Verband mit kleinstem Element L und gréBtem
Element T. Fir jedes x € M existiert héchstens ein Komplement von x.

105



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§9.10 Theorem

Sei (M, <) ein distributiver Verband mit kleinstem Element L und gréBtem
Element T. Fir jedes x € M existiert héchstens ein Komplement von x.

Beweis (direkt).
Sei x € M und seien y, z € M Komplemente von x.
o Wir zeigeny=yAz
y=TAy=(xVz)Ay=(xAy)V(zAy)
=1V(zAy)=yAz
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§9.10 Theorem

Sei (M, <) ein distributiver Verband mit kleinstem Element L und gréBtem
Element T. Fir jedes x € M existiert héchstens ein Komplement von x.

Beweis (direkt).
Sei x € M und seien y, z € M Komplemente von x.
o Wir zeigeny=yAz
y=TAy=(xVz)Ay=(xAy)V(zAy)
=1V(zAy)=yAz
o Wir zeigenz=yAz

z=TANz=(xVyArhz=(xANz)V(yAz)
=1V(ynz)=ynz

)
10)/



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§9.10 Theorem

Sei (M, <) ein distributiver Verband mit kleinstem Element L und gréBtem
Element T. Fir jedes x € M existiert héchstens ein Komplement von x.

Beweis (direkt).
Sei x € M und seien y, z € M Komplemente von x.
o Wir zeigeny=yAz

y=TAy=(xVz)Ay=(xAy)V(zAy)
=1V(zAy)=yAz
o Wir zeigenz=yAz

z=TANz=(xVyArhz=(xANz)V(yAz)
=1V(ynz)=ynz

Alsoy=yAz=z O




Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beispiel

({0, 1},{(0,0), (0,1), (1,1)}) Verband der Wahrheitswerte mit
o kleinstem Element 0 und gréRtem Element 1
@ Supremum V und Infimum A

Ist distributiv, da total geordnet.

For jedes b € {0, 1} gilt bA(1—b)=0und bV (1—b) =1.
b b

Also komplementiert und damit Boolesche Algebra
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

weiteres Beispiel
o fur jede Menge M ist (P(M), C) ein distributiver Verband

> mit kleinstem Element () und gréRtem Element M
» Supremum U und Infimum N

o MN(M) =0 und MU (M) = Mfir jedes M € P(M)
— komplementiert und sogar Boolesche Algebra falls M # ()
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

noch ein Beispiel

@ sei M # () eine unendliche Menge und
M ={X € P(M) | X endlich} U {X € P(M) | M\ X endlich}

o distributiver, unvollsténdiger Verband

» mit kleinstem Element () und gréRtem Element M
» Supremum U und Infimum N

o MN (M) =0 und MU (M) =M fir jedes M € P(M)

— komplementiert und damit Boolesche Algebra

m



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§9.11 Theorem

Sei (M, <) eine Boolesche Algebra mit kleinstem Element L und gréRtem
Element T und sei -: M — M, so dass fur alle x € M das Element x¢ das
Komplement von x ist. Dann gelten

Q@ (x°)° = x fur alle x € Mund
Q@ (xANy)=xVy-und(xVy°=x Ay firalex,yeM

11?2



Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

§9.11 Theorem

Sei (M, <) eine Boolesche Algebra mit kleinstem Element L und gréRtem
Element T und sei -: M — M, so dass fur alle x € M das Element x¢ das
Komplement von x ist. Dann gelten

Q@ (x°)° = x fur alle x € Mund
Q@ (xANy)=xVy-und(xVy°=x Ay firalex,yeM

Beweis (direkt; 1/2).

@ Per Definition ist (x¢)¢ das Komplement von x€. Aufgrund der
Kommutativitat von A und V (§8.16) ist x auch Komplement von x€.
Da das Komplement eindeutig ist (§9.10), gilt x = (x¢)¢.
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beweis (direkt: 2/2).
@ Wir zeigen, dass (x Vy) A (x*Ay)=Lund (xVy) V(xAy)=T.
Aufgrund der Eindeutigkeit des Komplements ist dann
(x Vy) =xAye.




Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beweis (direkt: 2/2).
@ Wir zeigen, dass (x Vy) A (x*Ay)=Lund (xVy) V(xAy)=T.
Aufgrund der Eindeutigkeit des Komplements ist dann
(x Vy) =xAye.

(xVy) A (XA y)
=(xAX"AY)V(yAx“ AY)
=(LAY)V(LAXx)=Lvi=1
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beweis (direkt: 2/2).
@ Wir zeigen, dass (x Vy) A (x*Ay)=Lund (xVy) V(xAy)=T.
Aufgrund der Eindeutigkeit des Komplements ist dann
(x Vy) =xAye.

(xVy) A (XA y)
=(xAX"AY)V(yAx“ AY)
=(LAY)V(LAXx)=Lvi=1

Analog rechnen wir die zweite Gleichheit

(xVy) VvV (xAY)
=(xVyVx)A(xVyVy)
=(TVvyVv(Tvx)=TVvT=T
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Beweis (direkt: 2/2).
@ Wir zeigen, dass (x Vy) A (x*Ay)=Lund (xVy) V(xAy)=T.
Aufgrund der Eindeutigkeit des Komplements ist dann
(x Vy) =xAye.

(xVy) A (XA y)
=(xAX"AY)V(yAx“ AY)
=(LAY)V(LAXx)=Lvi=1

Analog rechnen wir die zweite Gleichheit

(xVy) VvV (xAY)
=(xVyVx)A(xVyVy)
=(TVvyVv(Tvx)=TVvT=T

Ebenso fur das zweite deMorgan-Gesetz. O
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:

@ wir nutzen m® fur das Komplement von m in Booleschen Algebren
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:

@ wir nutzen m® fur das Komplement von m in Booleschen Algebren

§9.12 Theorem (vgl. §9.5)
Sei (M, 1, L, -*, L, T) eine algebraische Struktur des Typs (0, 2,1, 2),
so dass fur alle x,y e M
@ M und LI kommutativ, distributiv und assoziativ sind,
o xU(xMy)=xund xM(xUy)=x, Absorption

o und xMx*= L und xUx*=T. Komplemente

v
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:

@ wir nutzen m® fur das Komplement von m in Booleschen Algebren

§9.12 Theorem (vgl. §9.5)
Sei (M, 1, L, -*, L, T) eine algebraische Struktur des Typs (0, 2,1, 2),
so dass fur alle x,y e M
@ M und LI kommutativ, distributiv und assoziativ sind,
o xU(xMy)=xund xM(xUy)=x, Absorption

o und xMx*= L und xUx*=T. Komplemente

Dann ist (M, <) mit x < y gdw. x = x M y eine Boolesche Algebra.

v
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Algebraische Strukturen — Boolesche Algebren

Notizen:

@ wir nutzen m® fur das Komplement von m in Booleschen Algebren

§9.12 Theorem (vgl. §9.5)

Sei (M, 1, L, -*, L, T) eine algebraische Struktur des Typs (0, 2,1, 2),

so dass fur alle x,y e M
@ M und LI kommutativ, distributiv und assoziativ sind,
o xU(xMy)=xund xM(xUy)=x, Absorption
o und xMx*= L und xUx*=T. Komplemente

Dann ist (M, <) mit x < y gdw. x = x M y eine Boolesche Algebra.

v

Beweis (direkt).
Unter Nutzung von §9.5 leicht nachzurechnen. O
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Zusammenfassung

@ Algebraische Strukturen
@ Isomorphismen und Unterstrukturen
o Charakterisierung Distributivitét

@ Boolesche Algebren

Funfte Aufgabenserie bereits im AlmaWeb verfugbar
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