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Hausaufgabe 4.2(b) Abbildung (i):
o statt abs: Z x Z sollte es abs: Z — Z heiRen

@ neue Version im AlmaWeb ist bereits korrigiert




Vorlesungsstruktur

@ Mathematische Grundlagen
» Aussagen- und Pradikatenlogik
» Naive Mengenlehre
» Relationen und Funktionen

@ Diskrete Strukturen
» Algebraische Strukturen
» Bdume und Graphen
» Arithmetik



Heutige Vorlesung

Ordnung der Kardinalitéten
Endlichkeit & Abzahlbarkeit
kleinste obere Schranke und gréRte untere Schranke

Einfohrung Verbande

Eigenschaften von Verbanden

Bitte Fragen direkt stellen!



Funktionen — Kardinalitat

Definition (§7.6 gleichmachtig)

Zwei Mengen M und N sind gleichmdchtig, kurz |[M| = |N|,
gdw. eine bijektive Funktion f: M — N existiert




Funktionen — Kardinalitat

Definition (§7.6 gleichmachtig)

Zwei Mengen M und N sind gleichmdchtig, kurz M| = [N
gdw. eine bijektive Funktion f: M — N existiert

’

Definition (§7.10 Ordnung der Kardinalitaten)

Die Menge N ist machtiger als die Menge M, kurz M| < |N]|,
(genauer: die Kardinalitét von N ist groRer als die von M)
gdw. eine injektive Funktion f: M — N existiert.




Auftaktfragen

Welche Aussagen gelten fur beliebige Mengen M und N?

o 0] < M|

o [M < [MUN]

o M < MNN|

o M| <M x N|

o (M < MxN]|

o |M < [P(M)

o M < 1M



Auftaktfragen

Welche Aussagen gelten fur beliebige Mengen M und N?
o 0] < M v
o [M < [MUN]
o M < MNN|
o M| <M x N|
o (M < MxN]|
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o M < 1M



Auftaktfragen

Welche Aussagen gelten fur beliebige Mengen M und N?
o 0] < M v
o (M| < [MUN| v
o M < MNN|
o M| <M x N|
o (M < MxN]|
o |M < [P(M)

o M < 1M
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Auftaktfragen

Welche Aussagen gelten fur beliebige Mengen M und N?

o 10] < 1M v
o |M| < |MUN| v
° |M| < |MﬂN| X
o M < |MxN
o M < |MxN|
o M| < [P(AY)

o [M| < M

1



Auftaktfragen

Welche Aussagen gelten fur beliebige Mengen M und N?
o 0] < M v
o [M < [MUN]
o M < MNN|
o M| <M x N|
o (M < MxN]|
o |M < [P(M)
o M < 1M

> X N\
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Auftaktfragen

Welche Aussagen gelten fur beliebige Mengen M und N?
o [0 < |M

v
o |M| < |MUN| v
o|M|§|MﬂN| X
o M| < |Mx N| X
o M < |MxN| v
o M| < [P(AY)

o [M| < M
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Auftaktfragen

Welche Aussagen gelten fur beliebige Mengen M und N?
o 0] < M|
o [M < [MUN]
o M < MNN|
o M| <M x N|
o (M < MxN]|
o |M < [P(M)
o M < 1M

NN %X x NN



Auftaktfragen

Welche Aussagen gelten fur beliebige Mengen M und N?
o 0] < M|
o [M < [MUN]
o M < MNN|
o M| <M x N|
o (M < MxN]|
o |M < [P(M)
o M < 1M

> NN X x NN



Funktionen — Kardinalitat

§8.1 Theorem J

< ist eine Ordnungsrelation auf Kardinalitaten.
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Funktionen — Kardinalitat

§8.1 Theorem

< ist eine Ordnungsrelation auf Kardinalitaten.

Beweis (direkt).

o reflexiv: Fur jede Menge M ist idy: M — M injektiv,
also gilt [M| < |M|.
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Funktionen — Kardinalitat

§8.1 Theorem

< ist eine Ordnungsrelation auf Kardinalitéten.

Beweis (direkt).
o reflexiv: Fur jede Menge M ist idy: M — M injektiv,
also gilt [M| < |M|.
o antisymmetrisch: Seien [M| < [N| und |[N| < |M|. Also existieren
injektive Funktionen f: M — N und g: N — M. Dann existiert auch
eine bijektive Funktion h: M — N nach §7.5 und damit |M| = |N]|.
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Funktionen — Kardinalitat

§8.1 Theorem

< ist eine Ordnungsrelation auf Kardinalitéten.

Beweis (direkt).

o reflexiv: Fur jede Menge M ist idy: M — M injektiv,
also gilt [M| < |M|.

o antisymmetrisch: Seien [M| < [N| und |[N| < |M|. Also existieren
injektive Funktionen f: M — N und g: N — M. Dann existiert auch
eine bijektive Funktion h: M — N nach §7.5 und damit |M| = |N]|.

o transitiv: Seien |M| < |N| und |[N| < |P|. Dann existieren injektive
Funktionen f: M — Nund g: N — P. Dannist (f ; g): M — P injektiv
nach §5.14 und damit |M| < |P]. O

V.

10



Funktionen — Kardinalitat

§8.2 Theorem (Satz von Hartogs)

Die Kardinalitaten K bilden eine total geordnete Menge (I, <)
gdw. das Auswahlaxiom gilt

Friedrich Moritz Hartogs (* 1874; 1 1943)
o dtsch. Mathematiker
o Funktionentheorie

o wesentliche Beitrage zu Kardinalitéten

© Konrad Jacobs
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Funktionen — Kardinalitat

§8.3 Theorem

Eine Funktion f: M — M auf einer endlichen Menge M
ist surjektiv genau dann, wenn sie injektiv ist
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Funktionen — Kardinalitat

§8.3 Theorem

Eine Funktion f: M — M auf einer endlichen Menge M
ist surjektiv genau dann, wenn sie injektiv ist

Beweis (beidseitige Implikationen).

Wir betrachten die Menge M = {f~'({m}) | m € f(M)}. Offenbar ist M
eine Zerlegung von M. Sei ¢, = |f~({m})] fur alle m € f(M). Es gilt
¢m > 1 und weiterhin [M| = [UM| = 3= cqm) Cm-
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Funktionen — Kardinalitat

§8.3 Theorem

Eine Funktion f: M — M auf einer endlichen Menge M
ist surjektiv genau dann, wenn sie injektiv ist

Beweis (beidseitige Implikationen).

Wir betrachten die Menge M = {f~'({m}) | m € f(M)}. Offenbar ist M

eine Zerlegung von M. Sei ¢, = |f~({m})] fur alle m € f(M). Es gilt

¢m = 1 und weiterhin [M| = [UM| = >, cm) Cm-

(—) (indirekt) Sei f surjektiv, aber nicht injektiv. Dann ist f(M) = M und
Cm > 2 fur ein m € M. Es folgt jedoch ) 1 cmn > |M|. Widerspruch.
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Funktionen — Kardinalitat

§8.3 Theorem

Eine Funktion f: M — M auf einer endlichen Menge M
ist surjektiv genau dann, wenn sie injektiv ist

Beweis (beidseitige Implikationen).

Wir betrachten die Menge M = {f~'({m}) | m € f(M)}. Offenbar ist M
eine Zerlegung von M. Sei ¢, = |f~({m})] fur alle m € f(M). Es gilt
¢m = 1 und weiterhin [M| = [UM| = >, cm) Cm-
(—) (indirekt) Sei f surjektiv, aber nicht injektiv. Dann ist f(M) = M und
Cm > 2 fur ein m € M. Es folgt jedoch ) 1 cmn > |M|. Widerspruch.
(+-) (indirekt) Sei f injektiv, aber nicht surjektiv. Dann ist ¢, = 1 fur alle
m € f(M) und [f(M)| < [M]. Also auch 3= s cm = |F(M)] < |M].
Widerspruch. O

V.
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Funktionen — Kardinalitat

Notizen:
e dies gilt nicht fur unendliche Mengen
e verdoppeln: N — N ist injektiv, aber nicht surjektiv

o f: N — Nmit f(n) = [y/n] fur alle n € N ist surjektiv,
aber nicht injektiv
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Funktionen — Kardinalitat

§8.4 Definition (Endlichkeit)

Eine Menge M ist endlich gdw.
jede Funktion f: M — M surjektiv ist gdw. sie injektiv ist.
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Funktionen — Kardinalitat

§8.4 Definition (Endlichkeit)

Eine Menge M ist endlich gdw.
jede Funktion f: M — M surjektiv ist gdw. sie injektiv ist.

Notizen:

@ entspricht der naturlichen Vorstellung

o wir identifizieren ‘endliche Kardinalitaten” mit N
(jede endliche Kardinalitat entspricht einer naturlichen Zahl)

o aber N selbst ist nicht endlich
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Funktionen — Kardinalitat

§8.5 Definition (Abzahlbarkeit)

Eine Menge M ist abzahlbar gdw. [M| < |N]
(d.h., sie hochstens die Kardinalitat von N hat)

28



Funktionen — Kardinalitat

§8.5 Definition (Abzahlbarkeit)

Eine Menge M ist abzahlbar gdw. [M| < |N|
(d.h., sie hochstens die Kardinalitat von N hat)

Beispiele

@ endliche Mengen sind abzghlbar
o Z und Q sind abzahlbar

(§7.8)
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Funktionen — Kardinalitat

§8.5 Definition (Abzahlbarkeit)

Eine Menge M ist abzahlbar gdw. [M| < |N|
(d.h., sie hochstens die Kardinalitat von N hat)

Beispiele

@ endliche Mengen sind abzghlbar
e Z und Q sind abzahlbar (§7.8)
@ R ist nicht abzahlbar (87.9)
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Funktionen — Kardinalitat

Gibt es unendlich viele unendliche Kardinalitéten?

abzahlbar<
>~endlich

3



Funktionen — Kardinalitat

§8.6 Theorem (Satz von Cantor)
Fur jede Menge M gilt M| < |P(M)| und M| # |P(M)]|

Beweis (direkt und indirekt).

Sei f: M — P(M), so dass f(m) = {m}. Da f injektiv ist, gilt |M| < |P(M)].
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Funktionen — Kardinalitat

§8.6 Theorem (Satz von Cantor)
Fur jede Menge M gilt M| < |P(M)| und M| # |P(M)]|

Beweis (direkt und indirekt).

Sei f: M — P(M), so dass f(m) = {m}. Da f injektiv ist, gilt |M| < |P(M)].
Wir zeigen nun |M| # |P(M)| indirekt. Sei also |M| = |P(M)|. Damit existiert
eine bijektive Funktion g: M — P(M). Ferner sei

X=1{xeM|x¢gx)} .
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Funktionen — Kardinalitat

§8.6 Theorem (Satz von Cantor)
Fur jede Menge M gilt M| < |P(M)| und M| # |P(M)]|

Beweis (direkt und indirekt).
Sei f: M — P(M), so dass f(m) = {m}. Da f injektiv ist, gilt |M| < |P(M)].
Wir zeigen nun |M| # |P(M)| indirekt. Sei also |M| = |P(M)|. Damit existiert
eine bijektive Funktion g: M — P(M). Ferner sei

X={xeM|x¢gx)} .
Da g surjektiv ist, existiert m € M, so dass g(m) = X.
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Funktionen — Kardinalitat

§8.6 Theorem (Satz von Cantor)
Fur jede Menge M gilt M| < |P(M)| und M| # |P(M)]|

Beweis (direkt und indirekt).
Sei f: M — P(M), so dass f(m) = {m}. Da f injektiv ist, gilt |M| < |P(M)].
Wir zeigen nun |M| # |P(M)| indirekt. Sei also |M| = |P(M)|. Damit existiert
eine bijektive Funktion g: M — P(M). Ferner sei

X={xeM|x¢ax)}.

Da g surjektiv ist, existiert m € M, so dass g(m) = X.
Es gilt folglich m € g(m) = X gdw. m ¢ g(m). Widerspruch! O

15



Funktionen — Kardinalitat

Die Funktion f: (0,1) — R mit f(x) = tan(7rx — 7) fur alle x € (0,1)
ist bijektiv.

10

tan(pi * X -pif2)

-10

36



Funktionen — Kardinalitat

§8.7 Theorem
Es gilt |(0,1)] = |R| mit (0,1) = {x € R| 0 < x < 1}. J
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Funktionen — Kardinalitat

§8.7 Theorem
Es gilt |(0,1)] = |R| mit (0,1) = {x € R| 0 < x < 1}. J

Notizen:

e siehe vorherige Folie fur die bijektive Funktion

@ wir verzichten auf den Beweis der Bijekfivitat
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Funktionen — Kardinalitat

§8.8 Theorem (Cantor 1874)
Es qilt |R| = |P(N)].

Beweis (direkt).

Wir wissen bereits aus §8.7, dass |R| = |(0, 1)|. Wir zeigen zwei injektive
Funktionen 7: (0,1) — P(N) und g: P(N) — (0,1) und verwenden
dann §7.5 (Cantor-Schréder-Bernstein).

30



Funktionen — Kardinalitat

§8.8 Theorem (Cantor 1874)
Es qilt |R| = |P(N)].

Beweis (direkt).

Wir wissen bereits aus §8.7, dass |R| = |(0, 1)|. Wir zeigen zwei injektive
Funktionen 7: (0,1) — P(N) und g: P(N) — (0,1) und verwenden
dann §7.5 (Cantor-Schréder-Bernstein).
o Jede reelle Zahl x € (0,1) lasst sich als x = [0, didyd3dy - - - |10 mit
a, dy,...€{0,1,...,9} darstellen. Dann sei
f(x) = {[dho, [dhdz]r0, [1d2d5]r0, - - - }.
Diese Funktion f ist offenbar injektiv.

40



Funktionen — Kardinalitat

§8.8 Theorem (Cantor 1874)
Es qilt |R| = |P(N)].

Beweis (direkt).
Wir wissen bereits aus §8.7, dass |R| = |(0, 1)|. Wir zeigen zwei injektive
Funktionen 7: (0,1) — P(N) und g: P(N) — (0,1) und verwenden
dann §7.5 (Cantor-Schréder-Bernstein).
o Jede reelle Zahl x € (0,1) lasst sich als x = [0, didyd3dy - - - |10 mit
a, dy,...€{0,1,...,9} darstellen. Dann sei
f(x) = {[di}o, [di 10, [dhdadsr0, - - }-
Diese Funktion f ist offenbar injektiv.
o Sei X C N. Wir konstruieren die reelle Zahl g(X) = [0,1bgbib; - - - |10,

so dass b; € {0,5} mit b; =5 gdw. i € X fur alle i € N. Offenbar ist
auch diese Funktion g injektiv. O

V.

4]




Funktionen — Kardinalitat

[llustration:
o wir kodieren {; = 0, 31415927 - - - als

f(15) = {3, 31, 314, 3.141, 31.415, 314.159, 3.141.592, 31.415.926, ... }

49



Funktionen — Kardinalitat

[llustration:
o wir kodieren {; = 0, 31415927 - - - als

f(Z) = {3, 31, 314, 3.141, 31.415, 314.159, 3.141.592, 31.415.926, ...}
o umgekehrt kodieren wir die Menge G = {0, 2, 4, 6, ...} als
9(G) = 0,15050505 - - - ,

in der genau an den geraden Stellen hinter dem Komma die Ziffer 5
vorkommt
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Funktionen — Kardinalitat

Wir schreiben auch m < n?, falls m < m’ und m # m’

§8.9 Korollar

Es gibt unendlich viele unendliche Kardinalitéten.
IN| < |P(N)| < |P(P(N))| <---
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Funktionen — Kardinalitat

Wir schreiben auch m < n?, falls m < m’ und m # m’

§8.9 Korollar

Es gibt unendlich viele unendliche Kardinalitéten.
IN| < |P(N)| < |P(P(N))| <---

Notizen:

e Kontinuumshypothese (CH) von Cantor:
es gibt keine Menge M, so dass |N| < |M| < |P(N)| = |R|
@ CH ist unabhéngig von ZFC (Gédel, Cohen)

45



Funktionen — Kardinalitat

Kontinuumshypothese gilt:

abzahlbar<
>~endlich
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Funktionen — Kardinalitat

Kontinuumshypothese gilt nicht:

abzahlbar<
>~endlich

47



Funktionen — Kardinalitat

In der diskreten Mathematik nur abzdhlbare Strukturen
(sogar gréBtenteils endliche Strukturen)

abzahlbar<
>~endlich

48



Verbande — Wiederholung

Definition (§6.7 Ordnungsrelation)

Eine Relation < auf M ist eine Ordnungsrelation
gdw. sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

Das Paar (M, <) heiRt dann teilweise geordnete Menge.
Ist < vollsténdig, dann heiflt (M, <) auch total geordnete Menge.

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

49



Verbande — Wiederholung

Definition (§6.9-10 obere Schranke, gréte und maximale Elemente)

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M.
Ein Element m € M ist

o eine obere Schranke fur X gdw. x < m fur alle x € X
(gréBer als alle Elemente aus X)

50



Verbande — Wiederholung

Definition (§6.9-10 obere Schranke, gréte und maximale Elemente)

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M.
Ein Element m € M ist

o eine obere Schranke fur X gdw. x < m fur alle x € X
(gréBer als alle Elemente aus X)

Notation:
Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M

X={meM|Vx(xeX—x=<m)}
Menge der oberen Schranken von X

51



Verbande — Wiederholung

{1’ 2’3}

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

0

Beispiele
@ obere Schranken von {{2}}:




Verbande — Wiederholung

{1,2,3}
N
{1,2} {1,3} {2.3}
{1} {2} {3}

0

Beispiele
@ obere Schranken von {{2}}:

T2 = H2h {2}, {2, 35 {1, 2, 31}




Verbande — Wiederholung

{1’ 2’3}

N

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

0

Beispiele
@ obere Schranken von {{2}}:

{23 = {2}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 2, 3}}
@ obere Schranken von {{1}, {2} }:

On



Verbande — Wiederholung

{1,2,3}

N

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

0

Beispiele
@ obere Schranken von {{2}}:

{23 = {2}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 2, 3}}
@ obere Schranken von {{1}, {2} }:
MO {24 ={{1, 2}, {1, 2, 3}}




Verbande — Wiederholung

Definition (§6.9-10 obere Schranke, gréte und maximale Elemente)

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M.
Ein Element m € M ist

o eine obere Schranke fur X gdw. x < m fur alle x € X
(gréBer als alle Elemente aus X)

o das grolte Element von X gdw. m € X und m € 1X ist
(obere Schranke von X, die in X liegt)

Notation:
Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M

X={meM|Vx(xeX—x=<m)}
Menge der oberen Schranken von X
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Verbande — Wiederholung

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

NP

Beispiele
o groBte Element von {{2}}

57




Verbande — Wiederholung

{1,2,3}

{12} {1,3} (2,3}

{1} {2} {3}

NP

Beispiele
o grofte Element von {{2}} ist {2}
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Verbande — Wiederholung

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

e

Beispiele
o grofte Element von {{2}} ist {2}
o groBte Element von {{1}, {2}}
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Verbande — Wiederholung

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

| > |

{1} {2} {3}

Beispiele
o grofte Element von {{2}} ist {2}
o grofte Element von {{1}, {2}} existiert nicht
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Verbande — Wiederholung

Definition (§6.9-10 obere Schranke, gréte und maximale Elemente)

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M.
Ein Element m € M ist

o eine obere Schranke fur X gdw. x < m fur alle x € X
(gréBer als alle Elemente aus X)

o das grolte Element von X gdw. m € X und m € 1X ist
(obere Schranke von X, die in X liegt)

o maximal in X gdw. m € X und m £ x fur alle x € X
(es gibt keine echt gréBeren Elemente in X)

v

Notation:
Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M

X={meM|Vx(xeX—x=<m)}
Menge der oberen Schranken von X
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Verbande — Wiederholung

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

Beispiele
@ Maximal in P({1, 2, 3}):

67



Verbande — Wiederholung

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

Beispiele
@ Maximal in P({1, 2, 3}): nur {1, 2, 3}
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Verbande — Wiederholung

{1’?3}

7

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} {3}

Beispiele
e Maximal in P({1, 2, 3}): nur {1, 2, 3}
e Maximal in {0, {1}, {2}, {3} }:

64



Verbande — Wiederholung

{1,2,3}

{1,2} {1,3} {2,3}

| > >

{1} {2} {3}

Beispiele
e Maximal in P({1, 2, 3}): nur {1, 2, 3}
e Maximal in {0, {1}, {2}, {3}}: die Mengen {1}, {2} und {3}
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Verbande — Wiederholung

Beispiele
e Maximal in P({1, 2, 3}): nur {1, 2, 3}
o Maximal in {0, {1}, {2}, {3}}: die Mengen {1}, {2} und {3}
@ Maximal in N for (N, <):

66



Verbande — Wiederholung

Beispiele
e Maximal in P({1, 2, 3}): nur {1, 2, 3}
o Maximal in {0, {1}, {2}, {3}}: die Mengen {1}, {2} und {3}
e Maximal in N for (N, <): keins
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge
Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.

o Jede obere Schranke fur X ist maximal in M

658



Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok X
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok X

o Jede obere Schranke fur X ist maximal in X
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok
o Jed Schranke forX i s alinX X

>
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok
o Jed Schranke forX i s alinX X

o Jede obere Schranke fur M ist maximal in M

>
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.

o Jed Schranke forX i ok X
o Jed Schranke forX i s alinX X
o Jede obere Schranke fur M ist maximal in M v
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.

o Jed Schranke forX i ok X
o Jed Schranke forX i s alinX X
o Jede obere Schranke fur M ist maximal in M v

@ Jede obere Schranke fur M ist das gréRte Element von X

T4



Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok
o Jed Schranke forX i s alinX

o Jede obere Schranke fur M ist maximal in M

o Jod S chranke fir A ist_das arsRie Elormentvont

*x N X% %
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok
o Jed Schranke forX i s alinX
@ Jede obere Schranke fir M ist maximal in M

o Jed S chranke fir A ist_das arsRie Elormentvont

@ Jede obere Schranke fur M ist das gréRte Element von M

*x N X% %
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok
o Jed Schranke forX i s alinX
@ Jede obere Schranke fir M ist maximal in M

o Jed S chranke fir A ist_das arsRie Elormentvont

@ Jede obere Schranke fur M ist das gréRte Element von M

N X N X %
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jede-obere SehrankefirX-ist-maximealinM
o Jede obere Schranke for X ist maximal in X
@ Jede obere Schranke fir M ist maximal in M
o Jede-obereSehrankefir-M-ist-das-gréfte-ElementvenX
@ Jede obere Schranke fur M ist das gréRte Element von M
o Jedes maximale Element in X ist obere Schranke for X

N X N X %
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok
o Jed Schranke forX i s alinX
@ Jede obere Schranke fir M ist maximal in M

o Jed S chranke fir A ist_das arsRie Elormentvont

@ Jede obere Schranke fur M ist das gréRte Element von M

o Jed o ale El o Xistol SchrankefirX

*x N X N % X%
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok
o Jed Schranke forX i s alinX
@ Jede obere Schranke fir M ist maximal in M

o Jed S chranke fir A ist_das arsRie Elormentvont

@ Jede obere Schranke fur M ist das gréRte Element von M
o Jed ol El X ist-obere Schranke firX

o Jedes maximale Element in M ist obere Schranke for M

*x N X N % X%
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok
o Jed Schranke forX i s alinX
@ Jede obere Schranke fir M ist maximal in M

o Jed S chranke fir A ist_das arsRie Elormentvont

@ Jede obere Schranke fur M ist das gréRte Element von M
o Jed ol El X ist-obere Schranke firX
o Jed ol El M istobereS ke £

*xX X N %X N % X%
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge
Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok
o Jed Schranke forX i s alinX
@ Jede obere Schranke fir M ist maximal in M
o Jod Schranke forMistd 5RteEl I y
@ Jede obere Schranke fur M ist das gréRte Element von M
o Jed ol El o et o Sehranke firX
o Jed ol El o st ol S ket

@ Das gréRte Element von X ist maximal in X

*xX X N %X N % X%
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Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok
o Jed Schranke forX i s alinX
@ Jede obere Schranke fir M ist maximal in M

o Jed S chranke fir A ist_das arsRie Elormentvont

@ Jede obere Schranke fur M ist das gréRte Element von M
o Jed ol El X ist-obere Schranke firX
o Jed ol El M istobereS ke £

@ Das gréRte Element von X ist maximal in X

N X % N % N X% X




Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok
o Jed Schranke forX i s alinX
@ Jede obere Schranke fir M ist maximal in M

o Jed S chranke fir A ist_das arsRie Elormentvont

@ Jede obere Schranke fur M ist das gréRte Element von M
o Jed ol El X ist-obere Schranke firX
o Jed ol El M istobereS ke £

@ Das gréRte Element von X ist maximal in X

N X % N % N X% X

@ Das groRte Element von X ist obere Schranke fur X




Verbande — Wiederholung

§8.10 Zusammenhénge

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M beliebig.
o Jed Schranke forX i ok
o Jed Schranke forX i s alinX
@ Jede obere Schranke fir M ist maximal in M

o Jed S chranke fir A ist_das arsRie Elormentvont

@ Jede obere Schranke fur M ist das gréRte Element von M
o Jed ol El X ist-obere Schranke firX
o Jed ol El M istobereS ke £

@ Das gréRte Element von X ist maximal in X

NN X %X N % N % X%

@ Das groRte Element von X ist obere Schranke fur X

\.
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Verbande — Wiederholung

Definition (§6.10 untere Schranke, kleinstes und minimale Elemente)

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M.
Ein Element m € M ist

o eine untere Schranke fur X gdw. m < x fur alle x € X
(kleiner als alle Elemente aus X)
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Verbande — Wiederholung

Definition (§6.10 untere Schranke, kleinstes und minimale Elemente)

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M.
Ein Element m € M ist

o eine untere Schranke fur X gdw. m < x fur alle x € X
(kleiner als alle Elemente aus X)

Notation:
Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M

X={meM|¥x(xe X—>m=x)}
Menge der unteren Schranken von X

Q7



Verbande — Wiederholung

Definition (§6.10 untere Schranke, kleinstes und minimale Elemente)

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M.
Ein Element m € M ist

o eine untere Schranke fur X gdw. m < x fur alle x € X
(kleiner als alle Elemente aus X)

o das kleinste Element von X gdw. m € X und m € | X
(untere Schranke von X, die in X liegt)

Notation:
Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M

X={meM|¥x(xe X—>m=<x)}
Menge der unteren Schranken von X
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Verbande — Wiederholung

Definition (§6.10 untere Schranke, kleinstes und minimale Elemente)

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M.
Ein Element m € M ist

o eine untere Schranke fur X gdw. m < x fur alle x € X
(kleiner als alle Elemente aus X)

o das kleinste Element von X gdw. m € X und m € | X
(untere Schranke von X, die in X liegt)

o minimal in X gdw. m € X und x £ m fur alle x € X
(es gibt keine echt kleineren Elemente in X)

v

Notation:
Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M

X={meM|¥x(xe X—>m=<x)}
Menge der unteren Schranken von X
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Verbande — Wiederholung

Notizen:

@ es gibt héchstens ein gréftes (bzw. kleinstes) Element von X
(einfacher Beweis unter Nutzung von Antisymmetrie)

20



Verbande — Wiederholung

Notizen:

@ es gibt héchstens ein gréftes (bzw. kleinstes) Element von X
(einfacher Beweis unter Nutzung von Antisymmetrie)

@ aber es kann mehrere maximale (bzw. minimale) Elemente in X geben

Q1



Verbande — Wiederholung

Notizen:

@ es gibt héchstens ein gréftes (bzw. kleinstes) Element von X
(einfacher Beweis unter Nutzung von Antisymmetrie)

@ aber es kann mehrere maximale (bzw. minimale) Elemente in X geben

o M=10=M

(o))



Verbénde — Supremum und Infimum

§8.11 Definition (Supremum und Infimum)

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M.

o Das Supremum von X ist das kleinste Element von 1X
(kleinste obere Schranke fur X)

013



Verbénde — Supremum und Infimum

§8.11 Definition (Supremum und Infimum)
Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M.
o Das Supremum von X ist das kleinste Element von 1X
(kleinste obere Schranke fur X)

o Das Infimum von X ist das gréRte Element von | X
(gréBte untere Schranke fur X)

04



Verbénde — Supremum und Infimum

§8.11 Definition (Supremum und Infimum)
Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M.
o Das Supremum von X ist das kleinste Element von 1X
(kleinste obere Schranke fur X)

o Das Infimum von X ist das gréRte Element von | X
(gréRte untere Schranke fur X)

o Sollten solche Schranken nicht existieren,
dann existiert auch das Supremum/Infimum nicht

(o2



Verbénde — Supremum und Infimum

§8.11 Definition (Supremum und Infimum)

Sei (M, <) eine teilweise geordnete Menge und X C M.

o Das Supremum von X ist das kleinste Element von 1X
(kleinste obere Schranke fur X)
o Das Infimum von X ist das gréRte Element von | X
(gréRte untere Schranke fur X)
o Sollten solche Schranken nicht existieren,
dann existiert auch das Supremum/Infimum nicht
o Wir schreiben auch

sup X fur das Supremum von X
inf X for das Infimum von X

064



Verbénde — Supremum und Infimum

{1,2,3}

{12} {1,3} (2,3}

{1} {2} (3}

N

Beispiele
@ Supremum von {{2}} ist

o7




Verbénde — Supremum und Infimum

{1,2,3}

{12} {1,3} {2,3}

{1} {2} (3}

N

Beispiele
@ Supremum von {{2}} ist {2} = sup{{2}}
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Verbénde — Supremum und Infimum

{1,2,3}

{12} {1,3} (2,3}

{1} {2} (3}

e

Beispiele

@ Supremum von {{2}} ist {2} = sup{{2}}
@ Supremum von {{1}, {2}} ist

00



Verbénde — Supremum und Infimum

{1,2,3}

{12} {1,3} (2,3}

{1} {2} (3}

Beispiele
@ Supremum von {{2}} ist {2} = sup{{2}}
@ Supremum von {{1}, {2}} ist {1,2} = sup{{1}, {2}}
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Verbénde — Supremum und Infimum

P(M) ... alle Teilmengen von M

M C P(M) ... einige Teilmengen von M

XM ... einige der Teilmengen aus M
UX=mumyu--- ... Vereinigung Uber X = {M;, My, ...}

§8.12 Theorem

Sei (M, C) eine teilweise geordnete Menge mit M C P(M) fir eine
Menge M. Fir jede Teilmenge X € M mit |JX € M qilt X = sup X.
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Verbénde — Supremum und Infimum

P(M) ... alle Teilmengen von M

M C P(M) ... einige Teilmengen von M

XM ... einige der Teilmengen aus M
UX=mumyu--- ... Vereinigung Uber X = {M;, My, ...}

§8.12 Theorem

Sei (M, C) eine teilweise geordnete Menge mit M C P(M) fir eine
Menge M. Fir jede Teilmenge X € M mit |JX € M qilt X = sup X.

Beweis (direkt).

Wir zeigen zundchst, dass | X eine obere Schranke fir X ist. Sei Y € X
beliebig. Dann gilt Y C [ J X, womit | J X obere Schranke ist.
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Verbénde — Supremum und Infimum

P(M) ... alle Teilmengen von M

M C P(M) ... einige Teilmengen von M

XM ... einige der Teilmengen aus M
UX=mumyu--- ... Vereinigung Uber X = {M;, My, ...}

§8.12 Theorem

Sei (M, C) eine teilweise geordnete Menge mit M C P(M) fir eine
Menge M. Fir jede Teilmenge X € M mit |JX € M qilt X = sup X.

Beweis (direkt).

Wir zeigen zundchst, dass | X eine obere Schranke fir X ist. Sei Y € X
beliebig. Dann gilt Y C [ J X, womit | J X obere Schranke ist.

Nach §7.2 ist | J X die kleinste obere Schranke. Also ist | J X das Supremum
von X. o

y
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Verbénde — Supremum und Infimum

Notation:
e wir schreiben auch m; v mj statt sup{m, m,}
e wir schreiben auch m A my statt inf{m, m,}

@ warum wir hier auch V und A verwenden, wird gleich klar
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.13 Definition (Verband)

Eine teilweise geordnete Menge (M, <) heiflt Verband gdw.
for alle m,m, e M

o das Supremum von {m, my} und (m Vv my)
o das Infimum von {m, my} (m A my)
existieren.
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.13 Definition (Verband)

Eine teilweise geordnete Menge (M, <) heiflt Verband gdw.
for alle m,m, e M

o das Supremum von {m, my} und (m Vv my)
o das Infimum von {m, my} (m A my)

existieren. Weiterhin heit (M, <) vollstandiger Verband gdw. sogar die
Suprema und Infima beliebiger Teilmengen X C M existieren.
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.13 Definition (Verband)

Eine teilweise geordnete Menge (M, <) heiflt Verband gdw.
for alle m,m, e M

o das Supremum von {m, my} und (m Vv my)
o das Infimum von {m, my} (m A my)

existieren. Weiterhin heit (M, <) vollstandiger Verband gdw. sogar die
Suprema und Infima beliebiger Teilmengen X C M existieren.

Notizen:

@ jeder vollstandige Verband ist ein Verband
o jeder vollstandige Verband (M, <) hat

» das groBte Element inf () in M und Lo=m
» das kleinste Element sup () in M 10 =M



Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

Beispiele
e ({0, 1}, R) mit R = {(0,0), (0,1), (1,1}
ist ein vollstandiger Verband mit

» supB=1gdw.1€B (entspricht ‘oder’)
» infB=1gdw.0 ¢ B (entspricht ‘und’)

gréBtes Element 1 und kleinstes Element 0
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

Beispiele
e ({0, 1}, R) mit R = {(0,0), (0,1), (1,1}
ist ein vollstandiger Verband mit

» supB=1gdw.1€B (entspricht ‘oder’)
» infB=1gdw.0 ¢ B (entspricht ‘und’)

gréBtes Element 1 und kleinstes Element 0

o (P(M), C) fur Menge M ist vollstandiger Verband mit
» supX =JX (siehe §8.12)
» inf X=X (analog zu §8.12)

gréBtes Element M und kleinstes Element ()

v
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.14 Definition (Distributivitét)
Ein Verband (M, <) ist distributiv gdw. for alle my, my, m3 € M

m A (mp vV m3) = (m A my) V (m A mg)
m V (my Ams) = (m VvV my) A (mV m3)
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.14 Definition (Distributivitét)
Ein Verband (M, <) ist distributiv gdw. for alle my, my, m3 € M

m A (mp vV m3) = (m A my) V (m A mg)
m V (my Ams) = (m VvV my) A (mV m3)

Beispiele

e ({0, 1},R) mit R={(0,0), (0,1), (1,1)}

ist ein vollstandiger und distributiver Verband

o (P(M), Q) fir Menge M
ist ein vollstandiger und distributiver Verband

m



Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.15 Theorem
Jede total geordnete Menge (M, <) ist ein distributiver Verband J
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.15 Theorem
Jede total geordnete Menge (M, <) ist ein distributiver Verband

Beweis (direkt; 1/2).
Wir mussen die Eigenschaften eines Verbandes und die Distributivitat
beweisen.
o Supremum: Fur alle x, y € M gilt entweder x < y oder y < x
(Vollstandigkeit). Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit (0BdA) sei
x =< y. Dann ist y obere Schranke fur {x, y}.
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.15 Theorem
Jede total geordnete Menge (M, <) ist ein distributiver Verband

Beweis (direkt; 1/2).

Wir mussen die Eigenschaften eines Verbandes und die Distributivitat
beweisen.

o Supremum: Fur alle x, y € M gilt entweder x < y oder y < x
(Vollstandigkeit). Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit (0BdA) sei
x =< y. Dann ist y obere Schranke fur {x, y}. Sei z eine beliebige
obere Schranke fur {x, y}. Dann gilt y < z und damit ist y die kleinste
obere Schranke for {x, y}.
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.15 Theorem
Jede total geordnete Menge (M, <) ist ein distributiver Verband

Beweis (direkt; 1/2).

Wir mussen die Eigenschaften eines Verbandes und die Distributivitat
beweisen.

o Supremum: Fur alle x, y € M gilt entweder x < y oder y < x
(Vollstandigkeit). Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit (0BdA) sei
x =< y. Dann ist y obere Schranke fur {x, y}. Sei z eine beliebige
obere Schranke fur {x, y}. Dann gilt y < z und damit ist y die kleinste
obere Schranke for {x, y}.

o Infimum: analog
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

Beweis (direkt; 2/2).
Wir mussen die Eigenschaften eines Verbandes und die Distributivitat
beweisen.

o Distributivitat: Seien x, y,z € M. Seien m= (x A y) V (x A z) und
m =(xVy)A(xV2).

Ordnung | xA(yvz) m| xV(ynz) m
xX2y=xz X X y y
x=Xz=y X X z z
yx=xz X X X X
yxxz=3x z z X X
z=3x=y X X X X
z2y=x y y X X
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

Notizen:

o (N,X),(Z,<), (Q, <), (R, <) sind distributive Verbande
[siehe §8.15]

@ aber nicht vollstandig, denn sup N existiert nicht

17



Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.16 Theorem

For jeden Verband (M, <) und alle x, y, z € M gelten
@ xVy=yVxundxAy=yAx Kommutativitat
@ xV(yvz)=(xVy)Vzund xA(yAz)=(xAy)Az Assoziativitat
@ xV(xAy)=xund xA(xVy)=x Absorpiionl
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.16 Theorem

For jeden Verband (M, <) und alle x, y, z € M gelten
@ xVy=yVxundxAy=yAx Kommutativitat
@ xV(yvz)=(xVy)Vzund xA(yAz)=(xAy)Az Assoziativitat
@ xV(xAy)=xund xA(xVy)=x AbsorpiionJ

Beweis.

(leichte Ubung) O]
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.17 Theorem J

Sei (M, <) ein Verband. Fur jede endliche nicht-leere Teilmenge X C M
existieren sup X und inf X.
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.17 Theorem

Sei (M, <) ein Verband. Fur jede endliche nicht-leere Teilmenge X C M
existieren sup X und inf X.

Beweis (Induktion tber |X|; nur fur das Supremum).

o Induktionsanfang: Sei |[X| =1und x € X. Dann ist x < x und fur alle
oberen Schranken z von X gilt offenbar x < z. Also ist x = sup X.
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.17 Theorem

Sei (M, <) ein Verband. Fur jede endliche nicht-leere Teilmenge X C M
existieren sup X und inf X.

Beweis (Induktion tber |X|; nur fur das Supremum).

o Induktionsanfang: Sei |[X| =1und x € X. Dann ist x < x und fur alle
oberen Schranken z von X gilt offenbar x < z. Also ist x = sup X.
o Induktionsschritt: Sei n € N, beliebig.
» Induktionshypothese: Fir jedes X C M mit |X| = n existiert sup X.

v
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.17 Theorem

Sei (M, <) ein Verband. Fur jede endliche nicht-leere Teilmenge X C M
existieren sup X und inf X.

Beweis (Induktion tber |X|; nur fur das Supremum).

o Induktionsanfang: Sei |[X| =1und x € X. Dann ist x < x und fur alle
oberen Schranken z von X gilt offenbar x < z. Also ist x = sup X.
o Induktionsschritt: Sei n € N, beliebig.
» Induktionshypothese: Fir jedes X C M mit |X| = n existiert sup X.
» Induktionsbehauptung: Fur jedes X € M mit |X| = n+ 1 existiert sup X.
Sei X C M mit |[X| = n+1und z € X. GemdR Induktionshypothese
existiert y = sup(X \ {z}).

v
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Verbande — Grundlagen und Eigenschaften

§8.17 Theorem

Sei (M, <) ein Verband. Fur jede endliche nicht-leere Teilmenge X C M
existieren sup X und inf X.

Beweis (Induktion tber |X|; nur fur das Supremum).

o Induktionsanfang: Sei |[X| =1und x € X. Dann ist x < x und fur alle
oberen Schranken z von X gilt offenbar x < z. Also ist x = sup X.
o Induktionsschritt: Sei n € N, beliebig.
» Induktionshypothese: Fir jedes X C M mit |X| = n existiert sup X.
» Induktionsbehauptung: Fur jedes X € M mit |X| = n+ 1 existiert sup X.
Sei X C M mit |[X| = n+1und z € X. GemdR Induktionshypothese
existiert y = sup(X \ {z}). Wir zeigen, dass zVV y = sup X. Es
gilt x < zVvVyfiralle x e X(daz=<zVyund x <y=2zVyfiradlle
x € X\ {z}).
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§8.17 Theorem

Sei (M, <) ein Verband. Fur jede endliche nicht-leere Teilmenge X C M
existieren sup X und inf X.

Beweis (Induktion tber |X|; nur fur das Supremum).

o Induktionsanfang: Sei |[X| =1und x € X. Dann ist x < x und fur alle
oberen Schranken z von X gilt offenbar x < z. Also ist x = sup X.
o Induktionsschritt: Sei n € N, beliebig.
» Induktionshypothese: Fir jedes X C M mit |X| = n existiert sup X.
» Induktionsbehauptung: Fir jedes X € M mit |X| = n+ 1 existiert sup X.
Sei X C M mit |[X| = n+1und z € X. GemdR Induktionshypothese
existiert y = sup(X \ {z}). Wir zeigen, dass zVV y = sup X. Es
gilt x < zVvVyfiralle x e X(daz=<zVyund x <y=2zVyfiradlle
x € X\ {z}). Sei m € M, so dass x < m fur alle x € X. Also auch
z <= mund y < m. Damit allerdings auch zV y < m. O
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§8.18 Korollar
Jeder Verband (M, <) mit endlichem M ist vollstandig J
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Zusammenfassung

Endliche und abzdhlbare Mengen — diskrete Mathematik
Supremum und Infimum

Grundlagen Verbande

Eigenschaften von Verbénden

Vierte Aufgabenserie bereits im AlmaWeb verfugbar
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