Diskrete Strukturen

Vorlesung 5: Aquivalenzrelationen und Funktionen

13. November 2018



Nachste Termine — Modul “Diskrete Strukturen”

Hérsaaliibung (Mo. 9:15)

Vorlesung (Di. 17:15)

Hérsaalilbung (Mo. 9:15)

Vorlesung (Di. 17:15)

1201

1301

71

8.1

Hérsaalubung
3. Ubungsw. (Feiertag 21.11.)

Auswahlaxiom

Hérsaalibung
6. Ubungswoche

Funktionen Ksrper
(2. Abgabe + 3. Ubungsblatt) (5. Abgabe + 6. Ubungsblatt)
19.01. 201 14.1. 15.1.

Graphen und Béume

dies academicus
4. Ubungswoche

Kardinalitaten

Hérsaalubung
7. Ubungswoche

2611 270 211 221

Ordnungsrelationen Planaritét von Graphen

(3. Abgabe + 4. Ubungsblatt) (6. Abgabe + 7. Ubungsblatt)
312 412. 281 29.1.

Farbbarkeit von Graphen

10.12. 2. 4.2. 5.2.
Hérsaalubung Verbande Tutorium Arithmetik

(4. Abgabe + 5. Ubungsblatt) (Klausurvorbereitung)
17.02. 18.12. 1.2 12.2.
Hérsaalibung Boolesche Algebren
5. Ubungswoche
242 25.12. 18.2. 19.2.

Prifungswoche Prifung am 22.2.

3112 11 25.2. 26.2.




Hausaufgabenpunkte:
o Link im AlmaWeb (bei den Ubungsblattern)



Hausaufgabenpunkte:
o Link im AlmaWeb (bei den Ubungsblattern)

Prifung:

o Freitag, den 22. Februar 2019 von 10-11 Uhr
im AudiMax, HS 3, HS 9

@ Abmeldungen noch bis zum 14. Januar 2019 méglich
o schriftlich, 60 min

o Hilfsmittel: nur ein beschriebenes oder bedrucktes DIN-A4-Blatt



Vorlesungsstruktur

@ Mathematische Grundlagen
» Aussagen- und Pradikatenlogik
» Naive Mengenlehre
» Relationen und Funktionen

@ Diskrete Strukturen
» Algebraische Strukturen
» Bdume und Graphen
» Arithmetik



Heutige Vorlesung

o Aquivalenzrelationen
e Einfhrung Funktionen

e Eigenschaften von Funktionen

Bitte Fragen direkt stellen!



Wiederholung: Relationen

Definition (§4.10 Relation)

Eine Relation R von M nach N ist eine Teilmenge R C M x N.
Ist M= N, so heilt R auch Relation auf M.

Relation von M nach N (Elemente unbenannt):




Wiederholung: Relationen

Relation auf {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} (Elemente benannt):

{(0,1), (0,3), (1,4), (2,1), (2,6), (3,8), (4,0), (4,7),
(5,2), (5,4), (6,5), (6,9), (7,3), (8,5), (8,7), (9,5)}



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.1 Definition (Aquivalenzrelation)

Eine Relation = auf M ist eine Aquivalenzrelation
gdw. sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist

(Universum M)




Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.1 Definition (Aquivalenzrelation)

Eine Relation = auf M ist eine Aquivalenzrelation
gdw. sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist

o Vx(x = x) reflexiv
o Vx,y(x=y — y=x) symmetrisch
o Vx,y,z(x=yAy=2z) = x=2z) transitiv

(Universum M)
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Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.1 Definition (Aquivalenzrelation)

Eine Relation = auf M ist eine Aquivalenzrelation
gdw. sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist

o Vx(x = x) reflexiv
o Vx,y(x=y — y=x) symmetrisch
o Vx,y,z(x=yAy=2z) = x=2z) transitiv

(Universum M)

Eigenschaft \ Relation
reflexiv

irreflexiv

symmetrisch
antisymmetrisch
transitiv

vollstandig

NN
NN X % YIA
X NN A% Y
> NN X X SN

1



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.1 Definition (Aquivalenzrelation)

Eine Relation = auf M ist eine Aquivalenzrelation
gdw. sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist

o Vx(x = x) reflexiv
o Vx,y(x=y — y=x) symmetrisch
o Vx,y,z(x=yAy=2z) = x=2z) transitiv

(Universum M)

Eigenschaft \ Relation | f < = C
reflexiv | X v V /

irreflexiv | v X X X

symmetrisch | v X VX
antisymmetrisch | v v/ /
transitiv | v vV V/

vollstandig | X v X X




Relationen — Aquivalenzrelationen

Beispiele
@ = auf N ist eine Aquivalenzrelation

@ < auf N ist keine Aquivalenzrelation
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Relationen — Aquivalenzrelationen

Beispiele
@ = auf N ist eine Aquivalenzrelation

@ < auf N ist keine Aquivalenzrelation

Q R, ={(n,n') e Nx N | n+ nist gerade}
ist eine Aquivalenzrelation

14



Relationen — Aquivalenzrelationen

@ = auf N ist eine Aquivalenzrelation

@ < auf N ist keine Aquivalenzrelation
Q@ R, ={(n,n') e Nx N |n+n ist gerade}
ist eine Aquivalenzrelation

Beweis zu @.
o reflexiv: fur alle x € N ist x + x = 2x gerade, also (x, x) € R,

5



Relationen — Aquivalenzrelationen

@ = auf N ist eine Aquivalenzrelation

@ < auf N ist keine Aquivalenzrelation
Q@ R, ={(n,n') e Nx N |n+n ist gerade}
ist eine Aquivalenzrelation

Beweis zu @.
o reflexiv: fur alle x € N ist x + x = 2x gerade, also (x, x) € R,

o symmetrisch: Seien x, y € N, so dass (x, y) € R,.
Damit ist x + y = y + x gerade, womit auch (y, x) € R, gilt.




Relationen — Aquivalenzrelationen

@ = auf N ist eine Aquivalenzrelation

@ < auf N ist keine Aquivalenzrelation

@ Ry ={(n,n') e NxN|n+nist gerade}
ist eine Aquivalenzrelation

Beweis zu @.
o reflexiv: fur alle x € N ist x + x = 2x gerade, also (x, x) € R,
o symmetrisch: Seien x, y € N, so dass (x, y) € R,.
Damit ist x + y = y + x gerade, womit auch (y, x) € R, gilt.

o transitiv: Seien x, y,z € N, so dass (x, y) € R, und (y, z) € R,. Daher
sind x + y und y + z gerade; d.h. es existieren k, £ € N, so dass
x+y=2kundy+z=2L

x+z=02k—y)+(20—y)=2k+20-2y=2(k+ (- y)

womit auch x + z gerade ist und daher (x, z) € R;. O




Relationen — Aquivalenzrelationen

Wie sieht R, aus?
@ (0,0) € R, und (0,1) ¢ R, und (0,2) € R,
— 0 steht genau zu allen geraden Zahlen in Relation




Relationen — Aquivalenzrelationen

Wie sieht R, aus?
e (0,0) € R, und (0,1) ¢ R, und (0,2) € R,
— 0 steht genau zu allen geraden Zahlen in Relation
o (1,0) ¢ Ryund (1,1) € Ry und (1,2) ¢ R,
— 1 steht genau zu allen ungeraden Zahlen in Relation




Relationen — Aquivalenzrelationen

Wie sieht R, aus?
e (0,0) € R, und (0,1) ¢ R, und (0,2) € R,
— 0 steht genau zu allen geraden Zahlen in Relation
o (1,0) ¢ Ryund (1,1) € Ry und (1,2) ¢ R,
— 1 steht genau zu allen ungeraden Zahlen in Relation
@ (2,0)eRund (2,1) ¢ Ryund (2,2) € R,

— 2 steht genau zu allen geraden Zahlen in Relation
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Relationen — Aquivalenzrelationen

Wie sieht R, aus?
e (0,0) € R, und (0,1) ¢ R, und (0,2) € R,
— 0 steht genau zu allen geraden Zahlen in Relation
o (1,0) ¢ Ryund (1,1) € Ry und (1,2) ¢ R,
— 1 steht genau zu allen ungeraden Zahlen in Relation
@ (2,0)eRund (2,1) ¢ Ryund (2,2) € R,

— 2 steht genau zu allen geraden Zahlen in Relation

R, unterscheidet zwischen gerade/ungerade




Relationen — Aquivalenzrelationen

Wie sieht R, aus?
e (0,0) € R, und (0,1) ¢ R, und (0,2) € R,
— 0 steht genau zu allen geraden Zahlen in Relation
o (1,0) ¢ Ryund (1,1) € Ry und (1,2) ¢ R,
— 1 steht genau zu allen ungeraden Zahlen in Relation
@ (2,0)eRund (2,1) ¢ Ryund (2,2) € R,

— 2 steht genau zu allen geraden Zahlen in Relation

R, unterscheidet zwischen gerade/ungerade

§5.2 Definition (Aquivalenzklasse)

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M und m € M beliebig. Dann ist
[m=={xeM|m=x}

die m-Aquivalenzklasse von =.




Relationen — Aquivalenzrelationen

Wie sieht R, aus?
@ (0,0) € R, und (0,1) ¢ R, und (0,2) € R,
— [0]p, ={0,2,4,6,...} =G
o (1,0) ¢ Ryund (1,1) € Ry und (1,2) ¢ R,
— 1 steht genau zu allen ungeraden Zahlen in Relation
@ (2,0)eRund (2,1) ¢ Ryund (2,2) € R,
— 2 steht genau zu allen geraden Zahlen in Relation

R, unterscheidet zwischen gerade/ungerade

§5.2 Definition (Aquivalenzklasse)

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M und m € M beliebig. Dann ist

[m=={xeM|m=x}

die m-Aquivalenzklasse von =.




Relationen — Aquivalenzrelationen

Wie sieht R, aus?
@ (0,0) € R, und (0,1) ¢ R, und (0,2) € R,
— [0]p, ={0,2,4,6,...} =G
o (1,0) ¢ Ryund (1,1) € Ry und (1,2) ¢ R,
— [g, =11,3,5,7,..} =U
@ (2,0)eRund (2,1) ¢ Ry und (2,2) € R,
— 2 steht genau zu allen geraden Zahlen in Relation

R, unterscheidet zwischen gerade/ungerade

§5.2 Definition (Aquivalenzklasse)

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M und m € M beliebig. Dann ist
[m=={xeM|m=x}

die m-Aquivalenzklasse von =.




Relationen — Aquivalenzrelationen

Wie sieht R, aus?
@ (0,0) € R, und (0,1) ¢ R, und (0,2) € R,
— [0]p, ={0,2,4,6,...} =G
o (1,0) ¢ Ryund (1,1) € Ry und (1,2) ¢ R,
— (g, ={1,3,5,7,...} =U
@ (2,0)eRund (2,1) ¢ Ry und (2,2) € R,
— [2]p, ={0,2,4,6,...} =G

R, unterscheidet zwischen gerade/ungerade

§5.2 Definition (Aquivalenzklasse)

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M und m € M beliebig. Dann ist

[m=={xeM|m=x}

die m-Aquivalenzklasse von =.




Relationen — Aquivalenzrelationen

statt beidseitiger Pfeile verwenden wir Splines ohne Pfeile
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Relationen — Aquivalenzrelationen

statt beidseitiger Pfeile verwenden wir Splines ohne Pfeile
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Relationen — Aquivalenzrelationen

Notation und Begriffe:
Sei = eine Aquivalenzrelation auf Mund m € M

o jedes x € [m|= heiflt Vertreter oder Représentant
der Aquivalenzklasse [m]=

@ sofern = sich aus dem Kontext ergibt, schreiben wir einfach
[m] statt [m]=

28



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.3 Theorem

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M und seien x, y € M.
Dann gilt x = y gdw. [x] = [y].

20



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.3 Theorem

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M und seien x, y € M.
Dann gilt x = y gdw. [x] = [y].

Beweis (beidseitige Implikationen).

(—) Sei x = y. Z.zg. [x] = [y] durch beidseitige Teilmengen:

30



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.3 Theorem

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M und seien x, y € M.
Dann gilt x = y gdw. [x] = [y].

Beweis (beidseitige Implikationen).

(—) Sei x = y. Z.zg. [x] = [y] durch beidseitige Teilmengen:
(©) Sei z € [x]. Dann gilt x = z. Mit Symmetrie folgt aus x = y auch y = x
und vermittels Transitivitat gilt damit y = z. Folglich z € [y].

3



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.3 Theorem

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M und seien x, y € M.
Dann gilt x = y gdw. [x] = [y].

Beweis (beidseitige Implikationen).

(—) Sei x = y. Z.zg. [x] = [y] durch beidseitige Teilmengen:
(©) Sei z € [x]. Dann gilt x = z. Mit Symmetrie folgt aus x = y auch y = x
und vermittels Transitivitat gilt damit y = z. Folglich z € [y].
(D) Sei z € [y]. Dann gilt y = z. Vermittels Transitivitat gilt damit x = z.
Folglich z € [x].
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Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.3 Theorem

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M und seien x, y € M.
Dann gilt x = y gdw. [x] = [y].

Beweis (beidseitige Implikationen).

(—) Sei x = y. Z.zg. [x] = [y] durch beidseitige Teilmengen:
(©) Sei z € [x]. Dann gilt x = z. Mit Symmetrie folgt aus x = y auch y = x
und vermittels Transitivitat gilt damit y = z. Folglich z € [y].
(D) Sei z € [y]. Dann gilt y = z. Vermittels Transitivitat gilt damit x = z.

Folglich z € [x].
(«-) Sei [x] = [y]. GemdR Reflexivitat gilt y € [y] = [x].
Also x = y. O

13



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.4 Definition (Quotient)

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M. Dann ist

(M/=) = {lm]= | me M}

die Menge aller Aquivalenzklassen von = (auch: Quotient von M via =)

v

34



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.4 Definition (Quotient)

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M. Dann ist

(M/=) = {lm]= | me M}

die Menge aller Aquivalenzklassen von = (auch: Quotient von M via =)

v

Beispiele

o (N/=)={{0}, {1}, {2}, ...}

15



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.4 Definition (Quotient)

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M. Dann ist

(M/=) = {lm]= | me M}

die Menge aller Aquivalenzklassen von = (auch: Quotient von M via =)

v

Beispiele

o (N/=)={{0}, {1}, {2}, ...}
o (N/R) ={{0,2,4,6,...},{1,3,5,7,...}} = {G, U}

36



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.5 Definition (Zerlegung)

Sei M eine Menge. Eine Zerlegung von M ist eine Menge N C P(M), so
dass

@ 0¢N
Qo M=UN
@ NN N =0 foralle NN € N mit N #£ N

(zwei verschiedene Elemente sind disjunkt)

v

(alle Teilmengen nichtleer)

(jedes Element vertreten)

7



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.5 Definition (Zerlegung)

Sei M eine Menge. Eine Zerlegung von M ist eine Menge N C P(M), so
dass
@ 0¢N (alle Teilmengen nichtleer)
o M=UN (jedes Element vertreten)
@ NN =0 foralle NN € N mit N4 N
(zwei verschiedene Elemente sind disjunkt)

v

Beispiele

o (N/=)={{0}, {1}, {2}, ...}
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Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.5 Definition (Zerlegung)

Sei M eine Menge. Eine Zerlegung von M ist eine Menge N C P(M), so
dass
@ 0¢N (alle Teilmengen nichtleer)
o M=UN (jedes Element vertreten)
@ NN =0 foralle NN € N mit N4 N
(zwei verschiedene Elemente sind disjunkt)

v

Beispiele

o (N/=)={{0}, {1}, {2}, ...}
o (N/R)={{0,2,4,6,...},{1,3,57,..}} ={G, U}
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Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.6 Theorem

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M.
Dann ist (M/=) eine Zerlegung von M.

40



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.6 Theorem

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M.
Dann ist (M/=) eine Zerlegung von M.

Beweis (direkt).

Sei M = (M/=) = {[m] | m € M}. Offensichtlich ist M C P(M).
Z.zg. M ist Zerlegung (§5.5 Punkte @-@):




Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.6 Theorem

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M.
Dann ist (M/=) eine Zerlegung von M.

Beweis (direkt).
Sei M = (M/=) = {[m] | m € M}. Offensichtlich ist M C P(M).
Z.zg. M ist Zerlegung (§5.5 Punkte @-@):

@ (Direkt.) = ist reflexiv und damit m € [m] for jedes m € M.
Also gilt [m] # 0 und damit ) ¢ M = {[m] | m € M}.




Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.6 Theorem

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M.
Dann ist (M/=) eine Zerlegung von M.

Beweis (direkt).
Sei M = (M/=) = {[m] | m € M}. Offensichtlich ist M C P(M).
Z.zg. M ist Zerlegung (§5.5 Punkte @-@):
@ (Direkt.) = ist reflexiv und damit m € [m] for jedes m € M.
Also gilt [m] # 0 und damit ) ¢ M = {[m] | m € M}.

@ (Beidseitige Teilmengen.) | J M C Mist trivial. Fir jedes m € M gilt
m € [m] C |JM wie in @, womit M C | M.




Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.6 Theorem

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M.
Dann ist (M/=) eine Zerlegung von M.

Beweis (direkt).
Sei M = (M/=) = {[m] | m € M}. Offensichtlich ist M C P(M).
Z.zg. M ist Zerlegung (§5.5 Punkte @-@):
@ (Direkt.) = ist reflexiv und damit m € [m] for jedes m € M.
Also gilt [m] # 0 und damit ) ¢ M = {[m] | m € M}.

@ (Beidseitige Teilmengen.) | J M C Mist trivial. Fir jedes m € M gilt
m € [m] C |JM wie in @, womit M C | M.

@ (Kontraposition, dann beidseitige Teilmengen.) Seien My, M; € M mit
My N My # (). Dann existiert m € M; N M,.




Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.6 Theorem

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M.
Dann ist (M/=) eine Zerlegung von M.

Beweis (direkt).
Sei M = (M/=) = {[m] | m € M}. Offensichtlich ist M C P(M).
Z.zg. M ist Zerlegung (§5.5 Punkte @-@):
@ (Direkt.) = ist reflexiv und damit m € [m] for jedes m € M.
Also gilt [m] # 0 und damit ) ¢ M = {[m] | m € M}.

@ (Beidseitige Teilmengen.) | J M C Mist trivial. Fir jedes m € M gilt
m € [m] C |JM wie in @, womit M C | M.

@ (Kontraposition, dann beidseitige Teilmengen.) Seien My, M; € M mit
My N My # (. Dann existiert m € My N M. Fur jedes x € M; gilt m = x

und damit x € My. Also My C M,.

v
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Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.6 Theorem

Sei = eine Aquivalenzrelation auf M.
Dann ist (M/=) eine Zerlegung von M.

Beweis (direkt).
Sei M = (M/=) = {[m] | m € M}. Offensichtlich ist M C P(M).
Z.zg. M ist Zerlegung (§5.5 Punkte @-@):
@ (Direkt.) = ist reflexiv und damit m € [m] for jedes m € M.
Also gilt [m] # 0 und damit ) ¢ M = {[m] | m € M}.

@ (Beidseitige Teilmengen.) | J M C Mist trivial. Fir jedes m € M gilt
m € [m] C |JM wie in @, womit M C | M.

@ (Kontraposition, dann beidseitige Teilmengen.) Seien My, M; € M mit

My N My # (. Dann existiert m € My N M. Fur jedes x € M; gilt m = x

und damit x € My. Also M; C My. Ebenso M; C M; da m = y und
y € M fur alle y € My.

Ol
4
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Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.7 Theorem

Sei NV eine Zerlegung von M. Dann ist

=={(x,y) EMXM|IN(Ne N A{x, y} CN)}

eine Aquivalenzrelation auf M.

47



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.7 Theorem
Sei NV eine Zerlegung von M. Dann ist

== {(x,y) EMx M|IN(NE N A {x, y} C N)}

eine Aquivalenzrelation auf M.

Beweis (direkt).

Offensichtlich ist = eine Relation auf M.

o reflexiv: Sei x € M. Da M = |JN (§85.5), gibt es eine Menge N € N mit
x € N. Also x = x.




Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.7 Theorem
Sei NV eine Zerlegung von M. Dann ist

=={(x,y) EMXM|IN(Ne N A{x, y} CN)}

eine Aquivalenzrelation auf M.

Beweis (direkt).

Offensichtlich ist = eine Relation auf M.

o reflexiv: Sei x € M. Da M = |JN (§85.5), gibt es eine Menge N € N mit
x € N. Also x = x.

o symmetrisch: Sei x = y. Dann existiert N € ' mit {x, y} C N. Folglich
auch y = x.




Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.7 Theorem

Sei NV eine Zerlegung von M. Dann ist
=={(x,y) EMXM|IN(Ne N A{x, y} CN)}

eine Aquivalenzrelation auf M.

Beweis (direkt).
Offensichtlich ist = eine Relation auf M.

o reflexiv: Sei x € M. Da M = |JN (§85.5), gibt es eine Menge N € N mit
x € N. Also x = x.

o symmetrisch: Sei x = y. Dann existiert N € ' mit {x, y} C N. Folglich
auch y = x.

o transitiv: Seien x = y und y = z. Also existieren N, N’ € N mit
{x, y} S Nund {y, z} CN.




Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.7 Theorem

Sei NV eine Zerlegung von M. Dann ist
=={(x,y) EMXM|IN(Ne N A{x, y} CN)}

eine Aquivalenzrelation auf M.

Beweis (direkt).
Offensichtlich ist = eine Relation auf M.

o reflexiv: Sei x € M. Da M = |JN (§85.5), gibt es eine Menge N € N mit
x € N. Also x = x.

o symmetrisch: Sei x = y. Dann existiert N € ' mit {x, y} C N. Folglich
auch y = x.

o transitiv: Seien x = y und y = z. Also existieren N, N’ € N mit
{x, y} CNund{y, z} CN.Daye NNN gilt N= N nach §5.5@.
Folglich {x, z} € N und damit x = z. O

V.
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Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.8 Korollar

o Sei = eine Aquivalenzrelation auf M. Dann gilt
= ={(x,y) e MxX M| 3N(N € (M/=) A {x,y} S N)}

@ Sei \V eine Zerlegung von M. Dann gilt A" = (M/=), wobei

=={(x,y) eMx M| IN(Ne N A{x,y} CN)}

59



Relationen — Aquivalenzrelationen

§5.8 Korollar

o Sei = eine Aquivalenzrelation auf M. Dann gilt
= ={(x,y) e MxX M| 3N(N € (M/=) A {x,y} S N)}

@ Sei \V eine Zerlegung von M. Dann gilt A" = (M/=), wobei

=={(x,y) eMx M| IN(Ne N A{x,y} CN)}

Zusammenfassung:

o Aquivalenzrelationen und Zerlegungen
sind (stark) korrespondierende Begriffe
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Funktionen — Motivation

Beispiele

@ sei B die Menge der Bundesburger; Relation von B nach N
{(p,n) € B x N | p hat Identifikationsnummer n}
o Freund-Relation auf den Facebook-Nutzern F

{(x,y) € F x F | x ist Facebook-Freund von y}




Funktionen — Motivation

Beispiele

@ sei B die Menge der Bundesburger; Relation von B nach N
{(p,n) € B x N | p hat Identifikationsnummer n}
o Freund-Relation auf den Facebook-Nutzern F

{(x,y) € F x F | x ist Facebook-Freund von y}

Diskussion:

e manchmal ist eine eindeutige Zuordnung gewinscht
z.B. Identifikationsnummer

o derartige Relationen sehr relevant in Praxis (Programmierung) und
Theorie (Mathematik)
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Funktionen — Motivation

Eigenschaften
o jedes m € M sollte einen Partner haben
o jedes m € M sollte eindeutigen Partner haben

— jedes m € M sollte genau einen Partner haben

lllustration einer Relation, die keine eindeutige Zuordnung liefert:
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Funktionen — Motivation

Eigenschaften
o jedes m € M sollte einen Partner haben
o jedes m € M sollte eindeutigen Partner haben

— jedes m € M sollte genau einen Partner haben

lllustration einer Relation, die keine eindeutige Zuordnung liefert:
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Funktionen — Motivation

Eigenschaften
o jedes m € M sollte einen Partner haben
o jedes m € M sollte eindeutigen Partner haben

— jedes m € M sollte genau einen Partner haben

lllustration einer Relation, die keine eindeutige Zuordnung liefert:
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Funktionen — Grundlagen

§5.9 Definition (Funktion)

Eine Relation R C M x N ist eine Funktion oder Abbildung gdw.
fur jedes m € M genau ein n € N existiert, so dass (m, n) € R.
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Funktionen — Grundlagen

§5.9 Definition (Funktion)

Eine Relation R C M x N ist eine Funktion oder Abbildung gdw.
fur jedes m € M genau ein n € N existiert, so dass (m, n) € R.
o Formalisierung: ...mind. einne N ...

Vm(m e M— 3n(ne NAR(m, ”)))

(ledes m € M hat einen Partner)
o Formalisierung: ...héchstens ein ne N ...

Vm,x,y((mEM/\XEN/\yEN/\R(m,x)/\R(m,y)) —>x:y>

(alle Partner von m sind gleich)

v
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Funktionen — Grundlagen

Beispiele
o sei B die Menge der Bundesbirger; Relation von B nach N
{(p,n) € B x N | p hat Identifikationsnummer n}

ist (vermutlich) eine Funktion
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Funktionen — Grundlagen

Beispiele
o sei B die Menge der Bundesbirger; Relation von B nach N
{(p,n) € B x N | p hat Identifikationsnummer n}

ist (vermutlich) eine Funktion

o Freund-Relation auf den Facebook-Nutzern F
{(x,y) € F x F | x ist Facebook-Freund von y}

ist (vermutlich) keine Funktion
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Funktionen — Grundlagen

Beispiele
o sei B die Menge der Bundesbirger; Relation von B nach N
{(p,n) € B x N | p hat Identifikationsnummer n}

ist (vermutlich) eine Funktion

o Freund-Relation auf den Facebook-Nutzern F
{(x,y) € F x F | x ist Facebook-Freund von y}

ist (vermutlich) keine Funktion

o R={(n,n") | n€ N, n' =2n} ist eine Funktion
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Funktionen — Grundlagen

Beispiele
o sei B die Menge der Bundesbirger; Relation von B nach N
{(p,n) € B x N | p hat Identifikationsnummer n}

ist (vermutlich) eine Funktion
o Freund-Relation auf den Facebook-Nutzern F
{(x,y) € F x F | x ist Facebook-Freund von y}
ist (vermutlich) keine Funktion

o R={(n,n") | n€ N, n' =2n} ist eine Funktion

@ idy ist eine Funktion
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Funktionen — Grundlagen

§5.10 Notation
Sei f C M x N eine Funktion von M nach N
o Kurzschreibweise: f: M — N
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Funktionen — Grundlagen

§5.10 Notation
Sei f C M x N eine Funktion von M nach N
o Kurzschreibweise: f: M — N

o Ublicherweise Kleinbuchstaben fur Funktionen
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Funktionen — Grundlagen

§5.10 Notation
Sei f C M x N eine Funktion von M nach N
o Kurzschreibweise: f: M — N
o Ublicherweise Kleinbuchstaben for Funktionen
o fur jedes me Mund n € N mit (m, n) € f schreiben wir n = f(m)

alternativ: f: m+— n oder m ri> n
in Worten: f bildet m auf n ab
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Funktionen — Grundlagen

Beispiele

@ seiidy: M — M die Funktion, so dass fir alle me M
idu(m) =m

o sei verdoppeln: N — N die Funktion, so dass fur alle n € N

verdoppeln(n) = 2n

658



Funktionen — Grundlagen

§5.11 Definition (Definitions- und Bildbereich)
Sei f: M— N.
o M heilt Definitionsbereich von f

o N heift Bildbereich von f
alternativ: Wertebereich oder Zielbereich
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Funktionen — Grundlagen

§5.11 Definition (Definitions- und Bildbereich)
Sei f: M— N.
o M heilt Definitionsbereich von f

o N heift Bildbereich von f
alternativ: Wertebereich oder Zielbereich

o fur alle M C Mist f(M) ={f(m)| me M}
die Menge aller Bilder von Elementen aus M’
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Funktionen — Grundlagen

§5.11 Definition (Definitions- und Bildbereich)
Sei f: M— N.
o M heilt Definitionsbereich von f

o N heift Bildbereich von f
alternativ: Wertebereich oder Zielbereich

o fur alle M C Mist f(M) ={f(m)| me M}
die Menge aller Bilder von Elementen aus M’

o foralle NN C Nist F{(N') = {me M| f(m) € N}
die Menge aller Ur-Bilder von Elementen aus N’
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Funktionen — Grundlagen

§5.11 Definition (Definitions- und Bildbereich)
Sei f: M— N.
o M heilt Definitionsbereich von f

o N heift Bildbereich von f
alternativ: Wertebereich oder Zielbereich

o fur alle M C Mist f(M) ={f(m)| me M}
die Menge aller Bilder von Elementen aus M’

o foralle NN C Nist F{(N') = {me M| f(m) € N}
die Menge aller Ur-Bilder von Elementen aus N’

Beispiele
o idu(M) = M und id,' (M) = M for alle M C M
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Funktionen — Grundlagen

§5.11 Definition (Definitions- und Bildbereich)
Sei f: M— N.
o M heilt Definitionsbereich von f

o N heift Bildbereich von f
alternativ: Wertebereich oder Zielbereich

o fur alle M C Mist f(M) ={f(m)| me M}
die Menge aller Bilder von Elementen aus M’

o foralle NN C Nist F{(N') = {me M| f(m) € N}
die Menge aller Ur-Bilder von Elementen aus N’

Beispiele
o idu(M) = M und id,' (M) = M for alle M C M
o verdoppeln(N) = {2x | x € N} und verdoppeln™'(U) = 0
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Funktionen — Grundlagen

o seiM=1{1,23,4,5 6}und f: M— M, so dass
f(m)=[v/m] foralle me M

Aufrunden [---]

T4



Funktionen — Grundlagen

o seiM=1{1,23,4,5 6}und f: M— M, so dass
f(m)=[v/m] foralle me M

Aufrunden [---]
o f(M)={1, 2,3}
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Funktionen — Grundlagen

o seiM=1{1,23,4,5 6}und f: M— M, so dass
f(m)=[v/m] foralle me M

Aufrunden [---]
o f(M)={1, 2, 3}
o f({1,2}) =11, 2}
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Funktionen — Grundlagen

o seiM=1{1,23,4,5 6}und f: M— M, so dass
f(m)=[v/m] foralle me M

Aufrunden [---]
o f(M)={1, 2, 3}
o 1({1,2}) =11, 2}
o F1({2})=1{2, 3, 4}
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Funktionen — Eigenschaften

§5.12 Definition (injektiv, surjektiv, bijektiv)
Eine Funktion f: M — N ist

o injektiv gdw. alle verschiedenen Elemente von M
auch verschiedene Bilder unter f haben

‘v’x,y((xGM/\yeM/\x#y)—)f(x);éf(y))
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Funktionen — Eigenschaften

nicht injektiv:

70



Funktionen — Eigenschaften

nicht injektiv:
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Funktionen — Eigenschaften

§5.12 Definition (injektiv, surjektiv, bijektiv)
Eine Funktion f: M — N ist

o injektiv gdw. alle verschiedenen Elemente von M
auch verschiedene Bilder unter f haben

Vim,mf ((m € MA i € MA m £ mf) = f(m) # (i)

o surjektiv gdw. f(M) =N
jedes Element von N ist Bild eines Elements von M

Vn(ne N — 3Im(m e MA f(m) = n))

a1



Funktionen — Eigenschaften

§5.12 Definition (injektiv, surjektiv, bijektiv)
Eine Funktion f: M — N ist

o injektiv gdw. alle verschiedenen Elemente von M
auch verschiedene Bilder unter f haben

Vim,mf ((m € MA i € MA m £ mf) = f(m) # (i)

o surjektiv gdw. f(M) =N
jedes Element von N ist Bild eines Elements von M

Vn(ne N — 3Im(m e MA f(m) = n))

o bijektiv gdw. f injektiv und surjektiv ist
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Funktionen — Eigenschaften

surjektiv:

3



Funktionen — Eigenschaften

nicht surjektiv:

Q4



Funktionen — Eigenschaften

@ idy: M — M mit idy(m) = mist bijektiv

Q5



Funktionen — Eigenschaften

@ idy: M — M mit idy(m) = mist bijektiv
@ verdoppeln: N — N mit verdoppeln(n) = 2n
ist injektiv, aber nicht surjektiv (3 nicht erreichbar)

964



Funktionen — Eigenschaften

Beispiele
@ idy: M — M mit idy(m) = mist bijektiv

@ verdoppeln: N — N mit verdoppeln(n) = 2n

ist injektiv, aber nicht surjektiv (3 nicht erreichbar)
o 7: N — Nmitf(n)=[/n]
ist nicht injektiv, aber surjektiv (denn 7(2) = £(3))
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Funktionen — Eigenschaften

@ idy: M — M mit idy(m) = mist bijektiv

@ verdoppeln: N — N mit verdoppeln(n) = 2n

ist injektiv, aber nicht surjektiv (3 nicht erreichbar)
o 7: N — Nmitf(n)=[/n]
ist nicht injektiv, aber surjektiv (denn 7(2) = £(3))

o quadrieren: R — R mit quadrieren(x) = x?
ist weder injektiv noch surjektiv
(negative Zahlen nicht erreichbar und (—2)? = 2?)

4
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Funktionen — Eigenschaften

Notizen:
e eine bijektive Funktion auf einer Menge M heil’t auch
Permutation von M (siehe Kombinatorik)

@ wir importieren alle Operationen von Relationen
z.B. zwei Funktionen f, g: M — N sind gleich (f = g) gdw.
f(m) = g(m) for alle me M
dies entspricht der Gleichheit der Relationen
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Funktionen — Eigenschaften

Notizen:

e eine bijektive Funktion auf einer Menge M heil’t auch
Permutation von M (siehe Kombinatorik)

@ wir importieren alle Operationen von Relationen
z.B. zwei Funktionen f, g: M — N sind gleich (f = g) gdw.
f(m) = g(m) for alle me M
dies entspricht der Gleichheit der Relationen

§5.13 Theorem J

Die Komposition zweier Funktionen ist wieder eine Funktion.

20



Funktionen — Eigenschaften

Notizen:
e eine bijektive Funktion auf einer Menge M heil’t auch
Permutation von M (siehe Kombinatorik)

@ wir importieren alle Operationen von Relationen
z.B. zwei Funktionen f, g: M — N sind gleich (f = g) gdw.
f(m) = g(m) for alle me M
dies entspricht der Gleichheit der Relationen

§5.13 Theorem

Die Komposition zweier Funktionen ist wieder eine Funktion.

Beweis (direkt).

Seien f: M— Nund g: N — P.Dann ist (f ; g)(m) = g(f(m)) fur alle
meM O

v
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Funktionen — Eigenschaften

§5.14 Theorem

Seien f: M— N,g: N— Pund h: P — Q.
Q@ (f;9);h="1;(9:h) (Assoziativitat der Komposition)
@ f; g istinjektiv, falls f und g injektiv sind

(o))



Funktionen — Eigenschaften

§5.14 Theorem
Seien f: M— N,g: N— Pund h: P — Q.

Q@ (f;9);h="1;(9:h) (Assoziativitat der Komposition)
@ f; g istinjektiv, falls f und g injektiv sind

’

Beweis (direkt).
@ Nach §5.13 sind beides Funktionen. Sei m € M beliebig.

((f:9); h)(m) = h((f; g)(m)) = h(g(f(m)))
= (g:h)(f(m)) = (f:(g: h)(m)

GO



Funktionen — Eigenschaften

§5.14 Theorem
Seien f: M— N,g: N— Pund h: P — Q.

Q@ (f;9);h="1;(9:h) (Assoziativitat der Komposition)
@ f; g istinjektiv, falls f und g injektiv sind

’

Beweis (direkt).
@ Nach §5.13 sind beides Funktionen. Sei m € M beliebig.

((F: ) h)(m) = h((F; g)(m)) = h(g(F(m)))
= (g: h)(f(m)) = (f; (g: h))(m)

@ Seien m,m' € Mmit m# m'. Da f injektiv ist, gilt f(m) # f(m'). Da
auch g injektiv ist, gilt weiterhin

(f: 9)(m) = g(f(m)) # g(f(m)) = (; g)(m')




Funktionen — Eigenschaften

§5.15 Theorem

Seien f: M— Nund g: N — P.
@ 1 ; g ist surjektiv, falls £ und g surjektiv sind
@ 1 ; g ist bijektiv, falls f und g bijektiv sind

(o2



Funktionen — Eigenschaften

§5.15 Theorem
Seien f: M— Nund g: N — P.

@ 1 ; g ist surjektiv, falls £ und g surjektiv sind
@ 1 ; g ist bijektiv, falls f und g bijektiv sind

Beweis (direkt).
@ Sei p € P beliebig. Da g surjektiv ist, existiert n € N, so dass g(n) = p.

Weiterhin ist auch f surjektiv, wodurch m € M existiert, so dass
f(m) = n. Also ist
(f; g)(m) = g(f(m)) =g(n)=p

Also ist f ; g auch surjektiv.
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Funktionen — Eigenschaften

§5.15 Theorem
Seien f: M— Nund g: N — P.

Q 1 ; g ist surjektiv, falls £ und g surjektiv sind
@ 1 ; g ist bijektiv, falls f und g bijektiv sind

Beweis (direkt).

@ Sei p € P beliebig. Da g surjektiv ist, existiert n € N, so dass g(n) = p.
Weiterhin ist auch f surjektiv, wodurch m € M existiert, so dass

f(m) = n. Also ist
(' g)(m) = g(f(m)) = g(n) = p
Also ist f ; g auch surjektiv.
@ Dies ergibt sich direkt aus @ und §5.14@
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Funktionen — Eigenschaften

Notizen:
o die Assoziativitét der Komposition gilt auch fur Relationen

o f~listi.A. nur eine Relation fur f: M — N
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Funktionen — Eigenschaften

Notizen:
o die Assoziativitét der Komposition gilt auch fur Relationen

o f~listi.A. nur eine Relation fur f: M — N

00



Funktionen — Eigenschaften

§5.16 Theorem

Sei f: M— N.Fur alle me Mund n € N gelten
@ me F{HmY)
@ f(f'({n})) = {n} falls  surjektiv ist
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Funktionen — Eigenschaften

§5.16 Theorem

Sei f: M— N.Fur alle me Mund n € N gelten
@ me f({f(m)})
@ f(f'({n})) = {n} falls  surjektiv ist

Beweis (direkt).
@ Wir setzen zundchst einfach die Definition ein:
F{f(m)}) = {x e M| £(x) € {F(m)}}
= {x e M| f(x) = f(m)}
und damit m € F=1({f(m)}).
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Funktionen — Eigenschaften

§5.16 Theorem

Sei f: M— N.Fur alle me Mund n € N gelten
@ me F{HmY)
@ f(f'({n})) = {n} falls  surjektiv ist

Beweis (direkt).
@ Wir setzen zundchst einfach die Definition ein:
I {f(m)}) = {x e M| f(x) € {f(m)}}
= {x e M| f(x) =f(m)}
und damit m € F=1({f(m)}).
@ Ebenso ist ({n}) nicht-leer und damit
F(F'({n})) = {f(x) I x € F'({n})}
={f(x) | x € {y e M| f(y) = n}}
={f(x) | xeM, f(x) =n} ={n} %L




Zusammenfassung

Aquivalenzrelationen und Zerlegungen
Operationen auf Relationen
Einfohrung Funktionen

Definitions- und Bildbereich

Eigenschaften von Funktionen

Dritte Aufgabenserie bereits im AlmaWeb verfiogbar
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