Diskrete Strukturen

Vorlesung 3: Naive Mengenlehre

30. Oktober 2018



Profung:

@ vorauss. am Freitag, den 22. Februar 2019 von 10-11 Uhr
im AudiMax, HS 3, HS 9

@ Abmeldungen noch bis zum 12. Januar 2019 méglich
o schriftlich, 60 min

o Hilfsmittel: nur ein beschriebenes oder bedrucktes DIN-A4-Blatt



Vorlesungsstruktur

@ Mathematische Grundlagen
» Aussagen- und Pradikatenlogik
» Naive Mengenlehre
» Relationen und Funktionen

@ Diskrete Strukturen
» Algebraische Strukturen
» Bdume und Graphen
» Arithmetik



Pradikatenlogik — Beweisstrategien

e Strategie fur den Allquantor Vx F
» Man nehme ein beliebiges (abstraktes) Element u des Universums an
“Sei u ein beliebiges Element des Universums.”
» Man zeige F fur u als Belegung von x



Pradikatenlogik — Beweisstrategien

e Strategie fur den Allquantor Vx F
» Man nehme ein beliebiges (abstraktes) Element u des Universums an
“Sei u ein beliebiges Element des Universums.”
» Man zeige F fur u als Belegung von x
» Da u beliebig ist, kénnen keine Eigenschaften von u genutzt werden
» Ebenso missen Fallunterscheidungen alle Méglichkeiten abdecken



Pradikatenlogik — Beweisstrategien

e Strategie fur den Allquantor Vx F

» Man nehme ein beliebiges (abstraktes) Element u des Universums an
“Sei u ein beliebiges Element des Universums.”

» Man zeige F fur u als Belegung von x

» Da u beliebig ist, kénnen keine Eigenschaften von u genutzt werden

» Ebenso missen Fallunterscheidungen alle Méglichkeiten abdecken

e Strategie fur den Existenzquantor Ix F

» Man wabhle ein geeignetes (konkretes) Element u des Universums
» Man zeige F fur u als Belegung von x



Pradikatenlogik — Beweisstrategien

e Strategie fur den Allquantor Vx F

» Man nehme ein beliebiges (abstraktes) Element u des Universums an
“Sei u ein beliebiges Element des Universums.”

» Man zeige F fur u als Belegung von x

» Da u beliebig ist, kénnen keine Eigenschaften von u genutzt werden

» Ebenso missen Fallunterscheidungen alle Méglichkeiten abdecken

e Strategie fur den Existenzquantor Ix F
» Man wabhle ein geeignetes (konkretes) Element u des Universums
» Man zeige F fur u als Belegung von x
» Da u bekannt ist, kénnen Eigenschaften von u genutzt werden



Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Beispielaussage

Fur jede naturliche Zahl existiert eine echt gréRere gerade naturliche Zahl.

Formalisierung: (Universum naturliche Zahlen)

Yn3im <Gerode(m) A(m> n))

Beweisversuch.

N
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Formalisierung: (Universum naturliche Zahlen)
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Beweisversuch.

Sei n eine beliebige naturliche Zahl. (Elimination Allquantor)
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Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Beispielaussage

Fur jede naturliche Zahl existiert eine echt gréRere gerade naturliche Zahl.

Formalisierung: (Universum naturliche Zahlen)
Yn3im <Gerode(m) A(m> n))

Beweisversuch.

Sei n eine beliebige naturliche Zahl. (Elimination Allquantor)

Wir wahlen m = 2n. (Elimination Existenzquantor)
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Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Beispielaussage

Fur jede naturliche Zahl existiert eine echt gréRere gerade naturliche Zahl.

Formalisierung: (Universum naturliche Zahlen)

Yn3im <Gerode(m) A(m> n))

Beweisversuch.

Sei n eine beliebige naturliche Zahl. (Elimination Allquantor)
Wir wahlen m = 2n. (Elimination Existenzquantor)

Dann ist m offenbar durch 2 teilbar und damit gerade. (Eigenschaft m)

1



Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Beispielaussage

Fur jede naturliche Zahl existiert eine echt gréRere gerade naturliche Zahl.

Formalisierung: (Universum naturliche Zahlen)

Yn3im <Gerode(m) A(m> n))

Beweisversuch.

Sei n eine beliebige naturliche Zahl. (Elimination Allquantor)
Wir wahlen m = 2n. (Elimination Existenzquantor)
Dann ist m offenbar durch 2 teilbar und damit gerade. (Eigenschaft m)

Weiterhin sei n > 0, woraus m—n=2n—n=n> 0 und
damit m > n folgen. (Annahme einer Eigenschaft von n nicht zul@ssig)

12




Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Beispielaussage

Fur jede naturliche Zahl existiert eine echt gréRere gerade naturliche Zahl.

Formalisierung: (Universum naturliche Zahlen)

Yn3im (Gerode(m) A(m> n))

Beweis.
Sei n eine beliebige naturliche Zahl.
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Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Beispielaussage

Fur jede naturliche Zahl existiert eine echt gréRere gerade naturliche Zahl.

Formalisierung: (Universum naturliche Zahlen)
Yn3im (Gerode(m) A(m> n))

Beweis.
Sei n eine beliebige naturliche Zahl.

Wir wahlen m = 2(n+1).
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Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Beispielaussage

Fur jede naturliche Zahl existiert eine echt gréRere gerade naturliche Zahl.

Formalisierung: (Universum naturliche Zahlen)

Yn3im (Gerode(m) A(m> n))

Beweis.
Sei n eine beliebige naturliche Zahl.

Wir wahlen m = 2(n+1).

Dann ist m offenbar durch 2 teilbar und damit gerade.




Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Beispielaussage

Fur jede naturliche Zahl existiert eine echt gréRere gerade naturliche Zahl.

Formalisierung: (Universum naturliche Zahlen)

Yn3im (Gerode(m) A(m> n))

Beweis.
Sei n eine beliebige naturliche Zahl.

Wir wahlen m = 2(n+1).
Dann ist m offenbar durch 2 teilbar und damit gerade.

Weiterhin gilt m—n=2(n+1)—n=n+2> 0 und damitist m>n. [

v
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Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Formalisierung: (Universum natirliche Zahlen)

Vn3m (Gerode(m) A(m> n))

Noch ein Beweis.

Sei n eine beliebige naturliche Zahl. (Elimination Allquantor)
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Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Formalisierung: (Universum natirliche Zahlen)

Vn3m (Gerode(m) A(m> n))

Noch ein Beweis.
Sei n eine beliebige naturliche Zahl. (Elimination Allquantor)

Dann ist n entweder gerade oder ungerade.
(Eigenschaft aller naturlichen Zahlen)
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Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Formalisierung: (Universum natirliche Zahlen)

Vn3m (Gerode(m) A(m> n))

Noch ein Beweis.
Sei n eine beliebige naturliche Zahl. (Elimination Allquantor)

Dann ist n entweder gerade oder ungerade.
(Eigenschaft aller naturlichen Zahlen)

o Sei n gerade. Wir wihlen m = n+ 2. (Elimination Existenzquantor)
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Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Formalisierung: (Universum natirliche Zahlen)

Vn3m (Gerode(m) A(m> n))

Noch ein Beweis.
Sei n eine beliebige naturliche Zahl. (Elimination Allquantor)

Dann ist n entweder gerade oder ungerade.
(Eigenschaft aller naturlichen Zahlen)

o Sei n gerade. Wir wihlen m = n+ 2. (Elimination Existenzquantor)

Dann ist m offenbar auch gerade und es gilt m > n.
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Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Formalisierung: (Universum natirliche Zahlen)

Vn3m (Gerode(m) A(m> n))

Noch ein Beweis.
Sei n eine beliebige naturliche Zahl. (Elimination Allquantor)

Dann ist n entweder gerade oder ungerade.
(Eigenschaft aller naturlichen Zahlen)

o Sei n gerade. Wir wihlen m = n+ 2. (Elimination Existenzquantor)
Dann ist m offenbar auch gerade und es gilt m > n.

o Sei n ungerade. Wir wihlen m=n+1.  (Elimination Existenzquantor)
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Pradikatenlogik — Beweisstrategien

Formalisierung: (Universum natirliche Zahlen)

Vn3m (Gerode(m) A(m> n))

Noch ein Beweis.

Sei n eine beliebige naturliche Zahl. (Elimination Allquantor)

Dann ist n entweder gerade oder ungerade.
(Eigenschaft aller naturlichen Zahlen)

o Sei n gerade. Wir wihlen m = n+ 2. (Elimination Existenzquantor)
Dann ist m offenbar auch gerade und es gilt m > n.
o Sei n ungerade. Wir wihlen m=n+1.  (Elimination Existenzquantor)

Dann ist m gerade und m > n.

Wir haben die Aussage in beiden Féllen gezeigt. O
29




Heutige Vorlesung

Einfchrung Mengenlehre
Beziehungen zwischen Mengen (Gleichheit, Teilmengen)

Standardoperationen auf Mengen

Rechenregeln fir Mengenoperationen

Bitte Fragen direkt stellen!

23



Mengenlehre — Grundbegriffe

§3.1 Definition (Menge) — nach [Cantor, 1895]

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von unterscheidbaren Objekten
zu einem Ganzen. Die zusammengefassten Objekte heifen Elemente von M.

Notizen:
e verbale Definition — naive Mengenlehre

o fuhrt zu Widersprichen bei “groRen” Mengen

24



Mengenlehre — Grundbegriffe

Georg Cantor (* 1845; 1 1918)
o dtsch. Mathematiker
o Begrinder der modernen Mengenlehre

o Kardinal- und Ordinalzahlen

§ 1.
Der Michtigkeitsbegriff oder die Cardinalzahl.

Unter einer ,Mengef verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objecten m unsrer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die ,Elemente’ von M genannt werden) zu
einem Ganzen. '

275



Mengenlehre — Grundbegriffe

§3.2 Definition (Menge)

o Menge als Zusammenfassung von bestimmten Objekten
(ihren Elementen)
o fur jede Menge M und jedes Objekt m ist m entweder

ein Element von M meM
oder kein Element von M —(m € M) oder besser: m ¢ M
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Mengenlehre — Grundbegriffe

§3.2 Definition (Menge)
o Menge als Zusammenfassung von bestimmten Objekten
(ihren Elementen)
o fur jede Menge M und jedes Objekt m ist m entweder

ein Element von M meM
oder kein Element von M —(m € M) oder besser: m ¢ M
o “entweder ... oder ...” entspricht exklusivem Oder
(AV B)A—=(AAB)
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Mengenlehre — Grundbegriffe

§3.2 Definition (Menge)

o Menge als Zusammenfassung von bestimmten Objekten
(ihren Elementen)
o fur jede Menge M und jedes Objekt m ist m entweder

ein Element von M meM
oder kein Element von M —(m € M) oder besser: m ¢ M
o “entweder ... oder ...” entspricht exklusivem Oder

(AV B) A=(AN B)

o jede Menge ist unterscheidbar von jedem ihrer Elemente

{3} #3]
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Mengenlehre — Mengen

@ Menge aller Lastkraftwagen

Definition mit Eigenschaft




Mengenlehre — Mengen

@ Menge aller Lastkraftwagen

Definition mit Eigenschaft

@ Menge aller Lastkraftwagen,
die (jetzt) frischen Fisch transportieren
Einschrdnkung einer anderen Menge
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Mengenlehre — Mengen

@ Menge aller Lastkraftwagen

Definition mit Eigenschaft

@ Menge aller Lastkraftwagen,
die (jetzt) frischen Fisch transportieren
Einschrdnkung einer anderen Menge

@ Menge mit den Elementen 1, 2 und 3
(vollstandige) Aufzdhlung

3



Mengenlehre — Mengen

@ Menge aller Lastkraftwagen

Definition mit Eigenschaft

@ Menge aller Lastkraftwagen,
die (jetzt) frischen Fisch transportieren
Einschrdnkung einer anderen Menge

@ Menge mit den Elementen 1, 2 und 3
(vollstandige) Aufzdhlung

@ Menge mit den Elementen 0, 1, 2, usw.

(unvollstandige) Aufzahlung

7



Mengenlehre — Mengen

§3.3 Notation zur Definition von Mengen
o Leere Menge: () hat keine Elemente

o Basismengen: sei Lkw die Menge aller Lastkraftwagen
textuelle Definition

13



Mengenlehre — Mengen

§3.3 Notation zur Definition von Mengen
o Leere Menge: () hat keine Elemente

o Basismengen: sei Lkw die Menge aller Lastkraftwagen
textuelle Definition

o Einschrénkung: {L € Lkw | hatFisch(L)}
enthdlt genau die Elemente L von Lkw,
fur die hatFisch(L) wahr ist
M= {x € X | F} mit Aussagenschablone F
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Mengenlehre — Mengen

§3.3 Notation zur Definition von Mengen
o Leere Menge: () hat keine Elemente

o Basismengen: sei Lkw die Menge aller Lastkraftwagen
textuelle Definition

o Einschrankung: {L € Lkw | hatFisch(L)}
enthdlt genau die Elemente L von Lkw,

fur die hatFisch(L) wahr ist
M= {x € X | F} mit Aussagenschablone F

o vollstandige Aufzghlung: {1, 2, 3}
funktioniert nur bei endlichen Mengen
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Mengenlehre — Mengen

§3.3 Notation zur Definition von Mengen
o Leere Menge: () hat keine Elemente

o Basismengen: sei Lkw die Menge aller Lastkraftwagen
textuelle Definition

o Einschrénkung: {L € Lkw | hatFisch(L)}
enthdlt genau die Elemente L von Lkw,
fur die hatFisch(L) wahr ist
M= {x € X | F} mit Aussagenschablone F

o vollstandige Aufzghlung: {1, 2, 3}
funktioniert nur bei endlichen Mengen

o unvollstandige Aufzahlung: {0, 1, 2, ...}
Muster muss klar erkennbar sein |
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Mengenlehre — Mengen

Notizen:

o Elemente unterscheidbar (Mehrfachnennungen unnitz)

{1,2,3,1={1,2,3}  und {05}:{%22%}

7



Mengenlehre — Mengen

Notizen:

o Elemente unterscheidbar (Mehrfachnennungen unnitz)

12 6
0,2,3,11=1{1,2,3  und {0,5}:{5, Z’z'ﬂ}
e nur Gruppierung; keine Anordnung (Reihenfolge irrelevant)

{3,2,1} ={1,2, 3}

8



Mengenlehre — Mengen

Notizen:

o Elemente unterscheidbar (Mehrfachnennungen unnitz)

12 6
0,2,3,11=1{1,2,3  und {0,5} - {5, 52 ﬂ}
e nur Gruppierung; keine Anordnung (Reihenfolge irrelevant)
{3,2,1} ={1,2, 3}

o dies gilt allg. for Mengen, nicht nur fur Aufzdhlungen
o Klassiker: bei x,y,z € {1, 2, 3}
formal: (x € {1, 2, 3}) A (ye{1,2,3}) A (z€{l, 2, 3})
kann x = y = z gelten
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Mengenlehre — Zwischenfragen

Welche Aussagen gelten for M= {(), {0} }?
o eM
o {0} eM
o {{0}} € M

40



Mengenlehre — Zwischenfragen

Welche Aussagen gelten for M= {(), {0} }?
o eM v
o {0} eM
o {{0}} € M

4]



Mengenlehre — Zwischenfragen

Welche Aussagen gelten for M= {(), {0} }?

oleMm v
o{@}EM v
o {{0}} e M

49



Mengenlehre — Zwischenfragen

Welche Aussagen gelten for M= {(), {0} }?

oleMm v
o{@}EM v
o{{@}}EM X
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Mengenlehre — Aquivalenz

§3.4 Definition (Mengengleichheit)

Mengen M und N sind gleich, kurz M = N,
wenn sie (exakt) die gleichen Elemente haben

Formal: M = N gdw. Vm((m € M) — (m € N)) AVn((n € N) = (n € M))
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Mengenlehre — Aquivalenz

§3.4 Definition (Mengengleichheit)

Mengen M und N sind gleich, kurz M = N,
wenn sie (exakt) die gleichen Elemente haben

Formal: M = N gdw. Vm((m € M) — (m € N)) AVn((n € N) = (n € M))

Beispiel
o My = {n € N| nist durch 2 teilbar} nat. Zahlen mit Teiler 2
o G={ne N|Gerade(n)} gerade nat. Zahlen

@ esqgiltM=0G
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Mengenlehre — Teilmenge

§3.5 Definition (Teilmenge)

Menge M ist eine Teilmenge von der Menge N, kurz M C N,
falls jedes Element von M auch Element von N ist

Formal: M C N gdw. Ym((m € M) — (m € N))
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Mengenlehre — Teilmenge

§3.5 Definition (Teilmenge)

Menge M ist eine Teilmenge von der Menge N, kurz M C N,
falls jedes Element von M auch Element von N ist

Formal: M C N gdw. Ym((m € M) — (m € N))

Beispiel
o My = {ne N|nist durch 4 teilbar} nat. Zahlen mit Teiler 4
o G={ne N|Gerade(n)} gerade nat. Zahlen
e esqgilt My C G
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Mengenlehre — Teilmenge

Notizen:
o Alternativen zu M C N (M ist Teilmenge von N):

» N D M (N ist Obermenge von M)
» manchmal auch: M C N (werden wir nicht verwenden)

48



Mengenlehre — Teilmenge

Notizen:
o Alternativen zu M C N (M ist Teilmenge von N):

» N D M (N ist Obermenge von M)
» manchmal auch: M C N (werden wir nicht verwenden)

o Was bedeutet: M Z N?

MZ N st aquivalent zu  —(M C N)
ist aquivalent zu - —=Vm((m € M) — (m € N))
ist aquivalent zu Im=((m € M) — (m € N))
ist aquivalent zu Im—(—=(m € M)V (m € N))
ist aquivalent zu Im(——(m € M) A ~(m € N))
ist aquivalent zu Im((m € M) A (m & N))

in Worten: M Z N gdw. es ein Element m von M gibt, welches kein
Element von N ist
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Mengenlehre — Teilmenge

Notizen:
o Alternativen zu M C N (M ist Teilmenge von N):

» N D M (N ist Obermenge von M)
» manchmal auch: M C N (werden wir nicht verwenden)

o Was bedeutet: M Z N?

MZ N st aquivalent zu  —(M C N)
ist aquivalent zu —Vm((m € M) — (m € N))
ist aquivalent zu Im—((m € M) — (m € N))
ist aquivalent zu Im—(—=(m € M)V (m € N))
ist aquivalent zu Im(——(m € M) A ~(m € N))
ist aquivalent zu Im((m € M) A (m & N))

in Worten: M Z N gdw. es ein Element m von M gibt, welches kein
Element von N ist

50



Mengenlehre — Teilmenge

Notizen:
o Alternativen zu M C N (M ist Teilmenge von N):

» N D M (N ist Obermenge von M)
» manchmal auch: M C N (werden wir nicht verwenden)

o Was bedeutet: M Z N?

MZ N st aquivalent zu  —(M C N)
ist aquivalent zu =Vm((m € M) — (m € N))
ist aquivalent zu Im=((m € M) — (m € N))
ist aquivalent zu Im—(—=(m € M)V (m € N))
ist aquivalent zu Im(——(m € M) A ~(m € N))
ist aquivalent zu Im((m € M) A (m & N))

in Worten: M Z N gdw. es ein Element m von M gibt, welches kein
Element von N ist
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Mengenlehre — Teilmenge

Notizen:

o Alternativen zu M C N (M ist Teilmenge von N):
» N D M (N ist Obermenge von M)

» manchmal auch: M C N

o Was bedeutet: M Z N?

ME N st aquivalent zu
ist dquivalent zu
ist dquivalent zu
ist dquivalent zu
ist dquivalent zu

ist dquivalent zu

(werden wir nicht verwenden)

(M CN)

—-Vm((m € M) — (m € N))
m—((m € M) = (m € N))
Im—(—(m e M) (me N))
3m(=—(m € M) A —=(m € N))
Im((m e M)A (m ¢ N))

in Worten: M Z N gdw. es ein Element m von M gibt, welches kein

Element von N ist
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Mengenlehre — Teilmenge

Notizen:
o Alternativen zu M C N (M ist Teilmenge von N):

» N D M (N ist Obermenge von M)
» manchmal auch: M C N (werden wir nicht verwenden)

o Was bedeutet: M Z N?

MZ N st aquivalent zu  —(M C N)
ist aquivalent zu =Vm((m € M) — (m € N))
ist aquivalent zu Im=((m € M) — (m € N))
ist aquivalent zu Im—(—=(m € M)V (m € N))
ist aquivalent zu Im(——(m € M) A ~(m € N))
ist aquivalent zu - Im((m € M) A (m ¢ N))

in Worten: M Z N gdw. es ein Element m von M gibt, welches kein
Element von N ist
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Mengenlehre — Zwischenfragen

Welche Aussagen gelten for M= {(), {0} }?
oM
o {0} CM
o {{0}} c M
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Mengenlehre — Zwischenfragen

Welche Aussagen gelten for M= {(), {0} }?
oM v
o {0} C M
o {{0}} c M
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Mengenlehre — Zwischenfragen

Welche Aussagen gelten for M= {(), {0} }?

s CM v/
o {0} CM v
o {{0}} =M
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Mengenlehre — Zwischenfragen

Welche Aussagen gelten for M= {(), {0} }?

s CM v/
o {0} CM v
o {{0}} =M v/
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Mengenlehre — Teilmenge

§3.6 Theorem
For alle Mengen M und N gilt: M= N gdw. M C Nund N C M. J
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Mengenlehre — Teilmenge

§3.6 Theorem
For alle Mengen M und N gilt: M= N gdw. M C Nund N C M.

Beweis (direkt).

Durch Einsetzen der Definitionen:

M=N
istaq.zu Vm((me M) —» (me N)) AVn((ne N) = (neM)) 8§34
ist ag.zu (M C N)AVn((n€ N) = (n € M)) §3.5
istag.zu (MC N)A(NC M) §3.5
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Mengenlehre — Teilmenge

§3.6 Theorem
For alle Mengen M und N gilt: M= N gdw. M C Nund N C M.

Beweis (direkt).

Durch Einsetzen der Definitionen:

M=N
istag.zu Vm((m e M) —» (me N)) AVn((ne N) = (neM)) 8§34
istag.zu (M C N) AVn((n€ N) = (n € M)) §3.5
istag.zu (MC N)A(NC M) §3.5
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Mengenlehre — Teilmenge

§3.6 Theorem
For alle Mengen M und N gilt: M= N gdw. M C Nund N C M.

Beweis (direkt).

Durch Einsetzen der Definitionen:

M=N
ist ag. zu Vm((m € M) » (me N)) AVn((ne N) = (neM)) 8§34
istag.zu (M C N)AVn((n€ N) — (ne M)) §3.5
istag.zu (MCN)A(NC M) §3.5
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Mengenlehre — Standardmengen

o N ={} leere Menge
(hat keine Elemente)
e N={0,1,2,...} natirlichen Zahlen
(bei anderen Autoren auch ohne 0)
o Z={.. -1,0,1,2,...} ganzen Zahlen
e Q= {% | m e Z, neZ,n 7é 0} rationalen Zahlen
(‘," heiRt “und” in Eigenschaften)
@ R = Menge aller reellen Zahlen reellen Zohlenl

67



Mengenlehre — Grundoperationen

§3.7 Definition (Vereinigung, Schnitt, Differenz)
Seien M und N Mengen.

o Vereinigung MU N von M und N besteht aus den Elementen, die
Element von M oder Element von N sind

MUN = {x | x € Moder x € N}




Mengenlehre — Grundoperationen

§3.7 Definition (Vereinigung, Schnitt, Differenz)
Seien M und N Mengen.

o Vereinigung MU N von M und N besteht aus den Elementen, die
Element von M oder Element von N sind

MUN = {x | x € Moder x € N}

o Schnitt MN N von M und N besteht aus den Elementen, die Element
von M und Element von N sind

MNN={x|xeM xeNt={xeM|xeN}




Mengenlehre — Grundoperationen

§3.7 Definition (Vereinigung, Schnitt, Differenz)
Seien M und N Mengen.

o Vereinigung MU N von M und N besteht aus den Elementen, die
Element von M oder Element von N sind

MUN = {x | x € Moder x € N}

o Schnitt MN N von M und N besteht aus den Elementen, die Element
von M und Element von N sind

MNN={x|xeM xeNt={xeM|xeN}

o Differenz M\ N von M ohne N besteht aus den Elementen, die Element
von M aber nicht Element von N sind

M\N={x|xeM x¢ N ={xeM|xgN}
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Grafische Darstellung

@ Venn-Diagramme
@ Vereinigung MU N, Schnitt MN N, Differenz M\ N

John Venn (* 1834; 1 1923)

o engl. Mathematiker

o Lehrer der Logik in Cambridge
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Mengenlehre — Grundoperationen

Grafische Darstellung

@ Venn-Diagramme
@ Vereinigung MU N, Schnitt MN N, Differenz M\ N

M\ N

John Venn (* 1834; 1 1923)

o engl. Mathematiker

o Lehrer der Logik in Cambridge




Mengenlehre — Komplement

Grundmenge U (haufig implizit)

§3.8 Definition (Komplement)
Das Komplement M von M C U beinhaltet genau die Elemente von U, die
nicht Elemente von M sind.

M={ueU|ugM=U\M
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Mengenlehre — Komplement

Grundmenge U (haufig implizit)

§3.8 Definition (Komplement)
Das Komplement M von M C U beinhaltet genau die Elemente von U, die
nicht Elemente von M sind.

M={ueU|ugM=U\M
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Mengenlehre — Einfache Eigenschaften

§3.9 Theorem

QO xc{y[F(y)} gdw. F(x)
Q@ x ¢ Mgdw. x € M Grundmenge U und x € U

T4



Mengenlehre — Einfache Eigenschaften

§3.9 Theorem

QO xc{y[F(y)} gdw. F(x)
Q@ x ¢ Mgdw. x € M Grundmenge U und x € U

Beweis.

@ Beidseitige Implikationen
(«) Falls F(x) gilt, dann auch x € {y | F(y)}.
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Mengenlehre — Einfache Eigenschaften

§3.9 Theorem

QO xc{y[F(y)} gdw. F(x)
Q@ x ¢ Mgdw. x € M Grundmenge U und x € U

Beweis.

@ Beidseitige Implikationen
(«) Falls F(x) gilt, dann auch x € {y | F(y)}.
(—) Falls F(x) nicht gilt, dann gilt auch x ¢ {y | F(y)}.
Per Kontraposition gilt daher F(x), falls x € {y | F(y)}-
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Mengenlehre — Einfache Eigenschaften

§3.9 Theorem

QO xc{y[F(y)} gdw. F(x)
Q@ x ¢ Mgdw. x € M Grundmenge U und x € U

Beweis.

@ Beidseitige Implikationen
(+) Falls F(x) gilt, dann auch x € {y | F(y)}.
(—) Falls F(x) nicht gilt, dann gilt auch x ¢ {y | F(y)}.
Per Kontraposition gilt daher F(x), falls x € {y | F(y)}-
@ Beiseitige Implikationen
(«) SeixemM =U\M={y|lyeU,yd¢ M}
Nach @ gilt daher x € U und x ¢ M.
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Mengenlehre — Einfache Eigenschaften

§3.9 Theorem

QO xc{y[F(y)} gdw. F(x)
Q@ x ¢ Mgdw. x € M Grundmenge U und x € U

Beweis.

@ Beidseitige Implikationen
(«) Falls F(x) gilt, dann auch x € {y | F(y)}.
(—) Falls F(x) nicht gilt, dann gilt auch x ¢ {y | F(y)}.
Per Kontraposition gilt daher F(x), falls x € {y | F(y)}-
@ Beiseitige Implikationen
(«) SeixemM =U\M={y|lyeU,yd¢ M}
Nach @ gilt daher x € U und x ¢ M.
(—) Sei x € Uund x ¢ M. Dann gilt nach @ auch
xe{ylyelUy¢gM=U\M=M. O
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Mengenlehre — Rechenregeln

égquivalente Formeln Bezeichnung
ANB BAA Kommutativitat von A
AV B BV A Kommutativitat von V
(AANB)AC AN (BAC) Assoziativitét von A
(AvB)vC AV (BV () Assoziativitat von V
AN(BVC) | (AANB)V(AANC) Distributivitat von A
AV (BAC) | (AVB)A(AVC) Distributivitdt von V
ANA A |dempotenz von A
AV A A |dempotenz von Vv
——A A Involution —
—(AA B) (—A) Vv (—B) deMorgan-Gesetz fur A
—(AV B) (=A) A (—B) deMorgan-Gesetz fur v
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Mengenlehre — Rechenregeln

gleiche Mengen Bezeichnung

ANB BAA Kommutativitat von A
AV B BV A Kommutativitat von V
(AANB)AC AN (BAC) Assoziativitét von A
(AvB)vC AV (BV () Assoziativitat von V
AN(BVC) | (AANB)V(AANC) Distributivitat von A
AV (BAC) | (AVB)A(AVC) Distributivitdt von V
ANA A |dempotenz von A
AV A A |dempotenz von Vv
——A A Involution —
—(AA B) (—A) Vv (—B) deMorgan-Gesetz fur A
—(AV B) (—A) A (—B) deMorgan-Gesetz fur v
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Mengenlehre — Rechenregeln

gleiche Mengen Bezeichnung

ANB BNA Kommutativitat von N
AV B BV A Kommutativitat von V
(AANB)AC AN (BAC) Assoziativitét von A
(AvB)vC AV (BV () Assoziativitat von V
AN(BVC) | (AANB)V(AANC) Distributivitat von A
AV (BAC) | (AVB)A(AVC) Distributivitdt von V
ANA A |dempotenz von A
AV A A |dempotenz von Vv
——A A Involution —
—(AA B) (—A) Vv (—B) deMorgan-Gesetz fur A
—(AV B) (—A) A (—B) deMorgan-Gesetz fur v

a1



Mengenlehre — Rechenregeln

gleiche Mengen Bezeichnung

ANB BNA Kommutativitat von N
AUB BUA Kommutativitat von U
(AANB)AC AN (BAC) Assoziativitét von A
(AvB)vC AV (BV () Assoziativitat von V
AN(BVC) | (AANB)V(AANC) Distributivitat von A
AV (BAC) | (AVB)A(AVC) Distributivitdt von V
ANA A |dempotenz von A
AV A A |dempotenz von Vv
——A A Involution —
—(AA B) (—A) Vv (—B) deMorgan-Gesetz fur A
—(AV B) (—A) A (—B) deMorgan-Gesetz fur v
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Mengenlehre — Rechenregeln

gleiche Mengen Bezeichnung

ANB BNA Kommutativitat von N
AUB BUA Kommutativitat von U
(AnB)NC AN(BNC) Assoziativitat von N
(AvB)vC AV (BV () Assoziativitat von V
AN(BVC) | (AANB)V(AANC) Distributivitat von A
AV (BAC) | (AVB)A(AVC) Distributivitdt von V
ANA A |dempotenz von A
AV A A |dempotenz von Vv
——A A Involution —
—(AA B) (—A) Vv (—B) deMorgan-Gesetz fur A
—(AV B) (—A) A (—B) deMorgan-Gesetz fur v
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Mengenlehre — Rechenregeln

gleiche Mengen Bezeichnung

ANB BNA Kommutativitat von N
AUB BUA Kommutativitat von U
(AnB)NC AN(BNC) Assoziativitét von N
(AuB)UC AU (BUC) Assoziativitat von U
AN(BVC) | (AANB)V(AANC) Distributivitat von A
AV (BAC) | (AVB)A(AVC) Distributivitdt von V
ANA A |dempotenz von A
AV A A |dempotenz von Vv
——A A Involution —
—(AA B) (—A) Vv (—B) deMorgan-Gesetz fur A
—(AV B) (—A) A (—B) deMorgan-Gesetz fur v
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Mengenlehre — Rechenregeln

gleiche Mengen Bezeichnung

ANB BNA Kommutativitat von N
AUB BUA Kommutativitat von U
(AnB)NC AN(BNC) Assoziativitét von N
(AuB)UC AU (BUC) Assoziativitat von U
AN(BUC) | (ANB)U(ANC) Distributivitat von N
AV (BAC) | (AVB)A(AVC) Distributivitdt von V
ANA A |dempotenz von A
AV A A |dempotenz von Vv
——A A Involution —
—(AA B) (—A) Vv (—B) deMorgan-Gesetz fur A
—(AV B) (—A) A (—B) deMorgan-Gesetz fur v

Q5



Mengenlehre — Rechenregeln

gleiche Mengen Bezeichnung

ANB BNA Kommutativitat von N
AUB BUA Kommutativitat von U
(AnB)NC AN(BNC) Assoziativitét von N
(AuB)UC AU (BUC) Assoziativitat von U
AN(BUC) | (ANB)U(ANC) Distributivitat von N
AU(BNC) | (AUB)N(AUC) Distributivitdt von U
ANA A |dempotenz von A
AV A A |dempotenz von Vv
——A A Involution —
—(AA B) (—A) Vv (—B) deMorgan-Gesetz fur A
—(AV B) (—A) A (—B) deMorgan-Gesetz fur v
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Mengenlehre — Rechenregeln

gleiche Mengen Bezeichnung

ANB BNA Kommutativitat von N
AUB BUA Kommutativitat von U
(AnB)NC AN(BNC) Assoziativitét von N
(AuB)UC AU (BUC) Assoziativitat von U
AN(BUC) | (ANB)U(ANC) Distributivitat von N
AU(BNC) | (AUB)N(AUC) Distributivitét von U
ANA A |dempotenz von N
AV A A |dempotenz von Vv
——A A Involution —
—(AA B) (—A) Vv (—B) deMorgan-Gesetz fur A
—(AV B) (—A) A (—B) deMorgan-Gesetz fur v

Q7



Mengenlehre — Rechenregeln

gleiche Mengen Bezeichnung

ANB BNA Kommutativitat von N
AUB BUA Kommutativitat von U
(AnB)NC AN(BNC) Assoziativitat von N
(AuB)UC AU (BUC) Assoziativitat von U
AN(BUC) | (ANB)U(ANC) Distributivitat von N
AU(BNC) | (AUB)N(AUC) Distributivitét von U
ANA A |dempotenz von N
AUA A |dempotenz von U
——A A Involution —
—(AA B) (—A) Vv (—B) deMorgan-Gesetz fur A
—(AV B) (=A) A (—B) deMorgan-Gesetz fur v
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Mengenlehre — Rechenregeln

gleiche Mengen Bezeichnung

ANB BNA Kommutativitat von N
AUB BUA Kommutativitat von U
(AnB)NC AN(BNC) Assoziativitat von N
(AuB)UC AU (BUC) Assoziativitat von U
AN(BUC) | (ANB)U(ANC) Distributivitat von N
AU(BNC) | (AUB)N(AUC) Distributivitét von U
ANA A |dempotenz von N
AUA A |dempotenz von U
(A)© A Involution -€
—(AA B) (—A) Vv (—B) deMorgan-Gesetz fur A
—(AV B) (=A) A (—B) deMorgan-Gesetz fur v

80



Mengenlehre — Rechenregeln

gleiche Mengen Bezeichnung

ANB BNA Kommutativitat von N
AUB BUA Kommutativitat von U
(AnB)NC AN(BNC) Assoziativitét von N
(AuB)UC AU (BUC) Assoziativitat von U
AN(BUC) | (ANB)U(ANC) Distributivitat von N
AU(BNC) | (AUB)N(AUC) Distributivitét von U
ANA A |dempotenz von N
AUA A |dempotenz von U
(A)© A Involution -€
(AN B)* A“U B° deMorgan-Gesetz fur N
—(AV B) (—A) A (—B) deMorgan-Gesetz fur v

20



Mengenlehre — Rechenregeln

gleiche Mengen Bezeichnung

ANB BNA Kommutativitat von N
AUB BUA Kommutativitat von U
(AnB)NC AN(BNC) Assoziativitét von N
(AuB)UC AU (BUC) Assoziativitat von U
AN(BUC) | (ANB)U(ANC) Distributivitat von N
AU(BNC) | (AUB)N(AUC) Distributivitét von U
ANA A |dempotenz von N
AUA A |dempotenz von U
(A)© A Involution -€
(AN B)° A°U B° deMorgan-Gesetz fur N
(AU B)© AN B° deMorgan-Gesetz fur U

Q1



Mengenlehre — Rechenregeln

§3.10 Theorem
For alle Mengen M, N, P gilt

MU(NNP) = (MUN)N (MU P)

(o)



Mengenlehre — Rechenregeln

§3.10 Theorem
Fur alle Mengen M, N, P gilt

MU(NNP) = (MUN)N (MU P)

Beweis (direkt).
Durch Anwendung der Definitionen:
MUNNP)={x|(xeMV(xe NNP)}
={x[(xemVxe{yl(yeN)n(yeP)})}

={x|(xeMV((xeN)A(xeP)} §3.9
DS 4
={x|(xeMV(xeN)A((xeMV(xeP))}
T % A ¢
={x|(xe MUN)A(x e MUP)}
=(MUN)N(MUP) O
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§3.10 Theorem
Fur alle Mengen M, N, P gilt

MU(NNP) = (MUN)N (MU P)

Beweis (direkt).
Durch Anwendung der Definitionen:
MUNNP)={x|(xeMV(xe NNP)}
={x[(xeMmMV(xe{yl(yeN)n(yeP)})}

={x|(xeMV((xeN)A(xeP)} §3.9
DI 4
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T % A ¢
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Mengenlehre — Rechenregeln

§3.10 Theorem
Fur alle Mengen M, N, P gilt

MU(NNP) = (MUN)N (MU P)

Beweis (direkt).
Durch Anwendung der Definitionen:
MUNNP)={x|(xeMV(xe NNP)}
={x[(xemVxe{yl(yeN)n(yeP)})}

={x|(xeMV((xeN)A(xeP)} §3.9
={x|(xeMV(xe N))A((xeM)V(xeP)}

={x|(xe MUN)A(x e MUP)}
=(MUN)N(MUP) O




Mengenlehre — Rechenregeln

§3.10 Theorem
Fur alle Mengen M, N, P gilt

MU(NNP) = (MUN)N (MU P)

Beweis (direkt).
Durch Anwendung der Definitionen:
MUNNP)={x|(xeMV(xe NNP)}
={x[(xemVxe{yl(yeN)n(yeP)})}

={x|(xeMV((xeN)A(xeP)} §3.9
={x|(xeMV(xeN)A((xeMV(xeP))}

={x|(x e MUN)A(x e MUP)}
=(MUN)N(MUP)
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Mengenlehre — Rechenregeln

§3.10 Theorem
Fur alle Mengen M, N, P gilt

MU(NNP) = (MUN)N (MU P)

Beweis (direkt).
Durch Anwendung der Definitionen:
MUNNP)={x|(xeMV(xe NNP)}
={x[(xemVxe{yl(yeN)n(yeP)})}

={x|(xeMV((xeN)A(xeP)} §3.9
={x|(xeMV(xeN)A((xeMV(xeP))}

={x|(xeMUN)A(xe MUP)}
=(MUN)N(MUP) O




Mengenlehre — Rechenregeln

Vorsicht:

o Differenz '\ entspricht nicht der logischen Implikation ‘—'
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Vorsicht:

o Differenz '\ entspricht nicht der logischen Implikation ‘—'
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Mengenlehre — Rechenregeln

Vorsicht:
o Differenz '\ entspricht nicht der logischen Implikation ‘—'
e A— Bgdw. “AV B

o wir betrachten also MU N
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Mengenlehre — Rechenregeln

Vorsicht:
o Differenz '\ entspricht nicht der logischen Implikation ‘—'
e A— Bgdw. “AV B

o wir betrachten also MU N
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Mengenlehre — Rechenregeln

Vorsicht:
o Differenz '\ entspricht nicht der logischen Implikation ‘—'
e A— Bgdw. “AV B

o wir betrachten also MU N
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Mengenlehre — Rechenregeln

Vorsicht:
o Differenz '\ entspricht nicht der logischen Implikation ‘—'
e A— Bgdw. “AV B

o wir betrachten also MU N
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Mengenlehre — Rechenregeln

§3.11 Theorem

Seien M, N und U Mengen, so dass M C U und N C U. Dann gilt:
(gemeinsame Grundmenge U — Universum)

M\ N = (MU N)E
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Mengenlehre — Rechenregeln

§3.11 Theorem

Seien M, N und U Mengen, so dass M C U und N C U. Dann gilt:
(gemeinsame Grundmenge U — Universum)

M\ N = (MU N)E

Beweis.
Wir wissen bereits: (M® U N)¢ = (M) N N® = M N°.
Es bleibt zu zeigen (z.zg.): M\ N = M N-.
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Mengenlehre — Rechenregeln

§3.11 Theorem
Seien M, N und U Mengen, so dass M C U und N C U. Dann gilt:

(gemeinsame Grundmenge U — Universum)

M\ N = (MU N)E

Beweis.
Wir wissen bereits: (M® U N)¢ = (M) N N® = M N°.
Es bleibt zu zeigen (z.zg.): M\ N = M N-.

MAN = {x|(x e M)A (x & N)}
={x|(x e M)A (x € N)} §3.9
= Mn N ]
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

Universum U

klassische Tautologien Bezeichnung

AV —A ausgeschlossenes Drittes
(AVB)A(A—=C)AN(B—C))— C Fallunterscheidung
(AN(A—B))— B modus ponens
(A=B)A(B—C(C)—= (A= 0() Syllogismus
(Transitivitat von —)

(A— B) > (B — —A) Kontraposition
(A= B)A(A— —B)) — A reductio ad absurdum
(indirekter Beweis)

(ANB) — A Abschwachung for A

A— (AV B) Abschwachung for v
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

Universum U

weitere Eigenschaften Bezeichnung

AV —A ausgeschlossenes Drittes
(AVB)A(A—=C)AN(B—C))— C Fallunterscheidung
(AN(A—B))— B modus ponens
(A=B)A(B—C(C)—= (A= 0() Syllogismus
(Transitivitat von —)

(A— B) > (B — —A) Kontraposition
(A= B)A(A— —B)) — A reductio ad absurdum
(indirekter Beweis)

(ANB) — A Abschwachung for A

A— (AV B) Abschwachung for v
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

Universum U

weitere Eigenschaften Bezeichnung
AUA=U ausgeschlossenes Drittes
(AVB)A(A—=C)AN(B—C))— C Fallunterscheidung
(AN(A—B))— B modus ponens
(A=B)A(B—C(C)—= (A= 0() Syllogismus
(Transitivitat von —)

(A— B) > (B — —A) Kontraposition
(A= B)A(A— —B)) — A reductio ad absurdum
(indirekter Beweis)

(ANB) — A Abschwachung for A

A— (AV B) Abschwachung for v
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

Universum U

weitere Eigenschaften Bezeichnung
AUA=U ausgeschlossenes Drittes
(AN(A—B))— B modus ponens
(A=B)A(B—C(C)—= (A= 0() Syllogismus
(Transitivitat von —)

(A— B) > (B — —A) Kontraposition
(A= B)A(A— —B)) — A reductio ad absurdum
(indirekter Beweis)

(ANB) — A Abschwachung for A

A— (AV B) Abschwachung for v
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

Universum U

weitere Eigenschaften Bezeichnung
AUA=U ausgeschlossenes Drittes
(A=B)A(B—C(C)— (A= () Syllogismus
(Transitivitat von —)

(A— B) > (B — —A) Kontraposition
(A= B)A(A— —B)) — A reductio ad absurdum
(indirekter Beweis)

(ANB) — A Abschwachung for A

A— (AV B) Abschwachung for Vv

11?2



Mengenlehre — weitere Eigenschaften

Universum U

weitere Eigenschaften Bezeichnung
AUA=U ausgeschlossenes Drittes
(ACB)A(BC () —(ACO) Syllogismus
(Transitivitat von C)

(A— B) > (B — —A) Kontraposition
(A= B)A(A— —B)) — A reductio ad absurdum
(indirekter Beweis)

(ANB) — A Abschwachung for A

A— (AV B) Abschwachung for Vv
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

Universum U

weitere Eigenschaften Bezeichnung
AUA=U ausgeschlossenes Drittes
(ACB)A(BC ()= (ACO) Syllogismus
(Transitivitat von C)

(A C B) gdw. (B C A°) Kontraposition
(A= B)A(A— —B)) — A reductio ad absurdum
(indirekter Beweis)

(ANB) — A Abschwachung for A

A— (AV B) Abschwachung for Vv
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

Universum U

weitere Eigenschaften Bezeichnung
AUA=U ausgeschlossenes Drittes
(ACB)A(BC ()= (ACO) Syllogismus
(Transitivitat von C)

(A C B) gdw. (B C A°) Kontraposition
(ANB) — A Abschwachung for A

A— (AV B) Abschwachung for Vv
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

Universum U

weitere Eigenschaften Bezeichnung
AUA=U ausgeschlossenes Drittes
(ACB)A(BC ()= (ACO) Syllogismus
(Transitivitat von C)

(A C B) gdw. (B C A°) Kontraposition
(ANB)C A Abschwachung for N

A— (AV B) Abschwachung for Vv
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

Universum U

weitere Eigenschaften Bezeichnung
AUA=U ausgeschlossenes Drittes
(ACB)A(BC ()= (ACO) Syllogismus
(Transitivitat von C)

(A C B) gdw. (B C A°) Kontraposition
(ANB)C A Abschwachung for N

AC (AUB) Abschwdachung for U

17



Mengenlehre — weitere Eigenschaften

Notizen:

o Jede Tautologie liefert die Universalmenge U
beim Umschreiben von A, Vv, — (nutze A — B &q. zu =AV B)
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

Notizen:

o Jede Tautologie liefert die Universalmenge U
beim Umschreiben von A, Vv, — (nutze A — B &q. zu =AV B)

» Tautologie: (AA (A — B)) — Bdg.zu =-(AA (mAV B)) VB
» for Mengen:

(AN(A°UB))UB=A"U(A“UB)UB
=AUANB)UB
=((AAUA)NAUB))UB
=Un(AUB))UB
=A"UB°UB
=U
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

Notizen:

o Jede Tautologie liefert die Universalmenge U
beim Umschreiben von A, Vv, — (nutze A — B &q. zu =AV B)

» Tautologie: (AA (A — B)) — Bdg.zu =-(AA (mAV B)) VB
» for Mengen:

(AN(A°UB))UB=A"U(A“UB)UB
=AUANB)UB
=((AAUA)NAUB))UB
=Un(AUB))UB
=A"UB°UB
=U

o Jede unerfillbare Formel liefert die leere Menge ()
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

§3.12 Theorem (Monotonie)
Seien M C M und N C N'. Dann gelten

MAN)C(MNN) ud  (MUN)C (MUN)
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

§3.12 Theorem (Monotonie)
Seien M C M und N C N'. Dann gelten

(MAN)C (M NN)  und  (MUN)C (M UN)

Beweis (direkt).
o zu (MNN)C (M NN):
Sei x € (MN N).Dann x e Mund x e NN.DaMC M und NC N
folgen x € M und x € N'. Folglich x € (M' N N').
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

§3.12 Theorem (Monotonie)
Seien M C M und N C N'. Dann gelten

(MAN)C (M NN)  und  (MUN)C (M UN)

Beweis (direkt).
o zu (MNN) C (M NN):
Sei x € (MN N).Dann x e Mund x e NN.DaMC M und NC N
folgen x € M und x € N'. Folglich x € (M' N N').
0 zu (MUN) C (MUN):
Sei x € (MUN). Dann x € Moder x € N.Da M C M und N C N’ folgt
x € M oder x € N'. Folglich x e (M UN"). O

y
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

124



Mengenlehre — weitere Eigenschaften

125



Mengenlehre — weitere Eigenschaften

§3.13 Theorem

For alle Mengen M und N sind folgende Aussagen dquivalent:
Q@ MCN
QO MNN=M
Q@ MUN=N
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Mengenlehre — weitere Eigenschaften

§3.13 Theorem
For alle Mengen M und N sind folgende Aussagen dquivalent:
Q@ MCN

QO MNN=M
Beweis.

Durch Aquivalenz zu @: @ aq. zu @ und @ Gq. zu @

S




Mengenlehre — weitere Eigenschaften

§3.13 Theorem
For alle Mengen M und N sind folgende Aussagen dquivalent:
Q@ MCN

QO MNN=M
@ MUN=N )
Beweis.

Durch Aquivalenz zu @: @ aq. zu @ und @ Gq. zu @
°0zu@ — @ und @ — @: Da M C N folgt durch Monotonie

M=MNMCMNN und MUNCNUN=N (§83.12)

Trivialerweise MNN C Mund N C MU N.

O
0o




Mengenlehre — weitere Eigenschaften

§3.13 Theorem
For alle Mengen M und N sind folgende Aussagen dquivalent:
Q@ MCN

QO MNN=M
@ MUN=N )
Beweis.

Durch Aquivalenz zu @: @ aq. zu @ und @ Gq. zu @
°0zu@ — @ und @ — @: Da M C N folgt durch Monotonie

M=MNMCMNN und MUNCNUN=N (§83.12)

Trivialerweise MNN C Mund N C MU N.
ozu@ - Qund @ — @:

M=MNNCN und MCMUN=N

oL |




Zusammenfassung

@ Grundbegriffe und Definition von Mengen
@ Mengengleichheit und Teilmengen
e Operationen fur Mengen

@ Operationen und Rechenregeln fur Mengen

Zweite Aufgabenserie bereits im AlmaWeb verfugbar
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