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Vorlesungsstruktur

@ Mathematische Grundlagen
» Aussagen- und Pradikatenlogik
» Naive Mengenlehre
» Relationen und Funktionen

@ Diskrete Strukturen
» Algebraische Strukturen
» Bdume und Graphen
» Arithmetik



Heutige Vorlesung

e Grundlegende Beweistechniken
e Tautologien und Erfullbarkeit

@ Basiswissen Pradikatenlogik

Bitte Fragen direkt stellen!



Aussagenlogik — Notation

Wiederholung
— Negation nicht
A Konjunktion und
V' Disjunktion oder
— Implikation wenn ..., dann ...
+> beidseitige Implikation ... genau dann wenn =

A B|-A AANB AVB A—B A+ B
0 0] 1 0 0 1 1
0 1] 1 0 1 1 0
1 0] O 0 1 0 0
1 1] 0 1 1 1 1




Aussagenlogik — Aquivalenz

Vorsicht: f = (A— B) — C und [, = A — (B — C) sind nicht dquivalent

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

A B C|A=-B AR B—=C k

o o o 1 [o] 1 [




Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.1 Beweisprinzip: beidseitige Implikationen
o Aussage A <> B entspricht “A — Bund B — A” (A< B)
o formal: (A <> B) und ((A — B) A (B — A)) sind dquivalent




Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.1 Beweisprinzip: beidseitige Implikationen
o Aussage A <> B entspricht “A — Bund B — A” (A <+ B)
o formal: (A <> B) und ((A — B) A (B — A)) sind dquivalent
o um A < B zu zeigen, reicht es A — B und B — A zu zeigen




Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.1 Beweisprinzip: beidseitige Implikationen
o Aussage A <> B entspricht “A — Bund B — A” (A<« B)
o formal: (A <> B) und ((A — B) A (B — A)) sind dquivalent
o um A < B zu zeigen, reicht es A — B und B — A zu zeigen

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

F=(A+ B) o (A= B)A(B— A)

A B|AcB A>B BoA (A-B)A(B—A)
0 0] | ] 1 1
0 1| o0 ] 0 0
1 0| 0 0 1 0
11| | 1 1




Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.1 Beweisprinzip: beidseitige Implikationen
o Aussage A <> B entspricht “A — Bund B — A” (A<« B)
o formal: (A <> B) und ((A — B) A (B — A)) sind dquivalent
o um A < B zu zeigen, reicht es A — B und B — A zu zeigen

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

F=(A+ B) o (A= B)A(B— A)

A B|AcB A5B BoA (A-B)A(B—A)
0 0] | ] 1 1
0 1| o0 ] 0 0
1 0| © 0 1 0
11| 1 | 1 1

1



Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.1 Beweisprinzip: beidseitige Implikationen
o Aussage A <> B entspricht “A — Bund B — A” (A<« B)
o formal: (A <> B) und ((A — B) A (B — A)) sind dquivalent
o um A < B zu zeigen, reicht es A — B und B — A zu zeigen

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

F=(A+ B) o (A= B)A(B— A)

A B|lA~+B A—-B B—A (A= B)A(B—A)
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0
11 1 1 1 1




Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.1 Beweisprinzip: beidseitige Implikationen
o Aussage A <> B entspricht “A — Bund B — A”

o formal: (A <> B) und ((A — B) A (B — A)) sind dquivalent
o um A < B zu zeigen, reicht es A — B und B — A zu zeigen

(A<« B)

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

F=(A+ B) o (A= B)A(B— A)

AcB A>B B—A (A—B)

(B— A)

1 1 1
0
1
1

—_ — O o>
— O — O

0 1
0 0
1 1

A
1
0
0
1

13



Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.1 Beweisprinzip: beidseitige Implikationen

o Aussage A <> B entspricht “A — Bund B — A”

o formal: (A <> B) und ((A — B) A (B — A)) sind dquivalent
o um A < B zu zeigen, reicht es A — B und B — A zu zeigen

(A<« B)

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

F=(A+ B) o (A= B)A(B— A)

A~+B A—-B B—A (A—B)

(B— A)

1 1 1
0
1
1

—_ — O o>
— O — O

0 1
0 0
1 1

A
1
0
0
1

14



Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.2 Aquivalenzen for — und <

o A— Bund —AV B sind dquivalent
o A< Bund (A— B) A (B — A) sind aquivalent (siehe §2.1)




Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.2 Aquivalenzen for — und <

o A— Bund —AV B sind dquivalent
o A< Bund (A— B) A (B — A) sind aquivalent (siehe §2.1)

v

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

A B|-A -AVvVB A—B
1

— O — O
—_0 = —

1
1 1
0 0
0 1
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Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.2 Aquivalenzen for — und <

o A— Bund —AV B sind dquivalent
o A< Bund (A— B) A (B — A) sind aquivalent (siehe §2.1)

v

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

A B|-A -AVB A—B
1

—_—_ O O
== © = D

—_ O - —

1
1 1
0 0
0 1
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Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.2 Aquivalenzen for — und <

o A— Bund —AV B sind dquivalent
o A< Bund (A— B) A (B — A) sind aquivalent (siehe §2.1)

v

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

A B|-A -AVvB A—B
1

— O — O
—_0 = —

1
1 1
0 0
0 1
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Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.2 Aquivalenzen for — und <

o A— Bund —AV B sind dquivalent
o A< Bund (A— B) A (B — A) sind aquivalent (siehe §2.1)

v

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

A B|-A -AVB A—B
1

—_ O - —

1
1
0
0

— D = @

1
0
1

10



Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.3 Substitutionsprinzip

o dquivalente Formeln kénnen fireinander substituiert werden

— Beweisprinzip: Aquivalenzkette

Beispiel Aquivalenzkette

ist dquivalent zu
ist dquivalent zu

ist dquivalent zu

(AANB)V(ANC)NA
AN(BVC)ANA
ANAN(BVC)

AN (BVC)

(Distributivitat A)

(Kommutativitat A)

(Idempotenz A)

4

20



Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.3 Substitutionsprinzip

o dquivalente Formeln kénnen fireinander substituiert werden

— Beweisprinzip: Aquivalenzkette

Beispiel Aquivalenzkette

ist dquivalent zu
ist dquivalent zu

ist dquivalent zu

(AAB)V(ANC)NA
AN(BVC)ANA
ANAN(BVC)

AN (BVC)

(Distributivitat A)

(Kommutativitat A)

(Idempotenz A)

4

21



Aussagenlogik — Aquivalenz

§2.3 Substitutionsprinzip

o dquivalente Formeln kénnen fireinander substituiert werden

— Beweisprinzip: Aquivalenzkette

Beispiel Aquivalenzkette

ist dquivalent zu
ist dquivalent zu

ist dquivalent zu

(AAB)V(ANC)NA
AN(BVC)ANA
ANAN(BV C)
AN(BV Q)

(Distributivitat A)

(Kommutativitat A)

(Idempotenz A)

4

29



Aussagenlogik — Kontraposition

§2.4 Beweisprinzip: Kontraposition

A — Bund =B — —A sind équivalent
(“wenn A, dann B” entspricht “wenn nicht B, dann nicht A”)

23



Aussagenlogik — Kontraposition

§2.4 Beweisprinzip: Kontraposition

A — Bund =B — —A sind équivalent

(“wenn A, dann B” entspricht “wenn nicht B, dann nicht A”)

Beweis mit Aquivalenzkette.

ist dquivalent zu
ist dquivalent zu
ist dquivalent zu

ist dquivalent zu

A—B
-AV B
—-AV B
——BV -A
B — —A

(§2.2)

(Involution —)
(Kommutativitat V)
(82.2)

O]
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Aussagenlogik — Kontraposition

§2.4 Beweisprinzip: Kontraposition

A — Bund =B — —A sind équivalent

(“wenn A, dann B” entspricht “wenn nicht B, dann nicht A”)

Beweis mit Aquivalenzkette.

ist dquivalent zu
ist dquivalent zu
ist dquivalent zu

ist dquivalent zu

A—B
-AV B
—AV —-—B
——BV —A
-B — —A

(§2.2)
(Involution —)
(Kommutativitat V)

(82.2)

O]

275



Aussagenlogik — Kontraposition

§2.4 Beweisprinzip: Kontraposition

A — Bund =B — —A sind équivalent

(“wenn A, dann B” entspricht “wenn nicht B, dann nicht A”)

Beweis mit Aquivalenzkette.

ist dquivalent zu
ist dquivalent zu
ist aquivalent zu

ist dquivalent zu

A—B
-AV B
—AV —-—B
——BV -A
-B — —A

(§2.2)
(Involution —)
(Kommutativitat V)

(82.2)

O]
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Aussagenlogik — Kontraposition

§2.4 Beweisprinzip: Kontraposition

A — Bund =B — —A sind équivalent

(“wenn A, dann B” entspricht “wenn nicht B, dann nicht A”)

Beweis mit Aquivalenzkette.

ist dquivalent zu
ist dquivalent zu
ist aquivalent zu

ist aquivalent zu

A— B
-AV B
AV ——B
-—BV -A
-B — —A

(§2.2)
(Involution —)
(Kommutativitat V)

(82.2)

O]

27



Aussagenlogik — Kontraposition

§2.5 Beispielaussage

Sei n eine beliebige ganze Zahl. Falls n?* gerade ist, so ist auch n gerade.

28



Aussagenlogik — Kontraposition

§2.5 Beispielaussage

Sei n eine beliebige ganze Zahl. Falls n?* gerade ist, so ist auch n gerade.

v

Beweis durch Kontraposition.

Kontraposition von QuadratGerade — ZahlGerade:

—ZahlGerade — —QuadratGerade

20



Aussagenlogik — Kontraposition

§2.5 Beispielaussage

Sei n eine beliebige ganze Zahl. Falls n?* gerade ist, so ist auch n gerade.

v

Beweis durch Kontraposition.

Kontraposition von QuadratGerade — ZahlGerade:
—ZahlGerade — —QuadratGerade

Falls n nicht gerade ist, dann gilt n = 2k + 1 fur eine ganze Zahl k und

n? = 2k +1)2 = 4k* + 4k +1=2- (2k* + 2k) 41,

30



Aussagenlogik — Kontraposition

§2.5 Beispielaussage

Sei n eine beliebige ganze Zahl. Falls n?* gerade ist, so ist auch n gerade.

Beweis durch Kontraposition.

Kontraposition von QuadratGerade — ZahlGerade:
—ZahlGerade — —QuadratGerade

Falls n nicht gerade ist, dann gilt n = 2k + 1 fur eine ganze Zahl k und
n? = 2k +1)2 = 4k* + 4k +1=2- (2k* + 2k) 41,

womit n? wieder ungerade (nicht gerade) ist.

3



Aussagenlogik — Kontraposition

§2.5 Beispielaussage

Sei n eine beliebige ganze Zahl. Falls n?* gerade ist, so ist auch n gerade.

v

Beweis durch Kontraposition.

Kontraposition von QuadratGerade — ZahlGerade:
—ZahlGerade — —QuadratGerade

Falls n nicht gerade ist, dann gilt n = 2k + 1 fur eine ganze Zahl k und
n? = 2k +1)2 = 4k* + 4k +1=2- (2k* + 2k) 41,

womit n? wieder ungerade (nicht gerade) ist.

(nutzt auch Fachwissen und Implikationskette — siehe spéter)

7



Aussagenlogik — Vereinfachung

e oft fuhrt Vereinfachung der Formel zu besserem Versténdnis

e dazu koénnen die Aquivalenzen genutzt werden

13



Aussagenlogik — Vereinfachung

e oft fuhrt Vereinfachung der Formel zu besserem Versténdnis

e dazu koénnen die Aquivalenzen genutzt werden

=((hatMilch VV hatMilchE) V (hatFleisch \V hatFleischE))
ist dquivalent zu  —(hatMilch V hatMilchE) A —(hatFleisch \V hatFleischE)
ist dquivalent zu  —hatMilch A —=hatMilchE A —hatFleisch A —hatFleischE

34



Aussagenlogik — Vereinfachung

e oft fuhrt Vereinfachung der Formel zu besserem Versténdnis

e dazu koénnen die Aquivalenzen genutzt werden

=((hatMilch VV hatMilchE) V (hatFleisch \/ hatFleischE))
ist dquivalent zu = (hatMilch V hatMilchE) A —(hatFleisch \V hatFleischE)
ist dquivalent zu  —hatMilch A —hatMilchE A —hatFleisch A —hatFleischE

15



Aussagenlogik — Tautologien

§2.6 Definition (Tautologie, Unerfullbarkeit)
Eine Formel ist

o eine Tautologie, falls sie unabh. von der Belegung der Atome wahr ist
(Tautologien sind immer wahr; kein Fachwissen notwendig)

36



Aussagenlogik — Tautologien

§2.6 Definition (Tautologie, Unerfullbarkeit)
Eine Formel ist

o eine Tautologie, falls sie unabh. von der Belegung der Atome wahr ist
(Tautologien sind immer wahr; kein Fachwissen notwendig)

o unerfullbar, falls sie unabh. von der Belegung der Atome falsch ist
(unerfullbare Formeln sind immer falsch) auch: Kontradiktion

7



Aussagenlogik — Tautologien

§2.6 Definition (Tautologie, Unerfullbarkeit)
Eine Formel ist

o eine Tautologie, falls sie unabh. von der Belegung der Atome wahr ist
(Tautologien sind immer wahr; kein Fachwissen notwendig)

o unerfullbar, falls sie unabh. von der Belegung der Atome falsch ist
(unerfullbare Formeln sind immer falsch) auch: Kontradiktion

o erfullbar, falls sie nicht unerfullbar ist
(d.h. es gibt eine Belegung der Atome, so dass die Formel wahr ist)

38



Aussagenlogik — Tautologien

§2.6 Definition (Tautologie, Unerfullbarkeit)
Eine Formel ist

o eine Tautologie, falls sie unabh. von der Belegung der Atome wahr ist
(Tautologien sind immer wahr; kein Fachwissen notwendig)

o unerfullbar, falls sie unabh. von der Belegung der Atome falsch ist
(unerfullbare Formeln sind immer falsch) auch: Kontradiktion

o erfullbar, falls sie nicht unerfullbar ist
(d.h. es gibt eine Belegung der Atome, so dass die Formel wahr ist)

o widerlegbar, falls sie keine Tautologie ist
(d.h. es gibt eine Belegung der Atome, so dass die Formel falsch ist)

y

30



Aussagenlogik — Tautologien

§2.6 Definition (Tautologie, Unerfullbarkeit)
Eine Formel ist

o eine Tautologie, falls sie unabh. von der Belegung der Atome wahr ist
(Tautologien sind immer wahr; kein Fachwissen notwendig)

o unerfullbar, falls sie unabh. von der Belegung der Atome falsch ist
(unerfullbare Formeln sind immer falsch) auch: Kontradiktion

o erfullbar, falls sie nicht unerfullbar ist
(d.h. es gibt eine Belegung der Atome, so dass die Formel wahr ist)

o widerlegbar, falls sie keine Tautologie ist
(d.h. es gibt eine Belegung der Atome, so dass die Formel falsch ist)

@ (AN A) <> Aist eine Tautologie (Idempotenz A)

40




Aussagenlogik — Tautologien

§2.6 Definition (Tautologie, Unerfullbarkeit)
Eine Formel ist

o eine Tautologie, falls sie unabh. von der Belegung der Atome wahr ist
(Tautologien sind immer wahr; kein Fachwissen notwendig)

o unerfullbar, falls sie unabh. von der Belegung der Atome falsch ist
(unerfullbare Formeln sind immer falsch) auch: Kontradiktion

o erfullbar, falls sie nicht unerfullbar ist
(d.h. es gibt eine Belegung der Atome, so dass die Formel wahr ist)

o widerlegbar, falls sie keine Tautologie ist
(d.h. es gibt eine Belegung der Atome, so dass die Formel falsch ist)

@ (AN A) <> Aist eine Tautologie (Idempotenz A)

o Gerade ++» —Ungerade ist erfullbar, aber auch widerlegbar
(auch wenn diese Aussage mit Fachwissen wahr ist)

£




Aussagenlogik — Tautologien

klassische Tautologien Bezeichnung

AV —A ausgeschlossenes Drittes
(AVB)AN(A=C)AN(B—C(C))—= C Fallunterscheidung
(AN(A—B))— B modus ponens
(A=B)A(B—C(C)— (A= () Syllogismus
(Transitivitat von —)

(A— B) +» (B — —A) Kontraposition
(FA—=B)A(~A——B) = A reductio ad absurdum
(indirekter Beweis)

(ANB) = A Abschwachung for A

A— (AV B) Abschwachung for Vv

A< B for aquivalente

Aussagen A und B

49



Aussagenlogik — Tautologien

43



Aussagenlogik — Tautologien

Tautologien

44



Aussagenlogik — Tautologien

Tautologien

F

45



Aussagenlogik — Schlusskette

§2.7 modus ponens

F = (AN (A— B)) — Bist eine Tautologie.
(gelten A und “wenn A, dann B”, dann gilt auch B)

46



Aussagenlogik — Schlusskette

§2.7 modus ponens

F = (AN (A— B)) — Bist eine Tautologie.
(gelten A und “wenn A, dann B”, dann gilt auch B)

y

Beweis mit Fallunterscheidung.

o falls B wahr ist, dann ist F = --- — B wahr

47



Aussagenlogik — Schlusskette

§2.7 modus ponens

F = (AN (A— B)) — Bist eine Tautologie.
(gelten A und “wenn A, dann B”, dann gilt auch B)

y

Beweis mit Fallunterscheidung.

o falls B wahr ist, dann ist F = --- — B wahr
o falls B falsch ist, dann ist entweder
A wahr, womit AA (A — B) falsch ist

48



Aussagenlogik — Schlusskette

§2.7 modus ponens

F = (AN (A— B)) — Bist eine Tautologie.
(gelten A und “wenn A, dann B”, dann gilt auch B)

y

Beweis mit Fallunterscheidung.

o falls B wahr ist, dann ist F = --- — B wahr
o falls B falsch ist, dann ist entweder

A wahr, womit AA (A — B) falsch ist
A falsch, womit AA (A — B) auch falsch ist

49



Aussagenlogik — Schlusskette

§2.7 modus ponens

F = (AN (A— B)) — Bist eine Tautologie.
(gelten A und “wenn A, dann B”, dann gilt auch B)

y

Beweis mit Fallunterscheidung.

o falls B wahr ist, dann ist F = --- — B wahr
o falls B falsch ist, dann ist entweder

A wahr, womit AA (A — B) falsch ist
A falsch, womit AA (A — B) auch falsch ist

Da F/ = AN (A — B) falsch ist, ist F = F/ — B wahr O

50



Aussagenlogik — Schlusskette

§2.8 Syllogismus (Schlusskette)

(A= B)A(B— C)) — (A— C) ist eine Tautologie.
(Transitivitat von —)

51



Aussagenlogik — Schlusskette

§2.8 Syllogismus (Schlusskette)

(A= B)A(B— C)) = (A— C) ist eine Tautologie.
(Transitivitat von —)

y

Beweis mit Kontraposition.
Kontraposition: F = -(A — C) — =((A— B) A (B — ())

/

>

59



Aussagenlogik — Schlusskette

§2.8 Syllogismus (Schlusskette)

(A= B)A(B— C)) = (A— C) ist eine Tautologie.
(Transitivitat von —)

y

Beweis mit Kontraposition.
Kontraposition: F = -(A — C) — =((A— B) A (B — ())

/

>
Fallunterscheidung:
o Falls =(A — C) falsch ist, dann ist F wahr.

53



Aussagenlogik — Schlusskette

§2.8 Syllogismus (Schlusskette)

(A= B)A(B— C)) = (A— C) ist eine Tautologie.
(Transitivitat von —)

y

Beweis mit Kontraposition.
Kontraposition: F = -(A — C) — =((A— B) A (B — ())

>

Fallunterscheidung:

o Falls =(A — C) falsch ist, dann ist F wahr.

o Falls =(A — C) wahr ist, dann ist A — C falsch, woraus A wahr und
C falsch folgen

54



Aussagenlogik — Schlusskette

§2.8 Syllogismus (Schlusskette)

(A= B)A(B— C)) = (A— C) ist eine Tautologie.
(Transitivitat von —)

y

Beweis mit Kontraposition.
Kontraposition: F = -(A — C) — =((A— B) A (B — ())

>

Fallunterscheidung:

o Falls =(A — C) falsch ist, dann ist F wahr.

o Falls =(A — C) wahr ist, dann ist A — C falsch, woraus A wahr und
C falsch folgen

Sei B falsch. Dann ist A — B falsch und damit F/ wahr

55



Aussagenlogik — Schlusskette

§2.8 Syllogismus (Schlusskette)

(A= B)A(B— C)) = (A— C) ist eine Tautologie.
(Transitivitat von —)

y

Beweis mit Kontraposition.
Kontraposition: F = -(A — C) — =((A— B) A (B — ())

>

Fallunterscheidung:

o Falls =(A — C) falsch ist, dann ist F wahr.
o Falls =(A — C) wahr ist, dann ist A — C falsch, woraus A wahr und
C falsch folgen

Sei B falsch. Dann ist A — B falsch und damit F/ wahr
Sei B wahr. Dann ist B — C falsch und damit F’ wahr

564



Aussagenlogik — Schlusskette

§2.8 Syllogismus (Schlusskette)

(A= B)A(B— C)) = (A— C) ist eine Tautologie.
(Transitivitat von —)

y

Beweis mit Kontraposition.
Kontraposition: F = (A — C) - =((A— B) A (B — ())

>

Fallunterscheidung:

o Falls =(A — C) falsch ist, dann ist F wahr.

o Falls =(A — C) wahr ist, dann ist A — C falsch, woraus A wahr und
C falsch folgen

Sei B falsch. Dann ist A — B falsch und damit F/ wahr
Sei B wahr. Dann ist B — C falsch und damit F’ wahr

Da F' wahr ist, ist auch F wahr O

57




Aussagenlogik — Tautologien

Notizen:

@ Schlussregeln sind immer Tautologien
zB. (A— B) + (=B — —A) — Kontraposition

o jede Tautologie ist erfullbar

58



Aussagenlogik — Tautologien

Notizen:
@ Schlussregeln sind immer Tautologien
zB. (A— B) + (=B — —A) — Kontraposition

o jede Tautologie ist erfullbar

@ Vorsicht mit der Negation:
@ - F ist unerfullbar fur jede Tautologie F
(—F ist fur jede Belegung falsch)
@ F kann erftllbar sein, falls F keine Tautologie ist
(F ist nicht fur jede Belegung wahr)

50



Aussagenlogik — Indirekter Beweis

§2.9 Beweisprinzip: indirekter Beweis
((mA — B) A (A — —B)) — Aist eine Tautologie.
Y
in Worten: wenn man aus —A einen Widerspruch ableiten kann,
dann kann —A nicht gelten und es muss A gelten
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Aussagenlogik — Indirekter Beweis

§2.9 Beweisprinzip: indirekter Beweis
((mA — B) A (A — —B)) — Aist eine Tautologie.
Y
in Worten: wenn man aus —A einen Widerspruch ableiten kann,
dann kann —A nicht gelten und es muss A gelten

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

A B|l-A -A—-B -B -A—--B F F A
0 01 0 1 1 0 1
0 1] 1 1 0 0 0 1
1 0] 0 1 1 1 1 1
1 110 1 0 1 1 1
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Aussagenlogik — Indirekter Beweis

§2.9 Beweisprinzip: indirekter Beweis
((mA — B) A (A — —B)) — Aist eine Tautologie.
Y
in Worten: wenn man aus —A einen Widerspruch ableiten kann,
dann kann —A nicht gelten und es muss A gelten

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

A B|-A -AsB B -A+-B F F A
0 0] 1 0 1 1 0 1
0 11 1 0 0 0
1 0|0 1 1 1 1
1 1|0 ] 0 1 1
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Aussagenlogik — Indirekter Beweis

§2.9 Beweisprinzip: indirekter Beweis
((mA — B) A (A — —B)) — Aist eine Tautologie.
Y
in Worten: wenn man aus —A einen Widerspruch ableiten kann,
dann kann —A nicht gelten und es muss A gelten

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

A B|l-A -A—-B -B -A—--B F F A
0 0| 1 0 1 1 0 1
0 1] 1 1 0 0 0 1
1 0] 0 1 1 1 1 1
1 110 1 0 1 1 1
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Aussagenlogik — Indirekter Beweis

§2.9 Beweisprinzip: indirekter Beweis
((mA — B) A (A — —B)) — Aist eine Tautologie.
Y
in Worten: wenn man aus —A einen Widerspruch ableiten kann,
dann kann —A nicht gelten und es muss A gelten

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

A B|-A -A—-B B -A—-B F F <A
0 0] 1 0 1 1 0 1
0 1|1 1 0 0 0 1
1 0O 1 1 1 1 1
1 110 1 0 1 1 1
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Aussagenlogik — Indirekter Beweis

§2.9 Beweisprinzip: indirekter Beweis
((mA — B) A (A — —B)) — Aist eine Tautologie.
Y
in Worten: wenn man aus —A einen Widerspruch ableiten kann,
dann kann —A nicht gelten und es muss A gelten

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

A B|-A -A=-B B -A—>-B F F A
0 0|1 0 1 1 0 1
0 1] 1 1 0 0 0 1
1 0O 1 1 1 1 1
1 110 1 0 1 1 1
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Aussagenlogik — Indirekter Beweis

§2.9 Beweisprinzip: indirekter Beweis
((mA — B) A (A — —B)) — Aist eine Tautologie.
2
in Worten: wenn man aus —A einen Widerspruch ableiten kann,
dann kann —A nicht gelten und es muss A gelten

Beweis mit Wahrheitswertetabelle.

A B|-A -A—-B -B -A—-B F F A

0 0| 1 0 1 1 0 1

0 1] 1 1 0 0 0 1

1 0] O 1 1 1 1 1

1 110 1 0 1 1 1
Offensichtlich gilt sogar, dass F’ und A aquivalent sind O
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Aussagenlogik — Indirekter Beweis

§2.10 Beispielaussage

Es gibt keine rationale Zahl x mit x? = 2.
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Aussagenlogik — Indirekter Beweis

§2.10 Beispielaussage

Es gibt keine rationale Zahl x mit x? = 2.

indirekter Beweis.

Sei x eine rationale Zahl, so dass x? = 2. (Negation der Aussage)




Aussagenlogik — Indirekter Beweis

§2.10 Beispielaussage

Es gibt keine rationale Zahl x mit x? = 2.

indirekter Beweis.
Sei x eine rationale Zahl, so dass x? = 2. (Negation der Aussage)

Dann existieren teilerfremde ganze Zahlen m und n mit n# 0 und x = ™.




Aussagenlogik — Indirekter Beweis

§2.10 Beispielaussage

Es gibt keine rationale Zahl x mit x? = 2.

indirekter Beweis.
Sei x eine rationale Zahl, so dass x? = 2. (Negation der Aussage)

Dann existieren teilerfremde ganze Zahlen m und n mit n# 0 und x = ™.
Also 2n? = m?, womit m? gerade ist. GemaR §2.5 ist somit auch m gerade,
so dass m = 2k fur eine ganze Zahl k.




Aussagenlogik — Indirekter Beweis

§2.10 Beispielaussage

Es gibt keine rationale Zahl x mit x? = 2.

indirekter Beweis.
Sei x eine rationale Zahl, so dass x? = 2. (Negation der Aussage)

Dann existieren teilerfremde ganze Zahlen m und n mit n# 0 und x = ™.
Also 2n? = m?, womit m? gerade ist. GemaR §2.5 ist somit auch m gerade,
so dass m = 2k fur eine ganze Zahl k.

2n’ = m? = (2k)> = 4k* = n? =2k

Also ist auch n? gerade und damit ist n gerade gemaR §2.5.




Aussagenlogik — Indirekter Beweis

§2.10 Beispielaussage

Es gibt keine rationale Zahl x mit x? = 2.

indirekter Beweis.
Sei x eine rationale Zahl, so dass x? = 2. (Negation der Aussage)

Dann existieren teilerfremde ganze Zahlen m und n mit n# 0 und x = ™.
Also 2n? = m?, womit m? gerade ist. GemaR §2.5 ist somit auch m gerade,
so dass m = 2k fur eine ganze Zahl k.

2n? = m? = (2k)? = 4k? = n® = 2k?

Also ist auch n? gerade und damit ist n gerade gemaR §2.5.

Da m und n gerade sind, sind sie nicht teilerfremd (gemeinsamer Teiler 2).

Es gibt also eine teilerfremde Darstellung und gleichzeitig kann es diese

nicht geben. Widerspruch. Folglich gilt die Aussage. O
Vi




Aussagenlogik — Indirekter Beweis

Beispielaussage (§2.10)

Es gibt keine rationale Zahl x mit x> = 2.

A
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Aussagenlogik — Indirekter Beweis

Beispielaussage (§2.10)

Es gibt keine rationale Zahl x mit x> = 2.

A

Beweisstruktur.

Es existiert eine rationale Zahl x mit x2 = 2,

-A
Es existieren teilerfremde ganze Zahlen m und n mit n # 0 und (%)2 = 7

-

B

T4



Aussagenlogik — Indirekter Beweis

Beispielaussage (§2.10)

Es gibt keine rationale Zahl x mit x> = 2.

A

Beweisstruktur.

Es existiert eine rationale Zahl x mit x2 = 2,

-A
Es existieren teilerfremde ganze Zahlen m und n mit n # 0 und (%)2 = 7

-

B

Wir zeigten zundchst A — B




Aussagenlogik — Indirekter Beweis

Beispielaussage (§2.10)

Es gibt keine rationale Zahl x mit x> = 2.

A

Beweisstruktur.

Es existiert eine rationale Zahl x mit x2 = 2,

-A
Es existieren teilerfremde ganze Zahlen m und n mit n # 0 und (%)2 = 7

-

B
Wir zeigten zundchst =A — B und danach —B




Aussagenlogik — Indirekter Beweis

Beispielaussage (§2.10)

Es gibt keine rationale Zahl x mit x> = 2.

A

Beweisstruktur.

Es existiert eine rationale Zahl x mit x2 = 2,

-A
Es existieren teilerfremde ganze Zahlen m und n mit n # 0 und (%)2 = 7

-

B
Wir zeigten zundchst =A — B und danach —B

Damit gilt auch =A — =B, da =B wabhr ist.




Aussagenlogik — Indirekter Beweis

Beispielaussage (§2.10)

Es gibt keine rationale Zahl x mit x> = 2.

A

Beweisstruktur.

Es existiert eine rationale Zahl x mit x2 = 2,

-A
Es existieren teilerfremde ganze Zahlen m und n mit n # 0 und (%)2 = 7

-

B
Wir zeigten zundchst =A — B und danach —B

Damit gilt auch =A — =B, da =B wabhr ist.

Wir haben —A — B und —A — —B gezeigt, so dass A gemal §2.9 gilt. [
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Aussagenlogik — Indirekter Beweis

Notizen:
o Aquivalente Aussage: (—A — (BA —B)) — A

@ An Stelle von B A =B kann jede unerfillbare Aussage stehen
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Aussagenlogik — Indirekter Beweis

Notizen:
o Aquivalente Aussage: (—A — (BA —B)) — A

@ An Stelle von B A =B kann jede unerfillbare Aussage stehen

o Indirekte Beweise sind nicht konstruktiv:
sie zeigen nur einen Widerspruch auf

— Direkte Beweise liefern oft tieferen Einblick als indirekte Beweise
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Pradikatenlogik — Motivation

Beispielaussage (§2.5)

Sei n eine beliebige ganze Zahl. Falls n? gerade ist, so ist auch n gerade.

Formalisierungen:

a1



Pradikatenlogik — Motivation

Beispielaussage (§2.5)

Sei n eine beliebige ganze Zahl. Falls n? gerade ist, so ist auch n gerade.

Formalisierungen:
e QuadratGerade — ZahlGerade
» Beschréinkung auf ganze Zahlen nicht modelliert
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Pradikatenlogik — Motivation

Beispielaussage (§2.5)

Sei n eine beliebige ganze Zahl. Falls n? gerade ist, so ist auch n gerade.

Formalisierungen:
e QuadratGerade — ZahlGerade
» Beschréinkung auf ganze Zahlen nicht modelliert
e GanzeQuadratzahlGerade — GanzeZahlGerade
» Abhédngigkeit der beiden Zahlen nicht modelliert
» nur fur eine Zahl modelliert

° <lgerc|de — (1gerade A —lgerode)) A <4gerc|de = (- )) A--e

» ineffiziente, unendliche Auflistung (Formeln sind immer endlich)
» unendlich viele Atome

3



Pradikatenlogik — Motivation

Beispielaussage (§2.5)

Sei n eine beliebige ganze Zahl. Falls n? gerade ist, so ist auch n gerade.

Probleme:

@ Obwohl eine Aussage vorliegt,
kénnen wir ihre interne Struktur nicht geeignet formalisieren

o Die Abhangigkeit zwischen n und n? kénnen wir nicht formalisieren
» Einfohrung von Variablen und Aussagenschablonen

94



Pradikatenlogik — Motivation

Beispielaussage (§2.5)

Sei n eine beliebige ganze Zahl. Falls n? gerade ist, so ist auch n gerade.

Probleme:
@ Obwohl eine Aussage vorliegt,
kénnen wir ihre interne Struktur nicht geeignet formalisieren
o Die Abhangigkeit zwischen n und n? kénnen wir nicht formalisieren
» Einfohrung von Variablen und Aussagenschablonen
e Die beliebige Wahl von n kénnen wir nicht formalisieren
» EinfGhrung von Quantoren

Q5



Pradikatenlogik — Motivation

@ Intuition:
Eine Aussagenschablone ist eine Représentation eines Satzes,
der Variablen verwenden kann,
so dass fur jede Belegung der Variablen eine Aussage entsteht

964



Pradikatenlogik — Motivation

@ Intuition:
Eine Aussagenschablone ist eine Représentation eines Satzes,
der Variablen verwenden kann,
so dass fur jede Belegung der Variablen eine Aussage entsteht

@ Notizen:

» eine beliebige Anzahl Variablen ist zuléssig (auch 0)
» Variablen kénnen mit beliebigen Objekten der Vorstellung belegt werden
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Pradikatenlogik — Motivation

@ Intuition:
Eine Aussagenschablone ist eine Représentation eines Satzes,
der Variablen verwenden kann,
so dass fur jede Belegung der Variablen eine Aussage entsteht

@ Notizen:

» eine beliebige Anzahl Variablen ist zuléssig (auch 0)
» Variablen kénnen mit beliebigen Objekten der Vorstellung belegt werden

Formalisierungsansatz fur §2.5

Es sei

® QuadratGerade(n) die Aussagenschablone fur

“n ist eine ganze Zahl, deren Quadrat gerade ist.”
o Gerade(n) die Aussagenschablone for

“n ist eine gerade ganze Zahl.”
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Pradikatenlogik — Motivation

o Intuition:
Quantoren erlauben Formalisierungen von gewissen
Variablenbelegungen, fur die eine Aussagenschablone gelten muss
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Pradikatenlogik — Motivation

o Intuition:
Quantoren erlauben Formalisierungen von gewissen
Variablenbelegungen, fur die eine Aussagenschablone gelten muss
@ Notizen:
» Wir nehmen implizit ein Universum der Objekte an
(jedes Objekt des Universums kann Belegung einer Variable sein)
» der Allquantor V fordert die Gultigkeit der Aussagenschablone
for alle méglichen Belegungen einer Variable
» der Existenzquantor 3 fordert die Gultigkeit der Aussagenschablone
for mindestens eine Belegung einer Variable
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Pradikatenlogik — Motivation

o Intuition:
Quantoren erlauben Formalisierungen von gewissen
Variablenbelegungen, fur die eine Aussagenschablone gelten muss
@ Notizen:
» Wir nehmen implizit ein Universum der Objekte an
(jedes Objekt des Universums kann Belegung einer Variable sein)
» der Allquantor V fordert die Gultigkeit der Aussagenschablone
for alle méglichen Belegungen einer Variable
» der Existenzquantor 3 fordert die Gultigkeit der Aussagenschablone
for mindestens eine Belegung einer Variable

Formalisierung von §2.5

Sei n eine beliebige ganze Zahl. Falls n? gerade ist, so ist auch n gerade.

Vn(GonzeZahI(n) — (QuadratGerade(n) — Gerode(n)))

Q1



Pradikatenlogik — Grundbegriffe

§2.11 Begriffe

o Variablen (Ublicherweise kleingeschrieben)
kénnen als Parameter von Pradikaten auftreten

o Pradikat — Aussagenschablone
bildet zusammen mit Variablen als Parameter ein Atom

(o))



Pradikatenlogik — Grundbegriffe

§2.11 Begriffe

o Variablen (Ublicherweise kleingeschrieben)
kénnen als Parameter von Pradikaten auftreten

o Pradikat — Aussagenschablone
bildet zusammen mit Variablen als Parameter ein Atom

o Atom: Gerade(n) Wahrheit hangt nun von n ab
» Pradikat: Gerade Gerade(2) ist wahr
» Variable: n Gerade(3) ist falsch
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Pradikatenlogik — Grundbegriffe

§2.11 Begriffe

o Variablen (Ublicherweise kleingeschrieben)
kénnen als Parameter von Pradikaten auftreten

o Pradikat — Aussagenschablone
bildet zusammen mit Variablen als Parameter ein Atom

o Atom: Gerade(n) Wahrheit hangt nun von n ab
» Pradikat: Gerade Gerade(2) ist wahr
» Variable: n Gerade(3) ist falsch
e Atom: Summe(x, y, 2)
» Pradikat: Summe Summe(x, y, z) wahr
» Variablen: x, y, z gdw. x + y = z|
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Pradikatenlogik — Grundbegriffe

Notizen

o die bekannten Junktoren kénnen weiterhin verwendet werden
(auch zur Verknipfung von Aussagenschablonen)

o die Wahrheit einer Aussagenschablone 138t sich erst bei Kenntnis der
Belegung der Variablen bestimmen

(o2



Pradikatenlogik — Grundbegriffe

Notizen

o die bekannten Junktoren kénnen weiterhin verwendet werden
(auch zur Verknipfung von Aussagenschablonen)

o die Wahrheit einer Aussagenschablone 138t sich erst bei Kenntnis der
Belegung der Variablen bestimmen

— Mechanismus for Umwandlung Aussagenschablone in Aussage
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Pradikatenlogik — Quantoren

§2.12 Quantoren
Sei F eine pradikatenlogische Formel.

o Vx F ist eine Formel, die wahr ist, vV = fur Alle
gdw. F fur alle Belegungen von x wabhr ist Allquantor
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Pradikatenlogik — Quantoren

§2.12 Quantoren
Sei F eine pradikatenlogische Formel.

o Vx F ist eine Formel, die wahr ist, A = fur Alle
gdw. F fur alle Belegungen von x wabhr ist Allquantor
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Pradikatenlogik — Quantoren

§2.12 Quantoren

Sei F eine pradikatenlogische Formel.

o Vx F ist eine Formel, die wahr ist, vV = fur Alle
gdw. F fur alle Belegungen von x wabhr ist Allquantor
o dx F ist eine Formel, die wahr ist, 3 = Existiert ein

gdw. eine Belegung von x existiert, fur die F wahr ist
Existenzquantor
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Pradikatenlogik — Quantoren

§2.12 Quantoren

Sei F eine pradikatenlogische Formel.

o Vx F ist eine Formel, die wahr ist, vV = fur Alle
gdw. F fur alle Belegungen von x wabhr ist Allquantor
o dx F ist eine Formel, die wahr ist, E = Existiert ein

gdw. eine Belegung von x existiert, fur die F wahr ist
Existenzquantor
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Pradikatenlogik — Quantoren

§2.12 Quantoren
Sei F eine pradikatenlogische Formel.

o Vx F ist eine Formel, die wahr ist,

v = fur Alle
gdw. F fur alle Belegungen von x wabhr ist

Allquantor
o JxF ist eine Formel, die wahr ist,

3 = Existiert ein
gdw. eine Belegung von x existiert, fur die F wahr ist

Existenzquantor
Durch Quantifizierung aller Variablen erhalt man eine Aussage.
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Pradikatenlogik — Quantoren

§2.12 Quantoren

Sei F eine pradikatenlogische Formel.

o Vx F ist eine Formel, die wahr ist, vV = fur Alle
gdw. F fur alle Belegungen von x wabhr ist Allquantor
o dx F ist eine Formel, die wahr ist, 3 = Existiert ein

gdw. eine Belegung von x existiert, fur die F wahr ist
Existenzquantor
Durch Quantifizierung aller Variablen erhalt man eine Aussage.

Beispiel (§2.10)

Es gibt keine rationale Zahl x mit x? = 2.
Formalisierung: —3x(Rat(x) A Quadrat=2(x))
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Pradikatenlogik — Beispiele

weitere Beispiele:

o Jede ganze Zahl ist echt gréRer als 0. falsch
Vn(GonzeZohI(n) — GréBerO(n))

oder Vn(n > 0) falls Universum aus allen ganzen Zahlen besteht
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Pradikatenlogik — Beispiele

weitere Beispiele:

o Jede ganze Zahl ist echt gréRer als 0. falsch
Vn(GanzeZahI(n) — GréBerO(n))

oder Vn(n > 0) falls Universum aus allen ganzen Zahlen besteht

e Jede gerade natirliche Zahl n > 2 ist die Summe zweier Primzahlen.
unbekannt

Vn((GrC')BerZ(n) A Gerade(n)) —

3i3j(Prim(i) A Prim(j) A Summe(i, j, n)))
(Universum besteht aus allen naturlichen Zahlen)
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Pradikatenlogik — Rechenregeln

weitere @quivalente Formeln Bezeichnung
-Vx F Ix—F Negation Allquantor
—3dx F Vx—F Negation Existenzquantor

— siehe Ubung
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Pradikatenlogik — Formalisierung

StGB § 211 — Mord
@ Der Mérder wird mit lebenslanger Freiheitsstrafe bestraft.

@ Morder ist, wer

» aus Mordlust, zur Befriedigung des Geschlechtstriebs, aus Habgier oder
sonst aus niedrigen Beweggrinden,

» heimtickisch oder grausam oder mit gemeingefdhrlichen Mitteln oder

» um eine andere Straftat zu erméglichen oder zu verdecken,

einen Menschen totet.
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Pradikatenlogik — Formalisierung

StGB § 211 — Mord
@ Der Mérder wird mit lebenslanger Freiheitsstrafe bestraft.

@ Morder ist, wer

» aus Mordlust, zur Befriedigung des Geschlechtstriebs, aus Habgier oder
sonst aus niedrigen Beweggrinden,

» heimtickisch oder grausam oder mit gemeingefdhrlichen Mitteln oder

» um eine andere Straftat zu erméglichen oder zu verdecken,

einen Menschen totet.

@ Vp(Mérder(p) — Lebenslang(p))

107



Pradikatenlogik — Formalisierung

StGB § 211 — Mord
@ Der Mérder wird mit lebenslanger Freiheitsstrafe bestraft.

@ Morder ist, wer

» aus Mordlust, zur Befriedigung des Geschlechtstriebs, aus Habgier oder
sonst aus niedrigen Beweggrinden,

» heimtickisch oder grausam oder mit gemeingefdhrlichen Mitteln oder

» um eine andere Straftat zu erméglichen oder zu verdecken,

einen Menschen totet.

@ Vp(Mérder(p) — Lebenslang(p))
@ deutlich komplizierter

Vp (Mensch(p) A EIq(Mensch(q) A (TetetAusMordlust(p, g) V - - ))

= Mérder(p))
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Zusammenfassung

@ Grundlegende Beweistechniken
e Tautologien und Erfullbarkeit

@ Grundwissen Pradikatenlogik

Erstes Ubungs- und Hausaufgabenblatt bereits im AlmaWeb verfogbar
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