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Kapitel �

Grundlagen

��� Neurobiologische Grundlagen

����� Allgemeines

Gegenstand der Neuroinformatik sind k
unstliche neuronale Netze �KNN� sowohl

�i� als Modelle kognitiver Prozesse im Hirn als auch �ii� als neuartige Medien der

Informationsverarbeitung� Wunschziel der Neuroinformatik ist die Entwicklung

von Algorithmen oder letztendlich Maschinen �Computer� zur Verarbeitung

von Informationen nach dem Vorbild Gehirn� Die Umsetzung dieser weit in

die Zukunft reichenden Aufgabe erfordert als unabdingbare Voraussetzung ein

hinreichend weit gediehenes Verst
andnis der Organisations� und Funktionsprin�

zipien der perzeptuellen und kognitiven Prozesse einschlie�lich ihrer neuronalen

�Implementierung�� Davon sind wir aber noch beliebig weit entfernt� Zwar ist

einerseits die Anatomie des au�erordentlich komplexen Systems Gehirn bis hin�

ab auf die zellul
are Ebene erstaunlich gut bekannt� Andererseits wurde� beson�

ders durch die st
urmische Entwicklung bildgebender Verfahren in j
ungster Zeit�

die funktionelle Architektur in vielen wesentlichen Einzelheiten aufgekl
art� Die

neuronale Verankerung der h
oheren kognitiven Prozesse mu� aber bisher als

weitgehend unbekannt angesehen werden� Weiterf
uhrende Literatur ���� �	��

����� Das Gehirn als System

Das Gehirn kann als das komplexeste uns bekannte System betrachtet werden�

Seine Komplexit
at hat in der Evolution mit der Herausbildung und Entwicklung

des Neocortex bei den S
augern best
andig zugenommen� Dieser 
uberdeckt beim

Menschen die phylogenetisch fr
uheren Teile des Hirns wie das limbische System

�
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und das Stammhirn und zeichnet sich besonders durch seine Furchungen aus�

Abbildung ���� Senkrechter Schnitt durch das menschliche Hirn mit Hirnstamm�

Kleinhirn� limbischem System und Hirnrinde �Neocortex� deutlich erkenntlich

an seiner starken Furchung� die der Vergr
o�erung der Ober�
ache dient�

die eine gr
o�ere Ober�
ache f
ur den Neocortex scha�en�

Hinter der Vielzahl hochkomplexer Prozesse� die zielsicher auf dem neu�

ronalen Substrat ablaufen� k
onnte man eine Vielfalt unterschiedlicher �Bauele�

mente� vermuten� die� geeignet zusammengeschaltet� die kognitiven Funktionen

hervorbringen� Gesicherte neuroanatomische Erkenntnisse belegen aber genau

das Gegenteil� In der Tat besteht das Hirn nur aus einigen wenigen Grundty�

pen von Nervenzellen oder Neuronen� die als die funktionellen Einheiten des

Systems zu betrachten sind� Neuere Sch
atzungen gehen dabei f
ur das mensch�

liche Hirn von ca� �		 Mrd� Nervenzellen �Neuronen� aus� Zus
atzlich gibt es im

Hirn noch ca� 		 � �			 Mrd Gliazellen� Die Nervenzellen sind untereinander

uber die Synapsen verschaltet� wobei jedes Neuron bis zu �			� teilweise bis zuNeuronen und

Synapsen �	 			 Verbindungen zu anderen Zellen unterh
alt� � In den Abbildungen sind

einige Zelltypen zu sehen� Eine ausf
uhrliche Zusammenstellung von Daten 
uber

das gesamte Nervensystem �ndet sich im Internet� s� ����

In der Neuroinformatik werden die biologischen Nervenzellen durch idea�

�Purkinjezellen k�o nnen im Kleinhirn sogar bis zu ��� ��� Verbindungen ausbilden�

� R� Der � Universit�at Leipzig � Institut f�ur Informatik
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Abbildung ���� Einteilung der Zellen nach der Zahl der von ihnen ausgebildeten

Pole� Unipolare haben nur einen Fortsatz� der vom Soma ausgeht� Sie 
uber�

wiegen bei den Avertebraten �Wirbellosen�� Bipolare Zellen sind vor allem in

der Retina anzutre�en� wo sie die Schaltstelle zwischen den Photorezeptoren

und den nachgeschalteten amakrinen und Ganglien�Zellen bilden� Multipolar

hei�en Zellen mit mehreren Forts
atzen� 
Uberwiegender Zelltyp im Zentralner�

vensystem der Vertebraten�

lisierte mathematische Modelle repr
asentiert� Vorbild f
ur diese Modelle sind

Zellen des in Abbildung ��� dargestellten Typs �Pyramidenzelle��

Diese Zellen wirken erregend aufeinander ein� Dieser Selbststimulierung der

neuronalen Aktivit
at mu� eine ausreichend starke Hemmung entgegenstehen�

Diese wird vornehmlich von den Interneuronen aber auch z� B� von den sog�

Purkinje�Zellen ausge
ubt� s� Abb� ����

F
ur die Visualisierung der zellularen Struktur des Hirngewebes stehen eine

Reihe von F
arbungsverfahren zur Verf
ugung� s� Abb� �� und ����

Von einem funktionell�neuroanatomischen Standpunkt aus gesehen besteht

das Neuron aus dem Zellk
orper �Soma� mit seinen dendritischen Forts
atzen und

dem Axon� Das Neuron empf
angt 
uber synaptische Kontakte entweder direkt


uber sein Soma oder 
uber seine Dendriten elektrische Signale xi von anderen

Neuronen i � �� �� ��� oder den Muskeln bzw� Sinnesorganen� Diese werden auf�

summiert und sobald ihre summarische Wirkung einen gewissen Schwellwert


uberschreitet� sendet das Neuron selbst ein Aktionspotential y �s�u�� 
uber sein

Axon ab� Dieses kann die Signale 
uber eine vergleichsweise lange Strecke weiter�

Vorlesung Neuroinformatik �
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Abbildung ���� Schematische Darstellung einer typischen multipolaren Nerven�

zelle des Zentralnervensystems �links�� Zellk
orper und dendritische Forts
atze

sind deutlich zu erkennen� Zur Veranschaulichung der nat
urlichen L
angen�

verh
altnisse ist das Axon in seiner vollen L
ange dargestellt� Die Endverzwei�

gungen des Axons dienen der Kontaktierung anderer Neuronen oder von Mus�

kelzellen �im Fall von Motorneuronen�� Rechts im Bild ist die Verschaltung mit

weiteren Nervenzellen schematisch dargestellt�

�	 R� Der � Universit�at Leipzig � Institut f�ur Informatik
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Abbildung ���� Eine Purkinje�Zelle� Dieser Zelltyp ist 
ahnlich wie die In�

terneurone f
ur hemmende Schaltkreise wichtig� Purkinje�Zellen werden un�

abh
angig von ihrer eigenen Erregung durch Korbzellen gehemmt �Vorw
arts�

hemmung�� Andererseits bilden die Purkinje�Zell�Axone hemmende Synapsen

auf den Kleinhirnkernen aus� Die ausgel
oste Hemmung ist direkt der Aktivit
at

der Purkinje�Zellen proportional �tonische Hemmung��

Abbildung ��� Durch Golgi�F
arbung sichtbar gemachte Nervenzellen�

Vorlesung Neuroinformatik ��
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Abbildung ���� Die Nissl�F
arbung macht die Zytoarchitektur des visuellen Kor�

tex sichtbar�

leiten und kontaktiert dann durch seine Endverzweigungen andere Neuronen�

xn�
���

x��

x��

� wn �
���

� w� �
� w� �

�
���

�
�

P
z S �z� � � y �����

wobei die wi die E�ektivit
aten bzw� Leitf
ahigkeiten der Synapsen

�Kontakte� symbolisieren� Wenn wir st
arker das Soma als eine Einheit betrach�

ten wollen� dann stellen wir das Neuron einschlie�lich seiner synaptischen Kon�

takte so dar�

xn
���

x�

x�

� wn �
���

� w� �
� w� �

�
���

�
�

P
z S �z� � � y �����

Funktionell �und stark vereinfachend� kann das Neuron also wie ein elektri�

sches Bauelelement mit einem de�nierten wenn auch komplexen Input�Output�

Verhalten betrachtet werden� Das System Gehirn ist in diesem Sinne ein kom�

plexes Netzwerk bestehend aus Neuronen� die 
uber die synaptischen Kontakte

�� R� Der � Universit�at Leipzig � Institut f�ur Informatik
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miteinander wechselwirken k
onnen� ausschnittsweise

Von Neuron l � yl� wil �
���

�
���

�
Neuron j

� wij �

Von Neuron k �
yk� wik

�

�
�
�

P
zi S �zi� � � yi

�����

Bei der Einordnung dieses Systems ist aber zu beachten� da� wir es hier

mit einem o�enen� aktiven System zu tun haben� das nicht nur von der Umwelt

stark beein�u�t wird sondern das auch gezielt auf seine Umwelt einwirken und

diese modi�zieren kann� was zu hochkomplexen R
uckkopplungse�ekten f
uhrt�

Eine weitere Besonderheit gegen
uber den etwa in der Physik betrachteten kom�

plexen Systemen ist die Tatsache� da� das System Gehirn �bzw� das Teilsystem

KNN� im Proze� des Lernens �d� h� der Adaption an die Umwelt� die Wech�

selwirkungen �E�ektivit
aten der synaptischen Kontakte� zwischen seinen Ele�

menten �Neuronen� selbst ver
andern kann� so da� sich die Systemeigenschaften

dauernd 
andern� Damit ist das Hirn der Prototyp eines adaptiven Systems in

seiner h
ochstentwickelten Form�

����� Unterschiede Hirn � Computer

Der Unterschied zwischen einem herk
ommlichen Computer und dem Hirn folgt

aus dem Vergleich von Verarbeitungsprinzipien und Leistungen� Interessant ist

etwa ein Vergleich zwischen dem Hirn eines Spatzen und einem heutigen Su�

percomputer� Wir betrachten ersteres als ein elektronisches System mit ca� �

Milliarde Bauelementen �Neuronen�� die bestenfalls alle �	 ms einen verarbei�

tungsrelevanten Schaltvorgang vornehmen k
onnen �
Ubergang von einer hohen

zu einer niedrigen Feuerrate oder umgekehrt�� Dann f
uhrt dieses System maxi�

mal �	�� identi�zierbare Schaltvorg
ange pro Sekunde aus� liegt also noch un�

terhalb des Bereiches� in dem moderne Supercomputer operieren� Obgleich in

der reinen Rechenleistung durchaus vergleichbar� sind die kognitiven Leistun�

gen eines Spatzenhirns denen eines jeden Supercomputers weit 
uberlegen� Das

betri�t insbesondere alle F
ahigkeiten zur Mustererkennung und �Verarbeitung�

Lernf
ahigkeit� die zielgerichtete Steuerung der Bewegungen und allgemein die

Vorlesung Neuroinformatik ��
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Uberlebensf
ahigkeit in einer komplexen Umgebung� die immer neue Anpas�

sungsleistungen erfordert�

Analoge 
Uberlegungen �nden sich in ����� Danach f
uhrt das menschliche

Hirn ca� ��� � �	�� synaptische Operationen pro Sekunde aus� wobei es eine
elektrische Leistung von ca� �� Watt verbraucht� Somit kann die E�ektivit
at

seiner Berechnungen mit �� �	�� Operationen pro Joule angesetzt werden� Im
Vergleich leistet der DEC Alpha ���� Mikroprocessor �� � �	� �oating point

Operationen und verbraucht dabei �	 Watt� erreicht also eine E�ektivit
at von

ca� � � �	� Operationen pro Joule� In rein energetischer Hinsicht arbeitet das
Hirn also um sechs Gr
o�enordnungen e�ektiver als ein moderner Prozessor�

Wichtige Charakteristika� die das Hirn vom Computer unterscheiden und die

zumindest teilweise den trotz der au�erordentlich geringen Geschwindigkeit der

neuronalen Schaltkreise erheblichen Performanzvorteil des �Neurocomputers�

Gehirn erkl
aren� sind

� Hochgradige Parallelverarbeitung�

� Integration von �Spezialhardware� in Form funktionsspezi�scher Neuro�

module�

� Keine Trennung von Hard� und Software� Die Funktion des �Neurocom�
puters� folgt aus seiner Architektur und wird gro�enteils in der Ausein�

andersetzung mit der Umwelt erworben�

� Weitere unbekannte Architektur� und Funktionsprinzipien�

Der Unterschied zwischen Hirn und Computer kommt aber insbesondere

auch in der Robustheit des Hirns gegen
uber St
orungen aller Art zum Aus�

druck� Eines der markantesten Beispiele sind Hirnverletzungen� Besonders be�

kannt geworden ist der Fall des Phineas Gage� dessen Verletzungen durch einen

Arbeitsunfall in der Computerrekonstruktion in Abb� ��� deutlich werden�

Trotz seiner furchtbaren Verletzungen genas Gage nach etwa zwei Monaten

und erlangte seine grundlegenden geistigen� sprachlichen und beru�ichen F
ahig�

keiten zur
uck� Allerdings war nach den Worten seines behandelnden Arztes Dr�

Harlow �das Gleichgewicht zwischen seinen geistigen F
ahigkeiten und seinen

animalischen Neigungen� entscheidend gest
ort� Diese fatale Charakter
anderung

bewirkte� da� er auf seinen wechselnden Arbeitsstellen nicht lange geduldet

wurde� so da� er im Verlaufe seines immer noch fast zwanzig Jahre w
ahrenden

Lebens in gro�e pers
onliche Schwierigkeiten geriet�
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Abbildung ���� Der ber
uhmt gewordene Fall des Phineas Gage zeigt besonders

eindringlich die Unvergleichbarkeit von Hirn und Computer� Im Bild eine Re�

konstruktion der Verletzungen� die er durch einen Arbeitsunfall erlitt� Obwohl

die eingedrungene Eisenstange gro�e Teile seines Hirns zerst
orte� erlangte er

nach seiner physischen Genesung auch seine grundlegenden geistigen� sprachli�

chen und beru�ichen F
ahigkeiten zur
uck�
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DieBesonderheiten der Funktionsprinzipien des Gehirns �nden ihren Nie�

derschlag in den sog� konnektionistischen Ans
atzen der Psychologie� die ein

Verst
andnis des menschlichen Verhaltens aus neuronalen Modellen gewinnen

will� vgl� �
� 
��

��� Grundlegende elektrophysiologische Mechanis�

men

Physiologische Fl
ussigkeiten �w
assrige Salzl
osungen� wie NaCl und KCl liegen

intra� und extrazellul
ar in dissoziierter Form� d� h� in Form der anionischen

Cl� und der kationischen Na� bzw� K� Ionen vor� Die Zellmembran� die die


au�ere Umh
ullung des Neurons einschlie�lich seiner Dendriten und des Axons

darstellt� trennt elektrisch diese beiden gut leitenden Medien voneinander� Das

System

intrazellul
ares Medium

����Membran������
extrazellul
ares Medium

�����

bildet folglich einen Kondensator mit der Membran als Dielektrikum� Diese

ist allerdings teilweise f
ur die Ladungen �Ionen� durchl
assig � feinste� kompli�

ziert gebaute Poren in der Zellmembran erm
oglichen sowohl passive als auch

aktive Transportprozesse durch die ca� � nm �� �	 �A� dicke Zellmembran hin�
durch� F
ur die Na� Ionen wirken spezielle Poren wie eine Art Ionenpumpe� die

diese Ionen in eine Vorzugsrichtung �von innen nach au�en� auch gegen elek�

trische Kr
afte durch die Membran hindurchbef
ordert� Die erforderliche Energie

wird durch Sto�wechselvorg
ange bereitgestellt� Die passiven Kan
ale sind nur

f
ur die K� und bei Nervenzellen in geringerem Ma�e auch f
ur die Cl�� Ionen
durchl
assig� deren Hydrath
ullen kleiner als die der Na� Ionen sind�

����� Das Ruhepotential

Das Ruhepotential wird durch die ungleiche Konzentration der An� und Katio�

nen auf beiden Seiten der Membran erzeugt� Tr
ager des Potentials ist vornehm�

lich dasK� � Cl� System gemeinsam mit auschlie�lich in der Zelle vorhandenen

kationischen Eiwei�molek
ulen A� ���� die im Gegensatz zu den K� Ionen ���
nicht hinausdi�undieren k
onnen� Unter Vernachl
assigung der Cl� Ionen ergibt
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sich schematisch folgendes Bild

� � � � � � � � � � ����

� � � � � � � � � � �intrazellul
ar�

� � � � � � � � � �
������ ��������
Pore �

� �extrazellul
ar�

Die Di�usion entfernt positive Ionen aus dem Inneren� was zu einem 
Uberwiegen

der negativen Ladungen und damit zu einem Absenken �Negativierung� des

intrazellul
aren Potentials f
uhrt� Allerdings w
urde dieses Potential durch die

ebenfalls di�usionsf
ahigen Cl� Ionen wieder aufgehoben� Die Stabilisierung des

Ruhepotentials auf seinen beobachteten Wert bewirken letztendlich die aktiven

Transportprozesse durch die Ionenpumpen� die Na� Ionen aus dem Inneren der

Zelle entfernen� Im Ergebnis der so erzeugten ungleichen Ladungsverteilung�

erscheint die Zelle polarisiert� das Innere der Zelle liegt typischerweise auf

einem Potential von ca� ��	 mV� �Potentialangaben sind immer relativ zum
extrazellul
aren Raum� dessen Potential also als Null angenommen wird��

����� Aktionspotential und Reizleitung

Die Wirkung der Ionenpumpen bzw� der Permeabilit
at der Membran f
ur be�

stimmte Ionen h
angt entscheidend von der anliegenden Potentialdi�erenz ab�

Wird etwa durch einen externen� 
uberschwelligen Reiz �von einem anderen Neu�

ron� die Membran lokal depolarisiert �Potentialdi�erenz unter einen Schwellwert

von ca� �	 mV vermindert�� dann wird zun
achst die Membran kurzzeitig f
ur

die Na� Ionen durchl
assig� diese str
omen also massiv solange in das Innere der

Zelle ein� bis die negative Ladung lokal kompensiert ist� Kurz danach bewir�

ken einstr
omende K� Ionen einen weiteren positiven Potentialaufbau� Diese

Abweichung vom Ruhepotential wird als Aktionspotential bezeichnet� In ��� ist

schematisch das Eindringen der Kationen gezeigt� wobei die dadurch verursach�

te Depolarisation auch der Umgebung gut zu erkennen sein sollte �dargestellt

�Das Konzentrationsverh�altnis �intra�extrazellul�ar� der K� Ionen ist typischerweise �� � 	


das der Na� Ionen etwa 	 � 	�� Die Konzentrationsverteilung der Cl� Ionen ist ziemlich genau

umgekehrt gleich dem der K� Ionen�
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sind nur die Na� Ionen 	�

	 	 	 	 	 �����

	 	 	 	 	 	
	 	 	 	

����n ����� ������
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

Dieser Transportvorgang ist au�erordentlich schnell� seine Zeitkonstane liegt bei

	�� mS� Die Depolarisation strahlt in die Umgebung aus� denn der Zusammen�

bruch des Potentialgef
alles erh
oht auch die Na� Leitf
ahigkeit der umliegenden

Regionen� was auch dort zu einem Einstr
omen von Na� Ionen f
uhrt� Somit

p�anzt sich die urspr
ungliche lokale Potentialst
orung 
uber die gesamte Neuro�

nenmembran fort�

Die durch die Depolarisation ausgel
oste Durchl
assigkeit der Membran ist

nicht irrreversibel� Komplizierte Prozesse in der Membran sorgen nach wenigen

Millisekunden f
ur deren Inaktivierung und f
uhren damit zur baldigen Wieder�

herstellung der alten Verh
altnisse� Einmal ausgel
oste Aktionspotentiale leben

lokal also nur eine bestimmte Zeit� so da� die Zelle nach der sog� Refrakt
arphase

�ca� � � � mS� f
ur die Aufnahme eines neuen Reizes bereit ist� Die Aktionspo�
tentiale breiten sich 
uber das Axon mit einer Geschwindigkeit von ca� �		 m�S

aus� Die Zeitspanne f
ur das Aktionspotential an einer festen Stelle ist i� a� nicht

gr
o�er als ��� mS� d� h� das Aktionspotential hat einen impulsf
ormigen Zeitver�

lauf und wird deshalb i� a� als Spike bezeichnet� Bei der Ausbreitung behaltenSpikes

diese Impulse ihre Form bei� Folgen von solchen Spikes stellen den Output des

Neurons dar�

Neben dieser Form der Ausbreitung gibt es noch die passive Ausbreitung

elektrischer Reize� die dabei aber abgeschw
acht und in ihrem Zeitverlauf ver�

zerrt werden� Diese Art der Reizleitung bestimmt im wesentlichen die Aus�

breitung der Inputsignale� Im Gegensatz zu den Spikes haben diese lokalen

Potentiale beliebige St
arken� so da� sie auf diese Weise die St
arke der Inputs

�z� B� sensorische Reizung� kodieren k
onnen� Von dieser Natur sind auch die

postsynaptischen Potentiale �s� u���
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����� Synaptische Kopplungen

Die 
Ubertragung der elektrischen Signale zwischen den Neuronen erfolgt 
uber

die Synapsen� Zum synaptischen Bereich rechnen wir den pr
asynaptischen End�

kolben� den ca� 	� ��m schmalen synaptischen Spalt und die sub� oder postsyn�

aptische Membran als den von der Synapse 
uberdeckten Bereich der Zellmem�

bran des kontaktierten Neurons� Die Synapsen haben i� a� eine Ventilfunktion Ventilfunktion

der Synapsenin dem Sinne� da� die 
Ubertragung der Signale immer nur in der Richtung auf

das kontaktierte Neuron hin erfolgen kann �Pfeilrichtung in �������

���������������� postsyn� Membran

�Spalt

n 
 
 
 
 �

n 
 
 
 �

n 
 �

n ������
�����

�

pr
asyn� Endkolben
�����

Die sog� synaptischen Bl
aschen oder Vesikel 
 �Durchmesser ca� 	 nm� im
pr
asynaptischen Endkolben enthalten jeweils eine ziemlich genau de�nierte

Menge� �Quantum� einer speziellen chemischen Substanz� den Neurotransmit� Neurotransmitter

ter�� Ein a�erenter �ankommender� elektrischer Reiz bewirkt via Depolarisation

der pr
asynaptischen Membran die Freisetzung und in Folge die Aussch
uttung in

den synaptischen Spalt dieses 
Ubertr
agersto�es� Einmal im Spalt bewirken die

Transmittersto�e ihrerseits eine Depolarisation der subsynaptischen Membran

und l
osen dadurch ein Aktionspotential in der kontaktierten �postsynaptischen�

Zelle aus� Der gesamte Proze� ist sehr schnell� die synaptische Latenz betr
agt ca�

	�� mS� Die Menge der freigesetzten Quanten �genauer die Wahrscheinlichkeit

f
ur ihre Freisetzung� h
angt durchaus von der St
arke des pr
asynaptischen Akti�

onspotentials ab� so da� diese Information weitergegeben werden kann� 
Ahnlich

der automatischen Inaktivierung der Zellmembran werden auch die Transmitter

nach erfolgter Signal
ubertragung innerhalb k
urzester Zeit wieder von dem syn�

�Man sch�atzt
 da� ein Vesikel ca� 	��� bis 	� ��� Transmittermolek�ule �z� B� Acetylcholin�

enth�alt und da� pro Synapse ��� bis ���� Quanten freigesetzt werden�
�Wir besprechen hier nur die chemischen Synapsen� Die selteneren elektrischen Synapsen

funktionieren anders�
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aptischen Endkolben resorbiert� wodurch die Synapse in ihren Ausgangszustand

zur
uckkehrt�

Entscheidend f
ur die Funktion neuronaler Netze ist die Tatsache� da� sich

die synaptische E�ektivit
aten� d� h� die 
Ubertragungseigenschaften der Synap�Synaptische

E�ektivit
aten sen� modi�zieren lassen� Sie 
ubertragen bei h
au�ger Benutzung besser als bei

seltener� Das ist auch der wesentliche Inhalt der Hebbschen Lernregel� Diese

f
uhrt das Lernen auf eine erregungsproportionale Verst
arkung der synaptischen

Verbindungen zwischen gleichzeitig aktiven Neuronen zur
uck� Betrachten wir

zwei Neuronen wie in �����

��� j
�

yj
wij � i

�

yi
�����

Die Ver
anderung �wij der synaptischen E�ektivit
at
� wij ist nach HebbHebbsches Ler�

nen
�wij � �yiyj �����

Sind nun� wie in ��� durch den Stern � symbolisiert� die Outputs beider Neu�

ronen i� j auf einem hohen Niveau� so wird die synaptische Verbindung wij

gem
a� ��� deutlich verst
arkt� Der typische Wertebereich f
ur die Lernrate ist

	�	� � � � 	���

Auf der Plastizit
at der Synapsen beruht allgemein die Lern� und Ged
acht�

nisfunktion neuronaler Netze� Trotz ihrer Einfachheit und ihrer nur lokalen Ein�

�u�nahme ��wij ist nur von den unmittelbar beteiligten Neuronen abh
angig�

ist die Hebbsche Lerndynamik ein grundlegendes Wirkprinzip f
ur das Erlernen

globaler F
ahigkeiten durch das neuronale Netz�

��� Das mathematische Modell des Neurons

����� Neuronale Informationskodierung

Die impulsf
ormigen Aktionspotentiale anderer Neuronen erreichen die Dendri�

ten oder das Soma �Zellk
orper� eines Empf
angerneurons 
uber die synaptischen

Kontakte� Diese elektrischen Signale werden passiv 
uber die Dendriten und

aktiv nach dem in Abschnitt ��� beschriebenen Mechanismus 
uber die gesam�

te Zellmembran fortgeleitet� Das Neuron integriert diese Potentiale mit einer

�Die betrachtete Synapse kontaktiert das Neuron i �Zielneuron�� Wir schreiben wij f�ur die

Kopplungsst�arke �E�ektivit�at� der Synapse
 d�h� der erste Index bezieht sich immer auf das

Zielneuron�
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sehr kleinen Zeitkonstanten auf� 
Uberschreitet deren summarischer E�ekt am

Axonh
ugel eine bestimmte Schwelle� so sendet das Neuron 
uber sein Axon eben�

falls ein Aktionspotential �Spike� aus� das seinerseits andere Neuronen aktivie�

ren kann� Systemtheoretisch gesehen ist das Neuron also durch ein bestimmtes

Input�Output�Verhalten gekennzeichnet� das eine komplexe Zeitstruktur auf�

weist� Als Element des informationsverarbeitenden Systems Gehirn betrachtet

ist zu fragen� in welcher Weise die Information in einer solchen funktionellen

Architektur kodiert ist und wie das Neuron diese Information lesen und verar�

beiten kann�

Es gibt hier eine Vielzahl von Ans
atzen� von denen wir nur die zwei grund�

legenden nennen wollen� Der erste geht davon aus� da� die Zeitstruktur der

Signale wesentlich ist� Im Extremfall kann man annehmen� da� die Information

in einer Spikefolge durch den zeitlichen Abstand zwischen aufeinanderfolgenden

Spikes �die alle etwa die gleiche Amplitude haben� kodiert ist� schematisch

j j jj j j jjjjj j ����	�

Dem entspricht in der Nachrichtentechnik die Pulsphasenmodulation� F
ur de� Pulsphasen �

Modulationren Realisierung als neuronale �Sprache� gibt es bisher aber relativ wenig empi�

rische Anhaltspunkte� da sie eine recht genaue Messung der zeitlichen Abst
ande

voraussetzt und sie demzufolge nicht die f
ur biologische Systeme erforderliche

Robustheit aufweist� Andererseits erm
oglicht diese Zeitstruktur der neuronalen

Signale Synchronisationsph
anomene zwischen verschiedenen Neuronen� was als

ein L
osungsansatz zum Verst
andnis des Binding�Problems allgemein akzeptiert

wird�

Grundlegend f
ur die in dieser Vorlesung zu besprechenden k
unstlichen neu�

ronalen Netze ist der zweite Ansatz� da� n
amlich die Information� 
ahnlich der

Pulsfrequenzmodulation in der Nachrichtentechnik� einzig durch die Feuerrate

�das ist die Frequenz mit der die Spikes abgesendet werden� kodiert ist� Damit Ratenkodierung

die Feuerrate als robuster Informationstr
ager fungieren kann� m
ussen diese zeit�

lichen Abst
ande dann 
uber einen gewissen Minimalzeitraum hinreichend kon�

stant bleiben �der Minimalzeitraum ist frequenzproportional�� Die Feuerraten

lassen sich durch kontinuierliche Zahlen abbilden�

jjjjjjjjjjjjjjj Kodierung � �

j j j j j j Kodierung � ���
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j j j j j Kodierung � 	��

die geeignet skaliert werden� so da� sie beispielweise zwischen 	 �Neuron feuert

nicht� und � �Neuron feuert mit maximaler Frequenz� liegen� Diese Neuronen

werden auch als station
are Neuronen bezeichnet�

Im Extremfalle des McCulloch�Pitts Neurons �s�u�� werden nur zwei Situa�

tionen unterschieden� der Fall niedriger Aktivit
at

j j
�

���

j j �
� j j j j ������

wird durch den Output y � 	� der Fall hoher Aktivit
at

jj jj jj j j j j jj �
���

j jj j j jj j j �
� jjjjjjjjjjjj ������

durch y � � kodiert� In ���� und ���� bezeichnet j jj j j jj jj wieder eine zeitliche
Abfolge von Spikes�

����� Funktionelles Schema des station�aren Neurons

F
ur die Untersuchung k
unstlicher neuronaler Netze fassen wir das in ��� ein�

gef
uhrte Neuron als ein kompaktes Bauelement auf�

xn�
���

x��

x��

� wn �
���

� w� �
� w� �

�
�
�

P
z S �z� � � y

�

xn�
���

x�
�

� y

������

das mathematisch durch seine Transferfunktion modelliert wird� Wie in Ab�

schnitt ����� besprochen� sind dabei die Inputs und Outputs als statische Gr
o�en

aufzufassen �Ratenkodierung�� von deren elektrophysiologischer Rolle oder In�

terpretation abstrahiert wird�
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����� Das mathematische Modell des station�aren Neurons

Das station
are Neuron als funktionelle Einheit k
unstlicher neuronaler Netze

wird modellhaft durch seine Transferfunktion

y � f ��x� ������

beschrieben� diese bildet die Inputs �x � �x�� ���� xN � auf den Output y des

Neurons ab� Wir setzen immer eine Ratenkodierung der neuronalen Information

voraus� d�h� sowohl die Inputs xi als auch der Output y kodieren jeweils eine

Feuerrate� s� Abschnitt ������ Explizit berechnet das Neuron in idealisierter

Form zun
achst sein postsynaptisches Potential �PSP� z Postsynaptisches

Potential
xn�
���

x��

x��

� wn �
���

� w� �
� w� �

�
���

�
�

P � z �����

oder

z �
nX
i��

wixi � �w � �x ������

als mit den synaptischen E�ektivit
aten wi gewichtete Summe seiner Inputs�

vergleicht diese mit einer Schwelle U und bildet das Ergebnis dann nichtlinear

auf das Intervall �	� �� ab� letzteres besorgt das Element

z� S � y

in ����� das die biologische Funktion des Axonh
ugels mathematisch modelliert�

explizit

y � S �z � U� ������

Die Transferfunktion Transferfunktion

y � f ��x� � f ��x j �w� ������

lautet folglich in expliziter Form

y � S ��w � �x� U� ������
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Abbildung ���� Die Ausgabefunktion f
ur Parameter � � �� � � �� � �  und

� � �	�

F
ur die feed�forward Netze ist S eine sigmoide Funktion� z� B�

S �z� �
�

� � e��z
����	�

wobei � die Steilheit des Anstieges parametrisiert� s� Abbildung ���� Die Aus�

gabefunktion S re�ektiert den nichtlinearen Zusammenhang zwischen Input

und Output� insbesondere in Form des S
attigungsverhaltens des biologischen

Neurons� F
ur sehr gro�e PSP ist die Feuerrate praktisch nicht mehr vom PSP

abh
angig�

Die Schwelle U kann durch die Einf
uhrung eines �ktiven Inputs x� � � undDer Trick mit

der Schwelle w� � �U und De�nition des Skalarproduktes �x � �w �Pn
i�� wixi ber
ucksichtigt

werden� Dann ist die allgemeine Transferfunktion y � f ��x�

f ��x� � f ��x j �w� � S ��w � �x� ������

Wenn die Abh
angigkeit von den Parametern explizit zum Ausdruck gebracht

werden soll� schreiben wir f ��x� als f ��x j �w��
Ein Spezialfall der sigmoiden Ausgabefunktion ist die Sprungfunktion

	 �z� �

����
���
� f
ur z  	

	 f
ur z � 	

������
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wobei 	 �z� � lim��� S �z�� Dieses bin
are Neuron wurde zuerst von McCullochBin
ares Neu�

ron und Pitts eingef
uhrt����� F
ur eine Reihe von Netzwerkmodellen hat es sich als

g
unstig erwiesen� den Zustand minimaler Erregung des Neurons statt mit 	 mit

�� zu kodieren� d� h�

S �z� � tanh ��z� �
e�z � e��z

e�z � e��z
������

Dem McCulloch�Pitts Neuron entspricht dann das bipolare Neuron mit Bipolares Neu�

ron

S �z� � sign �z� �

����
���

� f
ur z  	

�� f
ur z � 	

������

Bemerkungen� F
ur die Anwendungen mit feed�forward Netzwerken �s�u��

wird meist die Kodierung gem
a� ���	 gew
ahlt� Die Ausgabefunktion ��� ist oft

n
utzlich� wenn das Netz auch negative Werte ausgeben soll� F
ur die Steuerung

eines mobilen Roboters kann das beispielweise interessant sein� wenn das Aus�

gabeneuron direkt die Radansteuerung vorgibt �negative Werte bei R
uckw
arts�

fahrt��
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Kapitel �

Das Neuron als lernender

Elementarprozessor

Wir untersuchen nun das oben eingef
uhrte formale Neuron in seiner Eigenschaft

als universeller Elementarprozessor neuronaler Netze�

��� Das Neuron als lernender Funktionsapproxima�

tor

Mathematisch ist das Neuron eine Funktion y � f ��x�� die von einer Reihe

von Parametern� zusammengefa�t im Parametervektor �w� abh
angt� f ��x� �

f ��x j �w�� Das Neuron kann deshalb als Funktionsapproximator dienen� indem
�w so gew
ahlt wird� da� die Funktion f ��x� m
oglichst wenig von der Zielfunktion

F ��x� abweicht� Gesucht ist ein Lernalgorithmus� der den optimalen Parame�

tervektor �w �ndet� Das Lernen geschieht durch Pr
asentation von Instanzen der

Zielfunktion F ��x�� jede Instanz besteht aus dem Wertepaar

Z�x � ��x� F ��x�� �
�
�x� ysoll

�
�����

d� h� aus dem Solloutput ysoll des Neurons zu gegebenem Input �x� wobei sich

im allgemeinen eine Abweichung zwischen dem Istwert y � f ��x� und dem

Solloutput ergibt�

Input �x�
Neuron

�y

ysoll

�
	 � Fehler �����

��



KAPITEL �� DAS NEURON ALS LERNENDER
ELEMENTARPROZESSOR

Eine geeignete Fehler� oder Kostenfunktion wie z� B�

E � E��xj�w� � �

�

�
ysoll � y

��
�
�

�
�f ��x�� F ��x��� �����

mi�t die G
ute der Approximation bei gegebenem Parametersatz �w� Ziel ist die

Minimierung dieses Fehlers durch Anpassung von �w und zwar ��x � D wobei D

der De�nitionsbereich von F ��x� ist�

Im allgemeinen steht allerdings die Funktion F ��x� nicht explizit zur

Verf
ugung sondern etwa nur in Form gemessener Werte f
ur eine de�nierte Aus�

wahl von Argumenten �x� Sei  die Menge der Argumente f
ur die die Funktions�

werte F ��x� bekannt sind �z� B� durch Messung�� Diese Menge der bekannten

Instanzen bildet die sog� Trainingsmenge oder Beispielmenge

T � fZ�xg � f��x� F ��x�� j �x �  g �����

f
ur die Bestimmung des optimalen Satzes von Parametern �w durch Minimierung

des Fehlers ����

Die Suche nach dem besten �w geht in einer Abfolge von Lernschritten von�

statten� wobei f
ur jede Trainingsinstanz
�
�x� ysoll

�
� �x �  der Parametervektor

�w um ein ��w �Update� gerade so verschoben wird� da� sich die Kosten ver�

ringern� Dazu mu� l
angs jeder Achse des Koordinatensystems die Verschiebung

umgekehrt proportional zur Ableitung der Kostenfunktion gew
ahlt werden� der

Lernschritt ist alsoLernschritt

�wi � �� 
E

wi

�i ����

Der Vektor �G � grad�wE �
�
�E
�w�

� �E
�w�

� � � � � �E
�wn

�
ist der Gradient der Ko�

stenfunktion� der in die Richtung des steilsten Anstieges von E zeigt� Das

Verfahren �� ist demzufolge �wegen des negativen Vorzeichens� ein Gradien�

tenabstieg auf der Landschaft der Kosten� Explizit giltGradientenabstieg

�wi � �dxi �����

oder vektoriell

��w � �d�x
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���� DAS NEURON ALS LERNENDER FUNKTIONSAPPROXIMATOR

wobei

d �
�
ysoll � y

�
S� ��x � �w� �����

mit S� �z� � dS �z� �dz� Die sog� Fehleraktivit
at d ist proportional zur Abwei�

chung zwischen dem aktuellen Output y � f ��x� des Neurons und der Sollvor�

gabe ysoll � F ��x� f
ur den betrachteten Input �x�

Der Algorithmus konvergiert gegen ein mittleres �lokales� Minimum der Ko�

stenfunktion wenn alle Instanzen hinreichend oft pr
asentiert werden und der

Lernparameter � geeignet �abgek
uhlt� wird� In der Praxis bedeutet das� da� �

im Laufe des Lernens von einem Startwert � � 	�� beginnend auf Werte � � 	�	�
bis zu � � 	�		� reduziert wird� Sehr kleine � bedeuten sehr kleine Lernschritte�

so da� nur im Mittel 
uber viele Trainingsinstanzen eine merkliche Verschiebung

von �w zustande kommen kann� Die Bewegung von �w ist demzufolge eine syste�

matische Bewegung �hin zum Minimum� 
uberlagert von kleinen Fluktuationen�

Geht � hinreichend langsam gegen Null� so mitteln sich die Fluktuationen im�

mer besser heraus� ohne da� die systematische Bewegung abgebrochen wird� In

der Grenze konvergiert der Algorithmus damit gegen das lokal optimale �w� F
ur

die richtige Strategie zur Abk
uhlung gibt es eine genaue de�nierte Strategie�

die streng aus dem Robins�Monroe�Theorem folgt� s� ����

Dabei k
onnen die Instanzen als Ergebnisse von Messungen auch �ver�

rauscht� sein� der Lernalgorithmus ��� konvergiert dann gegen ein �w so� da�

f ��x j �w� den Funktionszusammenhang im Mittel repr
asentiert�

Ist S �z� � z �lineares Neuron�� so ist nach dem Lernen f ��x j �w� mit dem
Ergebnis der Methode der linearen Regression identisch�

����� On�line Lernen vs� batch Lernen

Im Lernalgorithmus ��� wird f
ur jeden Input �x sofort der Lernschritt aus�

gef
uhrt� deshalb ist das ein on�line Algorithmus� Der besondere Vorteil dieses

Lernverfahrens besteht in seiner Echtzeitf
ahigkeit� er n
ahert sich inkrementell

dem Optimum und kann deshalb nach jedem Einzelschritt abgebrochen werden�

eventuell um den Preis eines suboptimalen Ergebnisses� Au�erdem werden neu

hinzukommende Trainingsbeispiele zwanglos integriert�

Das eigentliche Ziel ist aber nat
urlich� den Fehler im Mittel 
uber alle Inputs�

d� h� f
ur alle �x �  zu minimieren� die zugeh
orige Fehlerfunktion ist dann durch
den Mittelwert aller Einzelfehler gegeben

E ��w� �
X
�x�	

E ��x j �w�P ��x� �����
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wobei P ��x� die Wahrscheinlichkeit �relative H
au�gkeit� f
ur den Input �x ist�

Gradientenabstieg auf dieser Kostenfunktion entspricht einem sog� batch Al�

gorithmus� bei dem also alle Inputs erst gesammelt werden m
ussen� um E be�

rechnen und dann den Gradientenabstieg durchf
uhren zu k
onnen� Der on�line

Algorithmus ist die stochastische Approximation des batch Algorithmus� Bei

geeigneter Abk
uhlungsstrategie f
ur die Lernrate � konvergiert der Algorithmus

mit Wahrscheinlichkeit � gegen das Minimum von E��w��

����� Beipiele

Konvergenzverhalten bei quadratischer Fehlerfunktion

Wir betrachten zun
achst den einfachen Fall� da� die Kostenfunktion nicht von

x abh
angt und da� diese quadratisch sei

E ��w� �
X
ij

wiAijwj �����

wobei das w�Koordinatensystem willk
urlich so gew
ahlt wurde� da� am Mini�

mum �w � 	� Die Form ��� der Fehlerfunktion ist allgemein in der Umgebung

eines lokalen Minimums g
ultig� Sie ergibt sich aus einer Taylorentwicklung um

das Minimum unter Ber
ucksichtigung von 
E�
wi � 	 �i am Minimum� Dann
ist Aij � Aji so da� die quadratische Form diagonalisiert und damit das Pro�

blem auf die Betrachtung des eindimensionalen Falles reduziert werden kann�

d� h� wir betrachten �mit a � 	�

E �
�

�
aw�

und folglich

�w � ��aw ����	�

wobei a die 
O�nungsweite der Parabel ist� Dieser Parameter macht also eine

Aussage 
uber die Steilheit der Abh
ange des Tales� Sei t mit t � 	� �� ��� der

Schrittz
ahler der Lernschritte� so entspricht Gleichung ���	

w �t� �� � ��� �a�w �t� ������

mit L
osung

w �t� � e�t��w �	� falls �a � � ������

wobei

� � � �

ln ��� �a�
������
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���� DAS NEURON ALS LERNENDER FUNKTIONSAPPROXIMATOR

Von einem beliebigen Wert w �	� startend konvergiert f
ur �a � � der Algorith�

mus o�ensichtlich exponentiell mit Zeitkonstante � gegen das Minimum� F
ur Zeitkonstante

des Lernenshinreichend kleine � so da� �a �� � folgt durch Taylorentwicklung

� �
�

�a
f
ur �a �� � ������

Die Lernrate � bestimmt somit direkt die Konvergenzgeschwindigkeit gegen das

Minimum der Fehlerfunktion�

Formel ���� ist allerdings nur f
ur �a � � g
ultig� F
ur �a � � wird das Mini�

mum in einem Schritt erreicht� Das ist formal in ���� enthalten� da f
ur �a� �

die Zeitkonstante � � 	 konvergiert� was einer unendlich gro�en Konvergenz�

geschwindigkeit des Algorithmus entspricht� F
ur � � a� � � ergibt sich eine

alternierende aber noch konvergente Folge und f
ur �a � � divergiert der Ler�

nalgorithmus schlie�lich� Divergenz des

Algorithmus

bei zu gro�en

Lernraten

Das Neuron als Lehrer und Sch�uler

Wir betrachten � der Einfachkeit halber f
ur einen eindimensionalen Input � den

Fall� da� ein Neuron mit fester synaptischer Kopplungsst
arke w � � als Lehrer

die Solloutputs f
ur ein Sch
ulerneuron vorgibt� d h�

F �x� �
�

� � e�x

Wie aus der Abbildung ��� klar ersichtlich hat die Kostenfunktion

E �
�

�

	
�

� � e�wx
� �

� � e�x


�

das erwartete globale Minimum bei w � �� so da� das Sch
ulerneuron durch

Gradientenabstieg tats
achlich exakt das Verhalten des Lehrers erlernen kann�

Dieses Minimum ist unabh
angig von x� so da� der Lernalgorithmus auch f
ur

feste Werte von � konvergiert�

Synaptische Divergenz und synaptischer Kollaps

Eine h
au�ge �Fehlleistung� beim Lernen sind Divergenz oder Kollaps der syn�

aptischen Kopplungen� Das tritt immer dann auf� wenn die Sollvorgaben mit

der Transferfunktion des Neurons inkompatibel sind� wir betrachten z� B� den

Fall F �x� � � mit Fehlerfunktion

E �
�

�

	
�

� � e�xw
� �


�

�����
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log((g(y,x)-g(y,1))*(g(y,x)-g(y,1))/2+0.001)
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Abbildung ���� Die Fehlerfunktion f
ur das Training eines Sch
ulerneurons durch

ein Lehrerneuron mit w � �� Da die eigentliche Fehlerfunktion sehr �ach ist�

wurde zur besseren Sichtbarmachung des Minimums bei w � � die Darstellung

log �E �x j w� � 	�		�� f
ur den Fehler gew
ahlt�
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Abbildung ���� Die Fehlerlandschaft f
ur das Erlernen der Zielfunktion F � ��
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Die Fehlerfunktion ist urpsrungssymmetrisch� Wie schon aus der Fehler�

funktion explizit ersichtlich treibt f
ur x � 	 die Gradientenabstiegsdynamik Synaptische

Divergenzw � ��� f
ur x � 	 folgt analog w � ��Werden also ausschlie�lich Werte
aus dem einen oder anderen Bereich von x angeboten� so divergiert die syn�

aptische Kopplungsst
arke� Werden andererseits Beispiele mit sowohl x � 	 als

auch x � 	 angeboten� so konvergiert w gegen einen �kleinen� Wert� Sind die x

Werte im Vorzeichen gleichverteilt� so konvergiert w gegen Null� Man kann hier

vom Kollaps der Synapsen sprechen oder auch von der Selbstabschaltung des Synaptischer

Kollaps durch

inkonsistente

Lehrer

Neurons als Reaktion auf 
Uberforderung durch die aus der Sicht des Neurons

widerspr
uchlichen Sollvorgaben�

Beide Ph
anomene � synaptischer Kollaps wie synaptische Divergenz � tre�

ten leicht in den feed�forward Netzen �s�u�� auf� die nach der Methode der Feh�

lerr
uckpropagierung trainiert werden�� Danach erh
alt ein jedes Neuron die Soll�

vorgaben im Lernschritt von ihm nachgeordneten Neuronen zugewiesen� Ist die

Architektur ungl
ucklich gew
ahlt� so k
onnen die Forderungen �Sollwerte ysollj ��

die an ein bestimmtes Neuron j im Netz auf diese Weise herangetragen wer�

den� mit der Transferfunktion des Neurons inkompatibel sein� Im Umkehrschlu�

k
onnen aus dem Verhalten der Synapsen im Lernproze� Aussagen 
uber even� Synapsendynamik

und Netz�

werkarchitek�

tur

tuell erforderliche Ver
anderungen der Architektur abgeleitet werden�

Erlernen einer komplizierteren Funktion

Als Beispiel f
ur eine kompliziertere Fehlerlandschaft betrachten wir die Appro�

ximation der sin�Funktion durch ein Neuron� d� h� wir setzen

F �x� �
�

�
�sinx� �� ������

so da� ysoll � �	� �� und
f �x� �

�

� � e�wx
������

wie gehabt� F
ur w � � ergibt sich f
ur x � ���� �� eine recht gute 
Ubereinstim�
mung zwischen f und F � s� Abbildung ���� f
ur Werte au�erhalb dieses Intervalls

wird die 
Ubereinstimmung aber beliebig schlecht�

Die Fehlerfunktion E �x j w� ist durch eine recht komplizierte Struktur ge�
kennzeichnet� Wir beobachten einerseits f
ur x � ���� �� um w � � einen relativ

konzentrierten Minimumsbereich� was die recht gute 
Ubereinstimmung zwischen

f und F in diesem Bereich widerspiegelt� s� Abbildungen ��� und ��� Anderer�
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Abbildung ���� Die Funktion F �x� � �
� �sinx� �� und die Transferfunktion

f �x� � �� �� � e�xw� f
ur w � ��
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Abbildung ���� Die Fehlerfunktion f
ur die Approximation der Funktion F �x� �

�sinx� ���� durch ein Neuron mit Transferfunktion f �x� � �
��e�wx

�
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Fehlerlandschaft
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Abbildung ��� Die Fehlerfunktion f
ur die Approximation der Funktion F �x� �

�sinx����� durch ein Neuron im Bereich x � �	� ��� Obwohl das Neuron mit w �
� die Zielfunktion F �x� in dem betrachteten Bereich gut approximiert h
angt

das Minimum von E �x j w� deutlich von x ab� Da die eigentliche Fehlerfunktion
sehr �ach ist� wurde log �E �x j w� � 	�		�� dargestellt�

seits h
angt� wie aus Abbildung ��� ersichtlich� au�erhalb dieses Bereiches das

Minimum von E sehr stark von x ab�
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Abbildung ���� Die Fehlerfunktion f
ur die Approximation der Funktion F �x� �

�sinx� ���� durch ein Neuron im Bereich x � ��� ��� Das Neuron approximiert
F �x� in diesem Bereich sehr schlecht� was durch die komplizierte Fehlerland�

schaft re�ektiert wird� Dargestelt wurde wieder log �E �x j w� � 	�		���

��� Das Neuron als lernender Klassi�kator

Sei K eine Menge von Datenpunkten� die in zwei Teilmengen �Klassen� K��K�

zerf
allt� mit K� � K� � �� Ein Klassi�kator ist eine Funktion x ��� K ��x� mit

der Eigenschaft

K ��x� �

����
���
� f
ur �x � K�

	 f
ur �x � K�

������

Ein Neuron mit Transferfunktion y � f ��x� und einer sigmoiden Ausgabefunk�

tion kann diese Funktion K nur repr
asentieren� wenn wir zus
atzlich eine Ak�

zeptanzschwelle einf
uhren� d� h� wir de�nieren �f
ur den Fall der sigmoiden Aus�

gabefunktion� die Klassi�katorfunktion K ��x� in Termen der Transferfunktion

f ��x� des Neurons als

K ��x� �

����
���
� falls f ��x� � �� k �Klasse ��

	 falls f ��x� � k �Klasse ��

������

wobei 	 � k � ���� Die Menge der �x� f
ur die k � K ��x� � � � k gilt� bilden

die sog� R
uckweisungsklasse� da sie durch den Klassi�kator nicht klassi�ziert
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werden� Ist speziell k � ���� dann ist

K � � falls �w � �x � U �Klasse �� ����	�

K � 	 falls �w � �x � U �Klasse ��

Das Klassi�kationsproblem ist durch das Neuron l
osbar� wenn die beiden

Teilmengen linear separabel sind� Das ist allgemein dann der Fall� wenn eine

Trennebene existiert� so da� jede Teilmenge auf jeweils einer Seite der Ebene

liegt� Die Gleichung f ��x� � S ��w � �x� U� � ��� bzw�

�w � �x � U

oder
nX
i��

wixi � U ������

de�niert eine zum Vektor �w�� ���� wn� orthogonale �Hyper��Ebene im Abstand

U� j�wj zum Ursprung des Koordinatensystems� Das Neuron kann damit ein

beliebiges linear separables Klassi�kationsproblem l
osen� wenn nur �w �und U�

so gew
ahlt ist� da� die Menge der Datenpunkte K� oberhalb �in Richtung des

Vektors �w�� ���� wn� gesehen� und die der Menge K� unterhalb dieser Trennebene

liegt��

Diese Eigenschaft kann das Neuron nach obiger Regel erlernen�� Als Trai�

nigsinstanzen dienen dabei die Datenpunkte �x � K mit der dazugeh
origen Klas�
senzuweisung ysoll � K ��x� � f	� �g� d� h�

T � f��x�K ��x��g

Damit ist das Neuron ein lernender Klassi�kator f
ur jedes beliebige lineare

Klassi�kationsproblem� Umgekehrt kann das Neuron nichtlineare Klassi�kati�

onsprobleme bestenfalls nur n
aherungsweise l
osen�

�Falls k � 	�� gew�ahlt wurde
 die R�uckweisungsklasse also nicht leer ist
 wird die Grenze

zwischen den klassizierbaren Objekten durch einen Streifen markiert
 dessen Breite eine

Funktion von k ist�
�Dazu ist es g�unstig
 die Schwelle durch die Einf�uhrung eines zus�atzlichen Inputs einzu�

beziehen
 wie in Kapitel 	 diskutiert� Dadurch wird die Schwelle in Form der synaptischen

Verbindungsst�arke zu diesem Input mitgelernt�
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Abbildung ���� Die durch Gleichung ���� de�nierte Trenngerade� Elemente der

Klassen � bzw� � sind durch Quadrate bzw� Dreiecke dargestellt� Jedes Element

einer Klasse ist durch seinen Ortsvektor �x repr
asentiert� Der Abstand OA ist

gleich U�j�wj� wobei j�wj die L
ange des Vektors �w ist� Der Vektor �v ist die ge�

richtete Strecke von A nach B� F
ur jeden Punkt B� �dargestellt durch seinen

Ortsvektor �x�� auf der Trenngeraden gilt �v �w � 	 was gerade Gleichung ����

entspricht�
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Abbildung ���� Fehlklassi�kationen k
onnen durch Variation �w� � �w des Vektors

�w der synaptischen E�ektivit
aten korrigiert werden�
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���� DAS PERZEPTRON

��� Das Perzeptron

Das Perzeptron spielte in der Fr
uhphase des Studiums neuronaler Systeme als

Medien der KI eine zentrale Rolle� Dieses besteht aus einer �k
unstlichen� Retina�

die 
uber synaptische Verbindungen die bin
aren Neuronen der sog� Assoziations�

schicht speist� Diese koppeln die bin
aren Outputs x�� ���� xn� xi � f	� �g aus� die
als Inputs eines bin
aren Neurons mit Transferfunktion

y � 	 ��w � �x� U� ������

dienen� das die Klassi�kation der auf die Retina projizierten Muster vornimmt�

R � �
e � � �
t �

i � � �y

n � � �
a � �

Ass�� Bin�

Schicht Neuron

������

Die Vorverarbeitungsschicht sollte im wesentlichen die Umsetzung der retinalen

Information in eine linear seperable Klassi�kationsaufgabe bewerkstelligen� die

dann durch ein formales Neuron l
osbar w
are�

Damit ist das Perzeptron ebenfalls ein lernender Klassi�kator� allerdings ist

hier der oben abgeleitete Lernalgorithmus nicht einsetzbar� da die Ableitung

S� �z� f
ur die unstetige Funtkion S �z� � 	 �z� an z � 	 nicht existiert� Das

richtige Inkrement von �w im Lernschritt kann man sich durch die folgenden


Uberlegungen herleiten�

�� Falls das pr
asentierte �x durch das Perzeptron richtig klassi�ziert wurde�

mu� �w nicht ge
andert werden� d� h� ��w � 	�

�� Bei Fehlklassi�kation gilt f
ur �x � K�� da� z � �w � �x � U � � Die Wahl

��w � ��x �wobei 	 � � � �� bewirkt die Vergr
o�erung des PSP um die

�Wir nehmen an
 da� die Schwelle richtig gew�ahlt wurde
 sonst kann diese wieder durch

die Mitnahme eines ktiven Zusatzinputs mitgelernt werden�

Vorlesung Neuroinformatik ��
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positive Gr
o�e �z � ��x� und ist damit ein Schritt in die richtige Richtung�

da ja bei richtiger Klassi�kation z � U sein mu� vgl� Abb� ���� Analog

gilt f
ur �x � K�� da� ��w � ���x gew
ahlt werden mu��

w’
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Abbildung ���� Zur Perzeptron�Lernregel� Der Input mit Vektor x ist fehlklas�

si�ziert� Der Update ��w � ��x verschiebt �w in die richtige Richtung� Die ge�

punktete Linie verl
auft parallel zum Vektor �x� Durch den Update ver
andert

sich nicht nur die Richtung sondern auch die L
ange des Vektors �w� was ei�

ner 
Anderung der Schwelle entspricht� Das kann vermieden werden� wenn die

Schwelle durch Einf
uhrung eines �ktiven Inputs x� wie eine zus
atzliche Synapse

behandelt werden kann�

Das kann in die Perzeptron�Lernregel

��w � �d�x ������

mit

d � ysoll � y

zusammengefa�t werden wobei K ��x� � ysoll � � falls x � K� und ysoll � 	

sonst� Gleichung ���� kann wieder im Sinne einer Hebbschen Regel interpre�

tiert werden� wenn wir die Fehleraktivit
at d �
�
ysoll � y

�
als Outputaktivit
at
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���� GRENZEN DES NEURONS � DAS XOR PROBLEM

des lernenden Neurons verstehen� F
ur diese Lernregel existiert ein Konvergenz�

beweis� der zeigt� da� der Algorithmus nach einer endlichen Zahl von Schritten

konvergiert� falls die Klassen linear trennbar sind und � geeignet gew
ahlt wurde�

��� Grenzen des Neurons � das XOR Problem

Bin
are Neuronen mit bin
aren Inputs xi � f	� �g� i � �� ���� n stellen eine Bool�

sche Funktion f	� �gn �� f	� �g dar� Allerdings ist die Realisierung Boolscher
Funktionen durch ein einzelnes Neuron in vielen F
allen unm
oglich� Schon die

wichtige zweistellige Boolsche Funktion XOR

x� x� y

	 	 	

	 � �

� 	 �

� � 	

�����

ist nicht mehr realisierbar� In der Tat� die Inputs �x liegen auf den Eckpunkten

des Einheitsquadrates �	� ����	� �� in der x��x��Ebene wobei sich die Repr
asen�
tanten f
ur jede der beiden Klassen diagonal gegen
uberliegen� Sie sind deshalb

durch eine Gerade nicht trennbar� so da� das Problem nicht linear separabel

ist� Eine L
osung ergibt sich erst in der Zusammenschaltung mehrerer Neuronen

zu einem neuronalen Netz� s� Kapitel ��

Weiterf�uhrende Literatur� Geeignete Lehrb
ucher sind ���� ��� ��� ����

wobei in ���� eine besonders anschauliche Darstellungsweise gefunden wurde�
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Kapitel �

Feed�Forward Netze

K
unstliche Neuronale Netze sind f
ur viele Anwendungen in doppelter Hinsicht

interessant� Einerseits werden sie als Werkzeuge zur Funktionsapproximation

und zum Aufbau einer inneren Repr
asentation der Au�enwelt ausgenutzt� An�

dererseits dienen sie z� B� in der biologisch orientierten Roboterforschung als

willkommene Medien zur Realisierung besonders biologienaher Roboter� Dabei

sind die neuronalen Netze besonders wegen ihrer Lernf
ahigkeit attraktiv � sie

k
onnen eine Aufgabe anhand von Beispielen erlernen statt aufwendig program�

miert werden zu m
ussen� Zudem k
onnen sie direkt in Hardware realisiert werden

�Neurocomputer�� was zu extrem kurzen Verarbeitungszeiten f
uhrt�

��� Informationsverarbeitung mit Feed�Forward

Netzen

Das einzelne Neuron kann nur eine pseudolineare Approximation einer belie�

bigen Funktion liefern� Will man komplizierte Funktionen gut approximieren�

mu� man mehrere Neuronen geeignet zusammenschalten� Feed�Forward Netze

bestehen aus mehreren �sog� verborgenen� Schichten� die zwischen die Input�

��



KAPITEL �� FEED�FORWARD NETZE

und Output�Einheiten geschaltet sind�

yNetz
� ���yNetz

m Output

� ��� �
� � �
� � ����
� � ��

Schicht �

Schicht �

Schicht �

� ��� �
x� ��� xn Input

�����

Die Neuronen einer Schicht erhalten dabei ihre Inputs von den Neuronen der

jeweils davorgeschalteten Schicht� daher der Name feed�forward Netzwerk� I� a�Propagation

der Informati�

on

besteht ein Netz aus ausM Schichten s � �� ����M zu jeweils n
s� Neuronen� Das

Netz in ��� besteht aus M � � Schichten� wobei die n
�� � � Outputneuronen

die Schicht � bilden und die Schichten �� � verborgen sind� Die Terminologie ist

hier nicht ganz eindeutig geregelt� manche Autoren bezeichnen auch die Schicht

� als Inputschicht� so da� im Beispiel ��� nur die Schicht � verborgen w
are�

Wir schlie�en uns aber der ersteren Sprechweise an� d� h� alle Neuronen� die

keine Outputneuronen sind� bilden die verborgenen Schichten� Wir schreiben

symbolisch die Architektur des Netzes in der Form n� n
�� � n
�� � ���� n
M�Architektur

Notation �wobei n
M� � m� f
ur ein Netz aus M Schichten mit n Inputs und m Outputs�

Das Netz in ��� wird �mit m � �� folglich als n� �� n
�� � � geschrieben�
In jeder Schicht s ergibt sich das postsynaptische Potential �PSP� z


s�
i des

Neurons i aus der Linearkombination der Inputs �y
s��� in diese Schicht mit den

Komponenten des Gewichtsvektors �w

s�
i des Neurons

z

s�
i � �w


s�
i � �y
s��� �

n�s�X
k��

w

s�
i�k y


s���
k �����

Der Output desNeurons i in Schicht s ist

y

s�
i � S

�
z

s�
i

�
� S

�
�w

s�
i � �y
s���

�
�����

wobei mit der Vereinbarung �y
�� � �x und �y
M� � �y die In� und Outputs mit

eingeschlossen sind�

Die Transferfunktion des gesamten Netzes ist folglich eine verschachtelteTransferfunktion

Funktion� die rekursiv aus ��� bei den Output�Einheiten beginnend aufgebaut
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werden kann� Ist �W �
n
�w

s�
i

o
die Menge aller Gewichtsvektoren dann ist die

Transferfunktion des Netzes

�y � �fNetz
�
�x j �W

�
�����

Die FFN sind universelle Funktionsapproximatoren wie in Abschnitt ���� n
aher

dargestellt�

��� Der Backpropagation�Algorithmus

����� Die Update�Regel

Zur Bestimmung des optimalen �W konstruieren wir analog zu 

 eine Kosten�

funktion

E
�
�x j �W

�
� �

�

�
�yNetz � �ysoll

��
� �

�

PM
i��

�
�

�
yNetz
i � ysolli

��

� �
�

�
�fNetz

�
�x j �W

�
� �F ��x�

�� ����

F
ur den Lernschritt �Update� ergibt sich �Gradientenabstieg� f
ur ein �x �  f
ur
jedes Neuron k in jeder Schicht s das Inkrement zu

�w

s�
ki � ��


E


w

s�
ki

�����

Die Ausf
uhrung der Di�erentiation nach der Kettenregel zeigt� da� dieses immer

in der Form Update Regel

�w

s�
ki � �� d
s�k y


s���
i �����

analog zu ��� geschrieben werden kann� wobei die Fehleraktivit
at am Output

wieder

d

M�
k �

�
yNetz
k � ysollk

�
S�
�
z

M�
k

�
�����

ist� vgl� ���� F
ur die Neuronen in den verborgenen Schichten stehen explizit

keine Sollvorgaben zur Verf
ugung� Diese k
onnen aber wie die Ableitung zeigt

�s�u�� aus den Fehleraktivit
aten der dar
uberliegenden Schichten rekursiv gem
a� Propagation

der Fehlerakti�

vit
aten
d

s�
k � S�

�
z

s�
k

�Pn�s���

j�� w

s���
jk d


s���
j �����

ermittelt werden� Die Fehleraktivit
at zur Korrektur der Gewichte des Neurons

k ergibt sich als die gewichtete Summe der Fehleraktivit
aten aller der Neuronen�

die vom betrachteten Neuron gespeist werden� Formeln ��� und ��� bilden den

Backpropagation�Algorithmus� Der Fehler wird durch die Rekursion von ���

durch das Netz hindurch r
uckpropagiert� Daher der Name des Algorithmus�
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����� Anhang� Herleitung des Backprop�Algorithmus f�ur Feed�

Forward Netzwerke

F
ur die Ableitung der Kostenfunktion nach den synaptischen Vektoren einer

beliebigen Schicht s gilt

�

�w
�s�
k�l

E
�
�x� �W

�
�
Pn�M�

i��

�
y

M�
i � ysolli

�
�

�w
�s�
k�l

y

M�
i �

Pn�M�

i��

�
y

M�
i � ysolli

�
S�
�
z

M�
i

�
�

�w
�s�
k�l

z

M�
i �

Pn�M�

i�� d

M�
i

�

�w
�s�
k�l

z

M�
i

����	�

wobei dfer modi�zierte Output�Fehler

d

M�
i �

�
y

M�
i � ysolli

�
S�
�
z

M�
i

�
������

wie fr
uher de�niert wurde� F
ur die output�Schicht wird ����	�





w

M�
k�l

E ��x� f�wg� � d

M�
k y


M���
l ������

F
ur die darunterliegende Schicht mit s �M� � folgt
�

�w
�s�
k�l

E ��x� f�wg� �Pn�M�

i�� d

M�
i

�

�w
�s�
k�l

z

M�
i

�
Pn�M�

i��

Pn�M���

j�� d

M�
i

�

�w
�s�
k�l

w

M�
i�j y


M���
j

�
Pn�M�

i��

Pn�M���

j�� d

M�
i w


M�
i�j

�

�w
�s�
k�l

S
�
�w

M���
j � �y
M���

�

�
Pn�M�

i�� d

M�
i w


M�
i�k S�

�
z

M���
k

�
y

M���
l

und damit





w

s�
k�l

E ��x� f�wg� � d

M���
k y


M���
l � f
ur s �M� �

wobei die Fehleraktivit
at d

M���
k am Ausgang von Neuron k der SchichtM� �

sich als Linearkombination der Fehler an der SchichtM� d� h� der Folgeschicht

�in feed�forward Richtung� der betrachteten Schicht� ergibt

d

M���
k � S�

�
z

M���
k

� n�M�X
i��

d

M�
i w


M�
i�k ������

Der Fehler der Ausgabeschicht wird also auf diese Weise zur
uckpropagiert� Die�

ses Schema wiederholt sich in jeder Schicht�
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Ganz allgemein gilt also f
ur 	 � s �M

�

�w
�s�
k�l

E ��x� f�wg��d
s�k y

s���
l ������

wobei

d

s�
k � S�

�
z

s�
k

�Pn�s���

i�� d

s���
i w


s���
i�k �����

F
ur den Lernschritt ergibt sich damit die Regel ��� mit ����

��� Einige Anwendungen

Im folgenden sollen einige Standardanwendungen neuronaler Netze wie NET�

TALK �das sprechende Netz� oder Zeichenerkennung vorgestellt werden� danach

diskutieren wir einige Anwendungen mit Bottleneck�Netzen und untersuchen in

����� anhand eines Beispieles die Eignung von Feed�Forward�Netzen zur Mo�

dellierung kognitiver Prozesse� Weitere wichtige Anwendungen� vor allem f
ur

die Zeitreihenvorhersage� �nden sich in sp
ateren Kapiteln�

����� NETTALK

Ein f
ur die Entwicklung der neuronalen Netze wichtige Anwendung war NET�

TALK� das unmittelbar nach der Er�ndung des backpropagation Algorithmus

von Sejnowski und Rosenberg ������ entwickelt wurde� Hier handelt es sich um

�das sprechende Netz�� also um ein neuronales Netz� das lernt� geschriebenen

Text in Lautumschrift zu 
ubersetzen� die einem Sprachsynthesizer zugef
uhrt

werden kann� Der Zeichensatz bestand aus den �� Buchstaben des englischen

Alphabets und � Satzzeichen� 
Uber den Text wurde ein Fenster geschoben� das

sieben Zeichen umfa�t� Aufgabe des Netzes war es� unter Ausnutzung des Kon�

textes der Umgebungsbuchstaben im Fenster� dem mittleren Zeichen im Fenster

das richtige Phonem und weitere Aussprachespezi�kationen zuzuordnen� Die

Zeichen wurden in einer � aus n Kodierung �un
are Kodierung� dargestellt� das

Netz �sah� folglich �� �� � �	� Inputunits� F
ur die Darstellung der Outputin�
formation dienten im gleichen Stil �� Neuronen� Die Zwischenschicht bestand

Vorlesung Neuroinformatik ��
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aus ��	 Neuronen�

Phonem

u

�

And� Spez�

long

�

Netz

� � � � �

���t h e r o o f� �z  i s
Eingabefenster

Es m
ussen in dieser Architektur �zus
atzlich zu den Schwellwerten der Neuronen�

also �� ��	 Gewichte adaptiert werden�

Nachdem das Netz mit zuf
alligen Wortkombinationen aus einer Bibliothek

von �			 W
ortern hinreichend lange trainiert wurde konnte es mit einer Tref�

ferquote von ��! die richtige Aussprache der vorgelegten S
atze produzieren�

Diese Leistung vergleicht sich mit dem kommerziellen System DECTALK� f
ur

dessen Entwicklung immerhin ca� �	 Mannjahre aufgewendet wurden und das

eine Tre�errate von �! vorweisen kann� Zur richtigen Einsch
atzung des neuro�

nalen Ansatzes ist aber zu sagen� da� eben die fehlenden �! sich gerade aus der

Beachtung im allgemeinen komplizierter Ausnahmeregeln ergeben� die dem neu�

ronalen Netz einzulernen sich als au�erordentlich schwierig erweist� Das Netz

hat ja keinerlei Verst
andnis der Regeln der englischen Sprache� es mu� diese

allein aus den vorgelegten Beispielen inferieren� Das ist aber f
ur die im allge�

meinen seltenen Ausnahmen besonders schwierig� Eventuell ist dann auch die

durch die umgebenden � Buchstaben gelieferte Kontextinformation nicht aus�

reichend� das Netz m
u�te eigentlich zus
atzlich ein W
orterbuch erlernen� in dem

die Ausnahmen abgelegt sind� Das ist aber in der gew
ahlten Architektur nicht

m
oglich� Es haben sich deshalb in den letzten Jahren vor allem hybride ArchiHybride Archi�

tekturen tekturen durchgesetzt� die eine Kombination von Regelwissen mit neuronalen

Netzen realisieren�

����� Zeichenerkennung

In Vorbereitung�

� � �
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����� Bottleneck�Netze zur Dimensionsreduktion und adapti�

ven Datenkompression

Viele Problemstellungen in der Informatik laufen auf das Au"nden geeigne�

ter dimensionsreduzierter Darstellungen gegebener Datenverteilungen hinaus�

H
au�gstes Beispiel ist sicher die Datenkompression aber auch das Au"nden

e�ektiverKodierungen geh
ort zu diesem Problemkreis� Oft geht die Dimensi�

onsreduktion zus
atzlich mit einer Informationsreduktion einher� wie z� B� bei

der Hauptkomponentenanalyse zum Au"nden der relevanten Information in

einer Datenmannigfaltigkeit� In der Signalverarbeitung werden diese Verfahren

auch zur Datenentrauschung verwendet�

Der Zugang mit neuronalen Netzen hat den Vorteil� da� �i� diese Eigenschaf�

ten von den Netzen erlernt werden und da� �ii� die neuronlaen Netze oft recht

zwanglos nichtlineare Verallgemeinerungen der bekannten klassischen Verfah�

ren realisieren� Ein recht eleganter Zugang ergibt sich mit den sog� �bottleneck�

Netzen� Dabei wird das Netz gezwungen� die Information m
oglichst unverf
alscht Bottle�neck

Architekturdurchzulassen� d� h� der Solloutput ist gleich dem Input

�fNetz ��x� � �ysoll ��x� � �x ������

wobei aber das i� a� mehrschichtige Netz mindestens eine Zwischenschicht hat�

die aus einer im Vergleich zur Zahl n der Inputunits kleinen Anzahl von Neu�

ronen besteht� Durch diesen �Flaschenhals� mu� dann die gesamte Information

hindurch� was nur gut geht� wenn diese Schicht eine m
oglichst e�ektive Dar�

stellungen f
ur die Inputs �x � �n �ndet�

Au�nden optimaler Kodierungen der Inputinformation

Beispiel ist die �Entdeckung� des Bin
arkodes durch ein Netz

fNetz
� ���fNetz

� Output

� ��� �
� ����
� � �
� ����

�Neuronen

�Neuronen

�Neuronen

� ��� �
x� ��� x� Input

������

Vorlesung Neuroinformatik ��



KAPITEL �� FEED�FORWARD NETZE

das als Inputs und Solloutputs gem
a� ���� die Zahlen eins bis acht in einer �

aus n Kodierung� also z� B� �	� 	� �� 	� 	� 	� 	� 	� f
ur die Zahl drei� bekommt� Als

Ergebnis eines erfolgreichen Trainings entsprechen die Outputs der Neuronen in

der Zwischenschicht der Darstellung der Zahlen im Bin
arcode� also z� B� ��� �� 	�Umkodierung

der Inputinfor�

mation

f
ur den o� g� Input �bis auf Permutationen zwischen den Neuronen��

Dieses Prinzip kann vielf
altig angewendet werden� Bei verrauschten Daten�

mannigfaltigkeiten repr
asentieren die Zwischenneuronen die Hauptkomponen�

ten der Daten� genauer gesagt kann man die Outputs der Neuronen in der

Zwischenschicht als Darstellung der Inputs in einem i� a� nichtlinearen� krumm�

linigen Koordinatensystem betrachten� das aber so gew
ahlt ist� da� es die f
ur

die gew
unschte originalgetreue Rekonstruktion der Inputs in den Folgeschichten

erforderliche Information m
oglichst vollst
andig enth
alt� Greift man also diese

Zwischenoutputs ab� so hat man einen �i� a� sogar nichtlinearen� Hauptkompo�

nentenanalysator �erlernt��Nichtlineare

Hauptkompo�

nentenanalyse

L�osung von Optimierungsproblemen

Eine interessante Anwendung zur L
osung von Optimierungsproblemen wurde

k
urzlich von Wiles et� al� vorgeschlagen����� Die L
osung des NP�vollst
andigen

Problems des reisenden Handelsmannes�der N St
adte nacheinander in einerTravelling

Salesman

Problem

wegoptimierten Reihenfolge aufsuchen soll� wird von den Autoren auf die Ab�

bildung der Landkarte mit den N St
adten auf einen eindimensionalen Weg

zur
uckgef
uhrt� Die Autoren verwenden ein N���k�N Bottleneck�Netzwerk�

Die Inputs sind die St
adteindizes� wobei Stadt i durch einN�Bit Wort repr
asen�

tiert ist bei dem nur das i�te Bit gesetzt ist �� aus n Kodierung�� d� h� Stadt

i � �	� 	� ���� �� ���� 	�� Diese Kodierung garantiert die informationelle Gleich�

stellung aller Inputs� Informationen 
uber die relative Lage der St
adte ist nur

in den Outputs enthalten� Dessen Komponenten sind gerade die Entfernungen
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der betrachteten Stadt i zu allen anderen St
adten�

�� � � ��� ��

� � � ��� �

Entfernungen Stadt � zu
allen anderen St
adten

��
Output

Zwischenneuron

��� ��� �
		�		���	� �z 
Stadt �

Da der Flaschenhals aus einem einzigen Neuron besteht� kann die Output�

Information in den nachfolgenden zwei Schichten erfolgreich nur dann aus der

Aktivit
at y
�� des Zwischenneurons konstruiert werden� wenn in der internen�

durch den Output des Zwischenneurons gegebenen eindimensionalen Darstel�

lung sich die 
Ahnlichkeitsrelationen zwischen den Outputvektoren widerspie�

geln� Das ist genau dann der Fall� wenn benachbarte St
adte auch in der eindi�

mensionalen Darstellung benachbart sind� denn die Soll�Outputs �Entfernun�

gen zu allen anderen St
adten� unterscheiden sich gerade f
ur benachbarte St
adte

am wenigsten voneinander� Greift man den Output des Zwischenneurons ab� so

sollte dieser der Lage der Stadt i auf einem Pfad minimaler Entfernung zwischen

aufeinanderfolgenden St
adte entsprechen�

Das Verfahren wurde mit N � �	 und N � �	 St
adten in zuf
allig gew
ahl�

ten Lagen getestet� Dabei wurde k � � bzw� k � �	 als g
unstig gefunden� Die

Ergebnisse vergleichen sich mit den Resultaten bekannter Optimierungsverfah�

ren� die speziell f
ur die L
osung des �travelling salesman� Problemes entwickelt

wurden�

Interessant ist� da� hier das allgemeine Stetigkeitsprinzip �
ahnliche Inputs

produzieren 
ahnliche Outputs� zum Verst
andnis neuronaler Netze in gewisser

Weise auf den Kopf gestellt wurde� Hier f
uhren 
ahnliche Outputs zu 
ahnlichen

internen Repr
asentation�
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KAPITEL �� FEED�FORWARD NETZE

����� Emergenz getrennter Verarbeitungskan�ale f�ur Objekt�

und Positionsinformation im visuellen System

Eine der grundlegenden Leistungen des visulellen System besteht in seiner

F
ahigkeit� Objekte unabh
angig von Position und Gr
o�e ihres Abbildes auf der

Retina sicher identi�zieren zu k
onnen� Eine genauere Untersuchung dieser durch

seine Allt
aglichkeit fast als selbstverst
andlich angenommenen F
ahigkeit o�en�

bart die hohe Komplexit
at der unterliegenden Verarbeitungsleistungen� Eine

vom neuronalen Substrat abstrahierende� rein komputationale Theorie betrach�

tet Position und Identit
at des Objektes als formale Attribute� die in getrennten

Informationskan
alen oder Funktionseinheiten verarbeitet werden k
onnen�� Die�

se Vermutung scheint auch durch neuroanatomische Erkenntnisse gest
utzt zu

sein� die allerdings nicht unumstritten sind�

Dem kann eine rein repr
asentationale Theorie gegen
ubergestellt werden� die

das gleiche Objekt in allen m
oglichen Positionen abgespeichert sieht� Das spart

Komplexit
at in der Verarbeitung� allerdings� im Vergleich zu der o� g� funktio�

nellen Segregation� um den Preis eines viel h
oheren Speicherbedarfs�

Um zwischen beiden Varianten besser abw
agen zu k
onnen� entwarfen Kos�

slyn et al� in ����� �
� ein neuronales Netzwerkmodell f
ur diesenAspekt der visu�

ellen Informationsverarbeitung� Der Input in das als Feed�Forward�Netz aus�

gelegte Modell bestand aus einer #Retina� mit  �  Pixeln� auf der jeweils
eines von � m
oglichen Objekten pr
asentiert wurde� Die Schicht der Output�

Neuronen unterteilte sich in eine Gruppe von � Neuronen zur Repr
asention der

� verschiedenen Objekte in einer � aus n Kodierung plus eine Gruppe von wei�

teren � Neuronen zur Repr
asentation der � � � � � m
oglichen Positionen des

Objektes �Die Ausdehnung der Objekte schlo� die Randpixel der Retina als Ob�

jektpositionen aus�� Au�erdem verf
ugte das Netz 
uber eine verborgene Schicht�

die mit �� Neuronen so ausgestattet wurde� da� sie potentiell die Information


uber �what� and �where� im robusten � aus n Code repr
asentieren konnte�

Das Netz wurde mit dem Backpropagation Algorithmus anhand der Muster

und den Sollvorgaben f
ur die �what� und �where� Outputneuronen trainiert� Im

Ergebnis zeigte es sich� da� das Netz sehr wohl in der Lage war� sowohl �i�

�Andererseits sollten beide Verarbeitungskan�ale auch kooperieren k�onnen� In der Tat mag

unter einem semantischen Aspekt die Position eines Objektes in einer komplexen Szene Kon�

textinformation f�ur die Identikation des Objektes liefern� Umgekehrt kann die Position eines

Objektes nur dann zweifelsfrei und eindeutig bestimmt werden
 wenn das Objekt als Ganzes

identiziert worden ist�
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Abbildung ���� Das urspr
unglich von Rueckl� Cave und Kosslyn verwendete

Netz� Wir sehen im linken Teil die Retina
aus � Pixeln mit einem der Objekte
in der Bildmitte� Die Retina speist eine Lage �hidden layer� von �� Zwischen�

neuronen und diese wiederum zwei Gruppen von Output�Neuronen� oben die


where
und darunter in horizontaler Anordnung die 
what
Neuronen� Die Farbe

�Helligkeit in der s�w Darstellung� der Neuronen kodiert ihre Erregung�

Abbildung ���� Das Netz von Abb� ��� mit einem weiteren Objekt auf der Re�

tina� Die Darstellung wurde um �	o gedreht�

Vorlesung Neuroinformatik �
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Abbildung ���� Wie Abbildung ���

Abbildung ���� Wie Bild ��� f
ur ein Netz mit einer Retina aus ��x�� Pixeln�

Im Gegensatz zu Bild ��� sind die �where� Outputneuronen aus Platzgr
unden

nicht mit dargestellt�
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die Position als auch �ii� die Identit
at eines Objektes unabh
angig von dessen

Position zu erkennen�

Die an dem sehr einfachen � Beispiel gewonnen Aussagen m
ogen nat
urlich
wenig verallgemeinerungsf
ahig erscheinen� Wir untersuchten deshalb ein analo�

ges Modell ��� mit einer deutlich gr
o�eren Retina aus ����� Pixeln� Trotz der
um einen Faktor  gr
o�eren Anzahl von Pixeln beobachteten wir in etwa das

gleiche Verhalten� Das betraf insbesondere die Herausbildung der strukturierten

rezeptiven Felder �s� u�� bei den f
ur die Verarbeitung der �where� Information

zust
andigen Zwischenneuronen� vgl� Abbildungen �� und ����

Interessant erscheint zun
achst die Art wie das Netz das Problem gel
ost hat�

�

Abbildung ��� Die rezeptiven Felder der Zwischeneuronen� Die Abbildung zeigt

die Retina� so wie sie von jedem der Zwischenneuronen �gesehen� wird� d� h� wie

stark ein Pixel der Retina zur Erregung des Zwischenneurons beitr
agt� Jedes

Quadrat zeigt die synaptischen Kopplungsst
arken von allen Pixeln der Retina

zu jeweils einem der �	 Zwischenneuronen� die sich f
ur die Verarbeitung der

�what� Information herausgebildet haben�

Vorlesung Neuroinformatik 
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�

Abbildung ���� Wie Abbildung �� aber f
ur den Fall der �� � �� Retina� Die
strukturierten rezeptiven Felder f
ur Kanten und Schachbrettmuster sind deut�

lich zu erkennen�
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Wie aus den Abbildungen �� und ��� ersichtlich� entwickelten sich die Zwischen�

neuronen zu Feature�Detektoren� die jeweils auf ganz bestimmte Teilfeatures

der Objekte sensitiv reagieren� So bildeten sich insbesondere globale �d� h� po�

sitionsinvariante� Detektoren f
ur horizontale und vertikale Kanten heraus und

sehr deutlich auch zwei Detektoren f
ur das Vorhandensein schachbrettartiger

Erregungsmuster auf der Retina� Diese Features werden durch die Zwischenneu�

ronen einzeln detektiert� die Aufgabe der Outputneuronen ist dann nur noch�

auf die zu einem bestimmten Objekt geh
orige Kombination dieser Features se�

lektiv anzusprechen� Diese Funktionalit
at entsprach speziell der Detektion der

�what� Information� F
ur das �where� bildeten andere Zwischenneuronen rezep�

tive Felder aus� die sich einfach auf den Schwerpunkt der retinalen Erregung

konzentrierten� Diese rezeptiven Felder k
onnen als simple� die der �where� Zwi�

schenneuronen als komplexe oder strukturierte charakterisiert werden�

Das Modell ist nat
urlich recht biologiefern� Insbesondere hat der

Backpropagation�Algorithmus keine biologische Entsprechung� Die Ergebnis�

se k
onnen dennoch f
ur die Entscheidung zwischen verschiedenen Paradigmen

der visuellen Informationsvearbeitung herangezogen werden� Die Untersuchun�

gen scheinen n
amlich auf eine allgemeine Tendenz im Verhalten komplexer ad�

aptiver Systeme� wie das betrachtete neuronale Netz� hinzudeuten� Der 
au�e�

re Zwang� die retinalen Inputs auf getrennte Outputmodalit
aten �what und

where� abzubilden� manifestiert sich auch intern � in Form der ausgebildeten

Feature�Detektoren � in einer Aufteilung der Verarbeitungsressourcen auf die

verschiedenen Kan
ale� Spekulativ k
onnte man weiter schlu�folgern� da� sich in

der Evolution diese Trennung der Verarbeitung dann auch so herausgebildet

haben sollte� wenn die getrennte Verarbeitung f
ur die nachgeschalteten Ver�

arbeitungseinheiten einen selektiven Vorteil darstellt� Das ist f
ur Einheiten� die

auf einer h
oheren abstrakten Ebenen arbeiten� aber durchaus anzunehmen�

�

�

��� Architekturen neuronaler Netze

Die Universalarchitektur n�k�m eines neuronalen Netzes mit einer Zwischen�

schicht aus k Neuronen ist zwar bei hinreichend gro�em k zur Approximation

einer jeden Funktion geeignet� in der Praxis ist es aber zur Beschleunigung des

Lernens und zur Verbesserung der Generalsierungsleistungen des Netzes bes�
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ser� auch andere Architekturen auszuprobieren� F
ur die praktische Arbeit hat

es sich als erfoglreich erwiesen� immer mehrere Netze verschiedener Architektur

gleichzeitig zu trainieren� bis sich eine Architektur als 
uberlegen erweist�

����� XOR Netzwerke

Wie oben dargestellt� ist die Boolsche Funktion XOR nicht durch ein ein�

zelnes Neuron realisierbar� Es gibt nach ��� insgesamt �� Netze minimaler

Komplexit
at� die eine L
osung des Problems darstellen� Das einfachste ist ein

�� �� � Netzwerk� wobei aber im Unterschied zu den bisher behandelten BP�

Netzwerken direkte Verbindungen von den Inputs zum Outputneuron bestehen�

Mit dem Output des einzelnen Neurons in der Zwischenschicht sieht das Out�

putneuron folglich drei Inputs� wir haben somit intern eine dreidimensionale

Darstellung der Inputsignale� Diese kann geeignet so gew
ahlt �gelernt� werden�

da� die Klassentrennung sich auf ein lineares Problem reduziert� Das ist ein Bei�

spiel f
ur die �Strategie Dimensionserweiterung� zur 
Uberf
uhrung des ProblemsStrategie

Dimensionser�

weiterung

in ein einfacher l
osbares�

K
urzlich konnte gezeigt werden� da� die Energielandschaft des XOR Po�

blems nur globale Minima hat� so da� das Gradientenabstiegsverfahren mit

Sicherheit gegen die richtige L
osung konvergiert��	��

����� Erlernen Boolscher Funktionen

Bei verrauschten Daten oder zu kleinen Datens
atzen droht immer das Problem

der 
Uberanpassung� das weiter unten behandelt wird� Hier soll zun
achst der Fall

�pr
aziser� Daten untersucht werden� wie er insbesondere beim Erlernen einer

Boolschen Funktion auftritt� Hier besteht das Problem des Over�tting nicht�

Hat man ein Netz mit zu hoher Komplexit
at gew
ahlt� so kann man damit rech�

nen� da� redundante Neuronen sich selbst �abschalten�� d� h� ihre Verbindungen

mit anderen Neuronen gehen im Laufe des Lernens gegen Null� Beispiel� Wird

ein �� �� �� �� ���� � Netzwerk auf die XOR Funktion trainiert� dann wird
i� a� diese schon in den ersten zwei Schichten des Netzes realisiert� die folgen�

den Neuronen leiten den Output des einzelnen Zwischenneurons in der zweiten

verborgenen Schicht nur noch weiter� dort k
onnen also Neuronen freigesetzt

werden� ohne die Funktion des Netzes zu beeintr
achtigen�

Dieses Schema scheint ein wichtiges architektonisches Entwicklungsprinzip

in der Fr
uhphase der Hirnentwicklung zu sein� Die f
ur eine bestimmte Funktion
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sich im Verlaufe des Lernens herausbildenden neuronalen Netze sind in gewisser

Weise minimal� d� h� sie beziehen nur die unbedingt erforderliche Anzahl von 
Okonomie der

RessourcenNeuronen ein� Voraussetzung ist aber die �Reinheit� des Datensatzes� wie eben

beim Erlernen einer Boolschen Funktion� Die freiwerdenden Neuronen stehen

f
ur andere Aufgaben zur Verf
ugung und werden f
ur diese aufgrund der allgemein

vorherrschenden Wettbewerbssituation auch rekrutiert�

����� Selbstorganisierende Architekturen

Der Idealfall ist nat
urlich das Netz� das sich die optimale Architektur � ausge�

hend von einer minimalistischen Startarchitektur � selbst sucht� Es existieren

eine Reihe von Verfahren zur L
osung dieses Problems� wir wollen hier vor allem

das Kaskadenkorrelationsnetz besprechen� Kaskadenkorrelation

Die Methode der Kaskadenkorrelation dient der automatisierten Konstruk�

tion neuronaler Netze mit minimaler Komplexit
at zur L
osung einer gegebenen

Aufgabenstellung� Ausgehend von einer Startarchitektur �nur Input� und Out�

putschicht� besteht das Grundprinzip im Hinzuf
ugen immer weiterer Neuronen

�hidden units�� Diese fungieren als Repr
asentanten f
ur in der aktuellen Archi�

tektur noch nicht �oder nicht ausreichend� repr
asentierte Merkmale der Inputs�

Im Gegensatz zu den �klassischen� Feed�Forward�Architekturen verbinden die

Synapsen auch nichtaufeinanderfolgende Schichten miteinander�

Der Algorithmus zur Konstruktion des Netzes und zum Anlernen der jeweils

neu hinzukommenden hidden Units besteht aus folgenden Schritten�

�� Initialisierung als Minimalarchitektur bestehend aus der Input� und Out�

putschicht�

�� Training aller in die Outputunits einlaufenden Verbindungen�

�� Generierung der sog� Kandidatenunits� Das sind hidden Units� die von

allen Inputunits und von allen schon existierenden hidden Units gespeist

werden�

�� Training aller in die Kandidatenunits einlaufenden Verbindungen mit

dem Ziel der Maximierung der Korrelationen zwischen dem Output der

Kandidatenunit und dem Fehler des Netzwerkes�

� Die beste Kandidatenunit �maximale Korrelation� wird als neue hidden

Unit dem Netz hinzugef
ugt� indem sie als neue Inputeinheit f
ur die Out�

putschicht interpretiert wird� Ihre Synapsen werden eingefroren�
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�� Abbruch$ Gehe zur
uck zu ��

Eine ausf
uhrlichere Beschreibung �ndet sich in �����

Interessant ist� da� sich XOR nicht mit diesem Verfahren realisieren l
a�t�

Im Gegenteil� der Algorithmus konvergiert nicht� sondern generiert Netze mit

bieliebig vielen Neuronen� ohne da� eine L
osung entsteht� Grund ist� da� schon

im Schritt � die Synapsen des Outputneurons auf Null gelernt werden �synap�

tischer Kollpas�� da die XOR�Funktion f
ur das Einzelneuron nicht lernbar ist�

Im Schritt � wiederholt sich dann das Dilemma� da das Outputneuron wegen

seiner praktisch auf Null gelernten Synapsen keine sicheren Informationen 
uber

den Input zur Verf
ugung stellen kann und demzufolge auch die Kandidatenu�

nits nicht wissen k
onnen� auf welche Features der Inputs sie sich konzentrieren

sollen� So werden deren Synapsen ebenfalls jeweils auf Null gelernt� da sie nur

einander widersprechende Fehlerinformationen erhalten�

Andererseits wurden mit den Kaskadenkorrelationsnetzen auch eine Reihe

beeindruckender Ergebnisse erzielt�

��� Nichtlineare Regression

Wie im folgenden Abschnitt ���� dargestellt� k
onnen Feed�Forward�Netze

Funktionen beliebig genau approximieren� Diese Netze stellen folglich allge�

meine nichtlineare Funktionsmodelle dar� Das besondere an neuronalen Netzen

ist� da� sie funktionelle Zusammenh
ange aus Beipielen �Instanzen des Funkti�

onszusammenhanges� erlernen k
onnen� Das gilt insbesondere auch� wenn diese

Daten z� B� durch Me�fehler verrauscht sind� Die Inferenz funktioneller Zusam�

menh
ange aus verrauschten Daten wird allgemein als Regression bezeichnet�Regression

F
ur den Fall linearer Funktionen stehen daf
ur eine Reihe von Standardverfah�

ren zur Verf
ugung� die die Parameter der Regressionsgeraden bestimmen� Der

backprop Algorithmus zur Bestimmung der Parameter des Funktionsmodells

Feed�Forward�Netz� kann als nichtlineare Verallgemeinerungen der linearen Re�

gressionsverfahren betrachtet werden�

��	�� Feed�Forward Netze als universelle Funktionsapproxima�

toren

Die FFN k
onnen als parametrisierte Funktionsmodelle angesehen werden� F
ur

jede Wahl einer bestimmten Architektur und des Parametersatzes �gegeben
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durch die Menge aller synaptischen Verbindungen� der Schwellen und des Steil�

heitsparameters � der Ausgabefunktion der Neuronen� ergibt sich eine bestimm�

te Funktion� Zu fragen ist nun nach der M
achtigkeit dieser Darstellung� d�h� ob

damit der gesamte Funktionsraum 
uberdeckt oder anders gefragt� ob auf diese

Weise jede beliebige Funktion dargestellt werden kann� Die Antwort �ndet sich

in dem Satz von Hornik� Stinchcombe und White� ������

� Schon ein Netz� gegeben durch seine Transferfunktion Satz 
uber

Funktionsap�

proximation
�y � F ��x� f�wg� ������

mit einer einzigen verborgenen Schicht kann eine beliebige �hinrei�

chend glatte� Funktion �y � f ��x� beliebig genau approximieren� d� h�

� �wopt � F
�
�x�
�
�wopt

�� � f ��x� ��x

bzw�

Fehler E
��

�wopt
�
� �x
�
�
�
f ��x�� F

�
�x�
�
�wopt

���� � 	� ��x ������

Eine anschauliche Begr
undung dieser strengen Aussage �ndet sich in den

Abbildungen 

� Diese allgemeine F
ahigkeit aber eher von rein akademischem

Interesse� Typischer Fall in der Praxis� Die Menge  der Trainingsdaten � �
 � � in� out�

� �
�
�x� �ysoll

�
� �ysoll � f ��x� � �x �  in ����	�

ist nur klein� die Daten sind zudem �verrauscht�� Die Bestimmung

�w � E �f�wg � �x� �
�
�ysoll � F ��x� f�wg�

�� � 	� ��x �  in

entspricht einer 
Uberanpassung �over�tting� des Netzes an die Daten ��das

Rauschen wird mit ange�ttet��� Ein solches Netz hat es damit nicht oder nur

unvollst
andig gescha�t� die unter dem Rauschen liegende Gesetzm
a�igkeit rich�

tig zu erfassen� Das 
au�ert sich z� B� darin� da� ein solches Netz neu hinzukom�

mende Daten in der Regel nur sehr schlecht repr
asentieren kann�

��	�� Prognosegenauigkeit
 Generalisierungsf�ahigkeit
 Over�t�

ting

Im folgenden sollen einige Verfahren zum Umgang mit �verrauschten� Daten

vorgestellt werden�
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Abbildung ���� Illustration des Funktionsprinzips mehrschichtiger Netze� Die

beiden Neuronen ��� �� der verborgenen Schicht de�nieren je eine Trenngerade

im Raum der Inputvektoren �x � �x�� x��� Diese sind durch die Schwelle und die

synaptischen Gewichte des jeweiligen Neurons festgelegt� Im Bild sollen diese

gerade so sein� da� f
ur die Outputs der Zwischeneuronen oberhalb der jeweiligen

Geraden m� � ����m� � ��� gilt� Das Outputneuron ��� kann dann allen �x in

dem schra"ert gezeichneten Gebiet einen Wert z� B� oberhalb einer bestimmten

Schwelle k � ��� zuweisen� Damit kann das Netz eine nichtlineare Separation

der Inputs vornehmen�
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Abbildung ���� Gegen
uber der Abb� ��� hat die Zwischenschicht jetzt ein Neuron

mehr� Das Outputneuron kann seine Gewichte so einstellen� da� nur innerhalb

des schra"erten Bereiches y � k und weiter au�erhalb praktisch y � 	 gilt�

Damit wirkt dieses Netz wie ein Filter� f
ur diese Bereiche des Inputraumes�

Weitere Neuronen in der Zwischenschicht k
onnen entsprechende Filter f
ur an�

dere Bereiche des Inputraumes ausbilden� Das Outputneuron braucht dann nur

die Filter in geeigneter Weise zu kombinieren und zu wichten� um die vorge�

gebenen Funktionswerte 
uber dem gesamten Inputraum hinreichend genau zu

approximieren�

Vorlesung Neuroinformatik ��
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Aufteilung in Trainings� und Testmenge

Liegen ausreichend viele Daten vor� so kann  aufgeteilt werden in einen �ei�

gentlichen� Trainigs� und einen Testsatz�  �
�
 train� test

�
� Training mehrererTraininigs�

und Testdaten Netze n � �� �� ��� auf  train liefert
�
�w
n�

�
durch Minimierung des Trainings�

fehlers n
�w
n�

o
� E

�n
�w
n�

o�
�

X
��	train

E
�n

�w
n�
o
� �x
�

������

������

�
X

��	train

�
�ysoll � F

�
�x�
n
�w
n�

o��� � Min ������

Dann Bestimmung des mittleren quadratischen Prognosefehlers auf  test

V
�n

�w
n�
o�

�
X

��	test

E
�n

�w
n�
o
� �x
�
�

X
��	test

�
�ysoll � F

�
�x�
n
�w
n�

o���
������

Auswahl des besten Netzes das V �oder eine geeignete Kombination von E und

V � minimiert� Der mittlere quadratische Prognosefehler ist gleichzeitig ein Ma�

f
ur die Verallgemeinerungsf�ahigkeit des Netzes�

Sind nur wenige Daten vorhanden� so kommen folgende Verfahren zur An�

wendung�

Kreuzvalidierung �cross validation�

W
ahle �i� i � �� �� ���� N	� i �  den reduzierten Datensatz  
i� �  ni
�d� h�  
i� ist die Menge aller Trainingsbeispiele ohne i�� bestimme �w


i�

�w
i� � E
�n

�w
i�
o�

�
X

��	�i�

E
�n

�w
i�
o
� �x
�
� Min

womit der mittlere quadratische Prognosefehler zuKreuzvalidierung

V �f�wg� � �

N	

N�X
i��

X
�

E
�n

�w
i�
o
� �x
�

abgesch
atzt werden kann� Dieser dient dann der Auswahl des besten Netzes wie

oben� Standardverfahren zur Auswahl des besten Netzes�

Der Bootstrap Algorithmus

Relativ neues Verfahren in der Neuroinformatik� s� ����Statt den Datensatz

um jeweils ein Trainigsbeipiel zu reduzieren werden hier aus dem Trainigssatz

�� R� Der � Universit�at Leipzig � Institut f�ur Informatik
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 neue Datens
atze  
i� durch Stichprobenziehung �mit Zur
ucklegen� gebildet�

Der Algorithmus besteht aus den Schritten�

�� Aus  werden N	 Datenvektoren  mit Zur
ucklegen gezogen� Die resul�

tierende Stichprobe  
b� enth
alt einige Paare mehrfach und andere �im Mittel

��!� 
uberhaupt nicht�

�� Das Netzwerk wird �b � �� �� ���� N 
b� mit dem Trainingssatz  
b� trainiert�

Die so erhaltenen
�
�w
b�

�
bilden die Bootstrap�Verteilung� die als eine Menge

unterschiedlicher Sch
atzwerte f
ur die Parameter �w betrachtet werden kann und

die die Variationsbreite der m
oglichen Parameter 
uberstreicht�

�� Die G
ute der Approximation durch das Netz n kann dann durch die

Varianz v der Ausgaben y � F
�
�x�
�
�w
b�

��
�genauer der entsprechenden Pro�

gnoseverteilungen� bez
uglich der �w
b� bestimmt werden� d� h� berechne

v �

���
y � hyi
b�

���
b�
�
	�

wobei h���i
b� die Mittelung 
uber die Ausgaben bez
uglich der verschiedenen Ge�
wichtsvektoren und h���i
	� die 
uber den Datensatz bedeutet� Die Varianz be�
stimmt dann wieder die Auswahl des besten Netzes� �Die Idee dahinter ist

nat
urlich� da� f
ur das ideale Netz und nichtverrauschte Daten alle �w
b� 
uber�

einstimmen und damit die Varianz der Ausgabewerte gleich Null wird��

��	�� Verfahren zur Verbesserung der Generalisierungsf�ahig�

keit

Obige Verfahren erlauben unter zwei oder mehreren Netzen die geeignetsten

auszuw
ahlen� Wegen des Aufwandes beim Training kann man aber nicht beliebig

viele und beliebig komplexe Netze betrachten� F
ur Konstruktion und Training

m
oglichst e�ektiver Netze stehen eine Vielzahl von Verfahren zur Verf
ugung� z�

B�

Weight decay


Uberanpassung ist oft mit dem �Weglaufen� der Parameter �synaptische Ver�

bindungsst
arken wij� nach sehr hohen Werten verbunden� Vermeidung durch

Hinzuf
ugen eines Straftermes zur Kostenfunktion� der hohe w Werte bestraft� Weight decay

E �f�wg � �x� � E �f�wg � �x� � �
X
i�j

w�
i�j �����
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Pruning

Beim Prunig werden nach dem Training synaptische Verbindungen zuf
allig mit

einer bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilung gekappt� Vornehmlich solchePruning zur

Verbesserung

der Generali�

sierungsf
ahig�

keit

mit niedrigen Werten f
ur die Verbindungsst
arken wi�j bzw� mit starken Fluk�

tuationen beim Lernen�

��	 Eigenschaften und Varianten des Backprop�

Verfahrens

Die Fehlerlandschaft ist im allgemeinen sehr komplex und durch eine Vielzahl

lokaler Minima sowie durch stark unterschiedliche Anstiege der T
aler gekenn�

zeichnet� Das beein�u�t die Geschwindigkeit und Sicherheit der Konvergenz in

erheblichem Ma�e� Es wurden deshalb eine Vielzahl von Verfahren zur 
Uber�

windung dieser Probleme entwickelt� von denen wir im folgenden die wichtigsten

besprechen wollen� Zun
achst soll aber eine interessante Eigenschaft des Algo�

rithmus dargestellt werden�

����� Die Austauschbarkeit von Steilheit und Lernrate

In ���� wurde gezeigt� da� die Ver
anderung des Steilheitsparameters � der Aus�

gabefunktion durch eine 
Anderung der Lernrate und der synaptischen Gewichte

kompensiert werden kann� Da die Gewichte gelernt werden und die Lernrate oh�

nehin extern kontrolliert �z� B� nach einer vorgegebenen Strategie eingefroren�

wird� kann � auf seinem einmal eingestellten Wert festgehalten werden� Der BP

Algorithmus hat damit einen einzustellenden Parameter weniger�

Das ist keine 
Uberraschung� Der Steilheitsparameters � multipiziert in der

Transferfunktion

f ��x� �
�

� � e�� �w�x

direkt den Vektor der synaptischen Verbindungsst
arken� eine Reskalierung

� �w � �w eliminiert � aus der Transferfunktion� Allerdings ist die Lernge�Steilheit und

Lernrate schwindigkeit f
ur die reskalierten wij anders� In der Lernregel ��� tritt � �we�

gen der f
ur die sigmoide Ausgabefunktion S � ��
�
� � e��z

�
g
ultigen Regel

S� �z� � �S ��� S�� als multiplizierender Faktor auf� Durch die Reskalierung

�� � � kann aber der Ein�u� von � vollst
andig aus der Lernregel eliminiert

werden� vgl� ���� ����

�� R� Der � Universit�at Leipzig � Institut f�ur Informatik



���� EIGENSCHAFTEN UND VARIANTEN DES
BACKPROP�VERFAHRENS

����� Variable Schrittl�ange

Die Lerngeschwindigkeit wird entscheidend von der Lernrate � bestimmt� die

die Schrittl
ange im Gradientenverfahren

��w � �� 



 �w
E �f�wg � �x� ������

festlegt� Wegen des Faktors S� �z� in der backprop�Lernregel kann bei gege�

benem � die Schrittweite sehr klein ausfallen� Idee� � in �achen Gebieten der

Kostenlandschaft g
o�er w
ahlen� Ausf
uhrung� Bestimme Gradient� damit gem
a�

������ ��w und �E � E �f�w�g � �x� � E �f�wg � �x�� wobei �w� � �w � ��w� Falls

�E � 	� Bestimme mit dem gleichen ��w ein �w�� � �w� � ��w und da�

mit �E � E �f�w��g � �x��E �f�w�g � �x�� �gradient�reuse Verfahren�� usw� solange gradient�reuse

�E � 	� Vergr
o�erung von � falls das mehrfach erfolgreich ist� Verkleinerung

bei Vorzeichenumkehr� Gute Ergebnisse bei kleinen Lernproblemen �Faktor ��

����� Backpropagation mit Massenterm�

Die Gradientenregel kann f
ur kleine � in eine Di�erentialgleichung umgeschrie�

ben werden
d

dt
�w � �� 



 �w
E �f�wg � �x� � ��%�f�wg � �x�

die die mechanische Bewegung eines masselosen Teilchens mit Ortsvektor �w in

einem viskosen Medium unter Ein�u� der Kraft % �f�wg � �x� � �
� �wE �f�wg � �x�

beschreibt� Falls das Teilchen eine Masse haben soll ist ein Term in d�

dt� �w hin�

zuzuf
ugen� das entspricht der Ersetzung von ������ durch

��w �t� � �� 



 �w
E �f�w �t�g � �x� � ���w �t� �� ������

Durch den zugef
ugten Massentr
agheits� oder Schwungterm zeigt diese Regel Massentr
agheit

ein besseres Verhalten beim 
Uberwinden lokaler Minima und auch beim 
Uber�

winden von Plateaus� Wenn der Gradient n
amlich sehr klein ist� dann ist im

wesentlichen ��w�t� nur durch seinen Vorg
angerwert ��w�t� �� bestimmt� Ist �
nahe �� so wird ��w auf dem Plateau im wesentlichen durch seinen Eingangswert

in das Plateau bestimmt�

����� Quickprop

Ist ein Verfahren zweiter Ordnung� Entspricht der Newton Methode zur Null�

stellensuche� Idee� Bestimme eine quadratische Approximation von E um den

Vorlesung Neuroinformatik ��
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aktuellen Gewichtsvektor �wt und Wahl des neuen Gewichtsvektors �wt�� als Mi�

nimum rE � 	 dieser quadratischen Fl
ache� d� h� Taylorentwicklung

E �fwg� � E �fwtg� � ��w � �wt�rE �fwtg� � �

�
��w � �wt�H ��wt� ��w � �wt�

T

mit H Hesse�Matrix

Hi�j ��w� �

�


wi
wj
E �f�wg�

Damit

rE �f�wg� � rE �f�wtg� � ��w � �wt�H

und Wahl des neuen Gewichtsvektor �vermutetes Minimum� als

�wt�� � �wt �H��rE �f�wtg� ������

�Das Verfahren wird meist in batch�Mode �Mittelung von E �f�w �t�g � �x� 
uber
mehrere �x vor Bildung des Gradienten� ausgef
uhrt� deshalb �x inE unterdr
uckt��

Schwierig� Bestimmung von H�� und Speicherung nichtlokaler Information im

Netz�

Eigentliches Quickprop� Ebenfalls quadratische Approximation jedochQuickprop

nur in Richtung des Gradienten und damit eindimensional& F
ur ein wi�j gilt

�wi�j �t� �
G �t�

G �t� ���G �t�
�wi�j �t� �� ������

wobei G �t� partielle Ableitung der Fehlerfunktion nach wi�j�

Weitere Angaben in z� B� ����
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Kapitel �

Neuronale Netze als Modelle

von Zeitreihen

��� Allgemeines

Zeitreihen spielen in Natur und Technik eine au�erordentlich gro�e Rolle� Je�

de Me�reihe eines zeitlichen Vorganges ist eine Zeitreihe� Formal nehmen wir

an� da� an den diskreten Zeitpunkten t � �h� � � 	� �� �� �� � � � ein Daten�

vektor �x�t� �z�B� als Ergebnis einer Messung� gegeben ist� Wenn die Zeitreihe

von einem nat
urlichen oder technischen Proze� erzeugt wird� dann gibt es im

allgemeinen einen gesetzm
a�igen Zusammenhang zwischen den Daten zu ver�

schiedenen Zeitpunkten und damit prinzipiell die M
oglichkeit der Vorhersage

zuk
unftiger Werte der Zeitreihe aus den bereits bekannten Werten �gilt leider

nicht immer� s� Lottozahlen��

Konkret hei�t das f
ur die Einschrittprognose� einen Zusammenhang zwi�

schen dem Vorhersagewert zur Zeit t � h und einer bestimmten Menge seiner

Vorg
angerwerte herzustellen� d� h� einen funktionellen Zusammenhang der Form

�

�x��� � �%��x�� �x���� � � � � �x��k� �����

zu �nden� wobei hier und im folgenden

�x� � �x ��h�

gesetzt ist�

�Wir betrachten der Einfachheit halber einen station�aren Zusammenhang
 so da� die rechte

Seite explizit nicht von der Zeit abh�angt�

��
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Die unterliegenden Gesetzm
a�igkeiten sind aber im allgemeinen nicht oder

nur unvollst
andig bekannt� Gleichzeitig sind die Messungen oder Beobachtungen

selten exakt� sondern im allgemeinen durch verschiedene zuf
allige St
orgr
o�en

verf
alscht �verrauscht��

Das Zusammenspiel von �unbekanntem� Gesetz und Zufall bildet die Heraus�

forderung an die Vorhersage einer Zeitreihe� Neuronale Netze mit ihrer F
ahig�

keit� aus Beispielen zu lernen und trotz St
orein�
ussen die den Daten zugrun�

deliegende Gesetzm
a�igkeit �erahnen� zu k
onnen� haben sich deshalb hier zu

ernsthaften Konkurrenten der oft aufwendigen klassischen Verfahren entwickelt�

Insbesondere liefern die neuronalen Netze oft nichtlineare Verallgemeinerungen

bekannter klassischer Verfahren�

����� Beispiele f�ur Zeitreihen�

Deterministische Zeitreihen aus mathematischen Gesetzm�a�igkeiten�

Jede beliebige Funktion der Zeit �x�t�� genommen an den diskreten Zeitpunkten

t � �h� � � 	� �� �� � � � �kann als eine Zeitreihe betrachtet werden� Zum Beispiel

bilden die x�� x� � �� aus

x� � � sin���h� �� �����

eine Zeitreihe�

Verrauschung� Um den Ein�u� von zuf
alligen St
orungen bei der Mes�

sung zu studieren� f
uhren wir eine Verrauschung der deterministischen Zeitreihe

durch� d� h� wir ersetzen

x� � x� � �z

wobei z eine standardverteilte Zufallszahl z � ���� �� ist�

Chaotische Zeitreihen�

Viele Prozesse in der Natur sind durch das Ph
anomen des deterministi�

schen Chaos gepr
agt� Diese Prozesse produzieren sog� chaotische Zeitrei�

hen�Mathematische Modelle chaotischer Zeitreihen k
onnen aus gewissen iterier�

ten Abbildungen� wie z� B� der logistischen Abbildung� gewonnen werden� Die

Zeitreihe ergibt sich dabei aus der wiederholten Iteration der Abbildung ver�

gangener Werte des Datenvektors �x auf den aktuellen Zeitpunkt� Verschiedene

Zeitreihen ergeben sich aus der Iteration verschiedener Abbildungen� Beispiele�

�	 R� Der � Universit�at Leipzig � Institut f�ur Informatik
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Logistische Abbildung� Ist die Abbildung die logistische� dann lautet die

Bildungsvorschrift f
ur die Zeitreihe

x��� � a x� ��� x��

mit dem Kontrollparameter a� 	 � a � � und x� � ���� �� womit auch
x� � ���� �� ��� Chaos tritt auf� sobald a seinen kritischen Wert ac � ���


uberschreitet�

MackeyGlass Abbildung� Eine weitere chaotische Zeitreihe mit einer

Verz
ogerungszeit � � � ist die sog� Mackey�Glass Reihe� die sich aus der folgen�

den� die Leukozytenbildung modellierenden Delay�Di�erentialgleichung ergibt�

'x�t� �
ax �t� ��

�� x �t� ��c
� bx �t� �����

mit der Verz
ogerungszeit � und den frei w
ahlbaren Parametern a� b� c� Ein

�g
angiger� Parametersatz ist a � 	� �( b � 	� �( c � �	 und � � �� oder � � �	�

HenonAbbildung� Die Henon�Abbildung ist ein Spezialfall einer allgemei�

neren Abbildung� die zur Beschreibung eines periodisch angesto�enen Rotators

dient� Geschrieben in zwei Variablen lautet die Abbildung

x��� � �� ax�� � y�

y��� � bx��

was o�ensichtlich 
aquivalent ist zu

x��� � �� ax�� � b x����

�G
angige� Parameter� a � �� � und b � 	� ��

Nat�urliche Zeitreihen�

Im Rahmen des Praktikums �Angewandte Neuroinformatik� kann auch auf

eine Reihe von �Real�World� Daten zur
uckgegri�en werde� die von Prozessen

in Natur� der 
Okonomie oder der Technik generiert wurden� Im Unterschied

zu obigen sind nun die Bildungsgesetze der Zeitreihen weitgehend unbekannt�

Hier k
onnen die spezi�schen Eigenschaften neuronaler Netze zur Erfassung und

Nachbildung verborgener Gesetzm
a�igkeiten besonders zur Wirkung gelangen�

Es stehen folgende Zeitreihen zur Verf
ugung�

Vorlesung Neuroinformatik ��
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Sonnen�eckent�atigkeit� Zahl und Gr
o�e der Sonnen�ecken �Gebiete auf

der Sonnenober�
ache� in denen die Temperatur um ca� �			 Grad reduziert ist�

sind starken Schwankungen unterworfen� wobei wir eine �� bzw� �� j
ahrige und

eine ca� �		�j
ahrige Periodizit
at beobachten� Die f
ur die Bildung der Sonnen�

�ecken verantwortlichen Prozesse sind nur unvollkommen verstanden� so da�

eine sichere Prognose nicht m
oglich ist�

Die mittlere j
ahrliche Sonnen�eckent
atigkeit wird seit ��		 quantitativ re�

gistriert� Diese Daten liegen in einem File vor�

Volkswirtschaftliche Daten� Besonders wichtig und interessant sind die

monatlich ermittelten Daten f
ur eine Reihe 
okonomischer Kenngr
o�en� die die

wirtschaftliche Entwicklung eines Landes widerspiegeln� F
ur das Praktikum ste�

hen uns hier� beginnend mit Januar ���� die Werte f
ur den Diskont� und Lom�

bardsatz und ab Januar ���	 f
ur eine Reihe weiterer Gr
o�en zur Verf
ugung� Die�

se beinhalten die Preisentwicklung �Erzeuger�� Verbraucher� und Einfuhrpreise��

die Auftragslage der Wirtschaft� Kreditvergabe� Staatsverschuldung� Kapital�

bildung u� a�� die ein ideales Testfeld f
ur die prognostische Leistungsf
ahigkeit

neuronaler Netze darstellen� Die Daten liegen im EXCEL�Format vor �Beschrei�

bung des Dateiformats vorhanden� und sind f
ur die Anwendung geeignet zu

konvertieren�

Medizinische Daten Umfangreiche EEG�Daten liegen aus Untersuchungen

vor� die am Max�Planck�Institut f
ur Neuropsychologie Leipzig gewonnen wur�

den� Diese Daten wurden schon einer Waveletanalyse unterworfen� s� �����

��� Prognose von Zeitreihen mit neuronalen Netzen

����� Ein ad hoc Ansatz

Ist das Bildungsgesetz der Zeitreihe bekannt� so ist eine Prognose der zuk
unfti�

gen Werte von �x �t� aus einer bestimmten Mindestzahl k von Vorg
angerwerten

zum aktuellen t exakt m
oglich� Zum Beispiel gilt k � � f
ur die o� g� Zeitreihe

aus der sin �Funktion �Beweis$� bzw� der Henon�Abbildung und k � � f
ur die

logistische Abbildung�

Hier erscheint es ziemlich trivial� ein neuronales Netz zur Prognose die�

ser Zeitreihen zu konstruieren� Bei geeigneter Konstruktion ist hier schon ein

einzelnes �Ausgabe�� Neuron in der Lage� die Zeitreihe exakt vorauszusagen�

�� R� Der � Universit�at Leipzig � Institut f�ur Informatik
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Betrachten wir als Beispiel eine harmonische Schwingung der Frequenz � an

den Zeitpunkten t � 	� h� �h� �h� � � �� mit h beliebig� Mit t � �h� x� � x �t�

gelte

x� � � sin ���h� �� �����

Aus den Additionstheoremen folgt

x��� � c x� � d x���� ����

wobei

c � � cos ��h� � d � ���

Aufgrund von �� kann ein einzelnes lineares Neuron �d� h� die Ausgabe�

funktion S �z� � z� mit zwei Inputeinheiten� d� h� mit der Transferfunktion

y � F ��x� f�wg� �
X
i����

wiXi �����

schon die Zeitreihe der x� exakt voraussagen� In der Tat� mit der Wahl w� � c

und w� � d f
ur die synaptischen Gewichte gibt das Neuron gerade x��� aus�

wenn inputseitig die Vorg
angerwerte anliegen� d� h� X� � x� und X� � x����

Das Neuron f
uhrt damit eine Einschrittprognose aus� Durch Iteration kann das

Neuron dann auch die gegebene Zeitreihe ��� f
ur alle Zeiten exakt voraussagen�

Die Einstellung der synaptischen Gewichte wi kann durch einen Lernalgo�

rithmus anhand von Trainingsbeispielen aus der Zeitreihe erfolgen� Diese beste�

hen aus Input�Output Paaren der Form

y� soll � x���� X� � � x�� X� � � x���

mit zuf
allig gew
ahltem �� Als Lernalgorithmus eignet sich der Backpropagation�

Algorithmus �s� Kap� ���

Das gew
ahlte Beispiel zeichnet sich durch den linearen Zusammenhang zwi�

schen den Werten der Zeitreihe zu verschiedenen Zeitpunkten aus� Eine 
Ubert�

ragung des Zuganges etwa auf die Henon�Abbildung erfordert wegen des qua�

dratischen Termes die Einbeziehung von Synapsen zweiter Ordnung� d� h� einen

Ansatz f
ur die Transferfunktion der Art

f �X� �
X

wiXi �
X
i�j

w

��
i�j XiXj � �����

Vorlesung Neuroinformatik ��
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����� Feed�Forward�Netze als universelle Modelle von Zeitrei�

hen

Bei unbekannten oder komplexeren Bildungsgesetzen ist dieser direkte Zugang

weniger geeignet �Mehrdeutigkeiten� Instabilit
aten� lange Trainingszeiten� kei�

ne Standardhardware�� Universell einsetzbare L
osungsans
atze nutzen aus� da�

neuronale Netze als universelle Funktionsapproximatoren dienen k
onnen� d� h�

da� ausreichend komplex strukturierte neuronale Netze in der Lage sind� aus

einer hinreichenden Zahl von Beispielen jede beliebige Abbildung der Form ���

zu inferieren� s� Kap� ��

Dieser gedankliche Ansatz kann in folgender Weise formalisiert werden� F
ur

die Zeitreihe �x� � �x���� � � � � x��d� � �x � �d� � � 	� �� �� � � � konstruieren wir

ein Feed�Forward�Netz mit D � k � d Input� und d Output�Einheiten�

x��������x����m

� ��� �

Neuronales

Netz

� ��� � � � � � ��� �
x���� � � � � x��d � � � x��k��� � � � � x��k�d

Inputs

�����

oder kompakter

�x���

�

Neuronales

Netz

� � � � �
�x� � � � �x��k

Inputs

�����

Das neuronale Netz ist durch seine Transferfunktion

�y � F
�
�X� fwg

�
����	�
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gegeben� wobei �X �Inputvektor und fwg � Menge der synaptischen Ge�

wichte�Als Inputvektor �X dient der D � kd�dimensionale Vektor� der aus k

Vorg
angerwerten des vorherzusagenden �x��� gebildet wird �time�delay Koor�

dinaten���

�X� � ��x�� �x���� � � � � �x��k� � �x���� � � � � x��k�d� ������

Als Trainingsbeispiele w
ahlen wir f
ur hinreichend viele � Werte die Input�

Output�Paare Z�
Z� �

h
�y� soll�

�X�

i
�
h
�x���� �X�

i
������

Der Output y des neuronalen Netzes ���	 liefert den Sch
atzwert

)x��� � F
�
�X�� fwg

�
������

Aufgabe des Backprop�Lernalgorithmus ist es dann� die Gewichte so einzustel�

len� da�

�y� � �y� soll � d� h� )x��� � x��� ��

so da� im ideal trainierten Netz gilt

�%
�
�X�

�
� F

�
�X�� fwg

�
��

Zu beachten ist dabei� da� in den F
allen mit bekanntem Bildungsgesetz der

Zeitreihe die Zahl k der ben
otigten Vorg
angerwerte f
ur eine sichere Vorhersage

der Zeitreihe bekannt ist� Die Bestimmung dieser Zahl bildet jedoch bei den

nat
urlichen Zeitreihen eine oft au�erordentlich schwierige Aufgabe� deren ef�

fektive L
osung die Leistungen des Netzes in entscheidender Weise beein�u�t�

Relevante Punkte sind dabei�

�� Der Ein�u� des Rauschens l
a�t sich durch Mitnahme einer� im Vergleich

zum deterministischen Bildungsgesetz� gr
o�eren Zahl von Vorg
angerzeit�

punkten im Inputvektor eliminieren�

�� Ein�u� auf die Prognoseleistungen des Netzwerkes hat nicht nur die Zahl

k der Vorg
angerzeitpunkte� sondern auch die gew
ahlte Schrittweite und

damit die L
ange des Intervalls in dem diese liegen �Zeithorizont�� Eine

elegante L
osung zur Rauschreduktion und �exiblen Schrittweitenwahl be�

steht in der Gl
attung der Inputs vor der Einspeisung in das neuronale

�Im allgemeinen k�onnen die Vorg�angerwerte auch zu beliebigen Zeitpunkten in der Ver�

gangenheit gew�ahlt werden�

Vorlesung Neuroinformatik �
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Netz� Dazu sind gleitende Mittelungen besonders geeignet� d� h� wir be�

stimmen in jedem Zeitpunkt � einen Mittelwert *x� 
uber ein Zeitintervall

in der unmittelbaren Vergangenheit� wobei *x� gem
a�

*x� � *x��� � � �x��� � *x����

in jedem Schritt aktualisiert wird und ��� den gew
ahlten Zeithorizont in

der Vergangenheit angibt �L
ange des Mittelungsintervalls in Einheiten von

h�� Werden mehrere Vorg
anger ben
otigt� so sind diese durch Mittelwerte

*x��� *x
	
�� ��� zu verschiedenen Zeithorizonten �� �� ��� gegeben� wobei �X� ��

*x��� *x
	
�� ���

�
�

Bei der freien Iteration des Netzwerkes wird ein Startvektor �X� aus be�

kannten Werten der Zeitreihe als Input in das Netzwerk eingef
uttert und der

entsprechende Output �y� als neuer Wert �x��� des Datenvektors interpretiert�

Damit wird ein neuer Inputvektor generiert� indem durch eine Zeitverschiebung

um eine Einheit alle Datenvektoren im Inputvektor �X��� um einen Platz nach

rechts r
ucken �Schieberegister�� Dabei f
allt der 
alteste Wert heraus und der

j
ungste Wert im Inputvektor ist jetzt �x���� d� h�

�X� � ��x�� �x���� � � � � �x��k�� �X��� � �)x���� �x�� �x���� � � � � �x��k���

wobei �y� � F
�
�X�� fwg

�
� Diese Prozedur wird iteriert� so da� nach k � �

Schritten alle Komponenten des Inputvektors nur noch aus den vom Netzwerk

selbst erzeugten Daten bestehen und damit kein R
uckgri� auf die beobachteten

Daten der Zeitreihe mehr erfolgt �freie Iteration�� Wenn das neuronale Netz die

Zeitreihe exakt repr
asentiert� kann damit die Zeitreihe f
ur alle Zeiten aus den

k Startwerten vorausgesagt werden�

Interessante Anwendungen zur Systemidenti�kation und Zeitreihenvorher�

sage �nden sich in ���� �� ��� u� a�

����� Qualit�atskriterien

Im allgemeinen wird schon die Einschrittprognose mit Fehlern behaftet sein� Als

quantitatives Ma� dieses Fehlers kann die mittlere quadratische Abweichung

E �
�

P

X
��M

k�y� soll � �y�k� � �

P

X
��M

k�x��� � �y�k� ������

f
ur P Prognoseschritte dienen� wobeiM die Menge der ��Werte ist� f
ur die das

Netz angelernt wurde� Allerdings tritt auch hier wieder die Gefahr des Over�

�tting auf� so da� weitere Ma�e einbezogen werden m
ussen� die insbesondere

�� R� Der � Universit�at Leipzig � Institut f�ur Informatik
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die Generalisierungsf
ahigkeit des Netzwerkes beurteilen� s� dazu das Kap� � zu

Feed�Forward�Netzwerken �Kreuzvalidierung� Bootstrap�Verfahren��

F
ur die Mehrschrittprognose sind� insbesondere bei chaotischen Zeitreihen�

diese Ma�e nicht besonders aussagekr
aftig� Geeigneter ist hier eine Darstellung

der Trajektorien im Phasenraum der Zeitreihe im Vergleich mit ihrer aus der

freien Iteration gewonnenen Approximation�

��� Rekurrente Netze

Ein wesentlicher Nachteil der Modellierung von Zeitreihen mit feed�forward

Netzen ist die Tatsache� da� die Zahl der Vorg
angerzeitpunkte die Architektur

�Anzahl der Inputunits� beein�u�t� Das macht die probeweise Ver
anderung des

Zeithorizontes schwierig� Eine sehr interessante und e�ektive Alternative bieten

hierzu die rekurrenten Netze� die ja 
uber innere Zust
ande verf
ugen und damit in

der Lage sind� intern eine Erinnerung 
uber die vergangenen Werte der Zeitreihe

aufzubauen� Diese Netze brauchen folglich keine time�delay Koordinaten als In�

puts und sind deshalb f
ur Zeitreihen mit unbekanntem Bildungsgesetz besondes

gut geeignet�

Bekannte Varianten sind die Netze von Elman und Jordan� vgl� ���� ��� ����

die noch mit dem Backpropagation�Algorithmus trainierbar sind� F
ur das Trai�

ning allgemeinerer rekurrenter Netze stehen verschiedene Verallgemeinerungen

des Backpropagation zur Verf
ugung� wie z� B� rekurrentes Backpropagation oder

backpropagation through time� s� �����

��� Zeitreihenprognose mit selbstorganisierenden

Merkmalskarten 
Kohonen�Netze�

Ein alternatives Verfahren beruht auf der Verwendung der auf Kohonen zur
uck�

gehenden selbstorganisierenden Merkmalskarten �����

����� Das Funktionsprinzip

Wie im Abschnitt �Zeitreihen� beschrieben� f
uhren wir die sog� time�delay Ko�

ordinaten ein� d� h� wir de�nieren einen D�dimensionalen Vektor �X�

�X� � ��x�� �x���� � � � � �x��k�

Vorlesung Neuroinformatik ��
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der mit dem Vorhersagewert �x��� zu einem D � d�dimensionalen Vektor
�Z� �

�
�x���� �X�

�
�����

zusammengeschlossen wird� Jeder Inputvektor �Z� repr
asentiert jeweils ein Tra�
jektorienst
uck 
uber k � � Zeitschritte� so da� jedem Trajektorienst
uck damit

ein Punkt im D� d �dimensionalen Phasenraum entspricht� Im Unterschied zu

den Prognoseverfahren mit anderen neuronalen Netzen �z� B� backpropagation�

wird beim Modellieren der Zeitreihe mittels Kohonennenetzen der Vektor �Z�
nicht als Input�Output�Paar interpretiert sondern in der Lernphase insgesamt

als Input in das Kohonennetz eingegeben�

����� Der Kohonenalgorithmus zur Zeitreihenvorhersage

Wir betrachten ein neuronales Netz� bei dem die N Neuronen im sog� Neu�

ronenraum an Orten �ri� i � �� � � � � N sitzen� 
Ublich ist die Anordnung der

Neuronen in einem Gitter der Dimension dK � Jedes Neuron ist 
uber seine syn�

aptischen Gewichte mit den Inputunits verbunden� Wir schreiben den Vektor

der synaptischen Gewichte des Neurons i hier als

�Wi �
�
�w

��
i � �w


��
i � � � � � �w


�k�
i

�
�
�
w

��
i�� � � � � � w


�k�
i�d

�
wobei �w � �d� Der Kohonen�Algorithmus besteht aus den Schritten

� Bestimmung des Siegerneurons� Bei Pr
asentation des Inputs �Z� wird
das Neuron Sieger� dessen synaptischer Verktor dem Neuron am n
achsten

liegt � best match neuron �im Sinne des Euklidischen Abstandes�� d� h�

Neuron s ist Sieger� falls gilt�
�Z� � �Ws

�� � � �Z� � �Wi

�� �i �� s ������

� Lernschritt� Im anschlie�enden Lernschritt werden die synaptischen Ge�
wichte der Neuronen ge
andert�

� �Wi � �hi�s �
�
�Z� � �Wi

�
������

mit der Nachbarschaftsfunktion

hi�s � e�

�rs��ri�

�

��� ������

hi�s mi�t die St
arke mit der das Neuron i mitlernen darf� wenn Neuron s

Sieger geworden ist� Diese St
arke klingt also mit dem Abstand zwischen den

Neuronen mit der Halbwertsbreite � ab�
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���� ZEITREIHENPROGNOSE MIT SELBSTORGANISIERENDEN
MERKMALSKARTEN �KOHONEN�NETZE�

Das Netz in der Lernphase�

Das Netz wird mit einer hinreichend gro�en Anzahl von Inputvektoren �Z� �f
ur
verschiedene �� trainiert� Hierbei wird also kein Unterschied zwischen bekannten

Daten � �X�� und den Vorhersagewerten ��x���� gemacht� In der Trainingsphase

lernen die Neuronen des Netzes ganz bestimmte Trajektorienst
ucke zu repr
asen�

tieren� da ja genau das Neuron s Sieger wird� dessen synaptischer Vektor �Ws

am besten mit dem Trajektorienst
uck �Z� 
ubereinstimmt� s� Gleichung �����

Das Netz in der Kannphase�

Nachdem das Netz angelernt ist� kann es zur Vorhersage der Zeitreihe verwendet

werden� Das Prinzip zur Reproduktion der Zeitreihe besteht darin� passende

Trajektorienst
ucke aneinanderzuf
ugen� Bei der Einschrittprognose � Vorhersage

von �x��� aus �X� � wird dabei folgenderma�en vorgegangen�

� Partielles Matching zur Siegerbestimmung� Sei �X� zur Zeit t�

bekannt� Suche das Neuron� dessen synaptischer Vektor

�Wi �
�
�w

��
i � �w


��
i � � � � � �w


�k�
i

�
�
�
w

��
i�� � � � � � w


�k�
i�d

�
bez
uglich der Komponenten �w


��
i � � � � � �w


�k�
i am besten mit den ent�

sprechenden Komponenten des Inputvektors� d� h� mit den Kompo�

nenten �x�� �x���� � � � � �x��k von �X� 
ubereinstimmt� d� h� Neuron s ist

Sieger� wenn

kX
j��

�
�w
�j�
s � �x��j

�� � kX
j��

�
�w

�j�
i � �x��j

�� �i �� s

� Der Vektor �w

��
s ist der Vorhersagewert f�ur �x����

Bemerkung� In den Kohonenalgorithmus geht in Form der Nachbarschafts�

funktion wesentlich die Topologie des Neuronenraumes ein� i� a� werden die Neu�

ronen auf ein Gitter der Dimension dK gesetzt� Die Topologie des Neuronen�

raumes mu� dem Problem in gewisser Weise angepa�t werden� Dazu 
uberlege

man sich� da� die Leistung des Kohonenalgorithmus in der Herstellung einer

nachbarschaftstreuen Abbildung des Inputraumes auf den Neuronenraum

besteht� Dabei wird nicht der gesamte Inputraum� sondern im wesentlichen nur

das Gebiet� in dem die Wolke der Datenpunkte liegt� abgebildet�

Vorlesung Neuroinformatik ��
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Die Inputvektoren �Z� repr
asentieren jeweils ein Trajektorienst
uck 
uber k��
Zeitschritte� Jedem solchen �Z�� d� h� jedem Trajektorienst
uck� entspricht damit

ein Punkt im D�d dimensionalen Phasenraum� Wenn die Zeitreihe etwa durch

eine harmonische Funktion erzeugt wird�

x� � � sin ���h� ��

dann liegen diese Punkte � unabh
angig vom Wert von k und damit von der Di�

mension des Inputraumes � auf einer eindimensionalen geschlossenen Mannig�

faltigkeit� Dementsprechend ist es hier sinnvoll� die Neuronen im Neuronenraum

auf einem Kreis anzuordnen�

Analoge 
Uberlegungen sind f
ur alle betrachteten Zeitreihen anzustellen�

��� �Ubungen

Aufgabe �� Zeitreihenvorhersage mit FeedForwardNetzwerken

Untersuchen Sie mit dem SNNS �Stuttgarter Neuronaler Netzwerksimula�

tor� ���� die Leistungsf
ahigkeit von Feed�Forward�Netzwerken f
ur die Zeitrei�

henvorhersage sowohl in der Einschritt� als auch in der Mehrschrittprognose�

Aufgabenstellungen sind�

� Realisieren Sie mit geeigneten Feed�Forward�Netzen ein Progosesystem
sowohl f
ur Zeitreihen mit bekannten Bildungsgesetzen �sin�Funktion�

chaotische Zeitreihen� als auch f
ur Beobachtungsdaten �Sonnen�ecken�


okonomische Zeitreihen��

� Untersuchen Sie den Ein�u� der richtigen Wahl der Vorg
angerzeitpunkte
�s� o��� insbesondere zur Rauschreduktion und den

� Ein�u� der Architektur des Netzes auf Prognosegenauigkeit und Verall�
gemeinerungsf
ahigkeit des Netzwerkes�

� Varianten des Backpropagation�Algorithmus und Lerngeschwindigkeit�

� Stellen Sie die Ergebnisse geeignet dar� z� B� durch eine Lernkurve

und�oder den direkten Vergleich der Zeitreihen bzw� der entsprechenden

Phasenraumdarstellungen�

Aufgabe �� Vorhersage von Zeitreihen mit Kohonennetzwerken
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��� 
UBUNGEN

Alternativ �oder zus
atzlich� zu Aufgabe � �Vorhersage mit Feed�Forward�

Netzwerken� sollen sowohl f
ur eine k
unstliche �sin�Funktion� und eine nat
urliche

Zeitreihe �Sonnen�eckent
atigkeit� mit der dargestellten Methode die Zeitrei�

henvorhersage durchgef
uhrt werden� Dabei sind folgende Aufgabenstellungen

zu beachten�

� Untersuchung der Prognosegenauigkeit und Generalisierungsf
ahigkeit als
Funktion der Zahl der Neuronen und der Reichweite der Nachbarschafts�

funktion�

� Stellen Sie die Ergebnisse geeignet dar �Lernkurve� direkter Vergleich der
vorhergesagten mit der vorgegebenen Zeitreihe�� Diskutieren Sie die Er�

gebnisse� speziell im Vergleich mit Feed�Forward�Netzwerken und zum

unter ����� beschriebenen ad hoc Ansatz �z� B� f
ur die sin�Funktion�
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Partiell rekurrene Netze

In Vorbereitung�
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Kapitel �

Attraktornetzwerke

	�� Architektur und Dynamik des Netzwerkes

����� De�nition des Netzwerkes

Wir betrachten zun
achst Netzwerke mit einer deterministischen Update�Regel

�s�u���

Betr� vollst
andig verkoppeltes Netze aus N bipolaren Modellneuronen i �

�� � � � � N � d�h� Aktivit
atszustand des Neurons i mit �i � f�����g codiert� Ak�
tivit
atszustand des Netzwerkes zur Zeit t durch den

Zustandsvektor �� �t� � ��� �t� � ���� �N �t�� �����

gegeben� Beispiel�

Zustandsvektor des Netzwerkes� �� �t� � ���� �� �� �� � � � ���� �� �����

Die Aktivit
at �Output� des Neurons i ist durch

�i � sign �zi� �����

als Funktion des postsynaptischen Potentials �PSP� zi und damit der Inputs

von allen anderen Neuronen bestimmt� wobei das PSP sich aus der gewichteten

Summe der Outputs aller anderen Neuronen ergibt�

Postsynaptisches Potential �PSP� des Neurons i �

zi �
PN

j��wi�j�j � hi � �wi � �� � hi

�����

mit

wij � Synaptische Kopplungsst
arke zwischen Neuron i und j

�
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wobei i� a� wi�i � 	 �keine Selbstkoppelung�� Die Schwelle hi kann wie gehabt

durch Einf
uhrung einer Zusatzkomponente ��ktives Neuron� �� � � und wi�� �

�hi automatisch mitgef
uhrt werden�
Bei den betrachteten statischen Neuronen ist aber die Regel ��� wegen der

R
uckkopplungsschleifen nicht eindeutig� die outputs k
onnen sich erst nach einer

minimalen Verz
ogerungsszeit aus den Inputs bilden� Eine eindeutige Festlegung

ergibt sich durch Einf
uhrung eines

Zeittaktes t � 	� �� �� � � � �

Aktualisierung �Updaten� der neuronalen Aktivit
aten entweder f
ur alle Neu�

ronen gleichzeitig �parallel� synchron� oder in systematischer oder stochasti�

scher Abfolge �sequentiell� asynchron�� Durch das Aktualisieren kann sich der

Netzwerkzustand ver
andern� d� h� wir erhalten einen zeitlich ver
anderlichen

Netzwerkzustand �� �t�� der die Dynamik des Netzwerkes repr
asentiert�

Algorithmus f
ur asynchrones �Updaten��

�� t � 	 � Initialisierung� Lege Ausgangszustand �� �	� des Netzwerkes fest�

�� t � t� � �

W
ahle ein i � f�� �� � � � � Ng aus�
Bestimme das aktuelle �e�ektive� PSP zi � �wi � �� � hi

Aktualisiere den Zustand �i dieses Neurons gem
a�

�neui � sign �zi�

�� Abbruch$ Sonst GOTO �

����

Bemerkung� �neui ist der Zustand des Neurons zur neuen Zeit�

Die Dynamik kann auch im Sinne einer iterierten Abbildung geschrieben

werden

�i �� sign
�
�wi � �� � hi

�
oder

�i �� sign

�
�X

j ��i
wij � �j � hi

�
A �����

wobei beim asynchronen Updaten das Neuron i etwa zuf
allig ausgew
ahlt wird�

O�ensichtlich bildet diese iterierte Abbildung den Zustandsraum� d� h� die Men�

ge f�����gN auf sich selbst ab�
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����� Formale Eigenschaften

Darstellung der Dynamik im Kon�gurationsraum

Die Dynamik �� de�niert ein zeitdiskretes dynamisches System� Darstellung

des Zustandes �� �t� im Kon�gurations oder Zustandsraum� d� h� nach

����� als Eckpunkt des N �dimensionalen Hyperw
urfels� Eine �echte� d� h� �neui ��
�alti � Aktualisierung gem
a� �

� bedeutet 
Ubergang zu einem benachbarten

Eckpunkt �ein Bit ge�ippt�� Zeitverlauf �� �t� des Zustandes durch Trajektorie�

d� h� Abfolge von solchen Spr
ungen gegeben�

Die Energiefunktion� Symmetrische Kopplungen�

Die De�nition der Dynamik ���� gilt ganz allgemein f
ur beliebige Kopplungen�

Besonderheit bei symmetrischen Kopplungsst
arken

wi�j � wj
i

ist die Exisenz einer Energiefunktion H �t�� die durch die Dynamik ���� mini�

miert wird� Betr�

H �t� � H
h
��
i
� ��

�

X
i��j

�iwi�j�j �
NX
i��

�i hi� wobei �i � �i �t� �����

wobei
P

i��j auf den Ausschlu� der Selbstkopplungen hinweist� Unter der Dy�

namik ���� gilt
d

dt
H �t� � 	 �����

so da� H �t� monoton fallend �oder konstant� ist�

Beweis� Nehme an� Neuron k werde gerade aktualisiert� die 
Anderung des

Netzwerkzustandes infolge der Aktualisierung ist

��k � �neuk � �altk � sign �zk�� �altk � und ��i � 	 �i �� k

Wegen �neuk � sign �zk� ist ��k entweder 	 oder � sign �zk�� F
ur die 
Anderung

�H � H
h
��neu

i
�H

h
��alt

i
von H infolge der Aktualisierung gilt folglich �ver�

wende wi�j � wj�i�

�H � �
X
j

��kwk�j�j � ��khk � ���k zk � 	 �����

da entweder ��k � 	 oder ��k � � sign �zk��

Vorlesung Neuroinformatik ��
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Fixpunkte der Dynamik

Damit n
ahert sich der Zustand des Netzwerkes zumindest asymptotisch einem

festen Wert an� da ja die Energie nicht beliebig klein werden kann� Der ange�

strebte Zustand ��Fix ist Fixpunkt der Dynamik �Endpunkt der Trajektorie��

denn f
ur ihn gilt

�Fixi � sign
�
�wi � ��Fix � hi

�
bzw�

�Fixi � sign

�
�X

j

wij � �Fixj � hi

�
A

Lage und Zahl der Fixpunkte h
angen bei gegebenener Dynamik ���� entschei�

dend von den Kopplungen f�wig ab �s� u��� Welcher Fixpunkt angelaufen wird
bestimmt der Startpunkt �� �	�� Das macht diese Systeme zu Kandidaten f
ur As�

soziativspeicher� falls es gelingt� die Fixpunkte� die dann die Speicherzust
ande

sein sollten� durch geeignete Wahl der Kopplungsst
arken fwijg vorzugeben �s�
u���

����� Optimierung frustrierter Systeme als Netzwerkdynamik

Das Au"nden der Fixpunkte der Dynamik entspricht der Minimierung der

Energiefunktion� In diesem Sinne l
ost die Dynamik ein Optimierungsproblem�

Bei Abbildung eines Optimierungsproblems auf eine Energiefunktion mit sym�

metrischen Kopplungen und mit einem bin
aren L
osungsraum kann die obige

Dynamik die L
osung liefern� Bei zuf
allig verteilten wi�j mit unterschiedlichen

Vorzeichen ist das Problem des Au"ndens eines optimalen ��opt� das also die

Energiefunktion minimiert� ein NP�vollst
andiges Problem �nicht in polynomia�

ler Zeit l
osbar�� Grund� das System ist frustriert� Zur Diskussion betr� wir den

Fall gleichstarker Koplungen wi�j � w mit unterschiedlichen Vorzeichen� Be�

tr�zun
achst Kopplung zwischen zwei Neuronen� F
ur �verwende � f
ur positive

und � f
ur negative Kopplungen� Pfeilrichtung spielt keine Rolle�

� � � � oder � � � ����	�

ergibt sich ein positiver Beitrag jwj� f
ur

� � � � oder � � � ������

ein negativer Beitrag � jwj zur Energiefunktion ������ d� h� bei ������� ist die
Verbindung durch die gefundenen Kon�guration �befriedigt�� weil sie zu einer

�� R� Der � Universit�at Leipzig � Institut f�ur Informatik
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Energieverringerung f
uhrt� Bei negativer Kopplung ist die befriedigende Kon��

guration entsprechend

� � � � oder � � �

Bei drei Neuronen kann auch im Fall rein positiver Kopplungen eine befrie�

digende L
osung gefunden werden� bei gleichsinniger Aktivit
at aller Neuronen

ergibt sich die maximale Energieminimierung �� jwj� ebenso wie bei

� �� �
� �

�

Sonst ist� z� B� bei rein negativen Kopplungen� nur eine von mehreren gleich�

berechtigten Kompromi�l
osungen als suboptimale Variante realisierbar� z� B�

� � �
� �

�
� oder

� � �
� �

�

mit Beitrag � jwj zur Energiefunktion� Hier bleibt immer eine Verbindung
� � � � � unbefriedigt oder �frustriert��

Bei gr
o�erer Neuronenzahl und zuf
allig verteilten Vorzeichen der Kopplun�

gen steigt der Frustrationsgrad �Zahl der frustrierten Kopplungen� schnell an�

so da� die optimale Kon�guration immer nur eine von vielen etwa gleichberech�

tigten Kompromi�l
osungen ist� Die Zahl dieser Kompromi�l
osungen steigt mit

N wie exp �cN�� wobei c eine problemspezi�sche Konstante ist� an� und damit

ist die systematische Suche nach dem optimalen �� nicht in polynomialer Zeit

durchf
uhrbar� NP�vollst
andiges Problem�

Abbildung von Optimierungsproblemen auf symmetrische Attraktor

netzwerke

Ein Zweiklassenproblem Betr� eine Menge von Personen i � �� �� � � � � N �

die in zwei Klassen eingeteilt werden sollen� Beziehungen zwischen den Perso�

nen �Sympathie� Antipathie� durch Wechselwirkungsterme wi�j bewertet� Ziel�

Einteilung der Personen in zwei Klassen mit m
oglichst geringer Frustration�

d� h� Personen mit positiver �negativer� Wechselwirkung sind m
oglichst in die

gleiche �unterschiedliche� Klasse�n� einzuordnen� Klassenlabel �i� �i � � ����
�Es gilt c � log �
 da die Gesamtzahl der Zust�ande gleich �N � exp �N log �� ist�

Vorlesung Neuroinformatik ��
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hei�t Person i �Klasse � ���� Wenn ��iwi�j�j den Beitrag der Personen i� j zur

Gesamtspannung in dem System mi�t� so ist die zu minimierende objektive

Funktion des Optimierungsproblems

H
h
��
i
� ��

�

X
i��j

�iwi�j�j

in 
Ubereinstimmung mit ������ Die Dynamik ���� minimiert damit diese Funk�

tion� zumindest wird ein lokales Minimum erreicht� s�u�

Das Graphenpartitionierungsproblem

Der reisende Handelsmann �travelling salesman�

	�� Das Hop�eldnetzwerk

Wegen der Existenz von Fixpunkten mit endlichen Einzugsgebieten k
onnen

Attraktornetzwerke allgemein als Assoziativspeicher verwendet werden� aller�

dings m
ussen dazu die Kopplungen entsprechend eingestellt werden� so da� die

Fixpunkte mit den zu speichernden Mustern 
ubereinstimmen� Das gelingt mit

folgendem Verfahren

����� Die Hebbsche Lernregel

Eine Einstellung der Kopplungen� so da� die Fixpunkte vorgegebenen Mustern

���� � � �� �� � � � � P ������

entsprechen� gelingt zumindest n
aherungsweise mit dem Ansatz

wi�j �
�

N

PX
���

��i �
�
j ������

�Hebb� bzw� Hop�eld�Matrix��Die Vorschrift kann als Resultat der Anwendung

folgender Lernregel betrachtet werden�

�� Initialisierung wi�j � 	� �i� j �Tabula rasa�

�� For � � � to P do

�	 R� Der � Universit�at Leipzig � Institut f�ur Informatik
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For i � � to N do

For j � � to N do

wi�j � wi�j �
�
N �

�
i �

�
j

Diese entspricht dem Hebbschen Paradigma des Lernens� wonach synapti�

sche Verbindungen zwischen Neuronen im gleichen �ungleichen� Aktivit
atszu�

stand verst
arkt �geschw
acht� werden�

Ein vollst
andig verkoppeltes neuronales Netz mit der Dynamik ���� und

den synaptischen Kopplungen ������ bildet das eigentliche Hop�eldmodell�

����� Eigenschaften des Hop�eldmodells

Vorbemerkung � Eigenschaften hochdimensionaler bin�arer Zufalls

vektoren

Seien ��� ��� �i� �i � f�����g zwei Zufallsvektoren� d� h� �i� �i seien unabh
angi�
ge� gleichverteilte Zufallszahlen mit Mittelwert Null�

h�ii � 	� h�ii � 	� h�i�ji � �i�j � h�i�ji � 	 �i� j

und Streuung

� �
q�

��i
�
� �

Das Skalarprodukt �
��� ��

�
�
�

N

NX
i��

�i�i �
�

N
�� � ��

ist gleich � f
ur �� � �� �da dann �i�i � �� bzw� f
ur �� �� �� gleich einer Zufallszahl

� mit h�i �
D�

��� ��
�E

� 	 und

p
h��i � �p

N
������

da � �
�
��� ��
�
� �

N

PN
i�� �i� mit �i �random� f�����g� F
ur N �� gen
ugt

*� �
p
N� einer Gau�verteilung �zentraler Grenzwertsatz� mit Streuung �� vgl�

����

p
�
*�
�
�

�p
��

e�
	��

� �����

Mit ������ folgt� da� zwei im obigen Sinne unabh
angige bin
are Zufallsvektoren

f
ur N � � immer orthogonal zueinander sind� F
ur endliche N gilt der Satz

bis auf Abweichungen der Ordnung �p
N�

��� ��
�
� O

�
��
p
N
�

������
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Wichtige Kenngr�o�en des Netzwerkes

� Die �Uberlappung �Skalarprodukt� eines gegebenen Netzwerkzustandes
�� mit einem Muster ���

m
�� �t� �
�
�� �t� � ���

�
������

mi�t die 
Ubereinstimmung des Netzwerkzustandes mit dem Muster� Zu�

sammenhang mit Hammingdistanz�

D
h
�� �t� � ���

i
�

N

�

�
� �m
�� �t�

�
������

mi�t die Zahl der Bits in denen �� �t� und ��
�� 
ubereinstimmen� Damit

ist
�
� �m
�� �t�

�
�� die relative Zahl der 
ubereinstimmenden Bits� Die

gespeicherten Zust
ande �Speicherinhalte� entsprechen Fixpunkten ��Fix �

limt�� � �t�� ihre 
Uberlappung mit den Mustern sei�
��Fix� ���

�
� m
�� � lim

t��m
�� �t�

�Achtung� Nicht alle Fixpunkte sind Speicherinhalte� s� u���

� Das System be�ndet sich in einem idealen Speicherzustand �retrieval

state� zum Muster ��� falls

��Fix � ��� ������

und damit

m
�� � ����F

Ideale Speicherung hei�t also da� die 
Uberlappung eines Speicherinhaltes

mit genau einem der Muster gleich eins und mit allen anderen Mustern

gleich Null ist� Dies wird bei hoher Beladung des Netzes nicht erreicht�

m
�� de�niert deshalb die sog�

� Wiedergabequalit�at �retrieval quality�� Ist das System in einem retriev�

fal statezum Muster �� so gilt im allgemeinen� d� h� f
ur m� � �

��Retr
 � ��� � �cross talk� � Muster � �cross talk� ����	�

m� de�niert dann die Wiedergabequalit�at und D� � �� �m�� �� ist

die relative Zahl der Bits� in denen die Speicherinhalte und die zu spei�

chernden Muster 
ubereinstimmen� �s� o�� Wie wir sehen werden ist die

Zahl der speicherbaren Muster proportional zur Neuronenzahl N wir de�

�nieren deshalb den

�� R� Der � Universit�at Leipzig � Institut f�ur Informatik
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� Load parameter �

� �
P

N
������

der die Zahl der im Netzwerk gespeicherten Muster angibt�

Speicherung eines einzigen Musters �Mattismodell�

Vorbemerkung� Rechnen mit der sign�Funktion

Es gilt �mit j�ij � ��

sign �ax� � sign �a� sign �x� � sign �a�i� � �isign �a�

sign �x� a� � sign �x� falls jxj � jaj
������

De�nition des Mattismodells� Das Mattismodell entspricht der Speicherung

nur eines einzelnen Musters ���� d�h�

wi�j �
�

N
��i �

�
j � wii � 	

Eigenschaften� Das Muster ��� ist ein Fixpunkt der Dynamik� da

zi �
X
j ��i

wij�
�
j � ��i

�
���� ���

�
� �

N
��i �

	
�� �

N



��i ������

�der �
N Term folgt aus der wegen i �� j beschr
ankten Summation�� Sei hier und

im folgenden immer ��m�
��  jhij� �

N

dann folgt mit ����

��i � sign

	
��i

�
���� ���

�
� �

N
��i � hi



� sign

�
��i
�

������

Eine analoge 
Uberlegung gilt f
ur das Inverse ���� des Musters� Am Fixpunkt

ist folglich

��Fix � m
������ m
�� �  �
wobei m
�� � � bei Speicherung des Musters und m
�� � �� f
ur sein Inverses
gilt�

Dynamik� Bei Start von einem beliebigen Anfangszustand �� �	� ist man bei

parallelem Updaten in einem Schritt am Fixpunkt �Muster oder sein Inverses��

denn
�i ��� � sign

�
��i

�
���� �� �	�

�
� hi

�

� sign
�
m
�� �	� ��i

�
� ��i sign

�
m
�� �	�

�
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�falls nur
��m� �	�

��  jhij� �
N �� F
ur den Fall des asynchronen Updatens beachten

wir� da� f
ur das PSP

zi �t� � ��im

�� �t�� �

N
�i �t� � ��im


�� �t�� �

N
�i �t�

gilt und damit

�i �t� �� � ��i sign
�
m
�� �t�

�
�����

Eine 
Anderung von �i und damit von m
�� �ndet nur statt falls �vergl� Kap�

������ 	 �� ��i � �neui � �alti � ��neui � �sign
�
m
��

�
� Die dabei statt�ndende


Anderung �m
�� � m
�� �t� ���m
�� �t� ist �mit m
�� �t�  �
N �

�m
�� �
�

N
f�i �t� ��� �i �t�g ��i �

�

N
sign

�
m
�� �t�

�
������

so da� also bei jeder Zustands
anderung eines Neurons die 
Uberlappung mit

dem Muster �oder seinem Inversen� immer weiter vergr
o�ert wird oder kon�

stant bleibt � jedes fehlerhafte Bit wird durchh einmaliges Updaten korrigiert�

F
ur
��m
��

�� � � kommt der Vorgang zum Stehen� da dann keine Zustands
ande�

rung mehr erfolgt �Fixpunkt erreicht�� Das ist genau dann der Fall� wenn jedes

Neuron mindestens einmal aktualisiert wurde�

Damit ist dieses Netzwerk ein Assoziativspeicher� der bei Anlegen eines be�

liebigen Anfangszustand �� �	� das Muster ��� �oder ����� als Speicherinhalt aus�
gibt� Der Kon�gurationsraum zerf
allt in zwei Teilr
aume� die die Einzugsgebiete

der beiden Speicherzust
ande sind�

Ein analoges Ergebnis folgt f
ur mehrere Muster� falls diese ein Orthogo

nalsystem bilden� Das ist im allgemeinen nicht der Fall und die Speicherungs�

eigenschaften h
angen im allgemeinen stark von der Struktur des Mustersatzes

ab� Analytische Ergebnisse allgemeinerer Natur k
onnen f
ur den Fall zuf�allig

gew�ahlter Muster gewonnen werden�

SignalRauschanalyse f�ur den Fall vieler Muster

F
ur Zufallsmuster k
onnen die Ergebnisse des Mattismodelles verwendet werden�

indem das gesamte PSP in einen Signal� und einen Rauschterm zerlegt wird�

der Signalterm entspricht dem Beitrag des einzelnen Musters im Mattismodell�

Betr� Netzwerkzustand ��� dieser sei hinreichend nahe an einem der Muster� o�B�

d� A� Muster ��
��� ���

�
� m
�� � ��

�
��� ���

�
� m
�� � O

�
��
p
N
�
� f
ur � �� �
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entsprechend Zerlegung des PSP

zi � �wi��� �
X

j�
j ��i�
wi�j�j �

�

N

X
j�
j ��i�

PX
���

��i �
�
j �j � ��im


���

PX
���

��im

v� � Signal��cross talk�

������

Die m
�� und damit die ��im

v� sind �Gau�verteilte� Zufallszahlen mit Streuung

��
p
N � Um einen Eindruck von der St
arke des cross�talk Termes zu bekommen�

setzen wir �� � ��� und schreiben

zi � ��i � �

F
ur den cross�talk Term � �ndet man elementar�
��
�
�

P

N
� �

falls alle Muster unkorreliert sind �wie bisher immer angenommen�� Damit mu�

die Speicherung zusammenbrechen� wenn � in die Gr
o�enordnung von � kommt�

F
ur N �� n
ahert sich � einer Gau�verteilung mit Breite �

p ��� �

r
N

��P
e�

N
�P

��

Damit ist die Wahrscheinlichkeit PFehler� da� f
ur ein Neuron das Rauschen

gr
o�er als das Signal ist �was zu einer fehlerhaften Speicherung dieses Bits

f
uhrt�

PFehler �

r
N

��P

Z �

�
d� e�

N
�P

�� �
r

P

��N
e�

N
�P

Die mittlere Anzahl der fehlerhaft geseicherten Bits ist PFehlerN � Damit ist

eine korrekte Speicherung des Musters mit einer Wahrscheinlichkeit nahe � nur

dann m
oglich� wenn �in der Grenze gro�er N�

P � N� lnN

so da� f
ur gro�e N der kritische Wert von � mit N wie

�c ! �

lnN
������

geht�

Der Rauschterm entspricht dem Ein�uss der restlichen Muster � �� � auf

die Speicherung des betrachteten Musters �� re�ektiert also eine mangelnde

Trennsch
arfe vergleichbar dem E�ekt des 
Ubersprechens zwischen verschiede�

nen Nachrichtenkan
alen� Wenn der Rauschterm in die gleiche Gr
o�enordnung

kommt wie der Signalterm� d� h�

P ! N� d�h� � � 	 f
ur N ��
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�so da� � �endlich f
ur N � �� werden die Muster nicht mehr exakt gespei�
chert� d� h� eine bestimmte Zahl von Bits in dem gespeicherten Muster �retrieval

state� ist gegen
uber dem Muster �ge�ippt�� falls 
uberhaupt eine Speicherung

m
oglich ist�

F
ur P endlich und N �� � d�h�

� � 	 f
ur N ��

folgt allerdings� da� f
ur 	 ��
��m�

�� � � der Signalterm beliebig stark 
uber�

wiegt� so da� die gleichen Verh
altnisse wie bei nur einem gespeicherten Muster

vorliegen� d� h� jedes Muster entspricht exakt einem Fixpunkt der Dy

namik� und jeder dieser Fixpunkte hat ein endliches Einzugsgebiet� Beachte�

da� daneben noch weitere Zust
ande� z� B� Mischzust�ande �
Uberlagerung der

Muster� als Fixpunkte auftreten k
onnen� z� B�

�mix
i � sign

�
a��

�
i � a��

�
i � a��

�
i

�
mit geeignet gew
ahlten Koe"zienten ai�

F
ur eine endliche Speicherkapazit
at �

P

N
� �

d� h� P ! N � so da� � � 	 f
ur N � � sind die �konspirativen� Korrela�

tionen im Rauschterm nicht mehr vernachl
assigbar� ihr Verhalten verleiht dem

Hop�eldnetzwerk folgende Eigenschaften�

� Eine genauere Analyse zeigt� da� mit steigendem � der Rauschterm von

der gleichen Ordnung wie der Signalterm wird� f
ur

� � �c � 	���� ������

erfolgt ein pl
otzliches Zusammenbrechen der Speicherung� d�h� wenn f
ur

unterkritisches � noch eine befriedigende Speicherleistung erreicht wird

�jm�j � � f
ur das gespeicherte Muster ��� ist die Zahl der speicherbaren
Muster unmittelbar oberhalb von �c gleich Null� �m� � 	 ���� Das
ist ein Phasen
ubergang erster Ordnung ��Konfusions
ubergang��� Die ge�

nauen Verh
altnisse ergeben sich aus der Diskussion der 
Uberlappung als

Funktion der Kapazit
at �� s� Abbildung� �Der Wert f
ur das kritische � gilt

f
ur N �� und ist das Ergebnis einer Replica�Rechnung ohne Brechung

der Replica�Symmetrie� Mit Symmetriebrechung� also als realistischerer

Wert folgt �c � 	� �����
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� Diese zeigt auch� da� die Fixpunkte nur n
aherungsweise mit den Mustern

ubereinstimmen� d� h� die Speicherung ist nur n
aherungsweise korrekt� f
ur

� � �c werden nur noch ca� ��! der Bits richtig gespeichert �ist f
ur die

meisten Zwecke� z� B� Bildspeicherung� ohne Bedeutung��

� Neben den Mustern �bzw� ihren Inversen� und ihren Mischungen treten
noch sog� Geisterzust
ande �spurious states� als Fixpunkte auf� Insgesamt

ist die Zahl der Fixpunkte �Minima der Energiefunktion� von der Ordnung

exp �cN� mit c � 	� ��
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����� Stochastische Netzwerke � das Hop�eld Modell bei end�

lichen Temperaturen

Wegen der vielen Nebenminima ist es zum Au"nden der Speicherinhalte

g
unstig� eine �simulated annealing� Strategie zur Verf
ugung zu haben� Das

gelingt 
uber die Einf
uhrung einer stochastischen Update�Regel� d� h� die Vor�

schrift bei der Aktualisierung des Neurons i� den neuen Zustand des Neurons

nach dem Vorzeichen des PSP auszurichten� �i �t� �� � sign �zi �t��� �Anpas�

sungsregel�� wird nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit befolgt� mit der

komplement
aren Wahrscheinlichkeit wird das Gegenteil dieser Vorschrift aus�

gef
uhrt�

Einen geeigneten Ansatz f
ur diese Wahrscheinlichkeit �ndet man auf folgen�

de Weise� Die deterministische Update�Regel kann man auch so interpretieren�

da� die Wahrscheinlichkeit P ��i � ��� � 	 �zi� ist� d� h� die Wahrscheinlich�

keit� nach dem Updaten das Neuron im Zustand �i � � zu �nden� ist gleich �

falls zi  	 und gleich Null sonst� Analog ist P ��i � ��� � 	 ��zi�� Das sto�
chastische Neuron ist durch eine aufgeweichte Sprungfunktion charakerisiert�

allgemein 
ublich ist� die Sprungfunktion 	 �z� durch die Fermifunktion f� �z�

mit

f� �z� �
�

� � e���z
����	�

zu ersetzen� d�h� die stochastische Update�Regel lautet

P ��neui � �� � �
��e��� zi

�

P ��neui � ��� � �
��e�� zi

������

mit � � ��T und T einer �ktiven Temperatur �die nat
urlich nichts mit der

biologischen Temperatur des Nervengewebes zu tun hat�� Dies entspricht der

Glauberdynamik eines Spinsystems� Mit

f� ��z� � �� f� �z�

gilt auch

P ��neui �  �� � �

� � e�
	��� zi
������

Die Wahrscheinlichkeit f
ur die 
Ubereinstimmung des neuen Zustandes mit

dem Vorzeichen des PSP �Anpassung� kann andererseits in Termen der Ener�
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gie
anderung �H� vgl� ��� ausgedr
uckt werden �beachte �H � 	��

P �Anpassg� �
�

� � e��H
������

und

P �Anti�Anpssg�� � �� P �Anpassg� �
�

� � e���H
������

Das Verh
altnis der Wahrscheinlichkeiten ist dementsprechend durch einen

Boltzmannfaktor gegeben

P �Anpassg�

P �Anti�Anpssg��
� e���H �����

Wichtigste Folge dieser Regel� Die Dynamik konvergiert nicht� da bei T �� 	
die Wahrscheinlichkeit f
ur Zustands
anderungen nie Null ist� Allerdings werden

bei nicht zu hoher Temperatur die Trajektorien vornehmlich in der N
ahe der

Fixpunkte der T � 	 Dynamik bleiben� wenn Sie diese einmal angelaufen haben�

Die Speicherinhalte sind auf diese Weise bei endlicher Temperatur nicht

mehr eindeutig indenti�zierbar� Aussagen etwa 
uber die Wiedergabegenauigkeit

�retrieval quality� nur im statistischen Mittel sinnvoll� De�niere Mittelwerte


uber den Netzwerkzustand als zeitlichen Mittelwert�

D
�� �t�

Eth
�
�

t�

t
X
t���

��
�
t� t�

�
� t �� t�� t� �� � ������

Alle obigen Formeln bleiben erhalten� wenn Zustand �� �t� generell durchD
�� �t�

Eth
ersetzt wird� speziell ist die Wiedergabegenauigkeit �retrieval quality�

durch die 
Uberlappung mit dem gemittelten Zustandsvektor des Netzwerkes

gegeben

m
�� �t� �
�

N

NX
i��

��i h�i �t�ith ������

wobei die 
Uberlappung auch bei ansonsten idealer Speicherung mit steigender

Temperatur betragsm
a�ig abnehmen wird� Ebenso

hziith � �wi �
D
��
Eth

�
X

j�
j ��i�
wi�j h�jith � �

N

X
j�
j ��i�

PX
���

��i �
�
j h�jith

� ��im

�� �

PX
���

��im

v� � Signal��cross talk� ������

mit

m
�� �
�

N
��� �

D
�� �t�

Eth
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F
ur die Existenz eines retrieval states �RS� mu� schon bei T � 	 immer Signal

++ �cross talk� gelten� gleichzeitig aber auch 	 �� m
�� � �� F
ur den retrieval

state zum Muster ��� macht es folglich Sinn zu schreiben

�
�retri

�th
� m���i � �cross talk� ������

Im folgenden sollen nun Formeln f
ur die Existenz des RS abgeleitet werden�

Die Methode des mittleren Feldes

Speicherzustand f�ur den Fall P �� N �

Wir betrachten zun
achst den Fall � � 	 f
ur N � �� d�h� eine endliche
Anzahl P von Mustern� so da� der �cross talk� vernachl
assigt werden kann�

Aus ���� folgt� da� � bis auf das Vorzeichen � das PSP f
ur alle Neuronen im

thermischen Mittel gleich gro� ist� Wir machen deshalb den Ansatz

hzii � m��i ����	�

Mit ���� liefert die Kombination beider Gleichungen m� wenn
�
�retri

�
als

Funktion von hzii bekannt� Ansatz des mittleren Feldes�

hzii � zi ������

�das entspricht der Annahme des Verschwindens der Fluktationen f
ur N ����
Bestimmung von h�ii mittels 

�

h�ii �
P

i�	� �iP ��i� � P ��i � ���� P ��i � ��� �

�
��e���zi

� �
��e���zi

� e�zi�e��zi
e�zi�e��zi

� tanh ��zi�

Mit tanh �x� � � tanh ��x� und m � h��i �ii folgt

m � tanh ��m� ������

Die �gra�sche� L
osung dieser transzendenten Gleichung f
urm zeigt die Existenz

einer kritischen Temperatur Tc oberhalb derer die 
Uberlappung m � 	 �keine

Speicherung� und unterhalb derer m �� 	 �Speicherung�� Bei Erh
ohung der

Temperatur gibt es also einen Phasen
ubergang an Tc �Zusammenbruch des

Speicherverhaltens�� Tc entspricht der Curietemperatur des Magnetismus�

Der Speicherzustand f�ur den Fall endlicher Beladung �� � 	 f
ur

N ����
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Im Ansatz ���� D
�� �t�

E
� m
�� ��� � �cross talk� ������

weist der �cross talk��Term auf die auch bei T � 	 noch fehlerhaft gespeicherten

Bits hin� Die Stabilit
at der Speicherung eines jeden Bits h
angt nun sowohl von

der St
arke des cross talk ab als auch von der St
arke der 
Uberlappung m
��� die

ihrerseits durch die thermischen Fluktuationen reduziert wird� Beide E�ekte

bedingen im Wechselspiel die Speicherleistung des Netzwerkes�

Die genaue Bestimmung des Verhaltens bei endlicher Temperatur ist sehr

schwierig und Gegenstand zahlreicher Untersuchungen� Verhalten inzwischen�

zumindest in der replicasymmetrischen N
aherung �s�u��� fast restlos aufgekl
art�

insbesondere ex� ein detailliertes Phasendiagramm� d� h� Darstellung der Eigen�

schaften des Netzes in der �� T � Ebene� in der scharfe Grenzen die Existenzge�

biete der einzelnen Phasen� die das System annehmen kann� markieren� Unter�

schieden wird speziell die Spinglasphase� in der eine exponentiell grosse Zahl von

station
aren Zust
anden existieren� die aber keine 
Uberlappung mit den Mustern

mehr haben� von der retrieval Phase� bei der die Speicherinhalte station
aren

Zust
anden entsprechen� Hier funktioniert das Netz als Assoziativspeicher auch

bei h
oheren Temperaturen�

Zusammenhang mit Isingmodell des Ferromagnetismus�

Wir f
uhren eine Umeichung des Netzwerkzustandes �� �t� bez
uglich eines der

Muster� o� B� d� A� Muster � durch� d� h� de�nieren neue Zustandsvariable

)�i �t� � ��i �i �t� �i � �� �� � � � � N

analog )zi � zi �
�
i � Interpretation�

)�i ist gleich �� wenn �i � ��i d� h� gleiche

Ausrichtung� Unter Vernachl
assigung der 
Ubersprechterme wird die Energie�

funktion

H
h
��
i
� H

�
)�
�
� � �

N

X
i�j

)�i)�j ������

Interpretieren wir )�i als Spins des Teilchens i� so ist ���� das Modell eines

Ferromagneten mit konstanter Kopplung zwischen den Spins�

Mit ���� gilt

h)zii � m
�� �Rauschen �����

In der neuen Eichung ist also bis auf das Rauschen das mittlere PSP f
ur alle

Neuronen gleich und entspricht dem mittleren Feld im Ferromagneten& Unter

Vorlesung Neuroinformatik �	�
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Vernachl
assigung des Rauschens gilt also auch

h)zii � �

N

NX
i���

h)zi�i � �

N

�
NX
i���

)zi�

�
�
�

N

NX
i���

)zi� �O

	
�p
N




oder

h)zii � )zi

in 
Ubereinstimmung mit ����� Im thermodynamischen Limes �N � �� kann
also das thermische Mittel durch ein Mittel 
uber die Pl
atze ersetzt werden �Vor�

aussetzung� Die thermischen Fluktuationen des Platzmittels sind vernachl
assig�

bar � keine �konspirativen� Korrelationen��
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	�� Informationstheorie und Statistische Mechanik

Eine detaillierte Analyse der Eigenschaften von Attraktornetzwerken mit sym�

metrischen Kopplungen �wie das Hop�eldmodell� gelingt mit Methoden der

statistischen Mechanik� die im folgenden kurz dargestellt werden sollen� Wir

setzen dabei keine Kenntnisse der Statistischen Mechanik voraus sondern leiten

die gew
unschten Ausdr
ucke aus der Informationstheorie ab�

����� Informationstheorie

Betrachte ein Alphabet A aus NA Zeichen ��

Beispiel� Jeder Zustandsvektor �� � ��� ����� ���� �� ������� ���� eines NNs aus
N Neuronen kann als ein Zeichen � � A interpretiert werden� � � f��� �gN �
Das Alphabet besteht dann aus �N Zeichen� d�h� NA � �

N �

Betrachte Nachrichtenquelle� die Zeichenketten ��� ��� ��� aus Buchstaben

des Alphabets ��i � A� generiert�
Beispiel� Neuronales Netz mit der Update�Regel �� generiert die Zeichen�

kette �� �	� � �� ��� � �� ��� � ����


Uber die Zeichenfolge seien nur die Wahrscheinlichkeiten �relative H
au�g�

keit� P� f
ur das Auftreten jedes Zeichens � � A bekannt� Frage� Wie viele Bits
sind im Mittel mindestens zur 
Ubertragung dieser Zeichenkette erforderlich�

Um die Mindestzahl von Bits zu bestimmen 
uberlege man sich eine geeignete

Verschl
usselung der Kette �Datenkompression�� z� B�


Ubertrage nur den Abstand bis zum Wiederauftreten des Zeichens� Beispiel�

sei A � fa� b� cg� Die Zeichenkette �a� b� b� b� a� c� a� a� a� c� ���� wird verschl
usselt
als Tabelle

a 	 � � 	 ���

b � 	 	 ���

c  � ���


ubertragen �der Abstand ist die Zahl der dazwischenliegenden Zeichen�� Mit

dieser Information kann die Zeichenkette eindeutig rekonstruiert werden�

Der mittlere Abstand zwischen zwei gleichen Zeichen � ist

d� �
�

P�
������

Vorlesung Neuroinformatik �	�
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da P� die relative H
au�gkeit �N��NKette� des Zeichens � ist� Der Abstand in

Bits ist

d�Bits�� � log�
�

P�
� � log� P� ������

Die im Mittel n
otige Anzahl von Bits pro Zeichen ist demzufolge�

I � �
X
�

P� log� P� ������

Das ist die Shannonsche Formel f
ur die Information einer Nachrichtenquelle�

Beispiele� Treten alle Zeichen gleich h
au�g auf� d� h� P� � ��NA so ist

I � log�NA

d� h� die Information ist gleich der Anzahl der Zeichen des Alphabetes gemessen

in Bits� Beispiele�

� Ist speziell A � f��� �gN � so ist in diesem Fall gleichwahrscheinlicher

Zeichen I � N � Das ist klar� denn f
ur zuf
allig gew
ahlte Bitketten der

L
ange N gibt es keine Datenkompression die die 
Ubertragung mit weniger

denn N Bits erm
oglichen w
urde�

� Treten nur K von den NA Zeichen des Alphabetes 
uberhaupt auf� so gilt

bei Gleichwahrscheinlichkeit dieser Zeichen

I � log�K ������

����� Statistische Mechanik

Die BoltzmannGibbssche Verteilung

Wir deuten die Mikrozust
ande eines physikalischen Systems als die Zeichen

des Alphabets A� F
ur unser NN sind das die Zustandsvektoren �� � f��� �gN �
Angenommen wir h
atten praktisch keine Information 
uber die realisierten Mi�

krozust
ande im System ua�er der Tatsache� da� etwa gewisse makroskopische

Gr
o�en einen vorgegebenen Wert annehmen sollen� Im Zustand des thermischen

Gleichgewichtes ist das speziell die mittlere Energie des Systems

hHith �
X
�

H�P� ���	�

�Wir betrachten sehr lange Zeichenketten
 so da� die nur einmal zu �ubermittelnde Infor�

mation �uber die Zeilennummer der Tabelle nicht ins Gewicht f�allt�
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F
ur das NN ist � � ��� so da� H� � H
h
��
i
und

P
� der Summation 
uber alle

��

entspricht� d� h�

X
�

g� �
X

��f����g
���

X
N�f����g

g ���� ����N �

Gesucht ist die willk
urfreie �d�h� ohne willk
urliche Information einzuf
uhren�

Verteilung P� der Mikrozust
ande des Systems� die diesen Mittelwert via 



liefert� L
osung� Variation der Information ���� unter Ber
ucksichtigung der Ne�

benbedingung 

� Die Methode der Lagrangeschen Parameter liefert �wie in der

SM 
ublich messen wir die Information nicht in Bits� d� h� log� � log��

	 �




P�

�
�
X
�

P� logP� � �
X
�

H�P�

�
�� �����

so da�

	 � � logP� � � � �H� �����

mit L
osung

P� ! e��H�

Unter Ber
ucksichtigung der Normierung der Wahrscheinlichkeitsverteilung folgt

P� �
�

Z
e��H� �����

mit der sog� Zustandssumme Z als Normierungsfaktor

Z �
X
�

P� �����

Die Verteilung ��� ist die Boltzmann�Gibbssche Verteilung der klassischen Sta�

tistischen Mechanik� Wir w
ahlen die Einheiten so� da� die Boltzmannkonstante

gleich � ist� dann ist

� �
�

T
����

mit T der Temperatur des Systems �im W
armebad��

Freie Energie und Entropie

Die Information ���� in �nat
urlichen� Einheiten gemessen hei�t in der SM

EntropieS

S � �
X
�

P� logP� �����
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Analog zu ���� kann man folgern� da�

M � eS �����

die mittlere Zahl von Zust
anden ist� die im thermischen Gleichgewicht mit etwa

gleicher Wahrscheinlichkeit realisiert werden� Entsprechend ist eS bzw� S selbst

ein Ma� f
ur die Information die man braucht� um einen speziellen der unter dem

makroskopischen constraint hHith � E m
oglichen Mikrozust
ande festzulegen�

Die freie Energie F ist de�niert als

F � hHith � TS �����

so da�

F � �T logZ �����

Damit kann die freie Energie als das erzeugende Funktional f
ur die Bestimmung

fast aller physikalischen Gr
o�en des Systems verwendet werden� So folgt z� B�

f
ur die Korrelationsfunktion

h�i�jith � � 
F


wij
����	�

F
uhrt man zum Hamiltonian H des Systems geeignete Hilfsfelder hinzu und

bestimmt die F � so ergeben sich die gesuchten Gr
o�en durch Ableitung nach

den Feldern� Beispiel�

H � ��
�

X
ij

�iwij�j � ��
�

X
ij

�iwij�j �
X
i

bi�i ������

dann ist

Zb �
X

��f����g
���

X
N�f����g

exp

�
��

�

X
ij

�iwij�j � �
X
i

bi�i

�
A ������

������

� Tr exp

�
��

�

X
ij

�iwij�j � �
X
i

bi�i

�
A ������

�Tr bedeutet die Summation 
uber alle Aktivit
atsvariablen �i�� Mit ��� folgt

h�iith �
�

Zb

X
��f����g

���
X

N�f����g
�i exp

�
��

�

X
ij

�iwij�j

�
A �����

������

� � 
Fb

bi

����
h��

������

wobei Fb � �T logZb
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Phasen�uberg�ange und Brechung der Ergodizit�at

Wir haben oben die zeitlichen Mittel h���ith gleich dem Mittel 
uber die Gesamt�

heit gesetzt� Das ist dann richtig� wenn f
ur alle Zust
ande �� � f�����gN die

Wahrscheinlichkeiten der Zust
ande gem
a� der BG�Verteilung mit der relativen

H
a�gkeit des Auftretens dieses Zustandes im Laufe der Zeit 
ubereinstimmt��

Da P� � P
h
��
i
� 	 hei�t das� da� das System jeden dieser Zust
ande mit der

relativen H
au�gkeit P
h
��
i
auch wirklich anl
auft� Damit wandert der Systemzu�

stand �� �t� im Laufe der Zeit durch den gesamten Zustandsraum� Ein solches

System hei�t ergodisch�

Das kann aber eigentlich nicht richtig sein� Wegen H
h
��
i
� H

h
���
i
gilt

n
amlich ganz allgemein f
ur die Boltzmann�Gibbs�Verteilung des Netzwerkes

P
h
��
i
� P

h
���
i

������

F
ur das Mattismodell ist z� B�

H � ��
�

X
i�j

�iwij�j � ��N
�

�
m�
��

������

und m� � �m� falls �� � � ��� Damit folgt f
ur den Mittelwert

h�iith �
X

��f����g
���

X
N�f����g

�i exp

�
��

�

X
ij

�iwij�j

�
A �Z ����	�

da�

h�iith � 	 ������

f
ur alle Zust
ande ��� Das steht in eklatantem Widerspruch zu ����� d� h� �bei

kleinem cross talk�geringe Zahl von Mustern�

h�iith � ��im
� ������

mit
��m�

�� � 	 falls sich das Netzwerk in einem retrieval state be�ndet�

Der Widerspruch l
ost sich auf� wenn wir ber
ucksichtigen� da� ���� unter der

Bedingung gewonnen wurde� da� einerseits die Zeitmittelung mit Zeitfester t�

�Wir nehmen an
 da� das System sich in einem station�aren Zustand bendet
 d� h� da�

hinreichend viel Zeit seit dem Initialisieren des Systems vergangen ist
 so da� das zeitliche

Mittel selbst nicht mehr zeitabh�angig ist� Falls die Temperatur nicht zu gro� ist �uktuiert der

Systemzustand �� �t� dann um einen Fixpunkt der T � � Dynamik�
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KAPITEL �� ATTRAKTORNETZWERKE

zwar lang genug zu w
ahlen ist� um die thermischen Fluktuationen sicher aus�

zumitteln�� t� �� tF � da� aber andererseits t� �� tE sein soll� wobei tE die

mittlere Zeit des 
Uberganges �unter dem Ein�u� der �thermischen� St
orungen�

von einem Einzugsgebiet in ein anderes ist� Die Wahrscheinlichkeit P
h
��
i
f
ur die

Realisierung eines bestimmten Zustandes �� ist nur dann durch die Boltzmann�

Gibbs�Verteilung gegeben� wenn wir das System �bei N � endlich� im Prinzip

unendlich lange beobachten� so da� es tats
achlich alle �uberhaupt erreichba

ren Zust
ande auch anl
auft� Real sollte die Beobachtungszeit tB aber zumindest

tB �� tE sein� tB ist von der Zahl der Zust
ande abh
angig und w
achst mit diesen

an� Man kann grob

tE ! e�N ������

sch
atzen� Jedenfalls geht diese Zeit mit N �� so da� es dann keine endliche

Beobachtungszeit mehr gibt� unter der das System aus einem Einzugsgebiet

eines Attraktors in ein anderes �iehen kann� Dann ist die Boltzmann�Gibbs�

Verteilung nicht mehr anwendbar� bzw� die Boltzmann�Gibbs�Verteilung ist

nur in dem Sinne anwendbar� da� man eine auf die jeweilige Phase beschr
ankte

Summation f
ur die Mittelwertbildung ausf
uhrt� d� h� anstelle von ���� gilt f
ur

den Mittelwert einer beliebigen Zustandsgr
o�e f
h
��
i

D
f
h
��
iEth

�
X

��Phase
f
h
��
i
exp

�
��

�

X
ij

�iwij�j

�
A �Zb ������

F
ur den Fall des einfachen Mattismodells �nden wir z� B�D
f
h
��
iEth

�
X

�mitm���

f
h
��
i
e�

N
�
m�

�����

was f
ur f � �i wieder auf ����

h�iith � ��im
� � �cross talk� ������

f
uhrt�

Dieses Scenario zeigt� da� bei der Existenz von Phasen
uberg
angen der Zu�

standsraum in verschiedene� zu den einzelnen Phasen assoziierte Gebiete unter�

teilt zu denken ist� die das System nicht verlassen kann� Energetisch bedeutet

�Die Mittelungszeit mu� also so lang sein
 da� alle Zust�ande
 die bei der Fluktuation um

einen Attraktorzustand des Netzes bei T � � m�oglich sind auch wirklich oft genug aufgetreten

sind�
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das� da� zwischen diesen Gebieten f
ur N � � unendlich hohe Energiebarrie�

ren bestehen� Das entspricht einer Brechung der Ergodizit�at des Systems�

Im Hop�eldmodell bzw� im Spinglas ist das Besondere� da� wir es mit einer

makroskopisch gro�en Vielzahl von nichtergodischen Phasen zu tun haben�

Vorlesung Neuroinformatik �	�



KAPITEL �� ATTRAKTORNETZWERKE

��	 R� Der � Universit�at Leipzig � Institut f�ur Informatik



Kapitel �

Neuronale Netze und

abstrakte Automaten

���� Sowohl die bisher besprochenen Feed�Forward�Netze als auch die rekur�

renten Netze k
onnen als spezielle abstrakte Automaten aufgefa�t werden� Auch

die Attraktornetzwerke stehen in enger Verwandschaft zu endlichen Automaten

und sind insbesondere Verallgemeinerungen von zellul
aren Automaten�

�� Abstrakte Automaten

Ein abstrakter Automat ist ein Tupel

A � �X�Y�U� f� g� �����

mit

� X � Eingabealphabet� mit den Elementen xi � X� die Eingabebuchstaben
genannt werden� Analog ist Y das Ausgabealphabet�

� U ist die Menge der inneren Zust
ande�

� Die Funktionen f bzw� g vermitteln eindeutige Abbildungen der Produkt�
mengenX�U in die Menge der Zust
andeU bzw� in die AusgabemengeY�

Diese Abbildungen de�nieren die 
Uberg
ange zwischen den Zust
anden bzw�

die Ausgabe des Automaten als Funktion der Eingabe und des aktuellen

inneren Zustandes von A� s�u� Folglich hei�t f auch die 
Uberf
uhrungs�

und g die Ergebnisfunktion des Automaten�

���
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Die Arbeit des Automaten

�y �t�

� � � � �
Automat

������������
Zustd� �u �t�

� � � � �
�x �t�

�����

ist bez
uglich der getakteten Zeit t � 	� �� ��� durch folgenden Algorithmus

bestimmt�

�� Initialisierung� Zum Zeitpunkt �o�B�d�A�� t � 	� Einlesen des inneren Zu�

standes �Startzustand� �u des Automaten�

�� Einlesen eines Buchstabens �x aus dem Eingabealphabet� Bestimmung der

Ausgabe �y �t� und des Folgezustandes �u �t� �� � �uneu seines aktuellen

inneren Zustandes �u

�y �t� � g ��x� �u� �����

�u �t� �� � f ��x� �u�

�� �u � �uneu ��uneu wird neuer aktueller innerer Zustand�� t � t� �

�� Abbruch$ GOTO �

Als endliche Automaten werden speziell solche bezeichnet� f
ur die die Mengen

X�Y�U endlich sind�

�� Neuronale Netze als abstrakte Automaten

Im folgenden wollen wir den formalen Zusammenhang zwischen verschiedenen

neuronalen Netzen und abstrakten Automaten darstellen�
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� Die in Kap� � besprochenen Feed�Forward�Netze

�y �t�

� � � � �
Feed�Forward

Netz

� � � � �
�x �t�

�����

sind spezielle Automaten� die sich von ��� einzig dadurch unterscheiden�

da� sie nicht 
uber einen inneren Zustand verf
ugen� der die Ausgabe in

Abh
angigkeit von den Inputs �x beein�ussen k
onnte� Die Buchstaben des

Ein� bzw� Ausgabealphabetes des Automaten sind mit der Menge al�

ler m
oglichen Input� bzw� Outputvektoren des Netzes zu identi�zieren�

Feed�Forward�Netze k
onnen wegen dieser Eigenschaft als ein im Sinne

der Signaltheorie kombinatorische Systeme bezeichnet werden�

� Rekurrente Netze� Der fehlende innere Zustand der Feed�Forward�

Netze macht den Output des Netzes zu einer direkten Funktion des aktu�

ellen Inputs des Netzes� Auf diese Weise geht die Vorgeschichte der Inputs

nicht in den Ouput ein� Das ist vor allem f
ur die Verwendung von Netzen

als Modelle von Zeitreihen oder allgemeiner von dynamischen Systemen

oft ein entscheidender Nachteil�

Dieses Problem kann durch die Verwendung rekurrenter Netze beseitigt

werden� In rekurrenten Netzen koppeln ausgew
ahlte Neuronen ihren Out�

put auf sich selbst oder auf andere Neuronen zur
uck� Die Outputs dieser

ausgew
ahlten Neuronen k
onnen als innerer Zustand des Netzes �u interpre�

tiert werden� der nach der Regel ��� upgedatet wird� Damit sind rekurren�

te Netze Realisierungen �echter� abstrakter Automaten und k
onnen wie

diese eine innere Repr
asentation der Vorgeschichte des aktuellen Inputs

aufbauen�

F
ur die Beziehungen zwischen rekurrenten neuronalen Netzen und ab�

strakten Automaten existieren eine Reihe von strengen Aussagen� So wur�

de schon ���� von Alon� Dewdney und Ott ��� gezeigt� da� rekurrente neu�

ronale Netze jeden endlichen abstrakten Automaten in Echtzeit simulieren

k
onnen� Siegelman und Sontag ���� bewiesen ��� die gleiche Aussage f
ur
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die Simulation einer multi�stack Turing Maschine� Damit besitzen die

rekurrenten Netze die gleiche M
achtigkeit wie diese Berechnungsmodelle�

Diese Aussagen sind zun
achst nur recht prinzipieller Natur� es konnten

aber auch Ergebnisse f
ur Netze konkreter Architekturen gewonnen wer�

den� So gilt z� B� der Satz� da� sich rekurrente Netze vom Typ der von

Elman� vgl� ���� ��� zuerst eingef
uhrten Architektur zur Simulation eines

beliebigen endlichen Automaten in Echtzeit eignen� w
ahrend rekurrente

Kaskadenkorrelationsnetze diese Performanz nicht haben� vgl� �����

� Attraktornetzwerke �Hop�eldnetz�� Eine weitere Spielart der ab�

strakten Automaten sind die in 

 dargestellten Attraktornetzwerke

�Hop�elnetzwerk�� Diese dienen als Assoziativspeicher� die einen belie�

bigen Inputvektor �x auf einen der gespeicherten Mustervektoren �x� ab�

bilden� Diese Abbildung ist ein Ergebnis der Attraktordynamik� Das Netz

wird mit �x als Anfangszustand gestartet und erreicht nach endlicher Zeit

einen Fixpunkt� der die Ausgabe des Speichers darstellt� Das entspricht

einem Automaten mit Ergebnis� bzw� 
Uberf
uhrungsfunktionen� die nicht

von einem Eingabebuchstaben abh
angen� d� h�

�y �t� � g ��u� ����

�u �t� �� � f ��u�

anstelle von ����

Beim Hop�eldnetz ist speziell g ��u� � �u� Die Eingabe erfolgt 
uber die

Initialisierung des inneren Zustandes� d� h� �u� � �x� Die 
Uberf
uhrungs�

funktion ist so zu w
ahlen� da� der Automat nach einer endlichen Zahl

von Schritten zum Halten kommt� Die Ausgabe des Assoziativspeichers

ist mit �y � g
�
�uhalt

�
durch den inneren Zustand �uhalt des Automaten

gegeben� Wegen �� sind die Attraktornetze spezielle Realisierungen des

Moore�Automaten�

�� Stochastische Automaten und Netze

In Vorbereitung
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Selbstorganisierende Karten

Wir betrachten nun eine wichtige Klasse von neuronalen Netzen� die als Mo�

delle neuronaler Karten dienen� Karten stellen ein Hauptelement der kortikalen

Informationsverarbeitung dar� Von verschiedenen Autoren wird die gesamte In�

formationsverarbeitung im Kortex als eine Hierarchie von Karten in Stufen

steigender Abstraktion der prim
aren Sinneseindr
ucke �sensorische Inputs� be�

trachtet �van Essen�� Auf jeden Fall spielen Karten eine wichtige Rolle beim

Aufbau einer inneren Repr
asentation der Au�enwelt� Diese Repr
asentation ist

immer informationsreduziert� d� h� es �ndet immer eine Datenreduktion statt�

Jedes Neuron� das an der Repr
asentation eines prim
aren Sinneseindruckes be�

teiligt ist� 
uberdeckt mit seinem rezeptiven Feld einen Teil der sensorischen In�

formations�
achen und ist damit f
ur eine bestimmte Auswahl der sensorischen

Reize �zust
andig��

Im folgenden werden wir uns zun
achst mit der datenreduzierenden Projek�

tion der sensorischen Inputs auf die zust
andigen Neuronen besch
aftigen� Tech�

nisch f
uhrt das auf den Begri� des Vektorquantisierers und auf die Frage� wie

eine solche Datenreduktion m
oglichst e�ektiv� d� h� mit m
oglichst geringen In�

formationsverlusten� geleistet werden kann� Wie sich zeigen wird� kann das mit

einem einfachen Wettbewerbslernen biologisch e�ektiv realisiert werden� Da�

nach soll die Organisation der Einzelprojektionen auf die Neuronen in eine to�

pogra�sche Abbildung untersucht und insbesondere die Frage studiert werden�

wie diese topogra�schen Abbildungen gelernt werden k
onnen�

��
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��� Der Vektorquantisierer

���� Rezeptive Felder und Voronoiparkettierung des Inputrau�

mes

Wir betrachten eine Menge von Neuronen i � �� ���� N � die alle von den n In�

putunits l � �� ���� n gespeist werden� Die Inputvektoren �Merkmalsvektoren�

�x � �x�� ���� xn� � Rn werden als Punkte im n � dimensionalen Raum gedacht�

Jedes Neuron i f
uhrt den Vektor �wi � �wi�� ���� win� seiner synaptischen Ge�

wichte� der ebenfalls als Punkt im Rn interpretiert werden kann� Die Menge

der f�wig de�niert eine Voronoiparkettierung des Rn d� h� eine Zerlegung des

Raumes in die Menge V � fVi j i � �� ���� ng der Voronoizellen der einzelnen
Vektoren �wi� so da�

Rn � V� " V� " ��� " VN

Sei imRn ein AbstandD ��x� �y� zwischen zwei beliebigen Vektoren �x� �y de�niert�

Das kann z� B� der Euklidische Abstand

D ��x� �y� �

sX
i

�xi � yi�
�

sein� Die zum Vektor �wi geh
orige Voronoizelle Vi ist de�niert als das Gebiet

aller �x� die zu �wi einen kleineren �oder h
ochstens den gleichen� Abstand als zu

allen restlichen Repr
asentanten haben

Vi � f�x j D ��x� �wi� � D ��x� �wj� �j �� ig �����

Die Grenzen der einzelnen Voronoizellen sind folglich Hyperebenen� die die Ver�

bindungslinien zwischen benachbarten Repr
asentanten auf halbem Wege senk�

recht schneiden�

Betrachtet man die 
Ubereinstimmung des Inputs mit dem synaptischen Vek�

tor als Ma� f
ur die Erregung des Neurons� so ist die Voronoizelle das Gebiet der

Inputs� die das betrachtete Neuron i am st
arksten erregen� Dieses wird deshalb

f
ur gegebenes �x auch als das Siegerneuron oder best match Neuron bezeichnet�

Die Voronoizelle ist damit die Dom
ane des Neurons und ist gleichbedeutend

mit seinem rezeptiven Feld��

�In der neurobiologischen Formulierung k�onnen die rezeptiven Felder durchaus auch �uber�

lappend sein�
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���� Der Vektorquanisierer �VQ�

VQ werden allgemein zur Datenreduktion eingesetzt� d� h� zur problemange�

pa�ten Diskretisierung ��Quantisierung� oder Partitionierung von hochdimen�

sionalen Datenr
aumen� f
ur die bei der Kodierung ein gewisser Informationsver�

lust hingenommen werden kann� �Unterschied zur Datenkompression bei der

eine vollst
andige Rekonstruktion der Ausgangsdaten m
oglich sein soll�� Ziel ist�

eine diskrete Menge von Datenvektoren �x in Gruppen zusammenzufassen� die

jeweils durch einen einzigen Vektor� ihren Codebuchvektor oder Repr�asen

tanten� repr
asentiert werden� Das entspricht der Aufteilung der Menge der

Datenvektoren in Teilmengen entsprechend den Gruppen i � �� �� � � � � N � wobei

allen �x �Gruppe i der Repr
asentant �wi zugeordnet wird �Kodierungsschritt��

Umgekehrt ist die Gruppierung durch die Voronoiparkettierung des Raumes in

eindeutiger Weise vorgegeben� Zur Informations
ubertragung wird dann nur der

Index i 
ubertragen und im Decodierungsschritt dann �wi ausgegeben

Input �x � Kodierer

�x � i
� i � Dekodierer

i� �wi

� �wi Output

�����

Der Kodierer ist also durch die Funktion i � �x� i ��x� gegeben� wobei �s� ����

i � argmin
j

D ��x� �wj� �����

d� h� die Datenvektoren zum Repr
asentaten �wi liegen alle in dessen Voronoizelle�

Frage ist nun� wie eine m
oglichst e�ektive Vektorquantisierung aussieht� Zur

Beurteilung der G
ute einer Vektorquantisierung gibt es im wesentlichen zwei

Kriterien � die 
ubertragene Transinformation und den Rekonstruktionsfehler�

Informationstheoretische Betrachtungen

Der VQ kann als ein Kodierer betrachtet werden� der Inputs �x Klassenlabel

l� l � �� � � � � L zuordnet� Wir stellen nun zun
achst die Frage nach der im Sin�

ne der Informationstheorie optimalen Form der Kodierung� Diese Frage kann

ganz allgemein ohne Bezug auf eine spezielle Realisierung eines VQ beantwor�

tet werden� Die geeignete Gr
o�e ist die Transinformation� die die durch den

Kodierer 
ubertragene Information mi�t� Wenn die Inputvektoren �x � �n sto�
chastische Vektoren mit einer Verteilung p ��x� sind� so ist die Inputinformation

I
in� � �
X
�x

p ��x� ln p ��x�

Vorlesung Neuroinformatik ���



KAPITEL �� SELBSTORGANISIERENDE KARTEN

Wegen der Zuordnung �x � �wl bzw� �x�Klassenlabel l� l � �� � � � � L de�niert

die Verteilung p ��x� auch eine output Verteilung P �l� mit Information

I
out� � �
LX
l��

P �l� ln P �l�

Die bedingte output Information I
outj�x� � �PL
l�� P �l j �x� ln P �l j �x� bzw� im

Mittel 
uber die Inputs

I
outjin� �
D
I
outj�x�

E
�
X
�x

p ��x�
LX
l��

P �l j �x� ln P �l j �x�

ist ein Ma� f
ur die output Information bei festgehaltenem Input �x� Bei einer

�wie im betrachteten Fall� deterministischen Zuordnung ist P �l j �x� entweder
Null oder Eins und damit ist die bedingte Information gleich Null� wie es sein

mu�� denn die bedingte Information mi�t die durch das Rauschen des Kodie�

rers erzeugte �falsche� Information�� Die am Ausgang anliegende nutzbare oder

unverf
alschte Information ist gerade die Transinformation� d� h� die durch den

Kodierer 
ubertragene Information

I
trans� � I
out� � I
outjin�

Im betrachteten Fall gilt also I
trans� � I
out� und der optimale Kodierer ist

durch I
out� � max gegeben� was durch

P �l� �
�

L

erf
ullt wird� d�� h� der Kodierer arbeitet optimal� wenn alle Repr�asen

tanten gleich oft angesprochen werden� wenn also alle Voronoizellen im

Mittel gleich viele Datenpunkte enthalten� F
ur p ��x� � const hei�t das� da� alle

Dom
anen gleich gro� sind�

Der Rekonstruktionsfehler

Der Rekonstruktionsfehler dr
uckt den durch die Ersetzung der �x durch die �w

gemachten Fehler in Termen der mittleren quadratischen Abweichung aus

E �w� � E �fwi j i � �� � � � � Ng� � hE �w� �x�i �
X
�x

p ��x� E �w� �x�

mit

E �w� �x� � D
�
�wi
�x�� �x

��
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wobei i ��x� der Index des Siegervektors zu �x ist� d� h� D
�
�wi
�x�� �x

�
�

minlD ��wl� �x� ��x�
Bei gleichverteilten Daten ist der Rekonstruktionsfehler am kleinsten� wenn

alle Zellen gleich gro� sind� Das enspricht also auch dem Maximum der Transin�

formation� Bei inhomogenen Datenverteilungen liefern beide Ma�e aber durch�

aus unterschiedliche optimale VQ�

���� Wettbewerbslernen

Die Bestimmung des besten Satzes von Prototypvektoren erfordert die Mini�

mierung von E bzw� die Maximierung von Itrans als Funktion der �w� Das kann

durch einen Gradientenfolgeverfahren erreicht werden� F
ur die Minimierung des

Rekonstruktionsfehlers E wird dabei jeder Vektor �wi schrittweise gem
a�

��wi� � �� 
E


wi�
�����

ver
andert ver
andert�

Dazu mu� aber der mittlere Fehler E bekannt sein� d� h� man mu� schon

alle Daten vorliegen haben� Ein inkrementelles Verfahren� bei dem mit jedem

neu einkommenden Datenvektror �x eine #in�nitesimal� kleine Ver
anderung der

vorgenommen wird� ergibt sich durch die stochastische Approximation des Gra�

dientenabstieges ���� Das wird mit folgendem Algorithmus realisiert� Bei Ein�

gabe von �x bestimmen wir zun
achst das #Siegerneuron� i� d� h� den best match

Repr
asentanten �wi� und f
uhren f
ur dieses den Lernschritt gem
a�

��wi � �� ��wi � �x� i � i ��x� ����

aus� mit geeigneter Abk
uhlungsregel f
ur den Lernparameter ���Linde� Buzo�

Gray ���	� s� ������ Der Algorithmus erzeugt einen zeitdiskreten stochastischen

Proze� �w �t�� Im station
aren Zustand gilt h��wi � 	 und folglich

h�wli
l� � h�xi
l�

wobei die h�xi
l� die Mittelung 
uber die Dom
ane des Repr
asentanten �wl ist� Der

Repr
asentant ist also bei sorgf
altigem �Einfrieren� gleich dem Mittelwert der

in seiner Dom
ane gelegenen Inputvektoren �x�

Das Verfahren hei�t Wettbewerbslernen� weil die Neuronen im Wettbewerb

um die beste Repr
asentation der Inputs stehen�
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���� Der �uberwacht lernende Vektorquantisierer �LVQ�

Das oben eingef
uhrte Wettbewerbslernen als Verfahren zur Optimierung eines

Vektorquantisierers ist ein nicht
uberwachtes Lernverfahren� In der Tat wird

kein Information durch einen Lehrer vorgegeben� die Positionierung der Re�

pr
asentanten und damit die Gruppierung der Inputvektoren erfolgt rein nach

statistischen Gesichtspunkten�

Der LVQ als Klassi�kator

Ein Klassi�kator teilt die Inputvektoren in L vorgegebene Klassen ein� Der

LVQ ist ein lernender Klassi�kator� der anhand von Beispielen lernt� die In�

putvektoren in genau diese Klassen einzuteilen� Die Klassen belegen bestimmte

Gebiete im Raum der Inputvektoren� Diese Gebiete m
ussen mit Repr
asentan�

ten der jeweiligen Klasse belegt werden� F
ur eine m
oglichst variable Grenz�

ziehung zwischen den Gebieten der verschiedenen Klassen m
ussen die Klassen

jeweils durch hinreichend viele Prototypvektoren repr
asentiert werden� Zu je�

der Klasse ,k geh
ort folglich eine Menge von klassenspezi�schen Repr
asentanten

�wkl � l � �� � � � � nk� Zur Klassi�kation wird �x genau dann der Klasse zugeordnet�

wenn es einem der Repr
asentanten dieser Klasse den kleinsten Abstand hat�

Ziel des Lernverfahrens ist es� die Repr
asentanten �wkl zu lernen� Ein gut

geeignetes Verfahren wurde von Kohonen ��� angegeben und Lernender Vek�

torquantisierer �LVQ� genannt� In der Grundversion lautet der Lernalgorith�

mus des LVQ f
ur eine Euklidische Abstandsfunktion und f
ur diskrete Zeiten

t � 	� �� � � �

��wkl �t� � �t � �x� �wkl �t�� bei richtiger Klassifikation �����

und

��wkl � 	 bei falscher Klassifikation

Es lernt also immer nur der Repr
asentant mit dem geringsten Abstand zum

Inputvektor �x � �n� Dieser Repr
asentant kann als Sieger im Wettbewerb um

die Repr
asentation des aktuellen Inputs betrachtet werden� Zur �Belohnung�

darf der Sieger lernen �Wettbewerbslernen�� Ergebnis des Lernschrittes ist ei�

ne Ann
aherung des best match Repr
asentanten an einen der zu seiner Klasse

geh
origen Merkmalsvektoren� 
Uber viele Lernschritte erfolgt somit eine lang�

same �Di�usion� der Repr
asentanten einer bestimmten Klasse in das f
ur diese

Klasse relevante Gebiet des Datenraumes� Die Gebiete zwischen den einzelnen
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Klassen werden durch einen sich aus der Voronoi�Parkettierung ergebenden Po�

lygonzug begrenzt�

Probleme bei diesem Lernverfahren sind sog� dead units� d� h� Repr
asen�

tanten �wkl die auf der Trainingsmenge niemals Sieger werden und demzufolg


uber�
ussig sind �Speicherplatz&� und die Tatsache� da� man die Zahl der Re�

pr
asentanten pro Klasse �die die Struktur der Gebietsgrenze bestimmt� von

au�en vorgeben mu��

Varianten des LVQ

Eine Erh
ohung der Lerngeschwindigkeit und teilweise Verringerung von Fehl�

klassi�kationen ergibt sich bei folgendem Lernalgorithmus

��wkl � �t � �x� �wkl � bei richtiger Klassi�kation

und

��wkl � ��t � �x� �wkl � bei falscher Klassi�kation

Ein klassenfremder Prototypvektor �wkl wird also vom Datenpunkt �x wegbewegt�

Eine weitere Verbesserung stellt der LVQ� dar� bei dem der Lernschritt f
ur den

Prototypvektor �wkl nur ausgef
uhrt wird� wenn

�� Der Vektor �x fehlklassi�ziert wurde� d� h� �x ist seinem Repr
asentanten

klassenfremd�

�� Der zweitn
achste Prototypvektor �zweiter Sieger� zur Klasse von �x geh
ort�

�� der Merkmalsvektor �x hinreichend dicht an der Gebietsgrenze zwischen

beiden Prototypvektoren liegt�

Der Algorithmus steht mit einigen Anwendungsbeispielen als public domain

Programm zur Verf
ugung�

Eine Verallgemeinerung ist der dynamisch lernende Vektorquantisierer� der

sich die erforderlichen Repr
asentanten selbst allokiert� so da� diese nicht von

Hand vorgegeben werden m
ussen� s� ����� Der Algorithmus wurde u� a� erfolg�

reich in der Spracherkennung angewendet�
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��� Selbstorganisation topogra�scher Abbildungen �

der Algorithmus von Kohonen

Das reine Wettbewerbslernen sichert nur eine m
oglichst optimale Aufteilung des

Inputraumes auf die Neuronen� F
ur eine innere Repr
asentaton der Au�enwelt

mu� die Abbildung allerdings auch die r
aumlichen Beziehungen zwischen den

Reizen erhalten� Das w
urde eine geordnete �Verdrahtung� zwischen den Rezep�

toren und den kortikalen Neuronen voraussetzen� die aber so zum Beginn der

ontogentischen Entwicklung nicht vorhanden ist� Einfache informationstheore�

tische 
Uberlegungen zeigen auch� da� die Information 
uber die Organisation

dieser Verschaltung nicht schon in den Genen enthalten sein kann� Im Gegen�

teil entsteht die geordnete Verschaltung� getrieben durch st
andige Reizung der

sensorischen Fl
achen� im Laufe der Entwicklung des ZNS quasi von allein� F
ur

diesen Akt der Selbstorganisation gibt es eine Reihe mehr oder weniger rea�

listischer Modelle� von denen wir hier nur den auf Kohonen zur
uckgehenden

Lernalgorithmus f
ur die synaptischen Gewichte besprechen wollen�

Unter einer Karte verstehen wir die topogra�sche Abbildung eines Inpu�

traumes V auf einen OutputraumA� Solche Abbildungen werden durch spezielle
einlagige neuronale Netze realisiert� d� h� der Outputraum A ist eine Neuro�

nenschicht� wobei jedes Neuron von allen Inputunits direkt gespeist wird� s�

Abbildung ����

Die Topologie des Neuronenraumes A ist durch die Vorgabe der Orte �ri der
Neuronen i � �� �� ���� N festgelegt� Diese k
onnen die Knoten �Vertices� eines

beliebigen Graphen sein� im konkreten Fall der Darstellung ��� bzw� der Abbil�

dung ��� sitzen die Neuronen auf den Gitterpunkten eines zweidimensionalen

Quadratgitters� d� h� �ri � �ni� � ni�� � nij � f	� �� �� ���g�

Neuronen �Output�

# # # # # # # #
# # # # # # # #

# # # # # # # #
� � �
� � �

� � � � � �

Kopplungen

Inputunits

�����
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Abbildung ���� Abbildung einer zweidimensionalen Sinnesober�
ache �gelb� auf

ein kortikales Areal� das hier durch ein zweidimensionales Gitter von Neuronen

idealisiert ist� In der dargestellten postnatalen Situation sind alle Rezeptoren

der Sinnesober�
ache mit allen Neuronen durch synaptische Kopplungen unter�

schiedlicher St
arke verbunden� Jedes Neuron sieht einen entsprechend hochdi�

mensionalen Input� Durch Striche dargestellt sind die Kopplungen einiger weni�

ger Neuronen mit einigen der Sinnesrezeptoren� Ontogenetisch bildet sich durch

permanentes Reizen der Sinnesober�
ache eine geordnete Abbildung heraus�
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Jedes Neuron an einem Gitterplatz �r ist durch den Vektor seiner synaptischen

Gewichte �w�r � V mit den Inputunits verbunden� vgl� Abb� ���

Abbildung ���� F
ur punktf
ormige Reize kann das in der Abbildung ��� dar�

gestellte neuronale Netz vereinfacht werden� Jedes Neuron sieht nun nur zwei

Inputs � die Koordinaten des Reizes auf der Sinnesober�
ache� Entsprechend ist

sein synaptischer Vektor zweidimensional�

Da der Vektor �w�r in V liegt� ist er gleichzeitig die Abbildung des Gitter�

platzes �r nach V � s� Abb� ���� Die umgekehrte Abbildung V � A ergibt sich

durch die Vorschrift

�x �� �s falls jj�w�s � �xjj � jj�w�r � �xjj ��r

oder

�s ��x� � argmin
�r
jj�w�r � �xjj �����

Der Input �x wird also immer auf den ihm am n
achsten gelegenen synaptischen

Vektor �SV� �w�r abgebildet� Das entspricht der Voronoi�Parkettierung des In�

putraumes� s� Abb� ���

Um eine topogra�sche Abbildung V � A zu erhalten� m
ussen benach�

barte sensorische Inputs �x � V auf die gleichen oder benachbarte Gitterpl
atze

abgebildet werden� Mit dem von Kohonen angegebenen Lernalgorithmus f
ur

die synaptischen Kopplungen bilden sich diese Karten in einem Proze� der
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Abbildung ���� F
ur die Situation der Abbildung ��� sind f
ur einige Neuronen

die synaptischen Vektoren im Inputraum �blaue Punkte� zusammen mit dem

Reiz �roter Punkkt� dargestellt� Die synaptischen Vektoren der Neuronen �blaue

Punkte� sind die Projektionen der Neuronenorte in den Inputraum� Sie werden

auch als die virtuellen Orte der Neuronen bezeichnet� Die Erregungsst
arke ei�

nes Neurons bestimmt sich aus dem Euklidischen Abstand zwischen Reiz und

synaptischem Vektor� Das Neuron� dessen synaptischer Vektor am besten mit

dem Input 
ubereinstimmt ist das sog� Siegerneuron �rot umrandet�� Das Sie�

gerprinzip de�niert gleichzeitig eine Voronoiparkettierung des Inputraumes� Die

Voronoizelle eines Neurons ist das Gebiet� dessen innere Punkte genau dieses

Neuron zum Sieger machen� Die Grenzen der Voronoizellen einiger Neuronen

sind gestrichelt eingezeichnet�
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Selbstorganisation heraus� daher der Name selbstorganisierende Karten �eng�

lisch self�organizing maps �SOMs���� ���� Der Lernalgorithmus umfa�t die
folgenden Schritte�

�� Initialisierung aller synaptischen Gewichte� z� B� �w � �w�r � random ��r�
Dananch werden bei jeder Pr
asentation eines Inputs �x folgende Schritte

vollzogen�

�� Siegerbestimmung� Bestimmung des best matching SV�s� d� h� �nde

Gitterplatz �s �Neuronenort�� dessen SV �w�s dem pr
asentierten Input am

n
achsten ist� d� h�

�s � argmin
�r
jj�w�r � �xjj �����

vgl� ����

�� Lernschritt� Dann wird f
ur alle SV �w�r ein Lernschritt �Adaptionsschritt�

durchgef
uhrt�

��w�r � �h�r��s ��x� �w�r� ����	�

wobei die Nachbarschaftsfunktion

h�r��s � exp

�
�d ��r� �s�

�

���

�
������

die Mitlernst
arke der Neuronen am Ort �r bei Siegerneuron �s und d ��r� �s�

der �Euklidische� Abstand zwischen dem Siegerneuron und dem betrach�

teten Neuron im Gitter ist� d ��r� �s� �
qP�

i�� �ri � si�
� f
ur das zweidi�

mensionale Gitter�

�G
angige Parameter�� � � 	�� mit langsamer Abk
uhlung auf Werte � � 	�	��

Die Nachbarschaftsreichweite � wird im Laufe des Lernens von einem anf
anglich

hohen Wert �so da� die Nachbarschaft etwa ein Drittel aller Neuronen umfa�t�

auf einen Wert � !� � �abgek
uhlt�� Bei der Abk
uhlung der Nachbarschaftsreich�
weite treten eine Reihe interessanter P
anomene wie z� B� Phasen
uberg
ange auf�

vgl� ���� ��� und ���� ����

Der Ordnungsproze� kommt durch das Mitlernen der Nachbarschaftsneuro�

nen zustande� s� Abb� ����

Die L
angenskala f
ur die Umordnung wird dabei durch die Nachbarschafts�

reichweite � bestimmt� F
ur gro�e � wird folglich zun
achst eine Grobordnung

hergestellt� die sich mit der Abk
uhlung �Verkleinerung� von � immer weiter

verfeinert�
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Abbildung ���� Der Ordnungsproze�� Aus der Abbildung wird das selbstorgan�

sierte Entstehen einer topogra�schen Abbildung deutlich� Dargestellt ist die

Abfolge zweier Reize �rot bzw� rot schra"ert� und der Lernschritt� den ein

ausgew
ahlter Nachbar des jeweiligen Siegers vollzieht� Hierbei �ndet das �Ent�

�tzen� der sich kreuzenden und damit topologieverletzenden Projektionen der

beiden Nachbarneuronen statt�
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��� Anwendungen der selbstorganisierenden Karten

Die Eigenschat der SOM zur topogra�schen Abbildung hochdimensionaler

R
aume auf solche niederer Dimension wurde in einer Vielzahl von Varianten

angewendet� Hier sollen nur eingige ganz wenige kurz genannt werden� eine

ersch
opfende Bibliographie �ndet sich im Internet� ����

���� Datenentrauschung

Messdaten sind oft redundant� Das ist insbesondere eine erw
unschte Eigen�

schaft� wenn die Daten durch Me�fehler korrumpiert� also#verrauscht� sind�

Redundanz bedeutet� da� die Datenvektoren in einem Raum h
oherer als der

problemad
aquaten Dimension #leben�� Die topogra�sche Abbildung des hochdi�

mensionalen auf den eigentlich relevanten� niedrigdimensionalen Raum ist dann

geeignet� das Rauschen zu beseitigen�

Wichtig ist dabei� die richtigen Parameter f
ur die Nachbarschaftsreichweite

zu �nden� s� dazu ��	� ���

���� Selbstorganisierende Karten und kognitive Prozesse � Ein

Modell des �perceptual magnet� E�ektes

Beim Erlernen von Kategorien wird in wahrnehmungspsychologischen Experi�

menten ein sog� �perceptual magnet� E�ekt beobachtet� Die Grenzen zwischen

den Kategorien werden wesentlich besser aufgel
ost als die eher prototypischen

zentralen Regionen� Das wird z� B� bei S
auglingen in der akustischen Wahrneh�

mung von Vokalen beobachtet� Das Kategorienlernen �Erkennung von Voka�

len� kann als die Ausbildung einer Karte verstanden werden� Allerdings haben

mit dem Kohonenalgorithmus gelernte Karten eine datendichteproportionale

Au�
osung� Das bedeutet etwa f
ur das Vokallernen� da� die h
au�ger stimulier�

ten prototypnahen Muster besser unterschieden werden k
onnen als die seltener

stimulierten Grenzregionen zwischen den Kategorien�

Trotzdem k
onnen selbstorgansierende Karten als Modelle des beobachte�

ten Verhaltens beim Kategorienlernen und damit zur Erkl
arung des �perceptual

magnet� E�ektes dienen� wenn der Algorithmus von Kohonenen geeignet ab�

ge
andert wird� Wir haben in ��	� ��� �� durch eine Aufmerksamkeitssteuerung

des Lernprozesses erreicht� da� sich die Au�
osung der Karte einstellen l
a�t�
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so da� sie die in den speziellen psychologischen Experimenten beobachteten

Verh
altnisse widerspiegeln und damit den �perceptual magnet� E�ekt erkl
aren

kann�

���� L�osung eines Optimierungsproblems � der reisende Han�

delsmann

Das Problem des reisenden Handelsmannes besteht darin� auf k
urzstem Weg

eine Rundreise durch N vorgegebe St
adte zu organisieren� wobei jede Stadt

genau einmal besucht werden soll� Das kann als Abbildung der r
aumlichen An�

ordnung der St
adte auf eine eindimensionale Kette aus ebenfalls N Gliedern

verstanden werden� Diese Abbildung ist eine approximative L
osung des Opti�

mierungsproblemes� wenn sie nachbarschaftserhaltend ist� d� h� wenn sie kurze

Abst
ande zwischen den St
adten auf kleine Abst
ande auf der Kette abbildet�

Die naive Anwendung des Kohonen�Algorithmus bringt aber keine beson�

ders guten L
osungen� Eine sehr e�ektive Variante ist in �� bzw� ��� beschrieben�

���� WEBSOM � Ein automatisches Verfahren zur semanti�

schen Clusterung von Internetdokumenten

Bei diesem Verfahren werden Internetdokumente in jeweils einen Datenvek�

tor umgesetzt� Der Kohonen�Algorithmus realisiert� getrieben durch diese Da�

tenvektoren die Abbildung der Dokumente auf eine zweidimensionale Fl
ache�

Wegen der nachbarschaftserhaltenden Eigenschaft der Kartierung mit dem

Kohonen�Algorithmus werden dabei benachbarte Dokumente auch auf benach�

barte Regionen der Karte abgebildet� Die Software�Realisierung bietet die

M
oglichkeit des Zoomens� d� h� wenn man auf der Karte der Dokumente eine

interessante Region gefunden hat kann man weiter in die Tiefe gehen und sich

eine Karte dieses Ausschnittes auf den Bildschirm holen� N
aheres und Demos

unter ����

��� Messung der topologischen Eigenschaften der

Karten

Wie in Kapitel ��� dargestellt� werden die selbstorganisierenden Karten vor

allem f
ur die dimensionsreduzierende Abbildung von Datenr
aumen eingesetzt�

zumindest l
auft die Mehrzahl der Anwendungen auf dieses Problem hinaus�
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Im allgemeinen ist die wahre Dimensionalit
at der Datenverteilung unbe�

kannt� die Daten bilden eine nichtlineare Mannigfaltigkeit� die au�erdem ver�

rauscht ist� Geometrisch hei�t das� da� die Datenvektoren im wesentlichen �d�

h� bis auf das Rauschen� auf einer gekr
ummten Hyper�
ache liegen� die in den

hochdimensionalen Datenraum eingebettet ist�

Wenn die Dimension d der Hyper�
ache bekannt und das Rauschen nicht

zu stark ist� so kann die topographische Abbildung auf ein d�dimensionales

Gitter gelingen� In der Praxis bestimmt man d durch Probieren und wegen des

Rauschens kann die Topologieerhaltung nur n
aherungsweise gesichert werden�

Damit ergibt sich die Aufgabe� die G
ute der Topologieerhaltung zu messen�

Daf
ur sind eine Reihe von Verfahren bekannt� die aber alle schlecht f
ur

den Fall nichtlinearer Datenmannigfaltigkeiten taugen� Eine relativ allgemei�

ne L
osung des Problems wurde in den Arbeiten ��� ��� ��� ��� gefunden und

f
ur eine Reihe von Anwendungsf
allen getestet�
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